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Περίληψη 

         Η παρούσα διπλωµατική εργασία µε τίτλο «Η χρήση του αντιπαραδείγµατος 

από µαθητές Γ Λυκείου ως εργαλείο αποδεικτικής διαδικασίας» µελετάει γενικά τις 

αποδεικτικές µεθόδους που µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην επιστήµη των 

Μαθηµατικών αλλά και ειδικά την µέθοδο του αντιπαραδείγµατος. Στο θεωρητικό 

µέρος κύριος στόχος της µελέτης είναι να παρουσιάσει µε λεπτοµέρεια τις 

αποδεικτικές µεθόδους και το αντιπαράδειγµα καθώς επίσης και τις έρευνες που 

χρησιµοποίησαν το αντιπαράδειγµα. Στο ερευνητικό µέρος κύριος στόχος είναι η 

διερεύνηση της ικανότητας των µαθητών να χρησιµοποιούν το αντιπαράδειγµα. Στην 

στατιστική ανάλυση χρησιµοποιήθηκαν σχετικές συχνότητες, τα διαστήµατα 

εµπιστοσύνης της µέσης τιµής, οι παραµετρικοί έλεγχοι paired samples t-test και 

ΑΝΟVA. Η στάθµη σηµαντικότητας σε όλους τους ελέγχους ορίστηκε στο 5%. Τα 

αποτελέσµατα της έρευνας έδειξαν ότι η απόδοση των µαθητών στην χρήση 

αντιπαραδειγµάτων ήταν µέτρια µε το 28,3% των µαθητών να ανταποκρίνονται 

ικανοποιητικά στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων. Οι µαθητές που είχαν 

ικανοποιητική απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων είχαν επίδοση στα 

Μαθηµατικά άνω του 18. Τέλος, το 40% των µαθητών δεν κατασκεύασε κανένα 

αντιπαράδειγµα, ενώ αυτοί που µπόρεσαν να κατασκευάσουν προτίµησαν το 

αλγεβρικό έναντι του γεωµετρικού. 

Λέξεις κλειδιά: Αποδεικτικές µέθοδοι, Αντιπαράδειγµα, Μαθητές Γ Λυκείου 
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Abstract 

        The present diploma thesis entitled “Use of counter examples by High School 

students as a tool of demonstration procedure” generally studies methods of proof that 

can be used in the science of Mathematics and specifically the counter example 

method. In the theoretical part, the main objective of the study is to present in detail 

the methods of proof and the counter example method  as well as the surveys that 

used the counter-model. In the research part main goal is to investigate the ability of 

students to use the counter example. In the statistical analysis, percentages, the mean 

confidence intervals, the parametric tests paired samples and ANOVA were used. The 

level of significance in all test was set at 5%. The results of the survey showed that 

students' performance in using counter examples was moderate, with 28,3% of 

students responding well in  most of questions. Students who performed well in the 

construction of counter examples performed more than 18 in Mathematics. Finally, 

40% of students did not make any counter example, while those who managed, 

preferred algebraic versus geometric. 

Key words : Methods of proof, Counter example, High School students 
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Εισαγωγή 

         Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει ως βασικό σκοπό να µελετήσει την 

ικανότητα των µαθητών να κατασκευάσουν αντιπαραδείγµατα. Η ιδέα  για την 

εκπόνηση αυτής της διπλωµατικής εργασίας γεννήθηκε όταν ολοκληρώθηκε η 

βαθµολόγηση των γραπτών των πανελλαδικών εξετάσεων στα µαθηµατικά 

προσανατολισµού της Γ Λυκείου. Στα 200 γραπτά που διορθώθηκαν διαπιστώθηκε 

ότι µόλις 28 από τους   200 µαθητές βρήκαν αντιπαράδειγµα στην πρόταση :«Κάθε 

συνάρτηση f   η οποία είναι συνεχής στο διάστηµα (α, β)  είναι και παραγωγίσιµη σε 

αυτό»   και αιτιολόγησαν πλήρως την απάντηση τους. Τα ερωτήµατα  που προέκυψαν 

ήταν αν οι µαθητές είναι ικανοί να κατασκευάσουν αντιπαραδείγµατα σε έννοιες του 

∆ιαφορικού Λογισµού αλλά και ποιος είναι ο βαθµός ικανότητας παραγωγής 

αντιπαραδειγµάτων από µαθητές Γ Λυκείου ως απάντηση σε  προτάσεις και 

ισχυρισµούς που πίστευαν ότι δεν είναι αληθείς.  

          Η αποδεικτική µέθοδος του αντιπαραδείγµατος έχει µελετηθεί παλαιότερα από 

πολλούς ερευνητές όπως  Lakatos (1976), Peled & Zaslavsky (1997), Alcock & 

Weber (2005),  Seiden & Seiden (2003),  Ko & Knuth, (2009) αλλά και πιο πρόσφατα 

στην έρευνα  του Ευαγγελόπουλου (2018). Τα αποτελέσµατα των ερευνών 

συµπίπτουν και αναδεικνύουν την δυσκολία των µαθητών είτε να αναγνωρίζουν ότι 

µία µαθηµατική πρόταση είναι ψευδής είτε να αναπαράγουν αντιπαραδείγµατα σε 

προτάσεις που θεωρούν ψευδείς.  

           Σε µία σύντοµη παρουσίαση της δοµής των κεφαλαίων στο  1ο κεφάλαιο 

παρουσιάζεται το σύνολο των αποδεικτικών µεθόδων στα Μαθηµατικά και γίνεται 

και µία εισαγωγή στην έννοια του αντιπαραδείγµατος το οποίο µελετάται 

εκτενέστερα στο 2ο κεφάλαιο. Στο 3ο κεφάλαιο πραγµατοποιείται βιβλιογραφική 

ανασκόπηση των ερευνών που χρησιµοποίησαν το αντιπαράδειγµα ενώ στο 4ο και 5ο 

κεφάλαιο συνθέτουν το εµπειρικό µέρος µε την µεθοδολογία έρευνας και τα 

αποτελέσµατα, τα οποία συνδέονται µε το θεωρητικό πλαίσιο στο 6ο  κεφάλαιο των 

συµπερασµάτων. 
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Κεφάλαιο 1 

Η απόδειξη και το αντιπαράδειγµα στην αποδεικτική 

διαδικασία 

1.1 Η απόδειξη 

1.1.1 Εισαγωγή 

Η απόδειξη είναι ένας σηµαντικός στόχος διδασκαλίας στα µαθηµατικά στο Λύκειο. 

Το παιδαγωγικό ινστιτούτο για τη διδασκαλία των µαθηµατικών αναφέρει: «Η 

απόδειξη αποτελεί το κύριο χαρακτηριστικό των µαθηµατικών και έχει πρωτεύοντα 

ρόλο σε όλα τα επίπεδα διδασκαλίας τους. Άλλωστε ένας από τους κεντρικούς 

στόχους που διαπερνά το Π.Ι, είναι η ανάπτυξη του µαθηµατικού συλλογισµού, η 

ικανότητα παρακολούθησης και παραγωγής µαθηµατικής επιχειρηµατολογίας και η 

απόδειξη. Στο λύκειο η απόδειξη είναι περισσότερο αυστηρή από ότι στις άλλες 

τάξεις και οι µαθητές ασκούνται στο να εφαρµόζουν διάφορες αποδεικτικές µεθόδους 

(ευθεία απόδειξη, απαγωγή σε άτοπο, αντιπαράδειγµα) για να επιβεβαιώσουν την 

αλήθεια των προτάσεων» (Παπασταυρίδης κ.α.,2016). Οι µαθητές στο Γυµνάσιο 

ουσιαστικά δεν έρχονται σε επαφή µε τη µαθηµατική απόδειξη. Αρχικά έρχονται 

αντιµέτωποι στο Γυµνάσιο µε µη τυπικές αποδείξεις και στη συνέχεια στο Λύκειο µε 

τυπικές αποδείξεις. Πως όµως ορίζεται η απόδειξη στα Μαθηµατικά; Ποια διαδικασία 

πρέπει να ακολουθήσει ένας µαθητής για να αποδείξει µία µαθηµατική πρόταση; Με 

ποιον τρόπο οι µαθητές θα αφοµοιώσουν τον αποδεικτικό τρόπο σκέψης ώστε να τον  

αναπαραγάγουν (Τουµάσης,1994). Η έννοια της απόδειξης  έχει άµεση σχέση µε την 

αξιωµατική θεµελίωση και το Μαθηµατικό Σύστηµα µέσα στο οποίο εφαρµόζεται. 

 

1.1.2 Η αξιωµατική θεµελίωση  

       Έστω ότι Α είναι µια µαθηµατική θεωρία. Καθορίζουµε αρχικά τα στοιχεία της 

Α, τις ιδιότητες τους, καθώς και σχέσεις και πράξεις που εκτελούνται στην Α µε τα 

στοιχεία της. Για τον καθορισµό αυτών των εννοιών είναι απαραίτητο να έχουν 

οριστεί άλλες έννοιες, οι οποίες δεν µπορούν να οριστούν µε άλλες απλούστερες.  

 Αρχικές έννοιες ονοµάζονται έννοιες οι οποίες δεν µπορούν να οριστούν σε 

απλούστερες.  

Με τη βοήθεια των αρχικών εννοιών καθορίζουµε νέες έννοιες που λέγονται ορισµοί. 
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 Oρισµός είναι µία έκφραση που  έχει ως στόχο να περιγράψει ή να οριοθετήσει την 

έννοια κάποιας λέξης, φράσης ή έννοιας δηλώνοντας τις βασικές ιδιότητες της και τα 

διακριτά χαρακτηριστικά της µε ακρίβεια, σαφήνεια και πληρότητα. Κατά την 

σύνταξη του ορισµού δεν πρέπει να περιλαµβάνεται η ίδια λέξη, καθώς και  σύνθετα 

ή παράγωγα αυτής. Επιπλέον πρέπει να ικανοποιούνται τα κριτήρια της γενίκευσης, 

δηλαδή να καλύπτονται όλες οι πτυχές της περιεχόµενης έννοιας καθώς και η 

διάκρισή της από οποιαδήποτε άλλη.  

Τα είδη των ορισµών είναι δύο, ο αναλυτικός και ο συνθετικός. 

Αναλυτικός ορισµός είναι ο ορισµός που προσεγγίζει την έννοια από το ειδικό προς 

το γενικό παραθέτοντας όλα τα χαρακτηριστικά της. 

� Για παράδειγµα : Τρίγωνο είναι ένα σχήµα που έχει ακριβώς 3 γωνίες 

Συνθετικός ορισµός είναι ο ορισµός που προσεγγίζει την έννοια από το γενικό προς 

το ειδικό, περιγράφοντας µία διαδικασία σχηµατισµού της έννοιας από τα επιµέρους 

χαρακτηριστικά της. 

� Για παράδειγµα : Κάθε σχήµα που έχει τρεις γωνίες ονοµάζεται τρίγωνο. 

Συνεχίσουµε µε τον ορισµό της πρότασης και της υπόθεσης. 

Πρόταση στην επιστήµη των Μαθηµατικών εννοούµε µία έκφραση µε αυτοτελές 

νόηµα, η οποία επιδέχεται έναν και µόνο χαρακτηρισµό: αληθής ή ψευδής 

αποκλείοντας κάθε άλλη περίπτωση. Ο Αριστοτέλης στο έργο του «Αναλυτικά 

πρότερα» αναφέρει χαρακτηριστικά: «Πρότασις µεν ουν εστί λόγος καταφατικός ή 

αποφατικός τινός κατά τινός» 

Υπόθεση είναι µία πρόταση της οποίας είναι άγνωστη η τιµή της αλήθειας.  

       Οι αρχικές έννοιες και οι ορισµοί αποτελούν το αλφάβητο της γλώσσας της 

δεδοµένης µαθηµατικής θεωρίας. Οι προτάσεις που υπάρχουν στην θεωρία Α 

προκύπτουν από άλλες προηγούµενες προτάσεις της θεωρίας µέχρι να καταλήξουµε 

σε προτάσεις που γίνονται δεκτές χωρίς απόδειξη και λέγονται αξιώµατα της 

θεωρίας. 

 Αξίωµα είναι µία µαθηµατική πρόταση η οποία δεν αποδεικνύεται αλλά θεωρείται 

προφανής, η αλήθεια της θεωρείται δεδοµένη και χρησιµεύει ως αρχικό σηµείο για 

την αναγωγή και το συµπέρασµα άλλων αληθών προτάσεων  
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      Στη θεωρία Α ορίζονται και οι αποδεικτικοί κανόνες οι οποίοι καθορίζουν τον 

τρόπο και τη διαδικασία µε την οποία µια πρόταση της θεωρίας προκύπτει από τις 

προηγούµενες της. Κάθε πρόταση της Α που προκύπτει από τις προηγούµενες της µε 

τη βοήθεια και των αποδεικτικών κανόνων ονοµάζεται θεώρηµα. Συνεπώς: 

Θεώρηµα είναι µια πρόταση που αποδεικνύεται µε βάση προηγουµένως αποδεκτές ή 

αποδεδειγµένες προτάσεις όπως τα αξιώµατα. 

      Μια δόµηση της θεωρίας Α µε τον παραπάνω τρόπο ονοµάζεται αξιωµατική 

θεµελίωση της Α. Τις αρχικές έννοιες, τους ορισµούς, τις προτάσεις, τις υποθέσεις, 

τα αξιώµατα, τα θεωρήµατα και γενικότερα την αξιωµατική µέθοδο την ανέπτυξε 

θεωρητικά ο Αριστοτέλης στα έργα του «Αναλυτικά πρότερα» και «Αναλυτικά 

ύστερα» και την εφάρµοσε για πρώτη φορά σε ολόκληρη τη γεωµετρία ο Ευκλείδης 

(300 π.Χ.) στο έργο του «Στοιχεία» µε την πεποίθηση ότι η αξιωµατική µέθοδος 

συστηµατοποιεί και προάγει τη λογική σκέψη παράγοντας «νέα και αναγκαία  

γνώση» (Γκουντουβάς,2015). 

Η τυπική αξιωµατική θεωρία 

      Πριν προχωρήσουµε στην τυπική αξιωµατική θεωρία θα αναφερθούµε στον 

ορισµό της µεταβλητής και του προτασιακού τύπου.  

 Τυχαία µεταβλητή ονοµάζεται µια συνάρτηση που απεικονίζει το σύνολο των 

δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 

(Κολυβά-Μαχαίρα &  Μπόρα-Σέντα,1998) 

Προτασιακός τύπος µιας µεταβλητής x, που παριστάνεται µε p(x), λέγεται µία 

µαθηµατική έκφραση που περιέχει µία µόνο µεταβλητή x. (Τζουβάρας,1998) 

      Αν σε µια µαθηµατική θεωρία αξιωµατικά θεµελιωµένη, οι αρχικές έννοιες είναι 

µεταβλητές ποσότητες, τα αξιώµατα είναι προτασιακοί τύποι των αρχικών εννοιών 

και τα θεωρήµατα είναι και αυτά προτασιακοί τύποι, τότε η αξιωµατική θεωρία που 

προκύπτει µε διαδικασία ανάλογη µε αυτή που αναπτύξαµε προηγουµένως, 

ονοµάζεται τυπική αξιωµατική θεωρία. Η µετάβαση από την αξιωµατική 

θεµελίωση στην τυπική αξιωµατική θεωρία πραγµατοποιήθηκε από τον Hilbert τον 

19ο αιώνα (Hartshorne,2000) ορίζοντας από την αρχή µια αξιωµατική βάση για την 

Ευκλείδεια πάλι γεωµετρία, που ήταν το παγκόσµιο πρότυπο. 
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1.1.3 Η έννοια του Μαθηµατικού συστήµατος 

 Μαθηµατικό Σύστηµα είναι ένα µη κενό σύνολο Α, οι σχέσεις µεταξύ των 

στοιχείων του Α, οι πράξεις και οι ιδιότητες των πράξεων που ορίζονται στο Α, το 

σύνολο των αξιωµάτων που χαρακτηρίζουν το Α και οι αποδεικτικοί κανόνες, οι 

οποίοι βοηθούν να δειχθεί η ισχύς µιας πρότασης στο Α που προκύπτει από τα 

αξιώµατα  ή ενδεχοµένως και από προηγούµενες προτάσεις που ισχύουν στο Α 

(Εξαρχάκος,1995).  

1.1.4 Απόδειξη και είδη αποδείξεων 

       Τα θεωρήµατα λοιπόν, για να γίνουν αποδεκτά απαιτούν λογικούς συλλογισµούς, 

δηλαδή χρειάζονται απόδειξη.  

 Απόδειξη  µιας πρότασης q  µέσα σε ένα µαθηµατικό σύστηµα Α είναι η διαδικασία 

παραγωγής της ισχύος της q µε τη βοήθεια πεπερασµένου πλήθους προτάσεων του 

µαθηµατικού συστήµατος, των οποίων η ισχύς είτε είναι δεδοµένη είτε προκύπτει από 

άλλες γνωστές προτάσεις του συστήµατος Α (Εξαρχάκος,1995). 

       Ο Haylock (2010) αναφέρει πως απόδειξη είναι ένα σύνολο επιχειρηµάτων που 

χρησιµοποιείται για να αιτιολογηθεί η αλήθεια ενός ισχυρισµού στα Μαθηµατικά και 

που επιτυγχάνεται σταδιακά µέσω λογικών βηµάτων. Σύµφωνα µε τον Τουµάση 

(1994) η απόδειξη είναι η συλλογιστική διαδικασία, η οποία έχει αφετηρία ένα 

σύνολο υποθέσεων και καταλήγει µέσα από µια σειρά διαδοχικών συµπερασµάτων σε 

ένα συµπέρασµα, ώστε, αν υπάρχει αµφιβολία για το τελικό συµπέρασµα, τότε αυτό 

αναζητείται στις υποθέσεις και όχι στη λογική των διαδοχικών συµπερασµάτων. Οι 

Harel & Sowder (2007) ορίζουν ως απόδειξη τη διαδικασία µε την οποία ένα άτοµο 

αφαιρεί  αµφιβολίες σχετικά µε την αλήθεια ενός ισχυρισµού. Ο Knipping (2003) 

ορίζει την απόδειξη ως  µια ακολουθία, διαδοχικών  συµπερασµάτων βασισµένων  σε 

έννοιες ή σε επιτρεπτούς χειρισµούς συµβόλων και όχι σε κανόνες της 

κατηγορηµατικής λογικής. Οι Hanna & Villiers (2008) αναφέρουν στο βιβλίο τους 

ότι µια κοινή άποψη της µαθηµατικής απόδειξης  θεωρείται  ότι δεν είναι παρά µια 

αδιάκοπη σειρά βηµάτων που καταλήγουν σε ένα αναγκαίο συµπέρασµα, όπου κάθε 

βήµα είναι µια εφαρµογή των κανόνων λογικής διατήρησης της αλήθειας. Στη 

µαθηµατική πρακτική, στην πραγµατικότητα, µια απόδειξη είναι συχνά µια σειρά από 

ιδέες, µια σειρά τυπικών βηµάτων. Σύµφωνα µε τον Stylianides (2009) µια απόδειξη 

ορίζεται ως έγκυρο επιχείρηµα, που βασίζεται σε αποδεκτές αλήθειες υπέρ ή εναντίον 
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ενός µαθηµατικού ισχυρισµού, που κάνει ρητή αναφορά σε «βασικές» αποδεκτές 

αλήθειες που χρησιµοποιεί. Ο όρος «επιχείρηµα» υποδηλώνει µια αλληλουχία 

συνδεδεµένων ισχυρισµών. Ο όρος «έγκυρο» υποδηλώνει ότι οι ισχυρισµοί αυτοί 

συνδέονται µέσω αποδεκτών κανόνων σωστής συµπερασµατολογίας. 

      Σε κάθε απόδειξη διακρίνουµε: 

(i) Την υπόθεση που είναι τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

(ii) Το συµπέρασµα που είναι τα ζητούµενα του προβλήµατος.  

(iii) Τα αποδεικτικά στοιχεία, που είναι οι αρχικές έννοιες, οι ορισµοί, τα αξιώµατα 

και άλλες προτάσεις του Μαθηµατικού Συστήµατος, των οποίων γνωρίζουµε την 

ισχύ. 

(iv) Τους αποδεικτικούς κανόνες, που είναι οι νόµοι ή οι αρχές που ισχύουν µέσα στο 

Σύστηµα και µας εξασφαλίζουν τη σωστή πορεία από την αφετηρία µέχρι το τέρµα 

της διαδικασίας. 

Έτσι όταν λέµε ότι θα αποδείξουµε την ισχύ της πρότασης q µέσα σε ένα µαθηµατικό 

σύστηµα Α, γνωρίζοντας ότι οι προτάσεις p1, p2, …pν  ισχύουν στο Α, εννοούµε ότι: 

- Έχουµε δεδοµένη την ισχύ των προτάσεων  p1, p2, …pν  στο µαθηµατικό σύστηµα 

(υπόθεση) και 

- Θέλουµε να δείξουµε την ισχύ της πρότασης q στο A (συµπέρασµα). 

- Για να  επιτευχθεί αυτό,  µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις προτάσεις  p1, p2, …pν   

καθώς και κάθε άλλη πρόταση του Α, η οποία θα µας χρειαστεί και της οποίας η 

ισχύς στο Α είναι γνωστή. Έτσι δηµιουργούµε µια διαδοχή προτάσεων q1, q2, …,qµ=q  

τέτοιων, ώστε κάθε µια από τις προτάσεις  q1, q2, …qµ  είτε είναι φανερή  από µόνη 

της στο Α είτε η ισχύς της προκύπτει από την υπόθεση ή από προτάσεις που ισχύουν 

στο Α ή από προηγούµενες προτάσεις της ακολουθίας ή από συνδυασµό των 

παραπάνω (Εξαρχάκος,1995). 

       Συνεπώς µπορούµε να προχωρήσουµε στον ορισµό του Λήµµατος και του 

Πορίσµατος. 

Λήµµα είναι ένα θεώρηµα που χρησιµοποιείται για την απόδειξη άλλων θεωρηµάτων 

Πόρισµα είναι µία πρόταση που αποδεικνύεται απευθείας από θεώρηµα που έχει 

αποδειχτεί. 

       Οι αποδείξεις µπορούν να διακριθούν στις άµεσες (ή ευθείες) και στις έµµεσες 

αποδείξεις.  
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Όταν η ισχύς του συµπεράσµατος προκύπτει άµεσα από την υπόθεση, η απόδειξη 

ονοµάζεται ευθεία ή άµεση απόδειξη. 

Η Ευθεία Απόδειξη διακρίνεται στην Συνθετική Ευθεία Απόδειξη και στην 

Αναλυτική Ευθεία Απόδειξη στα οποία θα αναφερθούµε παρακάτω. 

Όταν η ισχύς του συµπεράσµατος δεν προκύπτει άµεσα από την υπόθεση αλλά µε 

κάποιο πλάγιο (έµµεσο) τρόπο, η απόδειξη ονοµάζεται έµµεση απόδειξη. 

(Εξαρχάκος,1995) 

        Έτσι καταφεύγουµε σε διάφορα τεχνάσµατα και στρατηγικές χρησιµοποιώντας 

τους νόµους της µαθηµατικής λογικής. Ανάλογα µε τη στρατηγική, που ακολουθείται, 

διακρίνουµε διάφορα είδη αποδείξεων τα οποία ονοµάζονται µέθοδοι απόδειξης. Τις 

αποδείξεις µπορούµε να τις διακρίνουµε σε δύο  βασικούς τύπους απόδειξης. Την 

παραγωγική απόδειξη και την  επαγωγική απόδειξη (Baroody,1993). 

 Ως επαγωγική απόδειξη ορίζεται η απόδειξη η οποία βρίσκει µια κοινή ιδιότητα 

µεταξύ πολλών διαφορετικών περιπτώσεων που επαναλαµβάνονται και η οποία µας 

οδηγεί να γενικεύσουµε τα συµπεράσµατα µας. 

Η παραγωγική απόδειξη είναι η διαδικασία της εξαγωγής και διατύπωσης 

συµπερασµάτων η οποία βασίζεται σε λογικούς συλλογισµούς µε αφετηρία τις 

προηγούµενες γνώσεις και το συµπέρασµα µας οδηγεί σε ένα τελικό συµπέρασµα.  

1.1.5 Τρόποι παραγωγικών αποδείξεων  

 
Ι. Η µέθοδος της συνεπαγωγής   p ⇒ q 

      Με τη βοήθεια µιας σειράς λογικών συλλογισµών, ξεκινώντας από την αλήθεια 

των υποθέσεων (δεδοµένων) της πρότασης καταλήγουµε στην αλήθεια του 

συµπεράσµατος. Αρχίζοντας από την πρόταση p και ακολουθώντας µια σειρά από 

συλλογισµούς φτάνουµε στο συµπέρασµα q. Αναλυτικά  δείχνουµε  την αλήθεια µιας 

πρότασης q µέσα σε ένα µαθηµατικό σύστηµα Α ως εξής: Βρίσκουµε µια πρόταση p 

του Α η οποία είναι αληθής  και κατόπιν αποδεικνύουµε ότι η συνεπαγωγή p ⇒q είναι 

πρόταση αληθής στο Α. Η απόδειξη αυτή µπορεί να γίνει µε τους παρακάτω συνήθεις 

τρόπους. 
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i) Άµεση απόδειξη 

Με αφετηρία την υπόθεση p-Συνθετική ευθεία απόδειξη 

       Στην Συνθετική Ευθεία απόδειξη το συµπέρασµα καθιερώνεται µε το λογικό 

συνδυασµό των αξιωµάτων, των ορισµών και των προηγούµενων θεωρηµάτων 

ξεκινώντας από την υπόθεση. Έχοντας δηλαδή, αφετηρία την αλήθεια της p 

κατασκευάζουµε µια ακολουθία προτάσεων p, p1, p2, …,pν=q έτσι ώστε οι προτάσεις 

p	⇒	p1, p1	⇒ p2, p2 ⇒ p3,…., pν-1 ⇒ pν = q να είναι όλες αληθείς. Τότε  η πρόταση p ⇒ 

q είναι αληθής και εποµένως η q  είναι αληθής. Στην µέθοδο αυτή αναφέρθηκε ο 

Αριστοτέλης στο έργο του Αριστοτέλη «Πολιτικά», ωστόσο δηµιουργός της 

θεωρείται ο Πλάτων µέσω των γεωµετρικών κατασκευών (Εξαρχάκος,1995).  

� Για παράδειγµα: Αν α + β + γ = 0 (Υπόθεση) ⇒ α3 + β3 + γ3 =3αβγ 

(Συµπέρασµα). 
Απόδειξη 

Είναι α3 + β3 + γ3 = [-(β + γ)]3 + β3 + γ3 = - β3 - 3β2
γ - 3βγ2 - γ3 + β3 + γ3 =   

-3β2
γ - 3βγ2 = -3βγ (β + γ) = 3αβγ. 

Με αφετηρία το συµπέρασµα  q -Αναλυτική ευθεία απόδειξη 

       Στην Αναλυτική Ευθεία απόδειξη δεχόµαστε ότι το συµπέρασµα είναι αληθές 

και µε ισοδυναµίες συνάγουµε την αλήθεια µιας πρότασης. Εφόσον η τελευταία 

πρόταση είναι αληθής, τότε και το συµπέρασµα  είναι αληθές, εφόσον µπορούµε 

συνθετικά να καταλήξουµε σε αυτό από τις προηγούµενες προτάσεις κινούµενοι µε 

την αντίστροφη πορεία. Προσπαθούµε δηλαδή να κατασκευάσουµε µια διαδοχή 

προτάσεων ξεκινώντας από το συµπέρασµα q. Κατασκευάζουµε ενδιάµεσες 

προτάσεις  µεταξύ p και q  τις  p1, p2, …pν  οι οποίες είναι τέτοιες ώστε η αλήθεια της 

q να προέρχεται από την αλήθεια της pν, η αλήθεια της pι+1 να προέρχεται από την 

αλήθεια της pi  για i=1,2,…,ν-1 και η αλήθεια της p1 να προέρχεται από την αλήθεια 

της p. Άρα η q είναι αληθής, επειδή η p είναι αληθής. Πολλές φορές η απόδειξη της 

ισχύς του συµπεράσµατος κατευθείαν από την  υπόθεση δεν είναι εύκολη και 

συγχρόνως ο έλεγχος του ψευδούς της αντίθετης προς το συµπέρασµα πρότασης δεν 

είναι φανερός. Στην µέθοδο αυτή αναφέρθηκε ο Αριστοτέλης στο έργο του 

«Αναλυτικά ύστερα» ωστόσο εµπνευστής της θεωρείται ο Πλάτων µέσω των 

γεωµετρικών κατασκευών (Εξαρχάκος,1995)  
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� Για παράδειγµα : Αν 
�
� = 

�
� (Υπόθεση) ⇒ αδ = βγ (Συµπέρασµα) 

Απόδειξη 

Υποθέτουµε ότι αδ = βγ (ισχύς συµπεράσµατος) ⇔ 
��
�� = 

��
�� ⇔ 

�
� = 

�
�   

Με αφετηρία την υπόθεση p  αλλά και το συµπέρασµα q -Συνδυασµός 

Συνθετικής και Αναλυτικής ευθείας απόδειξης 

       Ξεκινάµε από την p και κατασκευάζουµε µια ακολουθία προτάσεων p1, p2, …pν  

µε p ⇒ p1 ⇒ p2 ⇒ …. ⇒ pν. Στη συνέχεια ξεκινάµε από το συµπέρασµα q και 

κατασκευάζουµε µια ακολουθία προτάσεων q1, q2, …qµ  µε q ⇐ q1 ⇐ q2 ⇐ ….⇐ qµ , 

ενώ συγχρόνως να ισχύει µία από τις σχέσεις pν=qµ ή pν  ⇒ qµ. Τότε η p ⇒ q είναι 

αληθής. Επειδή η p  είναι αληθής και η p ⇒ q είναι αληθής, συµπεραίνουµε ότι και η 

q είναι αληθής. (Εξαρχάκος,1995) 

ii) Μέθοδος µε την  «εις άτοπον απαγωγή» 

       Στη µέθοδο αυτή  υποθέτουµε ότι η q
 είναι αληθής ή ότι η q  είναι ψευδής, όπου 

η q
   είναι η άρνηση της πρότασης q. Ξεκινώντας από τη υπόθεση «η q
 είναι αληθής» 

κατασκευάζουµε µια ακολουθία τέτοιων προτάσεων, ώστε η αλήθεια της κάθε µιας 

να συνεπάγεται την αλήθεια της επόµενης της και να καταλήξουµε τελικά σε µια 

πρόταση, η οποία είναι αντίθετη σε µια άλλη πρόταση του Μαθηµατικού 

Συστήµατος, δηλαδή καταλήγουµε σε άτοπο. Τότε συµπεραίνουµε ότι η υπόθεση «η 

q
 είναι αληθής» δεν είναι αληθής πρόταση. Άρα η q
 είναι ψευδής και εποµένως η q 

είναι αληθής. Η µέθοδος της «εις άτοπον απαγωγής» λέγεται ότι αποδίδεται στον 

Ευκλείδη στο έργο του «Στοιχεία» 

� Για παράδειγµα : O √2 είναι άρρητος (Συµπέρασµα) 
Απόδειξη 

Έστω ότι ο √2 είναι ρητός. Τότε ισχύει ότι √2 = 


�,  όπου κ και λ είναι φυσικοί 

αριθµοί και το κλάσµα 


� είναι ανάγωγο δηλαδή έχουν γίνει όλες οι απλοποιήσεις.  

Τότε (√2)�= (
�)� ⇔ 2= 

�
��  ⇔ κ� = 2λ� ∈ 2Ζ. Συνεπώς ο αριθµός κ� είναι άρτιος, 

άρα και ο κ είναι άρτιος, οπότε κ=2m.  
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Οπότε έχουµε διαδοχικά: (2m)�=2λ� ⇔ 4m� =2λ� ⇔ λ� = 2m� ∈ 2Ζ. Συνεπώς ο 

αριθµός λ� είναι άρτιος, άρα και ο λ άρτιος. 

Συνεπώς επειδή κ και λ είναι άρτιοι, το κλάσµα  


� µπορεί να απλοποιηθεί µε το 2 και 

δεν είναι ανάγωγο (Άτοπο).  

iii) Μέθοδος της  αντιθετοαντιστροφής 

     Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή  αν η άρνηση µιας πρότασης q συνεπάγεται την 

άρνηση της πρόταση p, τότε η πρόταση p συνεπάγεται την πρόταση q. Αναλυτικά  

ξεκινούµε µε την υπόθεση ότι η q
 είναι αληθής και προσπαθούµε να δείξουµε ότι η 

πρόταση p
 είναι αληθής, οπότε η q
 ⇒ p
 είναι αληθής (Οι p
, q
 είναι οι αρνήσεις των 

προτάσεων p,q αντίστοιχα). Τότε όµως η p ⇒ q είναι αληθής και επειδή η p είναι 

αληθής, θα είναι και η q αληθής. Η έµµεση απόδειξη µε τη µέθοδο της 

αντιθετοαντιστροφής και η µέθοδος της εις άτοπον απαγωγής χρησιµοποιούν ως 

υπόθεση την άρνηση του συµπεράσµατος. (Εξαρχάκος,1995) . 

� Για παράδειγµα: Αν ο α2 είναι άρτιος (Υπόθεση) τότε και ο α είναι άρτιος 

(Συµπέρασµα). 

Απόδειξη 

Έστω ότι α δεν είναι άρτιος (Άρνηση αλήθειας συµπεράσµατος). Τότε θα είναι 

περιττός δηλαδή α=2κ+1. Οπότε α2 = (2κ+1)2 = 4κ2 +4κ +1 = 2(2κ2 +2κ) +1 =2λ +1 

∈ 2Ζ + 1, δηλαδή ο α2 περιττός (Άρνηση υπόθεσης). 

ΙΙ.  Απόδειξη Ισοδυναµίας  

      Για να αποδείξουµε ότι η πρόταση p ⇔ q είναι αληθής, αρκεί να δείξουµε ότι οι 

δύο προτάσεις p ⇒ q και q ⇒ p είναι ταυτόχρονα αληθείς. Συνήθως για να δείξουµε 

την αλήθεια της p ⇔ q κατασκευάζουµε µια ακολουθία προτάσεων p1, p2, …pν =q , 

τέτοιων ώστε p ⇔ p1 ⇔ p2 ⇔ …..⇔ pν = q. Τότε η  p ⇔ q είναι  αληθής 

(Εξαρχάκος,1995). 

 

 

 



20 

 

III. Μέθοδος της τέλειας επαγωγής (µαθηµατική επαγωγή) 

     Η µέθοδος της τέλειας επαγωγής χρησιµοποιείται για την απόδειξη µαθηµατικών 

προτάσεων που ισχύουν για οποιοδήποτε φυσικό αριθµό. Η τέλεια επαγωγή ή  η αρχή 

της µαθηµατικής επαγωγής στηρίζεται στο παρακάτω θεώρηµα: 

Έστω P(v) ένας προτασιακός τύπος µε µια µεταβλητή ν, ν ∈ Ν. Αν  

i)  η πρόταση P(0) είναι αληθής  

ii) η αλήθεια της P(κ) συνεπάγεται την αλήθεια της P(κ+1) για κάθε κ ∈ Ν, τότε η 

P(v) είναι αληθής για κάθε ν ∈ Ν. 

� Για παράδειγµα P(v): 1+3+5+7+……+(2ν-1)=ν2 

Απόδειξη 

Η P(1) ισχύει καθώς 1=12.  

Η P(2) ισχύει καθώς 1+3=4=22 

Η P(3) ισχύει καθώς 1+3+5=9=32 

Η P(4) ισχύει καθώς 1+3+5+7=16=42 

Υποθέτουµε ότι ισχύει η P(v) δηλαδή ότι 1+3+5+7+……+(2ν-1)=ν2 

Μένει να δείξουµε ότι ισχύει η P(v+1) δηλαδή ότι  

1+3+5+7+……+2ν-1+ 2(ν+1)-1=(ν+1)2 

Είναι 1+3+5+7+……+2ν-1+ 2(ν+1)-1= ν2 +2ν+2-1= (ν+1)2 

     Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται στα βιβλία VII, VIII, IX των Στοιχείων του 

Ευκλείδη. Η µέθοδος διατυπώθηκε µε σαφήνεια από τον Blaise Pascal το 1654 στην 

πραγµατεία του για το αριθµητικό τρίγωνο. Οι όροι «µαθηµατική επαγωγή» ή «τέλεια 

επαγωγή» καθιερώθηκαν στη διάρκεια του 19ου αιώνα µε τις εργασίες των  Morgan 

(1838) και Dedekind (1887), για να γίνει διάκριση από την ατελή επαγωγή που 

χρησιµοποιείται στις Φυσικές Επιστήµες.  

IV. Μέθοδος του αντιπαραδείγµατος 

        Αν θέλουµε να  αποδείξουµε ότι  µια πρόταση P(x) δεν ισχύει (είναι ψευδής) για 

κάθε x ενός συνόλου αναφοράς Α, αρκεί να βρούµε ότι υπάρχει ένα στοιχείο x0 του 

συνόλου αναφοράς Α τέτοιο, ώστε η πρόταση P(x0) να µην ισχύει (να είναι ψευδής). 

Το στοιχείο x0  λέµε ότι αποτελεί αντιπαράδειγµα  της ισχύος της πρότασης P(x)  για 
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κάθε x του συνόλου αναφοράς Α. Σύµφωνα µε τον Klymchuk (2001)  

αντιπαράδειγµα ονοµάζεται ένα παράδειγµα που χρησιµοποιείται για να ανατρέψει 

µία υπόθεση, έναν ισχυρισµό.  Για να διαψευστεί  ένας  ισχυρισµός,  αρκεί να βρεθεί 

ένα µόνο παράδειγµα, το οποίο να αντικρούει αυτόν τον ισχυρισµό. Σε αυτήν την 

περίπτωση, το παράδειγµα που χρησιµοποιείται, για να καταρριφθεί αυτή η πρόταση, 

λέγεται  αντιπαράδειγµα (Παπασταυρίδης & Ζαχαριάδης,2016). Για να καταρριφθεί ο 

ισχυρισµός της ορθότητας µιας µαθηµατικής πρότασης, αρκεί µόνο ένα παράδειγµα 

για να την αποδείξει. Το παράδειγµα στην περίπτωση αυτή ονοµάζεται 

αντιπαράδειγµα (Πούλος,2009). Με το αντιπαράδειγµα διαψεύδεται η αλήθεια του 

ισχυρισµού µιας πρότασης, χωρίς να επιβεβαιώνεται όµως  η αντίθετη πρόταση. Η 

διάψευση αναφέρεται στη γενικότητα της ισχύος και στην καθολικότητα της 

αλήθειας µιας πρότασης. Προσοχή: Η άρνηση (το αντίθετο) του «πάντα», «για όλα» ή 

«για κάθε» δεν είναι το «ποτέ» ή το «για κανένα», αλλά το «όχι πάντα», «όχι για 

όλα». Επίσης, η άρνηση του «µικρότερο» δεν είναι το «µεγαλύτερο», αλλά το «όχι 

µικρότερο», δηλαδή το «µεγαλύτερο ή ίσο» (Παπασταυρίδης & Ζαχαριάδης,2016). 

� Για παράδειγµα: Για κάθε α>0 ισχύει α2>α.  

Απόδειξη (µη ισχύς της πρότασης) 

Η πρόταση αυτή δεν είναι αληθής αφού για α=	�� έχουµε α2=	��, δηλαδή α2<α. 

      Μία πρόταση p(x), µε x∈Ω, είναι αληθής διαφορετικά πρέπει να δοθεί κατάλληλο 

αντιπαράδειγµα. Συνεπώς, το αντιπαράδειγµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 

αποδείξει ότι µία πρόταση είναι ψευδής ή ισοδύναµα ότι η άρνηση της πρότασης 

είναι αληθής. Για παράδειγµα, για την απόδειξη της πρότασης «Υπάρχει x∈Ω ώστε 

να ικανοποιείται η πρόταση p(x)» αρκεί να βρεθεί ένα αντιπαράδειγµα για την 

πρόταση «∀x∈Ω : p(x)





». Τότε η τελευταία θα είναι ψευδής, οπότε θα ισχύει ότι 

«∃x∈Ω : p(x)». Οµοίως, για την απόδειξη της πρότασης «Η συνθήκη p(x) είναι 

αναγκαία για την ισχύ του συµπεράσµατος της q(x)» αρκεί να ανακαλυφθεί ένα 

στοιχείο κ∈Ω που να ικανοποιεί την πρόταση «p(k)





 ∩ q(k)





». Τότε η πρόταση 

«∀x∈Ω :p(x)





 ∩ q(x)» θα είναι ψευδής, συνεπώς η πρόταση «∃x∈Ω: p(x) ∪ q(x)





» (1) 

αληθής. Εποµένως, αν η πρόταση «∃x∈Ω : q(x)» είναι αληθής τότε η πρόταση 

«∃x∈Ω : q(x)





» θα είναι ψευδής και λόγω (1) η «∃x∈Ω : p(x)» είναι αληθής. Συνεπώς 

αποδείξαµε ότι q(x)⇒ p(x), δηλαδή αποδείχτηκε ότι «Η συνθήκη p(x) είναι αναγκαία 

για την ισχύ του συµπεράσµατος της q(x)». Γενικότερα, αν θέλουµε να αποδείξουµε 
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ότι  «∀x∈Ω: p(x)» είναι ψευδής, αρκεί να βρούµε αντιπαράδειγµα που να επαληθεύει 

την p(x)





 . (∆ρόσος,1986). 

Ο Stylianides (2009) διακρίνει δύο είδη αποδείξεων: τα γενικά παραδείγµατα και τις 

επιδείξεις. Ένα γενικό παράδειγµα είναι µια απόδειξη που χρησιµοποιεί µια 

συγκεκριµένη περίπτωση που θεωρείται αντιπροσωπευτική της γενικής περίπτωσης  

(Balacheff (1988) και Mason & Pimm (1984) παρόµοια µε εκείνη των Harel και 

Sowder’s (1998) «transformational proof» και Movshovitz-Hadar’s (1988) 

«transparent pseudo-proof»). Τα γενικά παραδείγµατα είναι σηµαντικά επειδή 

µπορούν να παρέχουν στους φοιτητές ένα εύκολο και ισχυρό µέσο κατανόησης και 

εξήγησης και µπορεί να τους επιτρέψει να αποδείξουν µαθηµατικές προτάσεις ακόµη 

και όταν δεν χρησιµοποιούν µαθηµατική γλώσσα για να εκφράσουν τις αποδείξεις 

τους µε πιο εξελιγµένους τρόπους. Μια επίδειξη είναι µια απόδειξη που δεν βασίζεται 

στην «αντιπροσωπευτικότητα» µιας συγκεκριµένης περίπτωσης (αυτό είναι παρόµοιο 

µε το Harel και Sowder’s (1998) «axiomatic proof» και το Balacheff’s (1988), 

«thought experinment»). Παραδείγµατα επιδείξεων είναι το αντιπαράδειγµα, η 

αντίφαση, η µαθηµατική επαγωγή, η εις άτοπον απαγωγή και η εξάντληση.   
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1.1.6 Ο ρόλος της απόδειξης 

Η απόδειξη παίζει πρωταγωνιστικό ρόλο στη διδασκαλία των µαθηµατικών και τη 

συναντάµε µε διάφορες µορφές ανάλογα µε το επίπεδο µάθησης. 

1) Η µαθηµατική απόδειξη είναι το εργαλείο µε το οποίο τα µαθηµατικά 

επιβεβαιώνουν µια αλήθεια µέσω ενός δρόµου που αναδεικνύει την οµορφιά των 

µαθηµατικών. Θεµελιωτής της θεωρείται ο Αριστοτέλης. Σύµφωνα µε τον Rav (1999) 

οι αποδείξεις είναι ο «τρόπος ενός µαθηµατικού να απεικονίσει το µαθηµατικό 

µηχανισµό για την επίλυση προβληµάτων και να αιτιολογήσει ότι µια προτεινόµενη 

λύση ενός προβλήµατος είναι πράγµατι µια λύση». Οι µαθηµατικοί αποδεικνύουν για 

να πείσουν για την ισχύ ενός θεωρήµατος (Weber, Inglis & Mejia-Ramos,2014).  

2) Οι µαθηµατικοί αναγνωρίζουν ότι πρωταρχικός ρόλος της απόδειξης στα 

µαθηµατικά είναι να διαπιστωθεί η αλήθεια ενός αποτελέσµατος αλλά ίσως πιο 

σηµαντικός, ιδιαίτερα από εκπαιδευτική άποψη, είναι η αναγνώρισή τους για το ρόλο 

που διαδραµατίζει στην ενίσχυση της κατανόησης των λεπτών σηµείων των  

µαθηµατικών, προάγοντας τη µαθηµατική κατανόηση και ως εκ τούτου, η πιο 

σηµαντική πρόκληση των εκπαιδευτικών είναι να βρουν πιο αποτελεσµατικούς 

τρόπους για να χρησιµοποιήσουν την απόδειξη για το σκοπό αυτό. 

Ο Manin (1977) αναφέρει ότι η καλύτερη απόδειξη είναι αυτή που βοηθά να 

κατανοήσουµε την έννοια του θεωρήµατος που αποδείχθηκε, να δούµε όχι µόνο ότι 

είναι αληθές αλλά και γιατί είναι αληθές. Φυσικά, µια τέτοια απόδειξη είναι επίσης 

πιο πειστική και πιο πιθανή να οδηγήσει σε περαιτέρω ανακαλύψεις. Ο 

επεξηγηµατικός ρόλος της απόδειξης υποστηρίχτηκε και από τον Villiers (1990). Τα 

τελευταία χρόνια υπάρχει µία κλήση από πολλούς ερευνητές στον επεξηγηµατικό 

ρόλο της απόδειξης (Stylianides,2009). Οι µαθηµατικοί αποδεικνύουν για να 

αποκτήσουν γνώση και κατανόηση στα µαθηµατικά ή στους µαθηµατικούς τρόπους 

σκέψης (Weber,2010), για να αναπτύξουν και να µεταδώσουν τη γνώση  (Schoenfeld, 

2009).  

 Συνεπώς, εκτός από το ρόλο της στην διαπίστωση της αλήθειας ενός αποτελέσµατος, 

η απόδειξη στα µαθηµατικά της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης πρέπει επίσης να 

χρησιµεύει σε αυτή την επεξηγηµατική λειτουργία. Στην πραγµατικότητα, ορισµένοι 

εκπαιδευτικοί µαθηµατικών υποστηρίζουν ότι αυτός ο ρόλος θα πρέπει να είναι η 

κύρια λειτουργία της απόδειξης στα µαθηµατικά της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. 

Για παράδειγµα, ο πρώην πρόεδρος της Μαθηµατικής Ένωσης Αµερικής 

υποστηρίζει: «ότι στα σχολικά µαθηµατικά η έµφαση στην απόδειξη πρέπει να 
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δίνεται περισσότερο στην εκπαιδευτική αξία της παρά στην επίσηµη ορθότητα της. Ο 

χρόνος δεν χρειάζεται να χάνεται στις τεχνικές λεπτοµέρειες των αποδείξεων ή ακόµα 

και σε ολόκληρες αποδείξεις που δεν οδηγούν σε κατανόηση» (Ross,1998).  

3) Μια απόδειξη µπορεί να έχει και άλλα πολύτιµα οφέλη. Μπορεί να καταδείξει την 

ανάγκη καλύτερων ορισµών, να δώσει έναν χρήσιµο αλγόριθµο, να συµβάλει ακόµη 

και στη συστηµατοποίηση ή στην επικοινωνία των αποτελεσµάτων ή στην 

τυποποίηση ενός σώµατος µαθηµατικών γνώσεων. Οι µαθηµατικοί αποδεικνύουν  

για να οργανώσουν ή να συστηµατοποιήσουν ένα σύνολο γνώσεων (de Villiers, 

1990) και για να κάνουν µαθηµατικές ανακαλύψεις (Komatsu,Tsujiyama & 

Sakamaki,2014). 

4) Η απόδειξη αναπτύσσει την κριτική ικανότητα µέσω της επεξηγηµατικής της 

λειτουργίας. Η απόδειξη αποτελεί κριτήριο της διάκρισης των µαθηµατικών από τις 

εµπειρικές επιστήµες. Αυτή η άποψη υποδηλώνει την πεποίθηση ότι η επεξήγηση της 

απόδειξης βοηθάει στην καλύτερη κατανόηση της φύσης των µαθηµατικών και  

µπορεί να αναπτύξει κριτική σκέψη στα µαθηµατικά. 

Οι Samkoff & Weber (2015) στην έρευνα τους διαπίστωσαν ότι ορισµένοι µαθητές 

θα µπορούσαν να κατανοήσουν καλύτερα τις αποδείξεις, αν διδάσκονταν στρατηγικές 

κατανόησης της. Οι Harel & Rabin (2010) διερεύνησαν τάξεις σχολικής άλγεβρας και 

αναγνώρισαν τις διδακτικές πρακτικές που οδήγησαν στο σωστό σύστηµα απόδειξης. 

Η δραστηριότητα της αιτιολόγησης και απόδειξης ήταν κεντρική σε όλες τις 

µαθηµατικές εµπειρίες των µαθητών, πολλοί µαθητές όµως αντιµετώπιζαν σοβαρές 

δυσκολίες µε αυτή τη δραστηριότητα. Η απόδειξη της ορθότητας µιας µαθηµατικής 

πρότασης δεν επιβεβαιώνεται µε τον έλεγχο κάποιων περιπτώσεων, που 

επιβεβαιώνουν την ισχύ της αλλά µε τις µεθόδους απόδειξης των Μαθηµατικών. Ο 

ρόλος όµως του ελέγχου είναι σηµαντικός, διότι προσφέρει κατανόηση της πρότασης, 

ελέγχει τα όρια εγκυρότητας της, όµως δεν αποδεικνύει την ίδια την  πρόταση. Στην 

περίπτωση της πρότασης «κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι ένα προς ένα», η 

συνάρτηση f(x)=x3 
αποτελεί ένα παράδειγµα ισχύος της πρότασης αλλά δεν 

αποδεικνύει ότι η συγκεκριµένη πρόταση ισχύει για κάθε πραγµατική συνάρτηση. Η 

έρευνα στην εκπαίδευση των µαθηµατικών υποδηλώνει ότι οι δραστηριότητες όπως η 

συζήτηση, η παρουσίαση, η εικασία και η κριτική είναι σηµαντικές γενικότερα για 
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την εκµάθηση των µαθηµατικών (από τους µαθητές) επειδή µπορούν να εµπλέξουν 

τους µαθητές στους ρόλους της απόδειξης (Bleiler-Baxter & Pair,2017). 

Εποµένως αν και ο κύριος σκοπός της απόδειξης είναι να επιβεβαιώσει  την αλήθεια 

των αποτελεσµάτων, η απόδειξη διαδραµατίζει άλλους ρόλους στην κοινότητα των 

µαθηµατικών, περιλαµβανοµένων της «εξήγησης, συστηµατοποίησης, ανακάλυψης, 

επικοινωνίας, κατασκευής εµπειρικής θεωρίας, διερεύνησης ορισµών και συνεπειών 

εικασιών και ενσωµάτωσης νέων δεδοµένων σε ένα νέο πλαίσιο» (Yackel & Hanna, 

2003). Στην αποδεικτική διαδικασία οι διάφορες µορφές των αποδείξεων 

παρουσιάζουν διαφορετικές παιδαγωγικές ιδιότητες και διδακτικές λειτουργίες 

(Hanna & De Villiers,2008). Η διδακτική των µαθηµατικών πρέπει να προσφέρει 

στον µαθητή και την επαλήθευση  µε την εφαρµογή στην πράξη και την απόδειξη µε 

τους κανόνες  της λογικής, η οποία στερεώνει την αλήθεια των ισχυρισµών 

επιστηµονικά. Η σύνταξη εγγράφων απόδειξης αποτελεί στόχο των πρόσφατων 

εγγράφων µεταρρύθµισης: «Οι µαθητές γυµνασίου πρέπει να είναι σε θέση να 

παρουσιάσουν γραπτά µαθηµατικά επιχειρήµατα, µορφές που θα ήταν αποδεκτές από 

τους επαγγελµατίες µαθηµατικούς» (NCTM,2000). Εκτός από την κατασκευή 

αποδείξεων, οι µαθητές αναµένεται  να «αναπτύξουν ένα ρεπερτόριο όλο και πιο 

εξελιγµένων µεθόδων αιτιολόγησης και απόδειξης», παραδείγµατος χάριν, 

χρησιµοποιώντας αντιπαραδείγµατα. (NCTM,2000). 

1.1.7 Εικασία 

       Η έννοια της εικασίας είναι πολύ σηµαντική και χρήσιµη γιατί µας βοηθάει να 

φτάσουµε στη διατύπωση µιας πρότασης. Όµως, αν δεν ακολουθήσει η απόδειξη, δεν 

παράγεται µαθηµατικό αποτέλεσµα. Εικασία είναι µια πρόταση, χωρίς απόδειξη για 

την οποία πιστεύουµε ότι ισχύει. Αν αποδειχθεί η γενική ισχύς της πρότασης µέσω 

παραγωγικών συλλογισµών, τότε ονοµάζεται θεώρηµα. ∆ηλαδή το µονοπάτι για την 

επαγωγική απόδειξη οδηγεί από την εξερεύνηση µέσω εικασιών στην πρόταση και 

στη συνέχεια, από την πρόταση µέσω απόδειξης στο θεώρηµα. Βεβαίως, αν υπάρχει 

ένα λάθος όσον αφορά στις υποκείµενες παραδοχές, ή µια ρωγµή στη λογική του 

συλλογισµού, η απόδειξη είναι λανθασµένη. Συνεπώς δίνουµε παρακάτω τον ορισµό 

της εικασίας: 

 Eικασία ορίζεται ως µια αιτιολογηµένη υπόθεση για µία γενική µαθηµατική σχέση 

που βασίζεται σε ελλιπή αποδεικτικά στοιχεία. Ο όρος «αιτιολογηµένος» 
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υπογραµµίζει το µη αυθαίρετο χαρακτήρα της υπόθεσης. Ο όρος «υπόθεση» 

υποδηλώνει ένα επίπεδο αβεβαιότητας σχετικά µε την αλήθεια µιας εικασίας και 

υποδηλώνει ότι χρειάζεται περαιτέρω δράση για την αποδοχή ή την απόρριψή της 

(Cañadas & Castro 2005; Reid 2002; Arzarello 1998). Σύµφωνα µε τους Harel & 

Sowder (1998) εικασία είναι  η παρατήρηση που κάνει ένα άτοµο και έχει αµφιβολίες 

για την αλήθεια της. Όταν το άτοµο είναι σίγουρο για την αλήθεια της, τότε παύει να 

είναι εικασία. 

        Το Πυθαγόρειο θεώρηµα για πολλά χρόνια θεωρούνταν εικασία µέχρι την 

απόδειξη του. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις εικασιών που καταρρίφθηκαν όταν 

ανακαλύφθηκαν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα που αποδείκνυαν την µη ισχύ τους. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα ήταν η εικασία του Fermat ότι οι αριθµοί της µορφής 

2�#  +1, όπου n φυσικός,  είναι πρώτοι. Ενώ αυτή η πρόταση ισχύει για n=0,1,2,3,4 

ο Euler έναν αιώνα µετά ανακάλυψε ότι για n=5 ο αριθµός που προκύπτει είναι 

σύνθετος.  

1.1.8 ∆ιαφορά απόδειξης και αποδεικτικής διαδικασίας  

       Ο Boero (1999) διαφοροποιεί την απόδειξη από την αποδεικτική διαδικασία.  

Συγκεκριµένα διαιρεί  την αποδεικτική διαδικασία σε φάσεις. Στην πρώτη φάση 

παράγεται η εικασία που περιλαµβάνει τα στάδια της διερεύνησης της προβληµατικής 

κατάστασης, του προσδιορισµού κανονικοτήτων και των αντίστοιχων συνθηκών 

κάτω από τις οποίες πραγµατοποιούνται και του προσδιορισµού των επιχειρηµάτων 

για την αξιοπιστία των παραγόµενων εικασιών ενώ στη δεύτερη φάση έχουµε τη 

διατύπωση της εικασίας. Στην τρίτη και τέταρτη φάση ακολουθεί η διερεύνηση του 

περιεχοµένου και των ορίων ισχύος της εικασίας και προσδιορίζονται  τα κατάλληλα 

επιχειρήµατα για την επικύρωση της πρότασης. Στην πέµπτη και έκτη φάση 

οργανώνονται τα µαθηµατικά επιχειρήµατα που  έλεγξαν την ορθότητα της πρότασης 

και οδήγησαν στην απόδειξη της. Αν στην πέµπτη φάση προκύψει ένα σφάλµα κατά 

την ενοποίηση των επιχειρηµάτων, τότε αυτό µπορεί να απαιτήσει µια νέα 

διερεύνηση της προβληµατικής κατάστασης και συνεπώς την ενίσχυση των 

υποθέσεων στην πρώτη φάση µε µια νέα δήλωση στη δεύτερη φάση. 

Το λεξικό Webster ορίζει την επιχειρηµατολογία ως την πράξη διαµόρφωσης των 

λόγων, την πραγµατοποίηση των επαφών, την εξαγωγή συµπερασµάτων και την 
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εφαρµογή τους στην υπό συζήτηση υπόθεση. Η διάκριση ανάµεσα στην 

επιχειρηµατολογία ως διαδικασία και την επιχειρηµατολογία ως προϊόν έγκειται στο 

ότι η πρώτη αποτελεί µια διαδικασία που αποδεικνύει, ενώ η δεύτερη συνδέεται µε 

την µαθηµατική απόδειξη. Η επιχειρηµατολογία χωρίζεται σε τρεις φάσεις. Οι δύο 

πρώτες αφορούν την εσωτερική ανάλυση της προβληµατικής κατάστασης, 

αµφισβητώντας την εγκυρότητα και τη σηµασία της ανακαλυφθείσας κανονικότητας, 

διευκρινίζοντας υποθέσεις, συζητώντας πιθανές µορφές. Στην τρίτη φάση, η 

επιχειρηµατολογία παίζει τρεις σηµαντικούς ρόλους; δηµιουργεί επιχειρήµατα για 

επικύρωση, συζητά την αποδοχή τους και εντοπίζει πιθανούς δεσµούς από τον έναν 

ρόλο στον άλλον. 

        Η επιχειρηµατολογία είναι καθοριστική, όχι µόνο για την  απόδειξη, αλλά και για 

την αποδεικτική διαδικασία. Σύµφωνα µε τη Mariotti (2000) η αποδεικτική 

διαδικασία αποτελείται από τα λογικά επιχειρήµατα  και την επιχειρηµατολογία µε 

την οποία αποµακρύνονται οι αµφιβολίες για την ισχύ µιας πρότασης. Σύµφωνα µε 

τον Duval (2007) η διάκριση µεταξύ της επιχειρηµατολογίας και της απόδειξης 

βασίζεται στην ερµηνεία των διαφορετικών δηλώσεων και στη σηµασιολογική τους 

σχέση. Η επιχειρηµατολογία συνδέεται στενά µε το ζήτηµα της κατανόησης του 

«γιατί» µια συγκεκριµένη κατάσταση είναι αληθής και συνήθως έχει επεξηγηµατικό 

χαρακτήρα. 

Πριν, προχωρήσουµε στον ορισµό της αποδεικτικής διαδικασίας, δίνουµε τον ορισµό 

της εξακρίβωσης και της πειθώς. 

 Η εξακρίβωση είναι η διαδικασία που χρησιµοποιεί ένα άτοµο, για να αποµακρύνει 

τις δικές του αµφιβολίες (Harel & Sowder,1998). 

 H πειθώ είναι η διαδικασία που χρησιµοποιεί κάποιος για να  για την αποµάκρυνση 

άλλων αµφιβολιών (Harel & Sowder,1998). 

 Ο δρόµος από την αρχική διατύπωση της εικασίας µέχρι την κατασκευή της 

απόδειξης µέσω των επιχειρηµατικών δραστηριοτήτων αποτελεί την αποδεικτική 

διαδικασία. Οι Harel & Sowder (1998) ορίζουν την αποδεικτική διαδικασία ως την 

διαδικασία που χρησιµοποιείται από ένα άτοµο, για να αφαιρέσει ή να δηµιουργήσει 

αµφιβολίες σχετικά µε την αλήθεια ενός ισχυρισµού και αποτελείται από  δύο υπό-

διαδικασίες, την εξακρίβωση και την πειθώ. 
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1.2. Το αντιπαράδειγµα στην αποδεικτική διαδικασία 

1.2.1 Εισαγωγή 

      Η απόδειξη και το αντιπαράδειγµα έχουν λάβει ένα αυξανόµενο επίπεδο 

προσοχής στην εκπαιδευτική κοινότητα των µαθηµατικών, επειδή διαδραµατίζουν 

κρίσιµο ρόλο στη διδασκαλία και εκµάθηση των µαθηµατικών. Η απόδειξη και το 

αντιπαράδειγµα είναι θεµελιώδους σηµασίας για την εµβάθυνση της εκµάθησης και 

κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών από τους µαθητές (Knuth 2002;Peled & 

Zaslavsky 1997;Yackel & Hanna 2003). Η σωστή χρήση αντιπαραδειγµάτων στη 

διδασκαλία βοηθά το µαθητή να βελτιώσει τις αποδεικτικές του ικανότητες. Η 

απόδειξη χρησιµοποιείται και σε καθηµερινά ζητήµατα. Όταν κάποιος θέλει να 

αιτιολογήσει κάτι που ισχυρίζεται στηριζόµενος σε επιχειρήµατα, τότε λέµε ότι 

προσπαθεί να αποδείξει τον ισχυρισµό του. Για την στήριξη της απόδειξης είναι 

αναγκαία τα αξιώµατα τα οποία δεν είναι σαφή στην καθηµερινότητα. Όµως σε µία 

κατάσταση από την καθηµερινή ζωή µια απόδειξη µπορεί να θεωρηθεί αξιόπιστη 

όταν χρησιµοποιώντας ένα αντιπαράδειγµα στη συζήτηση για τον ισχυρισµό αυτό, 

τον απορρίπτουµε χωρίς µάλιστα οι περισσότεροι από τους συµµετέχοντες να 

γνωρίζουν την έννοια του αντιπαραδείγµατος. Το αντιπαράδειγµα λοιπόν 

χρησιµοποιείται κατά κόρον στην καθηµερινή ζωή αποδεικνύοντας ότι µία πρόταση 

δεν ισχύει.  

1.2.2 Το αντιπαράδειγµα ως τρόπος απόδειξης 

      Η απόδειξη και η διάψευση  είναι χρήσιµα εργαλεία  στην προχωρηµένη 

µαθηµατική σκέψη αφού βοηθούν να αποδειχθεί εάν και γιατί  µία πρόταση είναι 

αληθής ή ψευδής. Η απόρριψη εικασιών και εσφαλµένων ισχυρισµών 

αντιµετωπίζεται µε τη χρήση αντιπαραδειγµάτων και την ανάπτυξη λογικών 

επιχειρηµάτων, που θεµελιώνονται στη διερεύνηση και στον πειραµατισµό, οι οποίες 

αποτελούν βασικές συνιστώσες της κατασκευής του µαθηµατικού νοήµατος και της 

µαθηµατικής κατανόησης. Στην κοινότητα των µαθηµατικών, η απόδειξη και η 

διάψευση  είναι άρρηκτα συνδεδεµένες, δεδοµένου του ρόλου που διαδραµατίζει η 

καθεµιά στην κατάκτηση  της µαθηµατικής γνώσης (Lakatos,1976).  

        Το αντιπαράδειγµα είναι µια αρχαία αποδεικτική µέθοδος και κατέχει σηµαντική 

θέση στην αποδεικτική διαδικασία. Είναι ένα µέσο επικοινωνίας και µετάδοσης  της 

µαθηµατικής γνώσης. Κατά την αποδεικτική διαδικασία οι µαθητές πρέπει να 

µπορούν να διακρίνουν την ισοδυναµία από τη συνεπαγωγή και µε αντιπαραδείγµατα 



29 

 

να αιτιολογούν γιατί δεν ισχύει η ισοδυναµία, σε ορισµένες περιπτώσεις. Για 

παράδειγµα συζητούν το νόηµα της συνεπαγωγής: Αν η συνάρτηση f  είναι 

παραγωγίσιµη στο σηµείο  x0 του πεδίου ορισµού της , τότε η  f είναι συνεχής στο x0. 

∆ιατυπώνουν το αντίστροφο και διερευνούν την ισχύ του (µε ευθεία απόδειξη ή και 

µε χρήση αντιπαραδείγµατος). Οι Alcock & Inglis (2008) ανέλυσαν τις απαιτήσεις  

που αποδεικνύουν ότι ένας µαθηµατικός ισχυρισµός είναι αληθής και τις απαιτήσεις 

που δηµιουργούν ένα αντιπαράδειγµα για να αποδείξουν ότι ένας µαθηµατικός 

ισχυρισµός είναι ψευδής. Στην πρόταση «κάθε συνάρτηση ένα προς ένα είναι και 

γνησίως µονότονη συνάρτηση», η συνάρτηση f(x) = &�' , ) < 0
x, ) ≥ 0-, αποτελεί ένα 

αντιπαράδειγµα της πρότασης αυτής, αφού αποδεικνύει τη µη ισχύ της διότι είναι ένα 

προς ένα συνάρτηση αλλά δεν είναι γνησίως µονότονη στο R. Στην περίπτωση λοιπόν 

αυτή χρειάστηκε  µόνο ένα παράδειγµα για να την απορρίψει.  

       Υπάρχουν όµως περιπτώσεις που η κατασκευή αντιπαραδειγµάτων δεν είναι 

τόσο απλή. Μια µαθηµατική απόδειξη πρέπει να χρησιµοποιεί  ορισµούς και  

θεωρήµατα σε αντίθεση  µε τη δηµιουργία  αντιπαραδείγµατος, η οποία περιλαµβάνει 

την παραγωγή ενός παραδείγµατος  του οποίου η κατασκευή βασίζεται σε 

επιχειρήµατα που χρειάζονται ιδιαίτερη προσοχή. Το παράδειγµα και το 

αντιπαράδειγµα ενισχύουν την πεποίθηση για την ορθότητα µαθηµατικών προτάσεων 

και θεωρούνται ο πρόδροµος της αποδεικτικής διαδικασίας. Οι  Bleiler-Baxter & Pair 

(2017) στην έρευνα τους ζήτησαν από τους µαθητές  να εξετάσουν την ισχύ µιας 

εικασίας. Αν αυτή είναι αληθής να την αποδείξουν, ενώ αν είναι ψευδής να 

κατασκευάσουν  ένα αντιπαράδειγµα που να την καταρρίπτει. Το συµπέρασµα ήταν 

ότι οι µαθητές  για να µπορέσουν  να εξετάσουν τον ερµηνευτικό ρόλο της απόδειξης, 

ίσως ήταν χρήσιµο να τους δοθούν ευκαιρίες να εξετάσουν πολλαπλά επιχειρήµατα 

για την ίδια πρόταση και να εξετάσουν την επεξηγηµατική ισχύ του καθενός.  

       Σύµφωνα µε τους Mooney & all (2014) µία από τις µεθόδους απόδειξης που θα 

µπορούσαµε να προσεγγίσουµε διδακτικά είναι η διάψευση από το αντιπαράδειγµα. 

Θεµελιώνεται από τις παιδαγωγικές προτάσεις του Bruner (1960)  ότι δηλαδή 

οποιαδήποτε έννοια µπορεί να διδαχθεί στα παιδιά αρκεί να προσαρµοστεί στο 

νοητικό τους επίπεδο. Η διάψευση παίζει εξίσου σηµαντικό ρόλο στην ανάπτυξη των 

µαθηµατικών (Lakatos,1976) και εκπροσωπείται συνήθως µε τη µορφή 

αντιπαραδειγµάτων στην κοινότητα των µαθηµατικών. Στο  Πρόγραµµα Σπουδών και 

τα Πρότυπα Αξιολόγησης για τα Μαθηµατικά του Σχολείου (NCTM,1989), 
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αναφέρεται ότι οι µαθητές στην βαθµίδα 9-12 θα πρέπει να είναι σε θέση να 

«διατυπώνουν αντιπαραδείγµατα» και  να «αναζητούν αντιπαραδείγµατα». Ενώ ο 

πρωταρχικός σκοπός των αντιπαραδειγµάτων είναι να διαψεύδουν εικασίες, βοηθούν 

τους µαθητές να ανακαλούν µαθηµατικές έννοιες και να βλέπουν λογικά λάθη σε 

προτάσεις (Peled & Zaslavsky,1997). Η σπουδαιότητα της απόδειξης και του 

αντιπαραδείγµατος υπογραµµίζεται και στο πρότυπο NCTM (2000), το οποίο 

υποστηρίζει ότι οι µαθητές και οι φοιτητές θα πρέπει να έχουν πλούσιες ευκαιρίες να 

ασχοληθούν µε την επιβεβαίωση της αλήθειας και την διάψευση  µαθηµατικών 

προτάσεων και να βιώσουν την απόδειξη και το αντιπαράδειγµα. O Wittmann (2009)  

υπογραµµίζει τη σηµασία της αιτιολόγησης µέσω παραδειγµάτων και 

αντιπαραδειγµάτων, κάνοντας εικασίες, αξιολογώντας  ιδέες και δουλεύοντας µε 

σκιαγραφηµένες αποδείξεις. Ζητά από  τους µαθητές να δώσουν ένα αντιπαράδειγµα 

σε µια ψευδή αξίωση ή ένα επεξηγηµατικό παράδειγµα για µια πραγµατική αξίωση. 

Χρησιµοποιώντας τις γνώσεις του για τις επαγγελµατικές πρακτικές των 

µαθηµατικών και τις τυπικές δυσκολίες των µαθητών µε τη µαθηµατική απόδειξη, 

δίνει ιδιαίτερη έµφαση στην παιδαγωγική σηµασία µέσω παραδείγµατος.  

1.2.3 Έρευνες για τη χρήση της απόδειξης και του αντιπαραδείγµατος στην 

εκπαίδευση  

       Ωστόσο, σύµφωνα µε τη  βιβλιογραφία  πολλοί µαθητές της  δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης δεν καταφέρνουν  να ελέγξουν την αξιοπιστία των προτάσεων (Hoyles 

& Kuchemann,2002). Προτιµούν τα εµπειρικά παραδείγµατα ως απόδειξη (Bieda & 

Holden & Knuth,2006), πιστεύουν ότι ένα αντιπαράδειγµα είναι µια εξαίρεση 

(Balacheff,1991), ή δεν γνωρίζουν ότι ένα µόνο αντιπαράδειγµα  είναι επαρκές για να 

αντικρούσει µια ψευδή πρόταση (Galbraith,1981). Ακόµη και  φοιτητές που έχουν 

διδαχθεί αρκετά µαθήµατα µαθηµατικών ανώτατου επιπέδου σε συλλογικό επίπεδο, 

εξακολουθούν να έχουν σηµαντική δυσκολία µε την απόδειξη και το αντιπαράδειγµα  

(Alcock & Weber 2005;Ko & Knuth 2009;Seiden & Seiden 2003) και έχουν 

πρόβληµα να αναγνωρίσουν την ισχύ των προτάσεων (Ko & Knuth,2009). Στα 

προπτυχιακά µαθήµατα µαθηµατικών, οι περισσότεροι σπουδαστές περνούν πολύ 

χρόνο παρατηρώντας και διαβάζοντας παθητικά τις σηµειώσεις, καθώς οι καθηγητές 

παρουσιάζουν αποδείξεις (Weber,2004) αντί να γράφουν από µόνοι τους αποδείξεις 

και αντιπαραδείγµατα. Συνεπώς, δεν µπορούν να κατανοήσουν τις µαθηµατικές 

έννοιες που απαιτούνται για να διατυπώσουν γραπτές αποδείξεις και 

αντιπαραδείγµατα, διότι απλά αντιγράφουν τα τελικά συµπεράσµατα (Alcock & 
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Weber 2005;Seiden & Seiden 1995). Επειδή οι µαθητές καλούνται συνήθως να 

αποδείξουν µια πρόταση και όχι να διαψεύσουν ή να ανασκευάσουν µία πρόταση 

στην τάξη, είναι πιθανό ότι οι περισσότεροι µαθητές οδηγούνται να πιστέψουν ότι οι 

µαθηµατικές προτάσεις είναι a priori αληθείς (Smith,2006). Οι Harel & Sowder 

(1998), διαπίστωσαν ότι οι φοιτητές δεν δέχθηκαν ως σωστή την απόδειξη µε 

αντιπαράδειγµα, επειδή αντιλήφθηκαν το αντιπαράδειγµα ως εξαίρεση. Οι 

περιορισµένες µελέτες Ko & Knuth (2009) και Goetting (1995) που διερευνούν τις 

ικανότητες των προπτυχιακών φοιτητών για επαλήθευση  ισχυρισµών δείχνουν ότι οι 

προπτυχιακοί φοιτητές αντιµετωπίζουν επίσης δυσκολίες στην αναγνώριση 

ισχυρισµών ως αληθείς ή ψευδείς. Τα αποτελέσµατα της µελέτης του Dreyfus (1999) 

υποδεικνύουν ότι οι µαθητές δεν µπόρεσαν να εκφραστούν σωστά χρησιµοποιώντας 

τη µαθηµατική γλώσσα όταν τους ζητήθηκε  να δικαιολογήσουν την αλήθεια ή την 

διάψευση των δηλώσεων. Λαµβάνοντας υπόψη τις στρατηγικές αξιολόγησης της 

επαλήθευσης των προτάσεων, η έρευνα δείχνει ότι ορισµένοι φοιτητές έχουν την 

τάση να χρησιµοποιούν ως µεθόδους αιτιολόγησης  βασικά παραδείγµατα. Η 

υπάρχουσα βιβλιογραφία καταδεικνύει επίσης ότι πολλοί φοιτητές δεν διαθέτουν 

γλωσσικές ικανότητες να εκφράζουν τις ιδέες τους χρησιµοποιώντας τη µαθηµατική 

γλώσσα όταν επιχειρούν να κατασκευάσουν αποδείξεις και αντιπαραδείγµατα, καθώς 

είναι  ανεπαρκής η  κατανόηση των εννοιών που απαιτούνται για την κατασκευή 

αποδείξεων και αντιπαραδειγµάτων. Ένας µεγάλος αριθµός ερευνών διερεύνησε  

φοιτητές του πανεπιστηµίου, µαθητές και  καθηγητές µαθηµατικών  δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης ως προς την ικανότητα να κατανοούν και να παράγουν αποδείξεις και 

αντιπαραδείγµατα. Τα αποτελέσµατα έχουν δείξει ότι οι µαθητές της δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης, οι προπτυχιακοί φοιτητές, και οι καθηγητές των µαθηµατικών 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης αντιµετωπίζουν σοβαρή δυσκολία µε την απόδειξη και 

το αντιπαράδειγµα (Knuth 2002;Peled & Zaslavsky 1997;Selden & Selden 

2003;Weber 2010). 

1.2.4 Στρατηγικές για την επικύρωση και κατασκευή των αποδείξεων και των 

αντιπαραδειγµάτων 

      Στην έρευνα του ο Stylianides (2009) παρουσιάζει τις στρατηγικές που οι µαθητές 

χρησιµοποιούν για  την επικύρωση αποδείξεων  και αντιπαραδειγµάτων και για την 

εκτίµηση ισχυρισµών. Οι στρατηγικές που αναφέρει για την επαλήθευση των 

αποδείξεων και των αντιπαραδειγµάτων είναι  
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• Ανάκληση συµβόλων, ορισµών, ιδιοτήτων και / ή θεωρηµάτων που 

σχετίζονται µε την πρόταση 

• Εύρεση της λογικής δοµής της απόδειξης ή του αντιπαραδείγµατος 

• Έλεγχος  γραµµής προς γραµµή της απόδειξης ή του αντιπαραδείγµατος 

•  Κατανόηση συµβόλων, ορισµών, ιδιοτήτων  και θεωρηµάτων στην απόδειξη 

ή στο αντιπαράδειγµα 

• Εστίαση στην εξοικείωση µε την απόδειξη ή το αντιπαράδειγµα 

• Εστίαση στην έκφραση µαθηµατικών συµβόλων στην απόδειξη ή στο 

αντιπαράδειγµα 

Κατά την επικύρωση των αποδείξεων ή των αντιπαραδειγµάτων, η προσοχή 

(ορισµένων ατόµων) επικεντρώνεται κυρίως στη µορφή των επιχειρηµάτων 

(Dickerson 2008;Yoo 2008), στον όγκο  των ορισµών ή των θεωρηµάτων που 

χρησιµοποιούνται στα επιχειρήµατα (Alcock & Weber 2005;Yoo 2008), στις 

εκφράσεις των µαθηµατικών συµβόλων που χρησιµοποιούνται στα επιχειρήµατα 

(Seiden & Seiden 2003;Yoo 2008), στην εξοικείωσή τους µε τη δοµή των 

επιχειρηµάτων (Yoo,2008), στη λογική δοµή των επιχειρηµάτων (Weber 2008;Yoo 

2008)   ή τη συλλογιστική τους και την κατανόηση του µαθηµατικού περιεχοµένου 

(π.χ. συµβόλων, ορισµών ή ιδιοτήτων) που χρησιµοποιούνται στα επιχειρήµατα 

(Alcock & Weber 2005;Seiden & Seiden 2003;Yoo 2008).  

      Σύµφωνα µε τις  στρατηγικές  που αναφέρει ο Stylianides (2009) για την 

επαλήθευση των προτάσεων, αν και τα άτοµα πρέπει να είναι σε θέση να 

αποφασίσουν µε ακρίβεια την αλήθεια ή την παραδοχή µιας πρότασης πριν από την 

κατασκευή µιας απόδειξης ή τη δηµιουργία αντιπαραδείγµατος, µια τέτοια απόφαση 

εξαρτάται πραγµατικά από το αν τα άτοµα πιστεύουν ή όχι ότι η πρόταση είναι 

αληθής ή ψευδής. Όταν τα άτοµα αξιολογούν τις προτάσεις, φαίνεται να 

χρησιµοποιούν διάφορους τρόπους για να τους βοηθήσουν να κρίνουν την ισχύ τους. 

Ορισµένα άτοµα έχουν την τάση να βασίζουν την αποφασιστικότητά τους σε 

στρατηγικές που βασίζονται σε παραδείγµατα. Επιπλέον, τείνουν να δοκιµάζουν 

διαφορετικούς αριθµούς (Goetting,1995),να χρησιµοποιούν γενικά ή ειδικά  

παραδείγµατα που σχετίζονται µε την πρόταση (Alock & Inglis,2008), ή να 

σχεδιάζουν διαγράµµατα για να τους βοηθήσουν στην κατανόηση της πρότασης  και 

κατά τις διαδικασίες επαλήθευσης  των µαθηµατικών εικασιών (Gibson 1998; 

Goetting 1995). Κατά την αξιολόγηση της επαλήθευσης των προτάσεων, άλλοι 
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χρησιµοποιούν τις αντιλήψεις τους για τους ακριβείς γνωστούς ορισµούς, τα 

θεωρήµατα ή τα αξιώµατα που εµπλέκονται στο πρόβληµα (Alock & Inglis,2008) ή  

αρχίζουν να κατασκευάζουν µια απόδειξη και στη συνέχεια βρίσκουν ένα 

αντιπαράδειγµα αν καταλήξουν σε κάτι λάθος (Weber,2009b). Άλλοι προβαίνουν σε  

κρίσεις βασισµένοι σε ότι θυµούνται από παρόµοιες εικασίες, ώστε να αρχίσουν να 

παράγουν µια απόδειξη, να ψάχνουν για ένα αντιπαράδειγµα ή να κάνουν δοκιµές και  

στη συνέχεια να επιχειρήσουν να κατασκευάσουν µια απόδειξη (Goetting,1995).           

          Σύµφωνα µε τις στρατηγικές για την παραγωγή αποδείξεων και 

αντιπαραδειγµάτων κατά την κατασκευή των αποδείξεων ή των αντιπαραδειγµάτων, 

τα άτοµα θα πρέπει να είναι σε θέση να θυµούνται παρόµοια σχετικά δεδοµένα,   

καθώς και να αντλούν έγκυρα συµπεράσµατα σχετικά µε τις δοθείσες εικασίες 

(Seiden & Seiden 2003;Weber & Alcock 2005). Παρόλο που η έρευνα έχει 

τεκµηριώσει ότι πολλοί προπτυχιακοί φοιτητές και µαθηµατικοί (εκπαιδευτικοί)  

δυσκολεύονται να παράγουν αποδείξεις ή αντιπαραδείγµατα, λίγοι έχουν δώσει 

ιδιαίτερη προσοχή στις στρατηγικές που οι µαθητές χρησιµοποίησαν για να γράψουν 

αποδείξεις ή αντιπαραδείγµατα (Stylianides,2009). Στις διαδικασίες της σύνταξης 

αποδείξεων ή αντιπαραδειγµάτων, ορισµένα άτοµα αρχίζουν να κατανοούν τις 

δοσµένες προτάσεις (Smith,2006), άλλοι αρχίζουν µε το χειρισµό των συµβολικών 

παραστάσεων που σχετίζονται µε την πρόταση (Smith  2006;Weber & Alcock 2005) 

και άλλοι  ψάχνουν για σχετικές εννοιολογικές αντιλήψεις που εµπλέκονται στο 

πρόβληµα ή ακόµη ανακαλούν  παρόµοιες αποδείξεις ή αντιπαραδείγµατα και τα 

αντιγράφουν (Smith,2006). Επιπλέον, ορισµένα άτοµα προτιµούν να χρησιµοποιούν 

παραδείγµατα, για να βοηθήσουν στην αναγνώριση σχετικών προτύπων, δοµών 

κλειδιών ή παραστατικών στοιχείων που απαιτούνται για την παραγωγή αποδείξεων ή 

αντιπαραδειγµάτων (Goetting 1995;Weber & Alcock 2005). Σύµφωνα µε τον 

Stylianides (2009) οι στρατηγικές για  την παραγωγή αποδείξεων και 

αντιπαραδειγµάτων είναι 

• Να συλλάβουν οι εκπαιδευόµενοι το νόηµα της πρότασης 

• Να χειρίζονται επακριβώς ιδιότητες, ορισµούς  και / ή θεωρήµατα 

• Να αναζητούν εννοιολογική κατανόηση 

• Να ανακαλούν από τη µνήµη τους παρόµοια στοιχεία για αντιγραφή 

• Να βασίζονται σε παραδείγµατα για τη σύνδεση ιδεών 
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         Μια µαθηµατική απόδειξη παρέχει βεβαιότητα σε όλες τις περιπτώσεις, ενώ το 

αντιπαράδειγµα αποδεικνύει  ότι µια συγκεκριµένη εικασία είναι ψευδής. Στα 

µαθηµατικά, ο πρωταρχικός ρόλος της απόδειξης και του αντιπαραδείγµατος είναι η 

επαλήθευση ή η διάψευση προτάσεων. Ωστόσο, οι µαθηµατικοί ενδιαφέρονται  

περισσότερο για το γιατί µια µαθηµατική δήλωση είναι αληθινή ή ψευδής από το αν 

είναι αληθής  (Hanna 1995;Peled & Zaslavsky  1997). Η Hanna (1995) επεσήµανε ότι 

«η καλύτερη απόδειξη είναι αυτή που βοηθά επίσης τους µαθηµατικούς να 

κατανοήσουν την έννοια του θεωρήµατος που αποδείχθηκε, για να δούµε όχι µόνο ότι 

είναι αληθής, αλλά και γιατί είναι αληθής». Οι Peled & Zaslavsky (1997) 

ισχυρίστηκαν ότι τα αντιπαραδείγµατα όχι µόνο εξηγούν γιατί µια εικασία είναι 

ψευδής, αλλά επίσης παρέχει τον τρόπο να δηµιουργούν και άλλα αντιπαραδείγµατα. 

Εν ολίγοις, η απόδειξη και το αντιπαράδειγµα θεωρούνται  ως ένα σηµαντικό 

εργαλείο για τους µαθητές για την βαθύτερη κατανόηση των  υποκείµενων εννοιών 

που κάνουν µια εικασία αληθινή ή ψευδής. Η υπάρχουσα βιβλιογραφία έχει θεωρήσει 

µια απόδειξη µε αντιπαράδειγµα ως µαθηµατική απόδειξη (Goetting 1995;Riley 

2003;Yoo 2008). Στην κοινότητα των µαθηµατικών, τα αντιπαραδείγµατα 

χρησιµεύουν ως µέσα επικοινωνίας των µαθηµατικών σκέψεων, για να διαψεύσουν  

τις εικασίες (Carpenter & Franke,2001). Τα αντιπαραδείγµατα διαδραµατίζουν επίσης 

σηµαντικό ρόλο στην τροποποίηση των εικασιών  γιατί είναι χρήσιµο να βρεθούν οι 

«κρυµµένες» υποθέσεις στις εικασίες   και τροποποιούν τις εικασίες µε τέτοιο τρόπο 

ώστε   να λειτουργούν ως αναθεωρηµένες αξιώσεις (Lakatos 1976; Larsen & Zandieh 

2008). Έτσι, οι µαθηµατικοί και οι εκπαιδευτικοί των µαθηµατικών έχουν δει την 

απόδειξη και το αντιπαράδειγµα ως κοινωνική δραστηριότητα στην οποία τα µέλη 

ασχολούνται µε µαθηµατικές πρακτικές  (Carpenter & Franke 2001;Hanna 1991; 

Lakatos 1976;Recio & Godino 2001;Thurston 1995). Επιπλέον, οι ερευνητές στην 

απόδειξη γενικά έχουν εντοπίσει  παρόµοιες κοινωνικές πτυχές για να 

διαπραγµατευτούν τις έννοιές τους. Κατά την άποψη αυτή, η απόδειξη θεωρείται ως 

«φόρουµ συζητήσεων», «ένα κοινωνικό κατασκεύασµα και ένα προϊόν µαθηµατικού 

λόγου και  µια αιτιολόγηση που προκύπτει από κοινωνικές αλληλεπιδράσεις». 

Οµοίως, το αντιπαράδειγµα θεωρείται ως κοινωνικό προϊόν των διαδικασιών του 

µαθηµατικού λόγου. (Carpenter & Franke,2001). Σύµφωνα µε τον (Stylianides,2009) 

οι απόψεις του για τη µαθηµατική απόδειξη και το αντιπαράδειγµα και οι οποίες 

χρησιµοποιήθηκαν  ως εννοιολογικό πλαίσιο για τη µελέτη του, ώστε  να αξιολογήσει 
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τις πεποιθήσεις των προπτυχιακών φοιτητών σε ότι αποτελεί απόδειξη και 

αντίστροφα είναι: 

• Επιβεβαιώνουν ή διαψεύδουν  την ισχύ µιας πρότασης 

• Εξηγούν γιατί µια δήλωση είναι αληθής ή ψευδής 

• Μεταδίδουν τη µαθηµατική γνώση στα µέλη της κοινότητας 

 

1.2.5 Εικασία και αντιπαράδειγµα 

       Η διαδικασία των αποδείξεων και των ανασκευών  που περιγράφονται από τον 

Lakatos (1976) είναι απαραίτητη στα σχολικά µαθηµατικά για να παρέχει στους 

µαθητές την ευκαιρία να βιώσουν πώς η µαθηµατική γνώση αναπτύσσεται δυναµικά 

µέσα από την  εξάσκηση µε τα Μαθηµατικά. Ένα πλαίσιο για την περιγραφή των 

µαθησιακών διαδικασιών των αποδείξεων και των ανασκευών κατασκευάζεται 

χρησιµοποιώντας ένα σύνολο  κανόνων που διατυπώνονται από τον Lakatos. Ο 

Lakatos υποστηρίζει ότι τα Μαθηµατικά δεν αναπτύσσονται µε τη µονότονη 

προσθήκη θεωρηµάτων αλλά µε τη βελτίωση εικασιών, µε τη δοκιµή και την κριτική 

και µε τη λογική των αποδείξεων και των ανασκευών. Αναφέρει χαρακτηριστικά τη 

ρήση του Polya ότι «πρέπει να µαντέψεις ένα µαθηµατικό θεώρηµα πριν το 

αποδείξεις» αφού οι εικασίες προηγούνταν των αποδείξεων στην ευρετική διαδοχή, 

κάτι που ήταν κοινός τόπος για τους αρχαίους Μαθηµατικούς. Το µαθηµατικό 

πρόβληµα που εξετάζει είναι η σχέση που υπάρχει µεταξύ του αριθµού των κορυφών, 

των ακµών και των εδρών ενός πολυέδρου. Πρόκειται για τον τύπο Κ+Ε=Α+2 που 

απέδειξαν οι Καρτέσιος και Euler, ο οποίος ισχύει όµως για µια ορισµένη µορφή 

πολυέδρων και όχι για κάθε πολύεδρο, αφού υπάρχουν αντιπαραδείγµατα που το 

απέδειξαν. Σύµφωνα µε τον Lakatos  η κατασκευή αντιπαραδείγµατος είναι µια 

σοβαρή και δηµιουργική εργασία που πρέπει να αποτελεί µέρος της δουλειάς ενός 

µαθηµατικού.  Το έργο του έπαιξε σηµαντικό ρόλο  στην ερµηνεία των διαδικασιών 

που συµβαίνουν κατά την απόδειξη των µαθηµατικών θεωρηµάτων  και στη 

διαµόρφωση των µαθηµατικών εννοιών. ∆ιακηρύσσει ότι τα Μαθηµατικά δεν 

αναπτύσσονται µε τη µονότονη προσθήκη αναµφισβήτητων θεωρηµάτων αλλά µε τη 

βελτίωση εικασιών, µε τη δοκιµή και την κριτική και µε τη λογική των αποδείξεων 

και των ανασκευών. ∆ίνοντας στους µαθητές  να ελέγξουν την ισχύ µιας εικασίας 

προσπαθούν να βρουν τους περιορισµούς και τις προϋποθέσεις που είναι απαραίτητες 

για να ισχύει. Αν βρουν ένα αντιπαράδειγµα τη διαψεύδουν και προχωρούν στην 
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ανασκευή της εικασίας. Με τη διαδικασία αυτή οι µαθητές ανακαλύπτουν εκ νέου 

την έννοια προχωρώντας έτσι στην βαθύτερη κατανόηση της. Ο Κόσυβας (2008) 

αναφέρει ότι  όταν η εικασία γίνει αντικείµενο συζήτησης µέσα στην τάξη, 

δηµιουργούνται οι προϋποθέσεις αφοµοίωσης των επικείµενων εννοιών. Ο 

αναστοχασµός, η αλληλεπίδραση  και το λάθος µε εργαλείο το αντιπαράδειγµα 

δηµιουργούν όχι µια τάξη σε ρόλο παθητικού δέκτη αλλά µια τάξη ερευνητών 

δίνοντας έτσι θεµελιώδη σηµασία στην απόδειξη. Συνεπώς οι µαθητές αποκτούν 

κριτική, δηµιουργική και ενορατική σκέψη στα µαθηµατικά. Οι Larsen & Zandieh 

(2008) υποστηρίζουν ότι η µέθοδος του Lakatos των αποδείξεων και ανασκευών µε 

εργαλείο το αντιπαράδειγµα µπορεί να εφαρµοστεί στη µαθηµατική εκπαίδευση. 

       Σύµφωνα µε τον Χαλάτση (1993), η εικασία και η απόδειξη συµπληρώνουν η µία 

την άλλη, εφόσον αν κάποιος δεν εικάσει, δεν έχει τίποτα να αποδείξει. O Lakatos  

υπογραµµίζει ότι οι εικασίες προηγούνται των αποδείξεων και θεωρεί ότι δεν 

υπάρχουν στεγανά ανάµεσα στις αποδείξεις και τις ανασκευές, δηλαδή ανάµεσα στην 

αρχική µορφή ενός θεωρήµατος και στις διασκευασµένες εκδοχές του. Συνοψίζει τη 

διαδικασία ανακάλυψης σε τρία βήµατα. 

1. ∆ιατυπώνεται αρχικά µια πρώτη εικασία. Ακολουθεί µία άτυπη απόδειξη 

(πείραµα σκέψης).  

2. Απόδειξη και ανασκευή της εικασίας µε την αναζήτηση αντιπαραδειγµάτων  

3. Αν βρεθεί καθολικό αντιπαράδειγµα, τροποποιούµε την αρχική εικασία , ώστε 

να µην απορρίπτεται από αυτό 

4. Αν βρεθεί τοπικό αντιπαράδειγµα, ελέγχουµε αν πρόκειται για καθολικό 

αντιπαράδειγµα  

5. Οι αποδείξεις επανεξετάζονται και υπάρχει µια νέα  εικασία 

 
Το παρακάτω Γράφηµα (Πούλος,2009,σελ.20) που ακολουθεί δείχνει τα 

βήµατα και τα στάδια της αποδεικτικής διαδικασίας µιας επιστηµονικής 

εικασίας. 
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       Γράφηµα 1.  Στάδια αποδεικτικής διαδικασίας 

         Σύµφωνα µε τους Stylianides & Thabit Al-Murani (2010) η απόδειξη και η 

ανασκευή  διαδραµατίζουν θεµελιώδη ρόλο στη µαθηµατική έρευνα. Η διαδικασία 

της  επικύρωσης  ισχυρισµών  ακολουθεί συχνά µια «ζιγκ-ζαγκ» διαδροµή µεταξύ 

των προσπαθειών να δηµιουργηθούν αποδείξεις για την αλήθεια των ισχυρισµών και 

την ανακάλυψη αντιπαραδειγµάτων που αντικρούουν τους ισχυρισµούς   και 

απαιτούν την τελειοποίησή τους προτού υποστούν νέες προσπάθειες απόδειξης 

(Lakatos,1976). Μια θεµελιώδης ιδέα που στηρίζει αυτή τη διαδικασία επικύρωσης 

είναι ότι δεν είναι δυνατό να έχουµε µια απόδειξη και ένα αντιπαράδειγµα  για τον 

ίδιο ισχυρισµό: η ανακάλυψη και αποδοχή ενός αντιπαραδείγµατος σε έναν 

ισχυρισµό καθιστά παράλογη οποιαδήποτε περαιτέρω προσπάθεια να αποδείξει την 

αλήθεια του, διότι ο ισχυρισµός δεν µπορεί να είναι αληθινός. Συγκεκριµένα, οι 

ερευνητικές µελέτες εντόπισαν δύο µαθησιακές αντιλήψεις των οποίων ο συνδυασµός 

οδηγεί στην ακόλουθη υπόθεση: ορισµένοι φοιτητές πιστεύουν ότι είναι δυνατόν να 

έχουµε µια απόδειξη και ένα αντιπαράδειγµα για τον ίδιο ισχυρισµό. Η πρώτη 

αντίληψη που έχουν ορισµένοι µαθητές είναι ότι τα αντιπαραδείγµατα  δεν 

αντικρούουν πραγµατικά: οι µαθητές τείνουν να αντιµετωπίζουν τα 

αντιπαραδείγµατα  σε γενικές προτάσεις ως εξαιρέσεις που δεν επηρεάζουν 

πραγµατικά την αλήθεια των ισχυρισµών (Balacheff,1988). Η δεύτερη αντίληψη που 

έχουν κάποιοι µαθητές είναι ότι οι αποδείξεις δεν αποδεικνύουν πραγµατικά: οι 

µαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι µια απόδειξη αποδίδει την καθολική 

αλήθεια µιας γενικής πρότασης, καθιστώντας έτσι περιττούς τους ελέγχους 

(Fischbein,1982). Η έρευνα τους αποσκοπούσε στη δηµιουργία θεωρητικών και 
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πρακτικών γνώσεων σχετικά µε τους τρόπους µε τους οποίους η διδασκαλία µπορεί 

να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν την κατανόησή τους όσον αφορά την 

απόδειξη και τις συναφείς έννοιες (εξαίρεση, γενίκευση κ.λπ.). Τα αποτελέσµατα του 

Goetting (1995) δείχνουν ότι το 15% των προπτυχιακών φοιτητών δέχτηκαν τόσο το 

σωστό αντιπαράδειγµα  όσο και την εσφαλµένη απόδειξη για την ίδια πρόταση. Η 

απόδειξη µιας γενίκευσης εξαλείφει την πιθανότητα ύπαρξης αντιπαραδειγµάτων, 

ανεξάρτητα από τον τρόπο της επιχειρηµατολογίας. Οι σπουδαστές που στερούνται 

αυτής της αντίληψης µπορεί να πιστεύουν ότι µπορούν να συνυπάρχουν αποδείξεις 

και αντιπαραδείγµατα (Balacheff 1991,Galbraith 1981,Potari & Zachariades & 

Zaslavsky  2010,Stylianides & Al-Murani 2010) 

1.2.6 Ο εκπαιδευτικός και το αντιπαράδειγµα 

        Στην πραγµατικότητα, οι γνώσεις περιεχοµένου των καθηγητών των 

µαθηµατικών και οι πεποιθήσεις σχετικά µε την απόδειξη και το αντιπαράδειγµα 

επηρεάζουν τους τρόπους µε τους οποίους υλοποιούν αποδείξεις κατά τη διδασκαλία, 

τις ευκαιρίες που προσφέρουν στους µαθητές να δοκιµάσουν και να αντικρούσουν, 

τις προσδοκίες που λαµβάνουν για τη µάθηση των µαθητών και τις αποφάσεις τους 

σε επιχειρήµατα των µαθητών (Stylianides  2007,Stylianou &  Blanton & Rotou 

2015). Οι µαθηµατικές αντιλήψεις των εκπαιδευτικών σχετικά µε το σε τι συνίσταται 

αποδεκτή αιτιολόγηση έχουν αντίκτυπο στον τρόπο µε τον οποίο παρέχουν 

ανατροφοδότηση σχετικά µε τις αιτιολογήσεις των µαθητών στην τάξη (Bieda,2010). 

Προκειµένου να αναπτυχθεί η κατανόηση των αποδεκτών αιτιολογήσεων στις 

µαθηµατικές τάξεις των µαθηµατικών, οι εκπαιδευτικοί θα πρέπει να διαθέτουν 

επαρκή γνώση του περιεχοµένου της απόδειξης και του αντιπαραδείγµατος από τους 

ίδιους. Εδώ ο ρόλος του εκπαιδευτικού µαθηµατικού είναι κρίσιµος. Εκτός από 

συγκεκριµένες έννοιες για το µαθηµατικό θέµα, ο µαθηµατικός πρέπει να εξοικειώσει 

τους µαθητές µε τους κανόνες της αιτιολόγησης, τα επιχειρήµατα και τους 

κατάλληλους όρους (π.χ. υπόθεση, εικασία, παράδειγµα, ανασκευή, θεώρηµα και 

αξίωµα). Ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές µαθαίνουν πραγµατικά αυτές τις έννοιες 

είναι, δυστυχώς, ζήτηµα γνώσης που οι εκπαιδευτικοί δεν έχουν ακόµη επιλύσει, αν 

και οι ερευνητές που διερευνούν αυτό το θέµα έχουν προτείνει πολλά  υποσχόµενα 

µοντέλα γνωστικής λειτουργίας. Ένα τέτοιο µοντέλο, η «γνωστική ανάπτυξη της 

απόδειξης», συνδυάζει τρεις κόσµους των µαθηµατικών τον εννοιολογικό /ενσώµατο, 

τον αντιληπτικό/συµβολικό και τον αξιωµατικό/τυπικό (Hanna &  Villiers,2012). Ένα 
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άλλο µοντέλο  χρησιµοποιεί ένα ψυχολογικό πλαίσιο «συστηµάτων αποδείξεων» 

(Harel & Sowder,1998). Επιπλέον, η επικέντρωση στην απόδειξη και στο 

αντιπαράδειγµα µπορεί να βοηθήσει τους εκπαιδευτικούς να αναπτύξουν µια 

καλύτερη κατανόηση των έγκυρων δοµών (π.χ. απόδειξη µε επαγωγή, απόδειξη µε 

αντίθεση) και λεπτών ορισµών, θεωρηµάτων και ιδιοτήτων που παρουσιάζονται στα 

επιχειρήµατα.  

       Πρόσφατα, ορισµένοι ερευνητές έχουν στρέψει την προσοχή τους στην 

ανάγνωση των µαθηµατικών επιχειρηµάτων και έχουν επικαλεστεί τις επιδόσεις των 

καθηγητών µαθηµατικών στην επικύρωση των αποδείξεων (Alcock & Weber 2005; 

Knuth 2002;Selden & Selden 2003;Weber  2010). Οι τρέχουσες µεταρρυθµίσεις στην 

εκπαίδευση των µαθηµατικών στις Ηνωµένες Πολιτείες δείχνουν ότι η ενσωµάτωση 

της απόδειξης και του αντιπαραδείγµατος σε όλους τους τοµείς περιεχοµένου του 

µαθηµατικού προγράµµατος σπουδών για τη διδασκαλία των µαθηµατικών, είναι 

απαραίτητη για να υποστηρίξει την ανάπτυξη της µαθηµατικής συλλογιστικής των 

µαθητών (Ko & Knuth,2009)  και ως στόχος  πρέπει να θεωρείται  να κατανοήσουν 

τα αποδεικτικά στοιχεία και να παράγουν τόσο αποδείξεις όσο και αντιπαραδείγµατα. 

Για να επιτύχουν τους προαναφερθέντες στόχους, οι καθηγητές των µαθηµατικών 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης «πρέπει να συζητήσουν τη λογική δοµή των 

επιχειρηµάτων που οι µαθητές παρουσιάζουν και να βοηθήσουν τους µαθητές να 

επικρίνουν τα επιχειρήµατά τους» (NCTM, 2000).  

       Η περιορισµένη βιβλιογραφία που διερευνά τις επιδόσεις των ατόµων στην 

επικύρωση των επιχειρηµάτων, ωστόσο, δείχνει ότι ορισµένοι προπτυχιακοί φοιτητές 

και καθηγητές µαθηµατικών δυσκολεύονται να αναγνωρίσουν δεδοµένα 

επιχειρήµατα ως έγκυρα µαθηµατικά αποδεικτικά στοιχεία (Alcock & Weber 2005; 

Knuth 2002;Selden & Selden 2003;Weber  2010). Οι  Seiden & Seiden (2003) και  

Alcock & Weber (2005) στην έρευνα τους εντόπισαν ότι οι µαθητές επέδειξαν µια 

περιορισµένη κατανόηση των εννοιών  κατά τη διαδικασία των αποδείξεων, επειδή 

επικεντρώθηκαν σε επιφανειακά σφάλµατα, όπως οι αλγεβρικές εκφράσεις και οι 

συµβολικοί χειρισµοί, παρά τα σφαιρικά λάθη, όπως η απόδειξη του αντίστροφου των 

προτάσεων και τα θεµελιώδη κενά στα δεδοµένα επιχειρήµατα. Για να κατανοηθεί τι 

περιβάλλον µπορεί να ενθαρρύνει τους µαθητές να µάθουν δεξιότητες για την 

επικύρωση των επιχειρηµάτων σε διάφορους µαθηµατικούς τοµείς, πρέπει να 

κατανοηθούν οι στρατηγικές που οι φοιτητές χρησιµοποιούν ήδη για τέτοιες 
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εργασίες. Οι µαθηµατικοί χρησιµοποιούν τις ακόλουθες στρατηγικές για την 

επικύρωση των επιχειρηµάτων: «τυπική  συλλογιστική και κατασκευή αυστηρών 

αποδείξεων, άτυπη επαγωγική συλλογιστική και παραδειγµατική συλλογιστική» 

(Weber,2008). 
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Κεφάλαιο 2 

 Το παράδειγµα και η µέθοδος του αντιπαραδείγµατος 

2.1 Το παράδειγµα 

      Ο όρος «παράδειγµα» αναφέρεται σε συγκεκριµένη περίπτωση µιας κλάσης που 

βοηθά το συλλογισµό µε στόχο τη γενίκευση και την επαγωγική αιτιολόγηση 

(Watson & Mason,2002a,2002b).  Οι  Bills & Rowland (1999) αναφέρουν ότι το 

παράδειγµα αποτελεί µία πρόκληση για το µαθητή και έχει ως στόχο τη γενίκευση, 

χωρίς όµως πάντα να προκύπτει το επιθυµητό αποτέλεσµα. Είναι µία συγκεκριµένη 

περίπτωση µίας γενικής κατηγορίας από την οποία µπορούµε να αιτιολογήσουµε µία 

πρόταση και να την γενικεύσουµε (Zodik & Zaslavsky,2008). Το παράδειγµα είναι ο 

καθρέφτης των εννοιών και είναι ένα προσιτό µέσο  επικοινωνίας του µαθητή µε τα 

µαθηµατικά (Rissland,1991). 

Το παράδειγµα είναι ένας θεµελιώδης τρόπος επικοινωνίας για να δίνει εξηγήσεις, 

να προκαλεί µαθηµατικές συζητήσεις (Leinhardt,2001) και αποτελεί αναπόσπαστο 

µέρος της µαθηµατικής σκέψης, της µάθησης και της διδασκαλίας, ιδιαίτερα όσον 

αφορά την επεξήγηση εννοιών, τη γενίκευση, την αφαίρεση, την ανάδειξη 

διαισθητικών σχέσεων, την επιχειρηµατολογία και την αναλογική σκέψη.  

 

2.2 Κατηγορίες παραδειγµάτων 

      Τα παραδείγµατα ταξινοµούνται σε διάφορες κατηγορίες ανάλογα µε τα κριτήρια 

ταξινόµησης που είναι ο παιδαγωγικός ρόλος, η χρήση και η περιγραφική 

κατηγορία.  

� Ταξινόµηση παραδειγµάτων ως προς τον παιδαγωγικό ρόλο 

     Ο Sowder (1980) ως προς τον παιδαγωγικό τους ρόλο διαχώρισε τα παραδείγµατα 

σε παραδείγµατα εφαρµογής διαδικασιών και σε παραδείγµατα απεικονίσεων 

εννοιών. 

Τα παραδείγµατα εφαρµογής διαδικασιών διαχωρίζονται στα λυµένα 

παραδείγµατα, όπου ο εκπαιδευτικός τα χρησιµοποιεί ως επεξηγηµατικό εργαλείο 

και στις ασκήσεις που δίνονται στο µαθητή ως εργασία, είναι ενδεικτικά και 

προσανατολισµένα στην πράξη.  

     Συνήθως, έχοντας µάθει µια τεχνική, ο εκπαιδευόµενος την επαναλαµβάνει σε 

αρκετά παραδείγµατα άσκησης προς διατήρηση της τεχνικής µε επανάληψη και στην 

ανάπτυξη ευχέρειας (Rowland & Zaslavsky,2005).  
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Τα παραδείγµατα απεικονίσεων εννοιών είναι τα παραδείγµατα που χαρακτηρίζουν 

τις έννοιες  και τον ορισµό τους. 

       Όµως ο παραπάνω διαχωρισµός δεν είναι ακριβής διότι το ίδιο το παράδειγµα  

µπορεί να θεωρηθεί και ως εφαρµογή διαδικασίας και ως απεικόνιση έννοιας. Για 

παράδειγµα η αναπαράσταση y=2x+3 δίνεται από τον εκπαιδευτικό και ως  

παράδειγµα γραµµικής συνάρτησης δηλαδή ως παράδειγµα απεικόνισης έννοιας αλλά 

και ως παράδειγµα διαδικασίας για το σχεδιασµό µίας γραφικής παράστασης (Gray & 

Tall,1994).  

� Ταξινόµηση παραδειγµάτων ως προς την χρήση 

      Οι Rissland & Michener (1978) διακρίνουν τέσσερις κατηγορίες  παραδειγµάτων 

σύµφωνα µε την χρήση τους τα οποία έχουν επιστηµολογική σηµασία και είναι τα 

παραδείγµατα εκκίνησης, τα παραδείγµατα αναφοράς, τα γενικά παραδείγµατα 

(πρότυπα παραδείγµατα) και τα αντιπαραδείγµατα. 

Τα παραδείγµατα εκκίνησης είναι τα παραδείγµατα που βοηθούν στην 

αρχικοποίηση βασικών ορισµών, ελέγχουν την  ισχύ της διαίσθησης σε ένα νέο θέµα 

και γενικά χρησιµοποιούνται για την έναρξη της µελέτης ενός θέµατος. 

Τα παραδείγµατα αναφοράς είναι τα τυπικά παραδείγµατα µιας έννοιας που 

αναφέρονται στην ανάπτυξη της θεωρίας, χρησιµοποιούνται για τη δοκιµή εικασιών 

και την απεικόνιση τεχνικών.  

Τα γενικά (πρότυπα) παραδείγµατα είναι τα παραδείγµατα  εννοιών  

Τα αντιπαραδείγµατα είναι τα παραδείγµατα τα οποία αποδεικνύουν ότι µια εικασία 

είναι ψευδής και χρησιµοποιούνται για να δείξουν τη σηµασία υποθέσεων ή 

συνθηκών σε θεωρήµατα και ορισµούς. Τα αντιπαραδείγµατα σχετίζονται µε την 

ορθότητα ισχυρισµών  και  χρησιµοποιούνται για την ανάδειξη των σηµείων τους που 

χρειάζονται ανασκευή. 

     Στα Μαθηµατικά υπάρχει µικρή διαφορά µεταξύ ενός παραδείγµατος και ενός 

αντιπαραδείγµατος. Όλα εξαρτώνται από το πού εστιάζουµε και από τι επιδιώκουµε. 

Έτσι ένα παράδειγµα µιας έννοιας ή ενός θεωρήµατος είναι ένα αντιπαράδειγµα µιας 

άστοχης παραλλαγής του ορισµού της έννοιας ή του θεωρήµατος. Ένα 

αντιπαράδειγµα σε µια παραλλαγή ενός ορισµού ή ενός θεωρήµατος απεικονίζει τον 

ρόλο και τη σηµασία του, αλλά µπορεί επίσης να αποτελέσει παράδειγµα για έναν 
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αναθεωρηµένο ορισµό ή ισχυρισµό. Αυτό που έχει µεγαλύτερη σηµασία είναι ότι οι 

µαθητές πρέπει να γνωρίζουν ποια χαρακτηριστικά ενός αντικειµένου αποτελούν 

παράδειγµα και ποια χαρακτηριστικά µπορούν να µεταβληθούν για να σχηµατίσουν 

µια κλάση παρόµοιων ή σχετικών παραδειγµάτων. Κάθε µαθηµατική έννοια χωρίζει 

τα µαθηµατικά αντικείµενα  στα οποία αναφέρεται σε δύο κλάσεις: Στην κλάση των 

παραδειγµάτων που την πληρούν και στην κλάση των αντιπαραδειγµάτων  που δεν 

την πληρούν. 

� Ταξινόµηση παραδειγµάτων ως προς την περιγραφική κατηγορία 

      Οι Bills κ.α. (2006) διακρίνουν τρεις ειδικές περιγραφικές κατηγορίες 

παραδειγµάτων: Τα γενικά παραδείγµατα, το αντιπαράδειγµα και το  µη 

παράδειγµα. 

Τα γενικά παραδείγµατα µπορούν να αποτελέσουν το παράδειγµα πυρήνα µιας 

γενικής «απόδειξης». Χαρακτηριστικό των γενικών παραδειγµάτων είναι ότι είναι 

ισοδύναµα και εκπροσωπούν εξίσου καλά την τάξη στην οποία ανήκουν. Αυτό εξηγεί 

το ρόλο που παίζουν τα αποκαλούµενα γενικά παραδείγµατα στα µαθηµατικά 

(Courant,1981).  

Τα µη παραδείγµατα χρησιµεύουν για τον ορισµό και την αποσαφήνιση των ορίων 

µιας έννοιας, µιας διαδικασίας που δεν µπορεί να εφαρµοστεί ή δεν παράγει το  

επιθυµητό αποτέλεσµα καθώς και στην εµβάθυνση στην κατανόηση µαθηµατικών 

εννοιών. Σχετίζονται µε την έννοια και τους ορισµούς και χρησιµεύουν για την 

ανάδειξη κρίσιµων χαρακτηριστικών µιας έννοιας  και στην εξέταση της ισχύος των 

προϋποθέσεων µιας πρότασης ή ενός θεωρήµατος. Βοηθούν τον µαθητή να 

διαπιστώσει ότι  προηγούµενες υποθέσεις και διαισθήσεις του δεν ισχύουν πλέον στη 

γενικότερη κλάση (Zodik & Zaslavsky,2008).  

        Έτσι σε µία πρόταση, αν µια συνθήκη είναι αναγκαία για να ισχύει η πρόταση ή 

το θεώρηµα, ένα µη παράδειγµα µπορεί να αποτελέσει αντιπαράδειγµα. Η συνάρτηση  

f(x) = &x, ) ≤ 0�
' , ) > 0- αποτελεί µη παράδειγµα στον  ισχυρισµό  ότι υπάρχουν 

συναρτήσεις που είναι ένα προς ένα και γνησίως µονότονες ενώ αποτελεί 

αντιπαράδειγµα στον ισχυρισµό ότι κάθε συνάρτηση που είναι ένα προς ένα είναι και 

γνησίως µονότονη. Και τα δύο, µη παραδείγµατα και  αντιπαραδείγµατα µπορούν να 
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χρησιµεύσουν για να οξύνουν τις διακρίσεις και να εµβαθύνουν την κατανόηση των 

µαθηµατικών εννοιών.  

      Ο Charles (1980) υποστηρίζει ότι ενώ για τις «εύκολες» έννοιες µια ακολουθία 

από παραδείγµατα µε στόχο τη γενίκευση µπορεί να είναι  αρκετή, για πιο 

«δύσκολες» έννοιες τα  µη παραδείγµατα είναι  απαραίτητα να οριοθετήσουµε τα 

όρια της έννοιας. Η Hershkowitz (1987) διαπίστωσε ότι οι µαθητές δίνουν 

µεγαλύτερη προσοχή σε παραδείγµατα παρά σε µη παραδείγµατα. Ο Halmos (1985) 

αναφέρει κάθε φορά που µαθαίνω µια νέα έννοια αναζητώ παραδείγµατα και µη 

παραδείγµατα. Τα παραδείγµατα πρέπει να περιλαµβάνουν, όπου είναι δυνατόν, τα 

τυπικά και τα ακραία σηµεία και συµπληρώνει ο Feynman (1985), ότι δεν µπορούµε 

να καταλάβουµε τίποτα εν γένει, αν δεν µεταφέρουµε στο µυαλό µας ένα 

συγκεκριµένο παράδειγµα. Σύµφωνα µε τον Vinner (1991), η µάθηση θα µπορούσε 

να ενισχυθεί από την επαφή µε µια πλούσια ποικιλία παραδειγµάτων και µη 

παραδειγµάτων. Είναι αρκετά προφανές ότι µια περιορισµένη εµπειρία 

παραδειγµάτων και µη παραδειγµάτων µπορεί να οδηγήσει σε µια περιορισµένη 

εικόνα της έννοιας, αλλά είναι επίσης γεγονός ότι περιορίζοντας τα µαθηµατικά στις 

ακολουθίες των παραδειγµάτων αντί να διδαχθούν σύνολα παραδειγµάτων, µπορεί να 

ωθήσει τους εκπαιδευόµενους να επικεντρωθούν στην ολοκλήρωση των καθηκόντων 

τους και όχι στην κατανόηση των καθηκόντων στο σύνολό τους (Watson & 

Mason,2006).  

2.3 Χώρος παραδειγµάτων 

        Παραδείγµατα που έρχονται στο µυαλό σε διαφορετικές καταστάσεις 

σχηµατίζουν  αυτό που οι Watson & Mason (2005) αναφέρουν ως ένα χώρο 

παραδειγµάτων. 

Χώρος παραδειγµάτων είναι µία συλλογή παραδειγµάτων συµπεριλαµβανοµένων 

των τεχνικών για τη διδασκαλία και την κατασκευή που αποτελούν µια συνεκτική και 

γενετική συνιστώσα της κατανόησης και της εκτίµησης των µαθηµατικών όρων.  

      Τον χώρο των παραδειγµάτων τον ορίζουν τα παραδείγµατα  που παράγουν οι 

µαθητές και που προκύπτουν από µια µικρή οµάδα ιδεών ως απάντηση  σε 

συγκεκριµένες  προβληµατικές καταστάσεις. Η συλλογή των παραδειγµάτων στα 

οποία έχει πρόσβαση ο εκπαιδευόµενος ανά πάσα στιγµή και ο πλούτος της 

διασύνδεσης µεταξύ αυτών των παραδειγµάτων διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο  στην  
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ικανότητα των µαθητών να εκτελούν τις εργασίες και τις δραστηριότητες που 

εµπλέκονται κατά τη διδασκαλία και να κατανοούν το αντικείµενο της.  

        Οι Watson και Mason (2005) διατύπωσαν την έννοια του προσωπικού 

παραδείγµατος. 

Προσωπικό παράδειγµα είναι το παράδειγµα που λειτουργεί ως εργαλείο 

εκπαιδευόµενων και εκπαιδευτικών, για να συνειδητοποιήσουν καλύτερα τις 

δυνατότητες τους.   

     Οι Watson και Μason (2005) αναγνωρίζουν ως βασική αρχή ότι η µάθηση των 

µαθηµατικών επιτυγχάνεται από την εξερεύνηση, την αναδιάταξη, την απόκτηση 

γνώσης  και επεκτείνοντας τους χώρους παραδείγµατος  και τις σχέσεις  εντός αυτών. 

Η εµπειρία επεκτάσεων των χώρων παραδείγµατος συµβάλλει στην ευελιξία της 

σκέψης και την υιοθέτηση νέων εννοιών. Παραδείγµατα χώρων µπορούν να 

διερευνηθούν ή να επεκταθούν µε την αναζήτηση παραδειγµάτων από τους ίδιους 

τους µαθητές µετά την αλληλεπίδραση µε τους συµµαθητές τους. 

     Τα παραδείγµατα χώρων είναι δυναµικά, δηλαδή µπορούν να αναπτυχθούν και να 

αλλάξουν και έχουν εσωτερική ιδιοσυγκρασιακή δοµή όσον αφορά τον τρόπο 

αλληλεξάρτησης τους µέσω της οποίας παράγονται τα παραδείγµατα. Το περιεχόµενό 

τους και οι δοµές τους είναι ατοµικές και περιστασιακές (Watson &  Mason,2010).  

     Σύµφωνα µε τους Zaslavsky &  Zodik (2007) οι εκπαιδευτικοί πρέπει να παράγουν 

συνεχώς νέα παραδείγµατα. Χαρακτηριστικό της πρακτικής των εκπαιδευτικών που 

αντικατοπτρίζει την ευελιξία τους είναι να αντλούν νέα  παραδείγµατα. Έτσι 

βρίσκονται οι τρόποι µε τους οποίους  µπορεί να αναπτυχθεί η γνώση. Μια πτυχή της 

µάθησης των εκπαιδευτικών έχει να κάνει µε την επέκταση του προσωπικού τους 

χώρου παραδειγµάτων που χρησιµεύει ως εργαλείο για να αποκτήσουν µεγαλύτερη 

επίγνωση των δυνατοτήτων µε παραδείγµατα. Πρόσφατες έρευνες υποδεικνύουν ότι 

οι ψυχολογικές και οι κοινωνικές παράµετροι διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στο 

είδος των παραδειγµάτων στα οποία έχουν πρόσβαση οι µαθητές, δηλαδή, στη 

διαµόρφωση του προσωπικού χώρου παραδειγµάτων (Watson & Mason,2005), καθώς 

και στο µαθηµατικό νόηµα που συγκροτούν µε βάση αυτά και τις µεταξύ τους 

σχέσεις (Zaslavsky & Peled,1996).  
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      Η εµπλοκή του µαθητή στην οικοδόµηση των δικών του παραδειγµάτων 

εµφανίζεται να συνιστά µια ιδιαίτερα αποτελεσµατική στρατηγική µεταφοράς 

πρωτοβουλίας από τον εκπαιδευτικό στο µαθητή (Zazkis,2001). Επιπλέον, η 

επινόηση ή η δηµιουργία παραδειγµάτων από τους µαθητές, σύµφωνα µε τα σχετικά 

ερευνητικά δεδοµένα, µπορεί να θεωρηθεί ως ισχυρό παιδαγωγικό εργαλείο 

εµπλουτισµού της µάθησης των µαθηµατικών σε πολλά επίπεδα (Zazkis & 

Leikin,2008). Σύµφωνα µε τον Lakatos (1976), όποιος και να είναι ο προσωπικός 

χώρος παραδείγµατος του µαθητή, ο ίδιος πρέπει να µάθει να επεµβαίνει σε αυτόν τον 

χώρο µε στόχο την επέκταση του, να τον τροποποιεί  και  να παράγει νέα 

αντιπαραδείγµατα.  

     Τα παραδείγµατα χώρων συσσωρεύονται και αναπτύσσονται µε την πάροδο του 

χρόνου και δεν εµφανίζονται ξαφνικά ως αποτέλεσµα µιας ανάγνωσης ή της 

παρακολούθησης µιας διδασκαλίας. Τα πρώτα παραδείγµατα που έρχονται στο µυαλό 

είναι αυτά που χρησιµοποιούνται συχνά. Το σηµαντικό χαρακτηριστικό ενός 

παραδείγµατος χώρου είναι ότι τα πιο οικεία παραδείγµατα παρέχουν πρόσβαση στα 

λιγότερο γνωστά αντικείµενα που αποθηκεύονται. Συνεπώς είναι ζωτικής σηµασίας 

τα παραδείγµατα να συνδέονται µεταξύ τους, όταν συναντώνται ώστε να 

δηµιουργήσουν δεσµούς µε άλλα πιο οικεία αντικείµενα. Με αυτόν τον τρόπο, πιο 

ακραία και λιγότερο εξοικειωµένα παραδείγµατα µπορούν να έρθουν στο µυαλό ως 

µέρος ενός εµπλουτισµένου χώρου παραδειγµάτων.  

       Ένα αντιπαράδειγµα αρκεί για να δείξει ότι µια εικασία είναι ψευδής. Μπορεί 

ακόµη  όµως και να  προτείνει πώς πρέπει να τροποποιηθεί η εικασία για να είναι 

σωστή και αιτιολογηµένη. Η επέκταση ενός παραδείγµατος σε µια τάξη 

παραδειγµάτων εµπλουτίζει την σκέψη σχετικά µε  το γιατί η εικασία είναι ψευδής 

και το πώς χρειάζεται να τροποποιηθεί, καθώς και τη µετάβαση στη σκέψη ότι 

υπάρχουν µόνο λίγα σφάλµατα που θα µπορούσαν να αποκλειστούν. Λαµβάνοντας 

ένα θεώρηµα και βρίσκοντας αντιπαραδείγµατα στις οποίες αφαιρείται µια υπόθεση ή 

µια επιβαλλόµενη συνθήκη, µπορεί να εκτιµηθεί η αναγκαιότητα κάθε συνθήκης. 

Συνεπώς οι µαθητές είναι πιο πιθανό στο µέλλον να σκεφτούν να  ελέγξουν τις 

συνθήκες και τις υποθέσεις πριν προσπαθήσουν να εφαρµόσουν ένα θεώρηµα. Οι 

περισσότεροι άνθρωποι, όταν συναντούν έναν τεχνικό όρο, αναζητούν αµέσως ένα 

οικείο παράδειγµα για να δοκιµάσουν τι λέει. Πρόκειται για  µία εξαιρετική 

µαθηµατική δραστηριότητα, αλλά παρεµποδίζεται σοβαρά, εάν υπάρχουν µόνο 
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µερικά παραδείγµατα που πρέπει να παραδοθούν ή εάν τα διαθέσιµα παραδείγµατα 

δεν εµφανίζουν όλα τα σχετικά χαρακτηριστικά. Εάν τα µόνα παραδείγµατα που 

έχουν  οι εκπαιδευόµενοι είναι σχετικώς ασήµαντα, τότε µπορεί να µην είναι αρκετά 

εξελιγµένα για να απεικονίσουν τις δυσκολίες. Ένας από τους λόγους για τους 

οποίους οι µαθητές συχνά δεν δίνουν προσοχή στις συνθήκες ενός θεωρήµατος ή µιας 

τεχνικής είναι ότι τα µόνα παραδείγµατα µε τα οποία έχουν οποιαδήποτε εξοικείωση 

«φυσικά» πληρούν όλες τις προϋποθέσεις. Εάν δεν έχουν συναντήσει ποτέ πιο ακραία 

παραδείγµατα των σχετικών εννοιών, µπορεί ποτέ να µην αντιληφθούν γιατί 

απαιτούνται αυτές οι προϋποθέσεις, 

     Οι Watson και Mason (2005) αναφέρθηκαν στις καταστάσεις  που ενεργοποιούν 

την πρόσβαση σε ένα χώρο παραδειγµάτων. Ορισµένα παραδείγµατα έρχονται στο 

µυαλό των µαθητών αµέσως. Αν αυτά είναι ξεχωριστά και συγκεκριµένα τότε ο 

παραδειγµατικός χώρος είναι στοιχειώδης. Εάν, αντί αυτού, µεµονωµένα 

παραδείγµατα ενεργοποιούν την κατανόηση των τρόπων µε τους οποίους τα 

παραδείγµατα µπορούν να τροποποιηθούν για να παράγουν ολόκληρες τάξεις 

παραδειγµάτων, ο χώρος είναι πιο πλούσια διασυνδεδεµένος. Παρατήρησαν ότι ένα 

µόνο παράδειγµα δίνει πρόσβαση σε ολόκληρες τάξεις παρόµοιων ή σχετικών 

παραδειγµάτων, όταν το άτοµο µπορεί  να διαφοροποιήσει ορισµένα χαρακτηριστικά 

του. Σηµείωσαν ότι οι διδάσκοντες και οι µαθητές συχνά δίνουν διαφορετικές 

διαστάσεις, όταν σκέπτονται ένα παράδειγµα. Για παράδειγµα, ο  εκπαιδευτικός  

µπορεί να σκέφτεται «κάθε πραγµατικό αριθµό», ενώ οι µαθητές υποσυνείδητα 

περιορίζουν την προσοχή σε ακέραιους αριθµούς, χωρίς να γνωρίζουν ότι κάνουν 

περιοριστικές υποθέσεις. Τα παραδείγµατα χώρων είναι σε µεγάλο βαθµό 

ιδιοσυγκρασιακά και εξαρτώνται από την κατάσταση. Με την πάροδο του χρόνου οι 

διαφορές αρχίζουν να µειώνονται, µε αποτέλεσµα να αναπτύσσονται  ισχυρά συνήθη 

παραδείγµατα. Είναι ζωτικής σηµασίας να µην επιτρέπεται η αποµόνωση των 

κανονικών παραδειγµάτων, αλλά να παρέχεται πρόσβαση σε ευρύτερες τάξεις µέσω 

της συνειδητοποίησης των διαστάσεων των πιθανών παραλλαγών και των 

αντίστοιχων σειρών αλλαγών (Goldenberg & Mason,2008). 

        Για να χρησιµεύσει ένα παράδειγµα, θα πρέπει ο µαθητευόµενος να το 

αποδέχεται ως «υποδειγµατικό». Ένα στρατηγικό παράδειγµα που είναι ζωτικής 

σηµασίας για έναν µαθητή σε µια δεδοµένη κατάσταση, µπορεί να µην είναι χρήσιµο 

σε κάποιον άλλο µαθητή ή σε άλλη κατάσταση. Όπως σηµείωσε ο Mason (2006), «η 
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παραδειγµατικότητα δεν ανήκει στο παράδειγµα, αλλά στο πώς αντιλαµβάνεται το 

παράδειγµα». Με το να εξασκούνται πάνω και µέσα από σύνολα «παραδειγµάτων», 

οι εκπαιδευόµενοι αντιµετωπίζουν αποχρώσεις νοήµατος, παραλλαγές παραµέτρων 

και άλλες πτυχές που µπορούν να αλλάξουν (Goldenberg & Mason,2008). Τα 

παραδείγµατα στα οποία έχουν πρόσβαση οι µαθητές και ο πλούτος των µεταξύ τους 

σχέσεων διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στο νόηµα που αποδίδουν στα έργα που 

τους ανατίθενται και γενικότερα στη δράση στην οποία εµπλέκονται στην τάξη των 

µαθηµατικών και στον τρόπο µε τον οποίο την ερµηνεύουν. 

2.4 Βασικά παραδείγµατα και παραδείγµατα χώρων 

      Σύµφωνα µε τους Watson & Mason (2005)  παραδείγµατα χώρων  είναι 

συλλογές παραδειγµάτων που εκπληρώνουν µια συγκεκριµένη λειτουργία.  

Υποδεικνύουν ότι τα παραδείγµατα χώρου επηρεάζονται από την εµπειρία και τη 

µνήµη ενός ατόµου, καθώς και από συγκεκριµένες απαιτήσεις των καθηκόντων. 

Μεταξύ διαφόρων τύπων χώρων παραδείγµατος διακρίνουν τον προσωπικό 

(ατοµικό) χώρο, τον τοπικό χώρο, τον συµβατικό χώρο και τον συλλογικό και 

τοποθετηµένο χώρο παραδειγµάτων. 

Προσωπικός (ατοµικός) χώρος παραδείγµατος, είναι ο χώρος που προκαλείται από 

µια εργασία,  από το περιβάλλον, καθώς και από µια πρόσφατη εµπειρία. 

Τοπικός χώρος είναι ο χώρος που δηµιουργείται από τον προσωπικό χώρο 

παραδειγµάτων, αποτελούµενος από την πρόσφατη εµπειρία  ενός ατόµου και ο 

οποίος ενδέχεται να µην είναι δοµηµένος µε τρόπους που παρέχουν εύκολη 

πρόσβαση. 

Συµβατικός χώρος παραδείγµατος, είναι ο χώρος στον οποίο ο δάσκαλος ελπίζει να 

διδάξει τους µαθητές του. 

Ο συλλογικός και τοποθετηµένος χώρος παραδειγµάτων είναι ο χώρος που 

λειτουργεί ως τοπικός συµβατικός σε µια τάξη ή άλλη οµάδα σε ένα συγκεκριµένο 

χρόνο. 

2.5 Ο ρόλος του παραδείγµατος στη µάθηση και την διδασκαλία 

          Από τα παλαιότερα ιστορικά στοιχεία προκύπτει ότι τα παραδείγµατα 

διαδραµατίζουν κεντρικό ρόλο στη µάθηση, τη διδασκαλία και την ανάπτυξη των 

µαθηµατικών (Watson & Mason,2010). ∆εν αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι τα 
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παραδείγµατα έχουν βρει µια θέση σε πολλές θεωρίες µάθησης των µαθηµατικών. 

Είναι αδύνατο να θεωρηθεί η διδασκαλία και η µάθηση των µαθηµατικών χωρίς να 

ληφθούν υπόψη συγκεκριµένα παραδείγµατα. H απαραίτητη προσοχή στα 

παραδείγµατα προσφέρει τόσο πρακτική  χρήση όσο και  µια θεωρητική προοπτική 

για το σχεδιασµό των διδακτικών δραστηριοτήτων, για την εκτίµηση των εµπειριών 

των µαθητών και για την επαγγελµατική ανάπτυξη των εκπαιδευτικών των 

µαθηµατικών. 

       Τα παραδείγµατα θεωρούνται ως «απεικονίσεις εννοιών  και αρχών»  και  βασικό 

χαρακτηριστικό τους  είναι ότι επιλέγονται από ένα εύρος πιθανών περιπτώσεων 

(Watson & Mason,2005).  Το παράδειγµα χρησιµοποιείται ως εργαλείο εισαγωγής 

και ανάπτυξης µιας έννοιας κατά τη διδασκαλία, ως µέσο επεξήγησης µαθηµατικών 

αντικειµένων (Watson & Mason,2002a,2002b), για διευκρινίσεις, αποσαφηνίσεις, 

επισηµάνσεις και επεξηγήσεις  σε εµπόδια  που συναντούν οι µαθητές σε µαθηµατικά 

προβλήµατα (Leinhardt,2001), ως εργαλείο αλληλεπίδρασης µαθητή - εκπαιδευτικού 

µε στόχο  την κατανόηση µαθηµατικών εννοιών, ως µέσο ανάδειξης σχέσεων, ως 

εργαλείο γενίκευσης και εκπρόσωπο αυτής της γενικευµένης κατηγορίας (Peled & 

Zaslavsky,1997).  Είναι απαραίτητα επίσης για την αφαίρεση, την επιχειρηµατολογία, 

την αναλογική και επαγωγική σκέψη. Τα παραδείγµατα προσφέρουν γνώση της 

φύσης των µαθηµατικών µέσω της χρήσης τους σε πολύπλοκες εργασίες  για την 

επίδειξη µεθόδων, στην ανάπτυξη της έννοιας για την ανάδειξη σχέσεων και σε 

επεξηγήσεις και αποδείξεις. Πολλοί ερευνητές υποστηρίζουν ότι η χρήση 

παραδειγµάτων είναι ένα αναπόσπαστο µέρος της διδασκαλίας  των µαθηµατικών 

ενώ υπογραµµίζουν τη σηµασία των παραδειγµάτων για τη µάθηση προχωρηµένων  

µαθηµατικών (Weber & Alcock 2009;Dahlberg & Housman 1997).    

      Τη χρήση παραδειγµάτων από τους µαθητές οι  Goldenberg & Mason (2008) τη 

χαρακτηρίζουν ως µια µορφή επικοινωνίας µε τον εαυτό τους  και µερικές φορές και 

µε άλλους. Στη µελέτη τους για τη χρήση παραδειγµάτων µε σκοπό την προώθηση 

της εννοιολογικής κατανόησης, την ενοποίηση και την αναδιοργάνωση των δοµών 

γνώσης, εστιάζουν το πώς κατασκευάζεται το µαθηµατικό νόηµα κατά τη διάρκεια  

της κατασκευής παραδείγµατος και ανέπτυξαν ένα σύνολο πέντε χρήσεων για την 

κατασκευή παραδειγµάτων από τους µαθητές: 
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� Να βιώνουν τη δοµή.  

     Αυτό επιτυγχάνεται µέσω της εκτέλεσης και αναστροφής των διαδικασιών, µέσω 

των παραδειγµάτων εντός των περιορισµών στις µεταβλητές και  διά µέσου των  

µαθηµατικών προτάσεων.  

� Να βιώνουν και να επεκτείνουν το εύρος των µεταβολών.  

       Επιτυγχάνεται βλέποντας παραδείγµατα άλλων µέσω της χρήσης και της 

ανάπτυξης παραστάσεων, µέσω της προσφοράς διαφορετικών περιορισµών, µέσω της 

κατασκευής διαφορετικών ερωτήσεων που δίνουν την ίδια απάντηση και  

διαφορετικών απαντήσεων στην ίδια ερώτηση.  

� Να βιώνουν τη γενικότητα.  

     Επιτυγχάνεται βλέποντας ένα µοτίβο στα παραγόµενα παραδείγµατα. Μέσω της 

παραγωγής ιδιαίτερων-ιδιότυπων γενικών παραδειγµάτων και  µέσω της δοκιµής µιας 

σειράς παραδειγµάτων.  

� Να βιώνουν τους περιορισµούς. 

     Επιτυγχάνεται  µέσω της σύγκρισης µε τις συµβατικές µεθόδους τις δικές τους 

µαθηµατικές δηµιουργίες, τις δικές τους προτάσεις για το τι µπορεί να είναι χρήσιµο, 

διότι ζητείται να δώσουν ένα παράδειγµα ενός συγκεκριµένου τύπου, µέσω της 

έκφρασης νέων εννοιών. 

� Επέκταση χώρων παραδειγµάτων και διερεύνηση ορίων. 

     Επιτυγχάνεται  µέσω της επεξήγησης του τι είναι και τι δεν είναι, τι µπορεί να 

είναι και τι δεν  µπορεί να είναι. 

        Οποιοδήποτε παράδειγµα φέρει κάποια χαρακτηριστικά που προορίζονται να 

αποτελέσουν παράδειγµα για άλλα χαρακτηριστικά που είναι άσχετα. Όπως 

επισηµαίνει ο Rissland (1991) «µπορούµε να δούµε ένα παράδειγµα ως ένα σύνολο 

γεγονότων ή χαρακτηριστικών που βλέπουµε από µία συγκεκριµένη οπτική γωνία». 

Στους όρους του Skemp (1971), «οι άσχετες πληροφορίες που ένα παράδειγµα φέρνει 

µπορούν να θεωρηθούν ως θόρυβος. Όσο µεγαλύτερος είναι ο θόρυβος, τόσο πιο 

δύσκολο είναι να διαµορφώσουµε µια έννοια». Έτσι, ένας δάσκαλος µπορεί να 

χρησιµοποιήσει ένα συγκεκριµένο παράδειγµα για την απεικόνιση ορισµένων ιδεών 

µέσω της δικής του οπτικής γωνίας, ενώ ένας µαθητής µπορεί να επικεντρωθεί στα 

άσχετα χαρακτηριστικά του. 
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         Συνεπώς, στην περίπτωση των εννοιών, ο ρόλος των παραδειγµάτων είναι να 

διευκολυνθεί η αφαίρεση. Με βάση την ιδέα του σχεδίου του Piaget, ο Skemp (1969) 

έγραψε για την εκµάθηση των µαθηµατικών εννοιών µέσω της αφαίρεσης από τα 

παραδείγµατα, πράγµα που σήµανε ότι η  επιλογή των παραδειγµάτων από τους 

εκπαιδευτικούς  για  να παρουσιαστούν στους µαθητές ήταν ζωτικής σηµασίας. Οι 

συµβουλές του σχετικά µε αυτό το θέµα περιλαµβάνουν την εξέταση του θορύβου, 

δηλαδή των εµφανών χαρακτηριστικών του παραδείγµατος που δεν είναι απαραίτητα 

για την έννοια, και των µη παραδειγµάτων, τα οποία µπορεί να χρησιµοποιηθούν για 

να επιστήσουν την προσοχή στη διάκριση µεταξύ ουσιωδών και µη ουσιωδών 

χαρακτηριστικών της έννοιας και, ως εκ τούτου, να τελειοποιήσουν τα όριά της. Από 

τη στιγµή που σχηµατίζεται µια έννοια, τα επόµενα παραδείγµατα µπορούν να 

εξοµοιωθούν µε αυτή την έννοια (Skemp,1979) και µπορεί να διαµορφωθεί µια πιο 

εξελιγµένη εικόνα (Tall & Vinner,1981). Όταν ένα σύνολο παραδειγµάτων έχει 

ενοποιηθεί µε τη διαµόρφωση µιας έννοιας, τα επόµενα παραδείγµατα µπορούν να 

εξοµοιωθούν µε την έννοια. Αν ο µαθητής καλείται να παράγει ένα παράδειγµα 

παρόµοιο µε ένα που  ήδη γνωρίζει, τότε  είναι πιθανή κάποια γενίκευση, σε επίπεδο 

ταυτοποίησης χαρακτηριστικών ή δοµών που ίσως είναι κοινά, να πραγµατοποιηθεί 

σε όλη αυτή την πορεία προς την επεξήγηση µε παράδειγµα. Εάν ζητηθεί από τους 

µαθητές  να παράγουν παραδείγµατα που να είναι διαρθρωµένα ελαφρώς διαφορετικά 

από το δεδοµένο, είναι πιθανό να πραγµατοποιηθεί µετασχηµατισµός της γνώσης 

πέρα από τη γενίκευση µιας µορφής.  

         Πολλοί  ερευνητές συνδέουν τη γένεση της µαθηµατικής γνώσης µε τις  

διαδικασίες προσέγγισης της και επισηµαίνουν τον κεντρικό ρόλο των 

παραδειγµάτων στην γενίκευση των διαδικασιών και την εννοιοποίηση νέων 

αντικειµένων. Τα παραδείγµατα που επιλέγει ο εκπαιδευτικός πρέπει  να έχουν στόχο 

τη γενίκευση. ∆ηλαδή το παράδειγµα, διαδραµατίζει βασικό ρόλο στην εκπαιδευτική 

εξήγηση. Οι Mason & Pimm (1984) υποδεικνύουν ότι όταν ένας δάσκαλος 

παρουσιάζει ένα παράδειγµα, βλέπει τη γενικότητά του και σχετίζεται µε αυτό που 

αντιπροσωπεύει το παράδειγµα. Οι Watson & Mason (2005) τονίζουν ότι η 

διαδικασία παραγωγής παραδειγµάτων είναι, στην πραγµατικότητα, η εµπρόσθια όψη 

της γενίκευσης. Μαθηµατική σκέψη είναι η αναζήτηση παραδειγµάτων και όχι το 

τελικό προϊόν που προωθεί τη µάθηση και είναι σηµαντικό για τους εκπαιδευόµενους 

να δηµιουργήσουν µια δυναµική µεταξύ των παραδειγµάτων και τη γενίκευση τους. 

Σύµφωνα µε τον Zaslavsky (1995), η ανάπτυξη της έννοιας µέσω παραδείγµατος δεν 
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χρειάζεται να είναι τυχαία ή απροσδόκητη αλλά µπορεί να είναι ένας σαφής 

παιδαγωγικός στόχος. Ένα γενικό παράδειγµα το οποίο επιτυγχάνει τη γενικότητα  

για τους µαθητές έχει την ποιότητα µιας τέτοιας διαρθρωτικής γενίκευσης (Mason & 

Pimm,1984).  

      Όλα αυτά τα επιχειρήµατα, καθώς και τα συναφή ευρήµατα των Dahlberg & 

Housman (1997), µας οδηγούν στο συµπέρασµα ότι η πράξη παραγωγής 

παραδειγµάτων, ιδιαίτερα µη-συνηθισµένων παραδειγµάτων, είναι µια πράξη 

µάθησης, µια γνωστική πράξη. Η κατασκευή παραδειγµάτων από τους ίδιους τους 

µαθητές έχει αποδειχθεί ότι συµβάλλει στην βαθύτερη µάθηση/γνώση από την απλή 

παρουσίαση παραδειγµάτων στους µαθητές (Dahlberg & Housman 1997;Mason 

2002;Zazkis 2001;Zaslavsky & Peled 1996).  Η πράξη δηµιουργίας ενός 

παραδείγµατος είναι  µια πράξη γνώσης, συχνά µε θετική αντιµετώπιση (Watson &  

Mason,2010).                                        

      Σύµφωνα µε τους  Watson &  Mason (2005)  αν και η  σηµασία των 

παραδειγµάτων στην εννοιολογική ανάπτυξη της µαθηµατικής κατανόησης  είναι  

δεδοµένη  είναι  λίγοι  οι συγγραφείς που  αναγνωρίζουν τον ρόλο αυτό. Η ανάδειξη 

των  ερωτήσεων µε µεγάλο ενδιαφέρον στα Μαθηµατικά και η εστίαση στη δοµή 

είναι όλα τα χαρακτηριστικά της µαθηµατικής σκέψης που συµβάλλουν στην 

εννοιολογική κατανόηση. Το να ζητάµε από τους µαθητές να δηµιουργήσουν τα δικά 

τους προβλήµατα και να δείξουν την εκµάθησή τους µε παραδείγµατα αναµένεται να 

έχει θετικές γνωστικές επιπτώσεις. Η διαδικασία αναζήτησης και κατασκευής 

παραδειγµάτων απαιτεί λεπτοµερή, προσεκτική και δηµιουργική εργασία σχετικά µε 

τις προϋποθέσεις που απαιτούνται (Watson & Mason,2010). O Sowder (1980) στην 

έρευνα του διατυπώνει ότι οι µαθητές για να έχουν κατανοήσει πλήρως και σε βάθος 

µια έννοια  και να µπορούν να διατυπώνουν και να χρησιµοποιούν έναν ορισµό,  

πρέπει να είναι ικανοί να δηµιουργούν τα δικά τους παραδείγµατα. Η κατασκευή 

παραδειγµάτων από τους µαθητές απαιτεί σωστή οργάνωση, καλή γνώση του 

µαθηµατικού αντικειµένου και διδακτική εµπειρία. Σύµφωνα µε τους Zazkis & Leikin 

(2007) η δηµιουργία παραδειγµάτων από τους µαθητές, θεωρείται ένα ισχυρό 

παιδαγωγικό εργαλείο µάθησης των µαθηµατικών σε διάφορα επίπεδα.  

         Η χρήση παραδειγµάτων στην τάξη περιλαµβάνει προσεκτικές επιλογές 

συγκεκριµένων παραδειγµάτων που διευκολύνουν την καθοδήγηση της προσοχής 

κατάλληλα ώστε να εξηγηθούν και να προκληθούν γενικεύσεις. Οι Mason & Spence 
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(1999) θεωρούν το παράδειγµα  ως µια άλλη σηµαντική πτυχή της γνώσης των 

εκπαιδευτικών που σχετίζεται µε τους δηµιουργικούς τρόπους ανταπόκρισης των 

εκπαιδευτικών στις πραγµατικές (συχνά απροσδόκητες) καταστάσεις στην τάξη που 

απαιτούν άµεση δράση. Η επιλογή και η δηµιουργία παραδειγµάτων για τη 

διδασκαλία απαιτεί συχνά  αποφάσεις που λαµβάνονται κατά τη στιγµή που 

ανταποκρίνονται στις αλληλεπιδράσεις στην τάξη. Όταν εισάγεται µια νέα έννοια ή 

ένα θεώρηµα µπορούµε να δώσουµε στους µαθητές  τρία ή περισσότερα αντικείµενα 

και να τους ζητήσουν να πουν τι είναι το ίδιο και τι είναι διαφορετικό  µε  αυτά.  Με 

τον τρόπο αυτό η προσοχή τους κατευθύνεται σε λεπτοµέρειες που διαφορετικά θα 

αγνοούσαν. Επιλέγοντας προσεκτικά τα παραδείγµατα που πρέπει να προσφέρουµε, η 

προσοχή µπορεί να στραφεί σε κρίσιµα χαρακτηριστικά της έννοιας ή των συνθηκών 

του θεωρήµατος. Πολύ συχνά το ότι οι εκπαιδευόµενοι  παραβλέπουν τις συνθήκες 

και τις υποθέσεις οφείλεται στο ότι η προσοχή τους δεν είχε κατευθυνθεί 

προηγουµένως στο να κάνουν τις κατάλληλες διακρίσεις (Mason,2003). Τα ακραία 

παραδείγµατα, εποµένως  µας  ενθαρρύνουν να αµφισβητούµε και µας προετοιµάζουν  

για νέες εννοιολογικές αντιλήψεις (Watson & Mason,2005). 

       Η επιθυµητή επιλογή παραδειγµάτων εξαρτάται από πολλούς παράγοντες, όπως 

οι στόχοι διδασκαλίας και η συνειδητοποίηση των προκαταλήψεων και των 

δυνατοτήτων των µαθητών. Έχει προταθεί (Tall & Vinner 1981,Chapman 1997) ότι 

το βασικό χαρακτηριστικό της µάθησης δεν είναι αυτό που παρουσιάζεται αλλά 

µάλλον αυτό που κωδικοποιείται στο µυαλό του µαθητή, τι κατασκευάζει ο 

εκπαιδευόµενος, ποιες πρακτικές εσωτερικεύονται.  Οι  Ball, Bass, Sleep & Thames 

(2005) διατυπώνουν τις ανησυχίες τους σχετικά µε τη γνώση που χρειάζονται οι 

εκπαιδευτικοί για να επιλέξουν προσεκτικά τα κατάλληλα παραδείγµατα που είναι 

χρήσιµα «για την επισήµανση σηµαντικών µαθηµατικών ζητηµάτων». Η επιλογή 

παραδειγµάτων στη διδασκαλία των µαθηµατικών στη  δευτεροβάθµια εκπαίδευση  

είναι πολύ πιο πολύπλοκη και περιλαµβάνει ένα ευρύ φάσµα προβληµατισµών 

(Zaslavsky & Lavie 2005;Zodik & Zaslavsky 2007). Η σωστή επιλογή των 

παραδειγµάτων µπορεί να διευκολύνει ή να παρεµποδίσει τη µάθηση των µαθητών, 

παρουσιάζει, έτσι τον εκπαιδευτικό µε µια πρόκληση, που συνεπάγεται πολλά 

ζητήµατα που πρέπει να ζυγίζονται. Η επιλογή του κατάλληλου παραδείγµατος κατά 

τη διδασκαλία είναι σηµείο εκκίνησης για την κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών 
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διότι οι µαθητές έχουν την τάση να απορρίπτουν παραδείγµατα που δεν τα 

αντιλαµβάνονται ακριβώς (MacHale,1980).   

       Ο Vinner (1983,1991) περιγράφει ένα κενό µεταξύ της εικόνας της έννοιας των 

µαθητών και του ορισµού της έννοιας. Οι εικόνες των εννοιών µπορούν να βασιστούν 

σε µια πολύ περιορισµένη εξερεύνηση των παραδειγµάτων, ώστε τα χαρακτηριστικά 

των παραδειγµάτων που δεν αποτελούν µέρος της έννοιας να διατηρούν την έννοια 

της εικόνας, µιας διαδικασίας αναγνωρισµένης και επεξεργασµένης από τον 

Fischbein (1987) ως έντυπη έννοια. Οι εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν συχνά 

παραδείγµατα για να καταδείξουν και να προβάλλουν  την ουσία των µαθηµατικών 

εννοιών και τεχνικών (Tall & Vinner,1981). Συνεπώς, οι εικόνες εννοιών 

περιορίζονται συχνά σε τοµείς µε τους οποίους οι µαθητές είναι πολύ εξοικειωµένοι 

και έτσι µπορεί να είναι πολύ περιορισµένοι για να είναι χρήσιµοι. Ένα σηµαντικό 

µέρος των αποτελεσµάτων της έρευνας σχετικά µε τις λανθασµένες, εναλλακτικές και 

µερικές αντιλήψεις µπορεί να ερµηνευθεί πειστικά µε αυτόν τον τρόπο. Έτσι, η 

βελτίωση των αντιλήψεων των µαθητών ισοδυναµεί µε τη µείωση του χάσµατος 

µεταξύ των εικόνων και του ορισµού των εννοιών. 

       Οι Tall & Vinner υπογραµµίζουν τη σηµασία των παραδειγµάτων για τη 

γεφύρωση αυτού του κενού. Κάθε φορά που ένας µαθηµατικός συναντά µια πρόταση 

που δεν είναι άµεσα προφανής, το «φυσικό» πράγµα που πρέπει να κάνουµε είναι να 

κατασκευάσουµε ή να βρούµε ένα παράδειγµα για να δούµε το γενικό µε την οικεία 

εµπειρία του συγκεκριµένου (Courant,1981). Οι µαθητές δεν πρέπει να εστιάζουν  σε 

συγκεκριµένα παραδείγµατα, διότι µπορεί να µην αποκτήσουν συνολική εικόνα της 

αντίληψης τους  (Charles 1980;Fischbein 1993). Ο Waywood (1992), ζήτησε από 

τους µαθητές να χρησιµοποιήσουν παραδείγµατα για να απεικονίσουν αυτά που είχαν 

µάθει. Βρήκε ότι η χρήση των παραδειγµάτων αυξήθηκε µε την πάροδο του χρόνου. 

        Ο Thorndike (1924) ακολούθησε µια συµπεριφοριστική γραµµή  

χρησιµοποιώντας τα παραδείγµατα ως ερεθίσµατα που προκαλούν αντίδραση στην 

µάθηση. Ο Gagné (1985) ανέπτυξε τις απόψεις αυτές αναπτύσσοντας µια ιεραρχία 

συµπεριφορών αυξανόµενης πολυπλοκότητας. Ο Dienes (1960) χρησιµοποίησε 

έξυπνα κατασκευασµένα παιχνίδια και δοµηµένες καταστάσεις ως παραδείγµατα 

µαθηµατικών δοµών στις οποίες «βυθίστηκαν» οι εκπαιδευόµενοι, ώστε να βιώσουν 

παραδείγµατα περίπλοκων µαθηµατικών εννοιών µέσω της δικής τους άµεσης 
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εµπειρίας. Η Sfard (1991) υιοθετεί τις απόψεις του  Freudenthal (1983) βλέποντας 

τους µαθητές να κινούνται από µια λειτουργική σε  µια δοµική κατανόηση των 

εννοιών µέσα από µια διαδικασία εσωτερίκευσης και συµπύκνωσης που οδηγεί στην 

αναπαράσταση της γνώσης. Η εσωτερίκευση και η συµπύκνωση πραγµατοποιούνται 

σε στάδια και µε επαναλαµβανόµενες χρήσεις παραδειγµάτων. Ο Dubinsky (1991) 

εισήγαγε τη θεωρία της ανάπτυξης των µαθηµατικών γνώσεων και την ονόµασε  

θεωρία APOS (ενέργειες, διαδικασίες, αντικείµενα, σχήµατα). Η θεωρία προβλέπει 

ότι η χρήση παραδειγµάτων είναι µέρος της διαδικασίας µε την οποία οι 

εκπαιδευόµενοι θα µετακινηθούν από τη δράση στη διαδικασία και στην αντίληψη 

του αντικειµένου. Το µοντέλο Pirie & Kieren (1994) για την ανάπτυξη της 

κατανόησης επικεντρώνεται στην κατασκευή εικόνων και  αναγνωρίζει  ότι η χρήση 

παραδειγµάτων συµβάλλει  στη διαµόρφωση προσωπικών εικόνων και γνώσεων. 

      Τρεις πτυχές της γνώσης των εκπαιδευτικών σχετίζονται έντονα µε τα 

παραδείγµατα στα µαθηµατική εκπαίδευση: η γνώση των µαθηµατικών, η γνώση της 

µάθησης των µαθητών και παιδαγωγική γνώση περιεχοµένου. Η ποιότητα των 

µαθηµατικών γνώσεων ενός εκπαιδευτικού επηρεάζει αυτό που διδάσκεται και πώς 

διδάσκεται. Όσον αφορά την επεξήγηση, η µαθηµατική όψη ενός παραδείγµατος έχει 

να κάνει µε την ικανοποίηση ορισµένων µαθηµατικών συνθηκών ανάλογα µε την 

έννοια ή την αρχή που προορίζεται να απεικονίσει. Η γνώση της µάθησης των 

µαθητών αναφέρεται στην κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο καταλαβαίνουν οι 

µαθητές και πώς οι υπάρχουσες γνώσεις τους επηρεάζουν την κατασκευή νέων 

γνώσεων. Αναφέρεται επίσης στην ευαισθησία του εκπαιδευτικού στα δυνατά σηµεία 

και τις αδυναµίες των µαθητών και σε σχέση µε τα παραδείγµατα. Η παιδαγωγική 

γνώση περιεχοµένου έχει να κάνει µε το µετασχηµατισµό των µαθηµατικών σε µέσα  

που µπορεί να διευκολυνθεί η εκµάθησή τους. Αυτό περιλαµβάνει «τρόπους 

εκπροσώπησης και διατύπωσης του θέµατος που καθιστούν κατανοητό σε άλλους» 

(Shulman,1986). 
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2.6 Το αντιπαράδειγµα 

       Το αντιπαράδειγµα χρησιµοποιείται για την ανασκευή µαθηµατικών προτάσεων, 

λειτουργώντας ως µέσο διάψευσης λανθασµένων ισχυρισµών ενώ επιπλέον 

χρησιµοποιείται και για την παραγωγή της γνώσης.  Στην καθηµερινότητα το 

αντιπαράδειγµα χρησιµοποιείται αρκετά συχνά. Στα πρώτα χρόνια οι άνθρωποι 

ισχυρίζονταν ότι όλοι είναι λευκοί. Όταν παρουσιάστηκε κάποιος άνθρωπος 

διαφορετικού χρώµατος του λευκού, ο ισχυρισµός αυτός καταρρίφθηκε. Μια 

γλαφυρή αρχαία χρήση του αντιπαραδείγµατος την αναφέρει  ο ∆ιογένης ο Λαέρτιος 

στο έργο του «Βίοι Φιλοσόφων», αποδίδεται στο ∆ιογένη τον Κυνικό, ο οποίος 

θέλοντας να γελοιοποιήσει τον λανθασµένο ισχυρισµό του Πλάτωνα περί ανθρώπου, 

ότι δηλαδή είναι «όν άπτερον δίπουν» (Ο άνθρωπος είναι ένα όν χωρίς φτερά) 

ξεπουπούλιασε έναν κόκορα και τον πήγε στην σχολή του Πλάτωνα λέγοντας, «Ιδού 

ο άνθρωπος του Πλάτωνος!». Ο Πλάτωνας υποχρεώθηκε τότε να διορθώσει τον 

ορισµό του, προσθέτοντας µια επί πλέον προϋπόθεση να είναι και πλατυώνυξ. (Με 

πλατιά νύχια). Βεβαίως και ένας πίθηκος θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως 

αντιπαράδειγµα στον ήδη «διορθωµένο» ορισµό του Πλάτωνος, αλλά δεν ανέφερε 

τίποτε για αυτό ο ∆ιογένης ο Λαέρτιος (Παπασταυρίδης, & Ζαχαριάδης,2016). Το 

αντιπαράδειγµα χρησιµοποιείται και σε άλλα επιστηµονικά πεδία όπως  οι Φυσικές 

επιστήµες, οι Κοινωνικές επιστήµες, η Λογική και η  Φιλοσοφία ενώ στην ψυχολογία 

έχει µελετηθεί ο τρόπος που οι άνθρωποι καταλήγουν σε µία έννοια µέσα από  

αντιπαραδείγµατα. 

2.7 Κατηγορίες αντιπαραδειγµάτων 

       Ορισµένοι ερευνητές έχουν  καταλήξει σε διαφορετικούς τύπους κατηγοριών για 

να προσδιορίσουν  τα αντιπαραδείγµατα. Αυτές οι κατηγορίες βοηθούν να 

αποδειχθεί, αν τα αντιπαραδείγµατα των µαθητών αρκούν για να αντικρούσουν τις 

ψευδείς προτάσεις  και ποιες είναι  οι πιθανές δυσκολίες που µπορούν να 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές (Peled & Zaslavsky 1997;Zaslavsky & Ron 1998). Ο 

Lakatos  διακρίνει τα αντιπαραδείγµατα σε  καθολικά και τοπικά ανάλογα µε το 

µέγεθος και την έκταση της ισχύς που εµπεριέχουν για τη ριζική ή τοπική ανασκευή 

µιας εικασίας. Οι Peled & Zaslavsky (1997) διαχωρίζουν τα αντιπαραδείγµατα σε 

τρεις κατηγορίες ανάλογα µε τον τρόπο που τα χρησιµοποιούν οι εκπαιδευτικοί, 

ανάλογα µε το βαθµό γενικότητας που εµφανίζουν και ανάλογα µε τη δοµή τους σε 

γενικά, ειδικά (συγκεκριµένα) και ηµιγενικά  
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Τα γενικά αντιπαραδείγµατα είναι τα αντιπαραδείγµατα που εξηγούν και δίνουν 

πληροφορίες γιατί ένας ισχυρισµός δεν είναι αληθής και δείχνουν τις στρατηγικές και 

τους τρόπους που µπορεί να δηµιουργηθεί µια κλάση αντιπαραδειγµάτων για αυτό 

τον ισχυρισµό. ∆ηλαδή  παρέχουν όλα τα επιχειρήµατα που αποδεικνύουν ότι µια 

εικασία είναι ψευδής και προτείνει κατά κάποιο τρόπο µια γενική µέθοδο κατασκευής 

και άλλων σχετικών αντιπαραδειγµάτων.  

       Οι µαθητές που έχουν ασχοληθεί µε την κατασκευή µαθηµατικών αντικειµένων 

που πληρούν ορισµένους περιορισµούς και έχουν υιοθετήσει µια εποικοδοµητική 

άποψη της µαθηµατικής σκέψης και της επίλυσης προβληµάτων θα έχουν πολύ πιο 

πλούσια παραδείγµατα από τους συµµαθητές τους που βλέπουν τα µαθηµατικά ως 

µια συλλογή διαδικασιών και είναι σε καλύτερη θέση να κάνουν αποτελεσµατική 

χρήση των µαθηµατικών στο δικό τους θέµα. Οι µαθητές που έχουν εργαστεί στις 

προϋποθέσεις – συνθήκες  των θεωρηµάτων για να ανακαλύψουν τι είναι σηµαντικό 

για το θεώρηµα, δηλαδή, γιατί περιλαµβάνονται οι συνθήκες, είναι πιθανότερο να 

ελέγξουν τις συνθήκες πριν εφαρµόσουν θεωρήµατα και χρησιµοποιώντας τεχνικές.  

Ειδικά αντιπαραδείγµατα θεωρούνται τα αντιπαραδείγµατα που αντικρούουν τον 

ισχυρισµό και έρχονται σε αντίθεση µε την ορθότητα της πρότασης. ∆εν δίνουν όµως 

καµιά πληροφορία ούτε για τον τρόπο κατασκευής τους και  καµία ένδειξη ως προς 

τον τρόπο κατασκευής παρόµοιων ή σχετικών αντιπαραδειγµάτων της πρότασης 

αυτής.  

Ηµιγενικά αντιπαραδείγµατα χαρακτηρίζονται αυτά που παρέχουν κάποια 

πληροφορία για το πώς κάποιος µπορεί να δηµιουργήσει παρόµοια ή συναφή 

αντιπαραδείγµατα, αλλά δεν παράγουν ολόκληρο τον χώρο των αντιπαραδειγµάτων. 

∆ηλαδή βοηθά στη δηµιουργία άλλων παρόµοιων ή σχετικών αντιπαραδειγµάτων για 

την πρόταση αυτή αλλά δεν καλύπτει όλες τις δυνατές µορφές τους. 

      Για παράδειγµα η συνάρτηση f(x) = 0 1, ) ∈ 1−1, )	 ∉ 1-είναι ειδικό αντιπαράδειγµα 

συνεχούς συνάρτησης αφού είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της. 

Η συνάρτηση f(x) = 04, ) ∈ 1β, )	 ∉ 1- είναι ένα ηµιγενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς 

συνάρτησης αφού για τις διάφορες τιµές των α ≠ β παίρνουµε άπειρα 
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αντιπαραδείγµατα µε τη ζητούµενη ιδιότητα που όµως δεν καλύπτει όλη την κλάση 

αντιπαραδειγµάτων.  

          Ο προτασιακός τύπο () − 1)�>0 ισχύει για κάθε πραγµατικό αριθµό x και έχει 

µοναδικό αντιπαράδειγµα το x=1. Υπάρχουν προτάσεις που διαθέτουν άπειρα 

αντιπαραδείγµατα, όπως: για κάθε x∈R ισχύει x>1  που έχει άπειρα 

αντιπαραδείγµατα, τους αριθµούς x µε x≤ 1. 

2.8 Αντιπαράδειγµα και γνωστική σύγκρουση 

         Ο όρος εννοιολογική αλλαγή χρησιµοποιείται για να χαρακτηρίσει «το είδος της 

µάθησης που απαιτείται όταν οι νέες πληροφορίες που πρέπει να µάθουµε έρχονται 

σε σύγκρουση µε τις προηγούµενες γνώσεις των µαθητών που αποκτήθηκαν συνήθως 

µε βάση τις καθηµερινές εµπειρίες» (Vosniadou & Verschaffel,2004). Σύµφωνα µε 

τους  Zazkis  & Chernoff  (2008), η προοπτική στην έννοια της εννοιολογικής 

αλλαγής υπογραµµίζει τη σηµασία µιας  γνωστικής  σύγκρουσης  µεταξύ της 

πληροφορίας και της εµπειρίας. Ωστόσο, οι πληροφορίες δεν πρέπει να είναι «νέες», 

αλλά «πρόσφατα συνειδητοποιηµένες» και η εµπειρία µπορεί να προέρχεται από 

προηγούµενες ευκαιρίες µάθησης.  

        Η γνωστική σύγκρουση  επέρχεται  όταν ένας µαθητής αντιµετωπίζει αντιφάσεις 

ή ασυνέπεια στις ιδέες του. Σύµφωνα µε τον Ernest (1996) η χρήση τεχνικών 

γνωστικών συγκρούσεων λειτουργεί ως  µια επιθυµητή παιδαγωγική στρατηγική για 

την αντιµετώπιση παρανοήσεων. Αυτή η προσέγγιση επιτρέπει στους µαθητές να 

προβληµατίσουν τη δική τους σκέψη και µέσω αυτής της σύγκρουσης αναπτύσσουν 

τις δικές τους έννοιες ή τουλάχιστον προσπαθούν να διορθώσουν τη σύγκρουση. 

Σήµερα µέσα από τις έρευνες στο χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης έγινε 

κατανοητό ότι τα λάθη των µαθητών έχουν σαφείς και συγκεκριµένες αιτίες και 

αποτελούν ευκαιρίες για βαθύτερη κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών και 

διαδικασιών. 

      Η διδασκαλία µε εργαλείο το αντιπαράδειγµα έγινε θέµα αρκετών ερευνών για τη 

γνωστική σύγκρουση που προκαλείται από αυτό. (Klymchuk 2001;Peled & Zaslavsky 

1997;Zaslavsky & Ron 1998). Ο τελικός στόχος της διδασκαλίας είναι το 

αντιπαράδειγµα όχι µόνο να προκαλεί µια γνωστική σύγκρουση αλλά και να την 

επιλύει. Η νέα γνώση αναδοµεί την ήδη υπάρχουσα γνώση γνωστή ως 
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επιστηµολογικό εµπόδιο και τις εγκατεστηµένες δοµές στη σκέψη των µαθητών. Έτσι 

δοµείται η νέα γνώση και όπως λέει ο Kline «Τα µαθηµατικά µεγαλώνουν σαν το 

δέντρο. Όσο αναπτύσσεται ο κορµός, τα κλαδιά και τα φύλλα, τόσο πιο βαθιά 

εισχωρούν και οι ρίζες στο έδαφος. Ο Bachelard (1983) αναφέρθηκε για πρώτη φορά 

στην έννοια του επιστηµολογικού εµποδίου και αργότερα ο Brousseau του προσδίδει 

συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Το επιστηµολογικό εµπόδιο είναι  µια σταθερή γνώση 

και η απόρριψη της στοιχίζει στους µαθητές περισσότερο από µια προσπάθεια 

προσαρµογής της σε καταστάσεις που ξεφεύγουν από το πεδίο εγκυρότητάς της. 

(Θωµαΐδης & Καστάνης,1987). Συνεχίζοντας ο Brousseau (1983) αναφέρει ότι το 

επιστηµολογικό εµπόδιο µπορεί να ξεπεραστεί µόνο σε ειδικές καταστάσεις 

απόρριψης, τις διδακτικές καταστάσεις, και αυτή η απόρριψη είναι συστατικό 

στοιχείο της νέας γνώσης (Γαγάτσης,1992). Συνεπώς, ένας επιπλέον ρόλος λοιπόν 

των αντιπαραδειγµάτων είναι η αλλαγή του νου καθώς µπορούν να βοηθήσουν τους 

µαθητές να αναπροσαρµόσουν τις αντιλήψεις τους ή τις πεποιθήσεις τους για τη φύση 

των µαθηµατικών αντικειµένων.  

        Οι  Zazkis & Chernoff  (2008) εστιάζοντας ιδιαίτερα στον παιδαγωγικό ρόλο 

των αντιπαραδειγµάτων και στην πειστική τους δύναµη για να προκαλέσουν όχι µόνο 

γνωστική σύγκρουση αλλά και να την επιλύσουν εισάγουν τις έννοιες του  

παραδείγµατος  µεταστροφής και του παραδείγµατος γεφύρωσης. 

Το παράδειγµα µεταστροφής είναι το αντιπαράδειγµα που  δηµιουργεί ένα σηµείο 

µεταστροφής στη γνωστική αντίληψη των µαθητών βοηθώντας το µαθητή  να 

επιτύχει µια εννοιολογική αλλαγή (Vosniadou & Verschaffel,2004). 

Το παράδειγµα γεφύρωσης είναι το αντιπαράδειγµα που βοηθά στην επίλυση της 

γνωστικής σύγκρουσης λειτουργώντας ως γέφυρα µεταξύ της αρχικής (ελλιπούς ή 

λανθασµένης) αντίληψης και της τελικής (σωστής) µαθηµατικής αντίληψης.  

        Η χρήση επίλεκτων παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων, µπορεί  να 

ελαττώσει σηµαντικό µέρος της ισχύος σε συγκεκριµένα διδακτικά εµπόδια που 

παρουσιάζονται κατά την διδασκαλία. Θεωρείται, ότι ο βασικότερος ρόλος  ενός 

δασκάλου των µαθηµατικών, είναι να δηµιουργεί, να εφευρίσκει και να ανακαλύπτει 

καταστάσεις που να ευνοούν την «σύγκρουση γνώσεων». Παλαιότερες εδραίες και 

πρωταρχικές γνώσεις που θεωρούνται «κοινές» και συνήθως έχουν καθιερωθεί και µε 

την βοήθεια των αισθήσεων, συγκρούονται µε την νέα γνώση που παράγεται µε 
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σκέψη και συλλογισµό. Σε αυτή την διαδικασία το αντιπαράδειγµα κατέχει 

πρωταγωνιστικό ρόλο. Για παράδειγµα, οι µαθητές γνωρίζουν την πανάρχαια 

προφανή «κοινή έννοια» στον Ευκλείδη ότι «το όλον, µείζον του µέρους εστί». Έτσι, 

δεν έχουν κανένα πρόβληµα να παραδεχθούν ότι x>	�� x για κάθε x.  Οι ίδιοι µαθητές, 

παραλλήλως, γνωρίζουν πολύ καλά ότι -2>-4. Εδώ το αντιπαράδειγµα που θα 

προκαλέσει την γνωστική σύγκρουση,  συνίσταται στην εξεύρεση λύσης στην 

ανίσωση x<
�
�x, η οποία αληθεύει για κάθε αρνητικό αριθµό.  

       Να επισηµάνουµε όµως, ότι σύµφωνα µε την γνώµη πολλών ερευνητών, µόνο η 

παράθεση του αντιπαραδείγµατος δεν αρκεί για να προκαλέσει την γνωστική 

σύγκρουση. Ό εκπαιδευτικός πρέπει να γνωρίζει τα λάθη των µαθητών και τυχόν 

παρανοήσεις που προκύπτουν κατά τη διδασκαλία των εννοιών, ώστε να επιλέξει τα 

κατάλληλα αντιπαραδείγµατα που θα προκαλέσουν την γνωστική ρήξη στο 

κατάλληλο πλαίσιο. Το αντιπαράδειγµα κατά την διαδικασία ελέγχου της ισχύος ενός 

ισχυρισµού πρέπει να επιφέρει πιθανή γνωστική σύγκρουση µε τις ήδη 

διαµορφωµένες γνώσεις των µαθητών (Klymchuk 2001;Peled & Zaslavsky 1997). Οι 

εκπαιδευόµενοι µπορεί να έχουν αντιφατικές ιδέες χωρίς να αντιµετωπίζουν ή να 

αναγνωρίζουν µια σύγκρουση. Ως εκ τούτου, ένα αντιπαράδειγµα, όταν 

παρουσιάζεται σε έναν µαθητή, µπορεί να µην δηµιουργήσει µια γνωστική 

σύγκρουση, µπορεί απλώς να απορριφθεί ή να αντιµετωπιστεί ως εξαίρεση. Μπορεί 

να χρειαστεί ένα βασικό παράδειγµα. Ένα παράδειγµα είναι ζωτικής σηµασίας για 

έναν εκπαιδευόµενο εάν δηµιουργεί ένα σηµείο καµπής στη γνωστική αντίληψη του 

εκπαιδευόµενου ή στις προσεγγίσεις επίλυσης προβληµάτων του. Τέτοια 

παραδείγµατα ενδέχεται να εισάγουν µια σύγκρουση ή να την επιλύσουν. Εποµένως 

βασικά παραδείγµατα είναι παραδείγµατα που βοηθούν τους εκπαιδευόµενους να 

επιτύχουν αυτό που αποκαλείται «εννοιολογική αλλαγή» (Tirosh & Tsamir 2004; 

Vosniadou & Verschaffel 2004).   

        Ωστόσο, τα αντιπαραδείγµατα  µπορεί να µην είναι επαρκή σε µια επίλυση 

συγκρούσεων, η οποία είναι και ο τελικός στόχος της διδασκαλίας. Για αυτό οι 

εκπαιδευτικοί πρέπει να αναζητήσουν στρατηγικά παραδείγµατα. Αν ο εκπαιδευτικός 

ωθήσει τους µαθητές σε ψευδείς εικασίες τότε η εποικοδοµητική συζήτηση που θα 

προκύψει  θα οδηγήσει το µαθητή µέσω του αντιπαραδείγµατος σε µία γνωστική 

σύγκρουση που θα άρει αυτές τις τυχόν παρανοήσεις που έχουν οι µαθητές. Η 
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διδασκαλία µέσω του αντιπαραδείγµατος απαιτεί προσεκτικό διδακτικό σχεδιασµό 

για την επίκληση της γνωστική σύγκρουσης αλλά και της επίλυσης της. 

       Οι Swedosh & Clark (1997) χρησιµοποίησαν συγκρούσεις στη µέθοδο 

παρέµβασης τους, για να βοηθήσουν προπτυχιακούς φοιτητές να εξαλείψουν τις 

παρανοήσεις τους. Η µέθοδος ουσιαστικά περιελάµβανε παραδείγµατα για τα οποία η 

εσφαλµένη αντίληψη θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι οδήγησε σε παραπλανητικό  

συµπέρασµα και έχοντας δηµιουργήσει µια σύγκρουση στα µυαλά των µαθητών, 

διδάχθηκε η σωστή έννοια. Ο κύριος στόχος της µελέτης των  Gruenwald & 

Klymchuk (2003) ήταν να ελέγξει την αποτελεσµατικότητα της χρήσης 

αντιπαραδειγµάτων σε µια βαθύτερη εννοιολογική κατανόηση, εξαλείφοντας τις 

παρερµηνείες των µαθητών και την ανάπτυξη δηµιουργικού περιβάλλοντος µάθησης 

στη διδασκαλία του διαφορικού λογισµού. Το θεωρητικό πλαίσιο αυτής της µελέτης  

βασίστηκε στην έννοια της γνωστικής σύγκρουσης του Piaget.  

2.9 Γιατί να δουλέψει κανείς µε το αντιπαράδειγµα 

 

      Οι Watson & Mason (2006) ενθαρρύνουνε τους µαθητές να εργαστούν µε τα  

αντιπαραδείγµατα για τους ακόλουθους σκοπούς:  

 

� Για βαθύτερη εννοιολογική κατανόηση.  

      Πολλοί µαθητές έχουν συνηθίσει να επικεντρώνονται σε τεχνικές και γνωστές 

µαθηµατικές διαδικασίες, συχνά υπό τη καθοδήγηση των καθηγητών τους. ∆εν 

δίνουν µεγάλη προσοχή σε ορισµούς, έννοιες, συνθήκες των θεωρηµάτων, στις 

ιδιότητες των συναρτήσεων και στην αιτιολόγηση των αποδεικτικών µεθόδων. Όταν 

οι σπουδαστές καλούνται να εφαρµόσουν ένα θεώρηµα ή µια τεχνική, συχνά 

αποτυγχάνουν να ελέγξουν ότι πληρούνται οι προϋποθέσεις για την εφαρµογή τους. 

Αυτό µάλλον συµβαίνει συνήθως, επειδή απλώς δεν σκέφτονται, επειδή δεν 

χρησιµοποιούν σωστά τη χρήση κατάλληλων ορισµών, ιδιοτήτων ή δεν 

αναγνωρίζουν το ρόλο τέτοιων συνθηκών. Μια πρόσφατη µελέτη περίπτωσης που 

έγινε στη Νέα Ζηλανδία (Klymchuk,2005) έδειξε ότι η χρήση του αντιπαραδείγµατος  

στη διδασκαλία θα µπορούσε να συµβάλει σηµαντικά στη βελτίωση της απόδοσης 

των µαθητών σε δοκιµαστικές ερωτήσεις που απαιτούσαν εννοιολογική κατανόηση. 

Εστιάζοντας την προσοχή τους στις συνθήκες των θεωρηµάτων οι φοιτητές 

µηχανικών εκπαιδεύονται να εξετάζουν τις ακραίες συνθήκες στις οποίες 
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υποβάλλονται οι νέες συσκευές και συνεπώς τα νέα αεροσκάφη σχεδιάζονται για να 

πετούν σε καταιγίδες και αναταράξεις και  όχι µόνο σε ιδανικές καιρικές συνθήκες. 

 

� Για την µείωση και την εξάλειψη των παρανοήσεων 

       Τα τελευταία χρόνια, η παραδοσιακή προσέγγιση στην διδασκαλία του Λογισµού 

που είναι η διατύπωση ορισµού, θεωρήµατος, η παρουσίασης της απόδειξης και 

παραδείγµατος εφαρµογής  έχει ελαχιστοποιηθεί λόγω της εκτεταµένης χρήσης της 

τεχνολογίας. Οι σπουδαστές συνηθίζουν να βασίζονται στην τεχνολογία και µερικές 

φορές στερούνται λογικής σκέψης και εννοιολογικής κατανόησης. Μερικές φορές τα 

µαθήµατα Λογισµού διδάσκονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι ξεχωριστά. Οι 

δύσκολες περιπτώσεις αποφεύγονται και οι µαθητές εκτίθενται µόνο σε 

«συµπαθητικές» συναρτήσεις και «καλά» παραδείγµατα, ειδικά σε επίπεδο σχολείου. 

Αυτή η προσέγγιση µπορεί να δηµιουργήσει πολλές παρανοήσεις που µπορούν να 

εξηγηθούν από την αρχή της γενικής επέκτασης του Tall: «Εάν ένα άτοµο εργάζεται 

σε ένα περιορισµένο πλαίσιο στο οποίο όλα τα παραδοθέντα παραδείγµατα έχουν µια 

συγκεκριµένη ιδιότητα, τότε, αν δεν υπάρχουν αντιπαραδείγµατα, γνωστές ιδιότητες 

παραµένουν σιωπηρές σε άλλα περιβάλλοντα» (Tall,1991). 

 

� Για την προώθηση της µαθηµατικής σκέψης 

       Η δηµιουργία παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων δεν είναι ούτε αλγοριθµική 

ούτε διαδικαστική. Μπορεί να απαιτεί προηγµένη µαθηµατική σκέψη, η οποία σπάνια 

εξασκείται στο σχολείο. Σύµφωνα µε τους Selden & Selden (1998) «Η προσέγγιση µε 

τα παραδείγµατα απαιτεί διαφορετικές γνωστικές δεξιότητες από την εκτέλεση 

αλγορίθµων αφού είναι απαραίτητο να αλλάξουµε την προοπτική και να δούµε τα 

µαθηµατικά από την άποψη των ιδιοτήτων τους. Αρχικά, το να ζητήσουµε ένα 

αντιπαράδειγµα από τους µαθητές, µπορεί να είναι απαιτητικό, αν  οι µαθητές δεν 

έχουν εκτεθεί σε παράδειγµα κατασκευής». Η πρακτική στην κατασκευή των δικών 

τους παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να 

 ενισχύσουν τη δηµιουργικότητά τους και να προωθήσουν τη µαθηµατική σκέψη 

τους. 
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� Για τη βελτίωση γενικών δεξιοτήτων  κριτικής σκέψης 

     Η δηµιουργία αντιπαραδειγµάτων σε λανθασµένες προτάσεις έχει ένα µεγάλο 

πλεονέκτηµα σε σχέση µε την κατασκευή παραδειγµάτων των  συναρτήσεων  που 

πληρούν ορισµένες προϋποθέσεις, διότι τα αντιπαραδείγµατα αφορούν την 

αντίρρηση, την αιτιολόγηση, την επιχειρηµατολογία, τη συλλογιστική και την κριτική 

σκέψη, που είναι η ουσία της µαθηµατικής σκέψης. Πολλοί µαθητές ανέφεραν ότι η 

δηµιουργία αντιπαραδειγµάτων ήταν στενά συνδεδεµένη µε την ενίσχυση των 

δεξιοτήτων κριτικής σκέψης τους. Η δηµιουργία  αντιπαραδειγµάτων µπορεί να 

δώσει στους µαθητές  να οικοδοµήσουν  έννοιες, να τους βοηθήσει (τους µαθητές)  

να κατανοήσουν ορισµούς ή ισχυρισµούς, να παρέχει τα αποδεικτικά στοιχεία για το 

αν ένας ισχυρισµός είναι αληθής ή ψευδής. Επίσης να βοηθήσει  τους µαθητές να 

κατανοήσουν γιατί ισχύει ένας ισχυρισµός και να χρησιµεύσουν ως βάση για την 

κατασκευή µιας επίσηµης απόδειξης. Αυτές οι δεξιότητες θα ωφελήσουν τους 

µαθητές µακροπρόθεσµα όχι µόνο στην πανεπιστηµιακή τους µελέτη αλλά και σε 

άλλους τοµείς της ζωής. 

 

� Για την επέκταση του «χώρου παραδειγµάτων» 

     Αφού δηµιουργήσουν ή εξασκηθούν σε πολλές συναρτήσεις µε ενδιαφέρουσες 

ιδιότητες, οι µαθητές επεκτείνουν το «παράδειγµα του χώρου» τους, αξιοποιώντας 

καλύτερα τις ιδέες τους στα µαθηµατικά και στις πρακτικές εφαρµογές. Κατά τη 

δηµιουργία αντιπαραδειγµάτων, οι µαθητές µαθαίνουν πολλά για τη συµπεριφορά 

των συναρτήσεων και µπορούν αργότερα να εφαρµόσουν τις γνώσεις τους στην 

επίλυση προβληµάτων πραγµατικής ζωής. Όπως επισήµανε ο Henry Pollak από τις 

Bell Laboratories στις ΗΠΑ, «Η κοινωνία παρέχει χρόνο στα µαθηµατικά να 

διδάσκονται στα σχολεία, τα κολέγια και τα πανεπιστήµια όχι επειδή τα µαθηµατικά 

είναι όµορφα, τα οποία είναι, ή διότι παρέχουν µεγάλη κατάρτιση για το µυαλό, αλλά 

επειδή είναι τόσο χρήσιµα». 

 

� Για µια εκµάθηση πιο ενεργή και πιο δηµιουργική 

       Η εµπειρία των καθηγητών Μαθηµατικών έδειξαν ότι η χρήση 

αντιπαραδειγµάτων ως παιδαγωγική στρατηγική σε διαλέξεις µπορεί να δηµιουργήσει 

κίνητρα στους µαθητές για ανακάλυψη και να κάνει την µάθηση πιο ενεργή. Μια 

πρόσφατη διεθνής µελέτη µε περισσότερους από 600 φοιτητές από 10 πανεπιστήµια 

σε διάφορες χώρες των Gruenwald & Klymchuk (2003) έδειξε ότι η µεγάλη 
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πλειοψηφία των συµµετεχόντων φοιτητών (92%) διαπίστωσε ότι η χρήση 

αντιπαραδειγµάτων είναι πολύ αποτελεσµατική. Συγκεκριµένα, ανέφεραν ότι τους 

βοήθησε να κατανοήσουν καλύτερα τις έννοιες, να προλάβουν τα λάθη, να 

αναπτύξουν λογική και κριτική σκέψη και να συµµετάσχουν πιο ενεργά σε διαλέξεις.  

 

� Για την αξιολόγηση των µαθητών 

      Οι Gruenwald & Klymchuk (2003) προτείνουν τη χρήση του αντιπαραδείγµατος 

ως παιδαγωγική στρατηγική στους συναδέλφους τους για να την  δοκιµάσουν στους 

µαθητές τους. ∆ηλαδή, δίνοντας στους µαθητές ένα µείγµα ορθών και εσφαλµένων 

προτάσεων, κάνοντας ένα σκόπιµο λάθος κατά τη διδασκαλία, ζητώντας από τους 

µαθητές να εντοπίσουν ένα σφάλµα σε µία συγκεκριµένη σελίδα του εγχειριδίου ή 

δίνοντας στους µαθητές µπόνους στη βαθµολογία φοιτητές για την παροχή 

εξαιρετικών αντιπαραδειγµάτων σε δύσκολες ερωτήσεις κατά τη διάρκεια του 

µαθήµατος. Τα αντιπαραδείγµατα  µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για την 

αξιολόγηση των µαθητών. 

2.10 Χρήσιµες στρατηγικές στη διδασκαλία του αντιπαραδείγµατος 

       Οι Watson & Mason (2010) περιγράφουν στρατηγικές που πρέπει να 

ακολουθούνται κατά τη διδασκαλία του αντιπαραδείγµατος οι οποίες έχουν διπλό 

σκοπό. Αρχικά, είναι χρήσιµες για να προσελκύσουν τους µαθητές να εµβαθύνουν µε 

τα θεωρήµατα και τις τεχνικές που πρέπει να αντιµετωπίσουν, καθώς και τις βασικές 

έννοιες και τους ορισµούς. Έπειτα, να φωτίζουν τις παρερµηνείες των 

εκπαιδευοµένων, τους ακατάλληλους περιορισµούς και τις υποθέσεις. Αφαίρεση ή 

προσαρµογή ενός περιορισµού σε µια πρόταση και η εξεύρεση αντιπαραδείγµατος 

στην αναθεωρηµένη πρόταση, εµπλουτίζει την εκτίµηση του ρόλου του περιορισµού 

και αναγκάζει τους εκπαιδευόµενους να εξετάσουν τον ρόλο αυτό µε περισσότερη 

λεπτοµέρεια. Όταν οι µαθητές αναζητούν  ένα παράδειγµα ή αντιπαράδειγµα που 

ικανοποιεί αρκετούς περιορισµούς, είναι συχνά χρήσιµο να ξεκινήσουν χωρίς 

περιορισµούς και να προσπαθήσουν να αποκτήσουν µια αίσθηση της πιο γενικής 

κατηγορίας αντικειµένων που εξετάζονται. Περιορισµοί µπορούν να προστεθούν 

διαδοχικά, αναζητώντας την πιο γενική κατηγορία παραδειγµάτων που πληρούν ένα 

σύνολο συνθηκών πριν συµπεριλάβουµε τον επόµενο περιορισµό. 

       Η επέκταση ενός ή δύο παραδειγµάτων σε κατηγορίες παραδειγµάτων επεκτείνει 

την εκτίµηση των µαθητών για το σκοπό  και τη σηµασία του αντιπαραδείγµατος. 
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Είναι πολύ χρήσιµο να προσέξουµε τις διαστάσεις πιθανής παραλλαγής (Watson & 

Mason,2005): Τι µπορεί να µεταβληθεί και το αντικείµενο εξακολουθεί να παραµένει 

ένα παράδειγµα;  Επιπλέον, µε κάθε πτυχή που µπορεί να µεταβληθεί, λαµβάνοντας 

υπόψη το εύρος της επιτρεπόµενης αλλαγής συχνά αποκαλύπτει ότι οι 

εκπαιδευόµενοι έχουν πολύ περιορισµένη αίσθηση επιτρεπτής αλλαγής. Ξεκινώντας 

από ένα µαθηµατικό αντικείµενο (σε αυτή την περίπτωση πιθανώς µια συνάρτηση), 

οι µαθητές µπορούν να κληθούν να βρουν όσα θεωρήµατα το απεικονίζουν. Μπορούν 

επίσης να κατασκευάσουν µερικές «εικασίες» που οι άλλοι µπορεί να θεωρούν 

αληθείς. Καθώς οι µαθητές αρχίζουν να βλέπουν µαθηµατικά λειτουργούν όχι ως 

αποµονωµένα αντικείµενα αλλά ως εκπρόσωποι των τάξεων, η εκτίµησή τους για τα 

θεωρήµατα βελτιώνεται. Ζητώντας από τους µαθητές να περιγράψουν, ακόµη και να 

χαρακτηρίσουν όλα τα άλλα παραδείγµατα (αντιπαραδείγµατα) όπως αυτά που 

δίνονται, είναι ένας άλλος τρόπος να τους ζητήσουµε να εξετάσουν τι µπορεί να 

τροποποιηθεί ή να µεταβληθεί και σε ποιο βαθµό και διατηρεί ακόµα την ιδιότητα να 

αποτελεί παράδειγµα (ή αντί-παράδειγµα).  Όπως υπογράµµισε ο Papert (1993), η 

γαλλική έννοια του bricolage, αποτελεί κεντρικό στοιχείο της εµπειρίας και 

προσφέρει σηµαντική συµβολή στη µάθηση. Το να ζητά κανείς από τους µαθητές 

ποια ελάχιστη αλλαγή µπορεί να γίνει σε ένα παράδειγµα, για να το καταστήσει 

αντιπαράδειγµα, δεν επεκτείνει µόνο την εκτίµηση των µαθητών για τις σχετικές 

συνθήκες και τους περιορισµούς αλλά συµβάλλει επίσης στην αίσθηση ότι έχουν τη 

δύναµη να αλλάξουν. Αυτό, µε τη σειρά του, εµπλουτίζει όλη την αίσθηση του 

παραδείγµατος του χώρου (Papert,1993).  

      Κάθε γενιά καθηγητών  ξαναρχίζει τη συζήτηση µεταξύ εκείνων που τάσσονται 

υπέρ της διατήρησης των πραγµάτων όσο το δυνατόν απλούστερων για τους µαθητές 

ώστε να µην τους οδηγούν σε σύγχυση ή να τους κατακλύζουν και εκείνων που 

τάσσονται υπέρ της έκθεσής τους σε «παθολογικά παραδείγµατα» που θα µπορούσαν 

να επεκτείνουν και να εµπλουτίσουν την ευαισθητοποίησή τους στο πεδίο των 

ορισµών, των θεωρηµάτων και των τεχνικών. Όταν συζητάµε για το αν θα 

προσπαθήσουµε να αποδείξουµε µια πρόταση ή να βρούµε ένα αντιπαράδειγµα, ο 

Polya (1962)  προτείνει µια προσέγγιση δύο επιπέδων: Ένα καλό σχέδιο (όταν 

αντιµετωπίζουµε ένα πρόβληµα) είναι να εργαστούµε εναλλάξ και προς τις δύο 

κατευθύνσεις. Έτσι, µαθαίνοντας από την εργασία µας και προς τις δύο κατευθύνσεις 

έρχεται η επίτευξη του στόχου.  
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Κεφάλαιο 3 

 Έρευνα στην ικανότητα αναπαραγωγής αντιπαραδειγµάτων 

3.1 Σηµασία αντιπαραδείγµατος 

Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενο υποκεφάλαιο(2.9), η διδακτική εµπειρία έχει 

δείξει ότι η χρήση αντιπαραδειγµάτων ενισχύει την ανακάλυψη, κάνει την εκµάθηση 

πιο ενεργή και δηµιουργική και οδηγεί σε βαθύτερη κατανόηση των µαθηµατικών 

εννοιών. Σε µια έρευνα των Gruenwald & Klymchuk (2003), στην οποία συµµετείχαν  

600 φοιτητές από 10 πανεπιστήµια σε διάφορες χώρες, το 92% των συµµετεχόντων 

βρήκε ότι η χρήση των αντιπαραδειγµάτων είναι πολύ αποτελεσµατική. Οι φοιτητές 

διαπίστωσαν ότι τους βοήθησε να κατανοήσουν καλύτερα τις έννοιες, να αποφύγουν 

τα λάθη, να αναπτύξουν λογική και  κριτική σκέψη και έκανε τη µάθηση των 

µαθηµατικών πιο προκλητική, ενδιαφέρουσα και δηµιουργική. Μια άλλη έρευνα του 

Klymchuk (2005), έδειξε ότι η χρήση αντιπαραδειγµάτων στη διδασκαλία βελτίωσε 

την απόδοση των φοιτητών σε  µαθηµατικά αντικείµενα που απαιτούσαν 

εννοιολογική κατανόηση.  

Οι  Dahlberg & Housman (1997) στην έρευνα τους υποστηρίζουν ότι η χρήση 

του παραδείγµατος, ιδίως η παραγωγή και η επαλήθευση, είναι ζωτικής σηµασίας για 

την κατανόηση µιας νέας έννοιας. Στο πλαίσιο της έρευνας αυτής συµµετείχαν 

προπτυχιακοί φοιτητές µαθηµατικών στους οποίους δόθηκε ένας τυπικός γραπτός 

ορισµός και παρατηρήθηκαν οι τεχνικές και τα ερεθίσµατα που χρησιµοποιήθηκαν 

ώστε να φτάσουν στην κατανόηση του ορισµού. ∆ιαπιστώθηκε ότι οι µαθητές που 

χρησιµοποίησαν τη δηµιουργία παραδειγµάτων ως αναπόσπαστο µέρος της 

µαθησιακής τους στρατηγικής, είχαν πληρέστερη κατανόηση της υπό εξέταση 

έννοιας. Εν γένει, όταν οι εκπαιδευόµενοι καλούνται να δηµιουργήσουν τα δικά τους 

παραδείγµατα, βιώνουν την ανακάλυψη, την κατασκευή ή αναδιατύπωση ενός χώρου 

αντικειµένων και των µεταξύ τους σχέσεων.   

Η δηµιουργία ενός παραδείγµατος δεν είναι ένα απλό έργο και πολλές φορές 

απαιτεί δηµιουργία εννοιολογικών δεσµών µεταξύ των εννοιών (Hazzan & Zazkis, 

1999). Ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές συνήθως παράγουν αντιπαραδείγµατα έχει 

παραδοσιακά συνδεθεί µε ψευδείς εικασίες  (Bills et al.,2006) ή µε παραδείγµατα στη 

διαδικασία της απόδειξης (Zaslavsky & Ron,1998). Μπορεί να είναι δύσκολο για 

τους µαθητές που δεν έχουν εξασκηθεί στη κατασκευή παραδειγµάτων να τα 



67 

 

καταφέρουν, καθώς χρειάζονται διαφορετικές γνωστικές δεξιότητες και προηγµένη 

µαθηµατική σκέψη (Selden & Selden,1998). Εποµένως, όταν οι µαθητές παράγουν τις 

δικές τους αναπαραστάσεις, ερωτήσεις και προβλήµατα, διερευνούν και 

αποκρυσταλλώνουν τις µαθηµατικές τους γνώσεις σε µεγαλύτερο βάθος, από ότι όταν 

τους δοθεί έτοιµη η γνώση. Για να πετύχουν οι µαθητές την κατανόηση των 

µαθηµατικών εννοιών, να τις χρησιµοποιούν και να τις αναπαράγουν, πρέπει να είναι 

ικανοί να κατασκευάζουν τα δικά τους  αντιπαραδείγµατα (Watson &  Mason,2005) 

και να µην τα δέχονται παθητικά. Η ενεργός συµµετοχή του µαθητή κατά τη 

διδασκαλία του αντιπαραδείγµατος ενισχύει τη µάθηση και οδηγεί στο επιθυµητό 

αποτέλεσµα, σε αντίθεση µε µια παθητική στάση του µαθητή απέναντι σε αυτό. 

Οπότε, η κατασκευή παραδειγµάτων από τους µαθητές δεν αποτελεί µόνο µια 

αποτελεσµατική στρατηγική για την µεταφορά µαθησιακής πρωτοβουλίας από τον 

δάσκαλο στον εκπαιδευόµενο αλλά και µια καλή στρατηγική για την κατανόηση της 

µαθηµατικής γνώσης (Zaslavsky 1995; Dahlberg & Housman 1997; Hazzan & Zazkis 

1999; Zazkis 2001; Watson & Mason, 2005). 

Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο οι Mason & Klymchuk (2009) 

προτρέπουν τους µαθητές να κατασκευάσουν αντιπαραδείγµατα. Μέσα από το βιβλίο 

τους «Using counter-examples in calculus» προωθούν µια προσέγγιση στη 

διδασκαλία η οποία ως επίκεντρο της έχει το να κάνουν χρήση οι εκπαιδευόµενοι των 

δικών τους φυσικών δυνάµεων. Ακόµη και όταν οι µαθητές διδάσκονται  λογισµό για 

καθαρά ρεαλιστικούς σκοπούς, πιστεύουν ότι το ενδιαφέρον και η συµµετοχή τους 

µπορεί να ενισχυθεί µε την εµπλοκή τους στη δραστηριότητα της κατασκευής 

παραδειγµάτων. Εάν δεν εκτιµούν το πεδίο εφαρµογής και τη σειρά των 

µαθηµατικών αντικειµένων που υποτίθεται ότι µαθαίνουν, τότε δεν είναι σωστά 

προετοιµασµένοι να χρησιµοποιήσουν τις τεχνικές σε άλλες καταστάσεις. Επίσης, 

παρακινούν τους εκπαιδευόµενους να κατασκευάσουν όχι µόνο ένα αλλά πολλά 

παραδείγµατα για τον εαυτό τους, προκειµένου να επεκτείνουν και να εµπλουτίσουν 

τους προσωπικούς τους χώρους παραδειγµάτων και να αναπτύξουν µια πλήρη 

εκτίµηση των εννοιών, των ορισµών και των τεχνικών που διδάσκονται. 

Οι Watson  & Mason (2005) ισχυρίζονται ότι τα παραδείγµατα που παράγονται 

από τους εκπαιδευόµενους χρησιµεύουν ως ένα ισχυρό παιδαγωγικό εργαλείο για την 

ενίσχυση της µάθησης των µαθηµατικών σε διάφορα επίπεδα, αλλά και ως 

ερευνητικό εργαλείο δηλαδή, εξετάζοντας παραδείγµατα που παράγονται από τους 
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µαθητές, οι ερευνητές µπορούν να αντλήσουν συµπεράσµατα σχετικά µε τις γνώσεις 

τους (τόσο τις γνώσεις του αντικειµένου όσο και τις παιδαγωγικές). 

∆εδοµένης της µεγάλης σηµασίας των αντιπαραδειγµάτων για την επαλήθευση 

και την επεξήγηση στα µαθηµατικά, οι µαθητές και οι φοιτητές έχουν 

συνειδητοποιήσει  το πόσο σηµαντικό είναι να παράγουν οι ίδιοι αντιπαραδείγµατα 

αλλά και γενικότερα το ρόλο του αντιπαραδείγµατος (Balacheff 1991; Ko & Knuth, 

2009; Zaslavsky & Ron 1998). 

3.2 Κατανόηση και κατασκευή αντιπαραδείγµατος 

        Η µεγάλη σηµασία του αντιπαραδείγµατος για την µάθηση οδήγησε στην 

διεξαγωγή  ερευνών κατά καιρούς, για να µελετηθεί τόσο το κατά πόσο οι 

εκπαιδευόµενοι κατανοούν το αντιπαράδειγµα, όσο και η ευχέρεια παραγωγής 

αντιπαραδειγµάτων µε σκοπό την αποδοχή ή απόρριψη  προτάσεων.  

Στην έρευνα του ο Lin (2005) µελέτησε τις στρατηγικές που αναπτύσσουν οι 

µαθητές για να καταρρίψουν ψευδείς ισχυρισµούς. Πιο συγκεκριµένα ζητήθηκε από 

2196  µαθητές να επιβεβαιώσουν ή να απορρίψουν έξι προτάσεις (τρεις γεωµετρικές 

και τρεις αλγεβρικές) αιτιολογώντας την απάντηση τους. Τα αποτελέσµατα έδειξαν 

ότι υπήρχαν µαθητές που απέρριψαν έναν ισχυρισµό µε υποκειµενικό και όχι 

αποδεικτικό λόγο, άλλοι µαθητές απέρριψαν έναν ισχυρισµό και ως αιτιολογία 

διατύπωσαν τη διορθωµένη πρόταση κατά την άποψη τους και άλλοι µαθητές 

κατέρριψαν τον ισχυρισµό µε χρήση αντιπαραδείγµατος. Από αυτούς, άλλοι 

ανέφεραν ότι υπάρχει αντιπαράδειγµα, άλλοι περιέγραψαν µια γενική διαδικασία για 

την κατασκευή αντιπαραδείγµατος, χωρίς όµως να κατασκευάσουν συγκεκριµένο 

αντιπαράδειγµα, άλλοι µαθητές έδωσαν αντιπαράδειγµα, χωρίς όµως να αποδείξουν 

ότι πληροί  τις συνθήκες για να είναι αντιπαράδειγµα και άλλοι έδωσαν 

αντιπαράδειγµα αποδεικνύοντας τις συνθήκες του. 

Οι Peled & Zaslavsky (1997) στην έρευνα τους για το αν οι µαθητές µπορούν 

να παράγουν αντιπαραδείγµατα σε προτάσεις που τους δόθηκαν, διαπίστωσαν ότι 

ορισµένοι συµµετέχοντες παρήγαγαν είτε ένα παράδειγµα το οποίο δεν ικανοποιούσε 

την προϋπόθεση ως αντιπαράδειγµα ή ένα αντιπαράδειγµα που δεν υπήρχε. Μόνο το 

17% των φοιτητών που διαπίστωσαν ότι ήταν ψευδής η πρόταση, έκανε αναφορά σε 

αντιπαραδείγµατα. Επίσης, υπήρχε τουλάχιστον ένα 33% των µαθητών, οι οποίοι δεν 
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ήταν σε θέση να καθορίσουν ότι η πρόταση ήταν λανθασµένη. Φαίνεται ότι για 

αυτούς τους µαθητές, η απροθυµία χρήσης αντιπαραδειγµάτων εµπόδισε την 

ικανότητά τους να καθορίσουν σωστά την εγκυρότητα της πρότασης. Μόνο το 10% 

των µαθητών, χρησιµοποίησε σωστά τα αντιπαραδείγµατα σε περισσότερες από µία 

περιπτώσεις. Τα δύο τρίτα των µαθητών είτε δεν χρησιµοποίησαν σωστά τα 

αντιπαραδείγµατα ή δεν µπόρεσαν να χρησιµοποιήσουν σωστά αντιπαραδείγµατα. 

Εδώ παρατηρείται µια άλλη πτυχή της κατανόησης του ρόλου και της χρήσης των 

αντιπαραδειγµάτων, η οποία έχει να κάνει µε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί 

ένα αντιπαράδειγµα. Πολλοί µαθητές που φαίνεται να κατανοούν τον ειδικό ρόλο και 

την κατάσταση του αντιπαραδείγµατος, δεν είναι σε θέση να δηµιουργήσουν ένα 

σωστό αντιπαράδειγµα. Σε µια προσπάθεια να δηµιουργήσουν ένα αντιπαράδειγµα, 

είτε δίνουν ένα παράδειγµα που δεν ικανοποιεί τις απαραίτητες προϋποθέσεις 

προκειµένου να χαρακτηριστεί ως  αντιπαράδειγµα  ή δίνουν ένα παράδειγµα που 

είναι αδύνατο, δηλαδή, δεν υπάρχει. 

Ένα χρόνο αργότερα, οι Zaslavsky &  Ron (1998) σε µια νέα έρευνα, εξέτασαν 

τον βαθµό κατανόησης από τους µαθητές, της αντίληψης του αντιπαραδείγµατος 

αλλά και τους τρόπους που κατασκευάζουν τα αντιπαραδείγµατα. Στην έρευνα 

συµµετείχαν 150  µαθητές και τα συµπεράσµατα που προέκυψαν ήταν ότι οι µαθητές 

δυσκολεύονται στη χρήση αντιπαραδειγµάτων και δεν πείθονται ότι ένα 

αντιπαράδειγµα µπορεί να διαψεύσει έναν ισχυρισµό. Αυτό οφείλεται στον 

συλλογισµό ότι, αφού ένα παράδειγµα δεν µπορεί να αποδείξει έναν ισχυρισµό, τότε 

και το αντιπαράδειγµα (που είναι παράδειγµα) δεν µπορεί να αποδείξει την µη ισχύ 

του ισχυρισµού. Αξίζει να σηµειωθεί όµως ότι και µαθητές οι οποίοι γνώριζαν τον 

ρόλο του αντιπαραδείγµατος, δεν µπόρεσαν να δώσουν ένα σωστό αντιπαράδειγµα. 

Μερικοί µαθητές έδωσαν αντιπαραδείγµατα τα οποία δεν υπήρχαν, ενώ άλλοι 

µαθητές έδωσαν λανθασµένα αντιπαραδείγµατα, διότι δεν πληρούσαν τις 

προϋποθέσεις ώστε να απορριφθούν οι ισχυρισµοί. Σε  µια προσπάθεια για να 

καταλάβουν γιατί συµβαίνει αυτό, εξέτασαν τα βιβλία των µαθηµατικών για τη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση και κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι τα εν λόγω 

εκπαιδευτικά συγγράµµατα δεν δίνουν µεγάλη σηµασία στη διευκόλυνση της χρήσης 

και κατανόησης των αντιπαραδειγµάτων από τους µαθητές. Παρόλα αυτά 

καταλήγουν στο ότι τα  τελευταία χρόνια οι µαθητές ενθαρρύνονται στο να 

συλλέγουν αποδεικτικά στοιχεία και να δηµιουργούν επιχειρήµατα µε σκοπό να 
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υποστηρίξουν ή να διαψεύσουν εικασίες, ενώ ακόµη επισηµαίνουν την ανάγκη 

εκτίµησης του ρόλου των αντιπαραδειγµάτων για την ανίχνευση ψευδών 

µαθηµατικών ισχυρισµών και για την απόδειξη µαθηµατικών προτάσεων. 

Τη σπουδαιότητα των αντιπαραδειγµάτων στα  µαθηµατικά και τη δυσκολία 

που έχουν οι µαθητές να τα παράγουν και να τα κατανοήσουν, δείχνουν και οι 

έρευνες οι οποίες έχουν επικεντρωθεί ειδικά στις ικανότητες των µαθητών να 

παράγουν αντιπαραδείγµατα στον τοµέα των συνεχών συναρτήσεων.  

Οι Μανάρας & Μπαρούτης & Χριστοδουλίδης  (2018) µελέτησαν την 

ικανότητα δηµιουργίας αντιπαραδείγµατος από µαθητές της Γ’ Λυκείου της οµάδας  

Προσανατολισµού Θετικών και Οικονοµικών Σπουδών  στις  Πανελλαδικές εξετάσεις 

του 2017. Ο ισχυρισµός στον οποίο καλούνταν οι µαθητές να απαντήσουν, αν ήταν 

δηλαδή αληθής ή ψευδής και να δηµιουργήσουν αντιπαράδειγµα ήταν η παρακάτω 

πρόταση: «Κάθε συνάρτηση 6 η οποία είναι συνεχής στο )7 είναι και παραγωγίσιµη 

σε αυτό». Το δείγµα ήταν 1821 µαθητές από περιοχές του Νοµού Φθιώτιδας, του 

Νοµού Κορινθίας και από περιοχές των δυτικών βόρειων προαστίων της Αθήνας οι 

οποίοι φοιτούσαν σε δηµόσια ή ιδιωτικά Λύκεια. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι το 

20,7 % των µαθητών δεν γνώριζαν ότι ο ισχυρισµός ήταν ψευδής και το 15,38% 

µπόρεσαν να δηµιουργήσουν αντιπαράδειγµα και να αιτιολογήσουν γιατί ο 

ισχυρισµός είναι ψευδής. Μόλις το 3,79 % των µαθητών απάντησαν ότι ο ισχυρισµός 

ήταν ψευδής, αλλά δεν µπόρεσαν να αιτιολογήσουν πλήρως γιατί είναι ψευδής,  ενώ 

το 60,13% των µαθητών απλά απάντησαν ότι ο ισχυρισµός είναι ψευδής, χωρίς όµως 

να µπορέσουν να κατασκευάσουν αντιπαράδειγµα. 

Στα ίδια αποτελέσµατα καταλήγει και η έρευνα του Ευαγγελόπουλου (2018) ο 

οποίος παρουσίασε τα ευρήµατα της στατιστικής επεξεργασίας της βαθµολογίας των 

γραπτών εξεταστικών δοκιµίων των Μαθηµατικών του 2017, που συγκεντρώθηκαν 

στο 52ο Βαθµολογικό Κέντρο, σε δείγµα µεγέθους 1758 µαθητών. Αναλυτικά, το 

16,75% απάντησε ότι ο ισχυρισµός ήταν ψευδής και έδωσαν σωστά αντιπαράδειγµα 

δικαιολογώντας τον ισχυρισµό τους. Το 20% των µαθητών απάντησε ότι ο 

ισχυρισµός ήταν σωστός ενώ το 50% ισχυρίστηκε ότι η πρόταση ήταν λανθασµένη, 

χωρίς να µπορέσει να δώσει αντιπαράδειγµα.  Αν και στο σχολικό εγχειρίδιο 

υπάρχουν τα αντιπαραδείγµατα, εντούτοις τα αποτελέσµατα ήταν απογοητευτικά. 

Από την ίδια έρευνα προκύπτουν επίσης τα εξής συµπεράσµατα:  Υποψήφιοι µε πολύ 
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κακό γραπτό απαντάνε στις ερωτήσεις σωστού λάθους κατά µεγάλη πλειοψηφία 

σωστά στα ερωτήµατα αυτά ή τουλάχιστον στα περισσότερα.  Αντίθετα, µαθητές µε  

καλό ή άριστο γραπτό, σε πολλές περιπτώσεις χάνουν κάποιο από αυτά τα 

ερωτήµατα. Τα αποτελέσµατα αυτά αναδεικνύουν την χρησιµότητα της ύπαρξης 

ερώτησης σωστού – λάθους µε αιτιολόγηση µέσω αντιπαραδείγµατος ως  τρόπου 

αξιολόγησης. 

Οι  Ko & Knuth  (2009)  ερεύνησαν  την ικανότητα παραγωγής 

αντιπαραδειγµάτων από τους µαθητές σχετικά µε τις συνεχείς συναρτήσεις και 

προσπάθησαν να προσδιορίσουν  τον βαθµό κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών. 

Τα ευρήµατα υποδεικνύουν ότι οι προπτυχιακοί φοιτητές χρειάζονται επαρκείς 

γνώσεις σχετικά µε την επιλογή αποδεκτών ορισµών και δεδοµένων κατά τη 

δηµιουργία αντιπαραδείγµατος και πρέπει να δοθεί µεγαλύτερη προσοχή στα 

αντιπαραδείγµατα, καθώς οι συµµετέχοντες έδειξαν δυσκολία  στο  να 

δηµιουργήσουν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα. 

Οι Tirosh, Hadar & Movshovitz-Hadar (1991) από την µεριά τους 

επισηµαίνουν ότι είναι αρκετά  δύσκολο οι µαθητές να παράγουν ένα αντιπαράδειγµα 

που µπορεί να προκαλέσει µια γνωστική σύγκρουση ώστε να δουλέψει η σκέψη τους 

και µέσω αυτής της σύγκρουσης να οδηγηθούν στην δηµιουργία δικών τους εννοιών 

ή τουλάχιστον να  προσπαθήσουν να επιλύσουν αυτή την σύγκρουση (Ernest,1996). 

Αυτό βέβαια δεν συµβαίνει συχνά καθώς προτιµάται να επιλέγονται από τους 

εκπαιδευτικούς µέθοδοι διδασκαλίας µε προσαρµοσµένες περιπτώσεις που δε θα 

«ζορίσουν» τους µαθητές. Σύµφωνα και µε τον Huang (2014), η συµβατική 

εκπαίδευση του λογισµού δίνει έµφαση µόνο σε «εύκολες» συναρτήσεις και 

παραδείγµατα. Ως εκ τούτου, οι σπουδαστές έχουν συνηθίσει να χρησιµοποιούν 

οικείες δεξιότητες και να χειρίζονται σύµβολα, παρά να επικεντρώνονται στη 

συλλογιστική και την επαλήθευση µαθηµατικών εννοιών, ορισµών και θεωρηµάτων. 

Αυτός ο τύπος διδακτικού και µαθησιακού προσανατολισµού δηµιουργεί 

παρανοήσεις µεταξύ των µαθητών και µπορεί να εξηγηθεί από την αρχή της γενικής 

επέκτασης. Σύµφωνα µε τον Skemp (1987), για να διαµορφωθεί µια έννοια, 

απαιτείται  µια σειρά από εµπειρίες ή παραδείγµατα που έχουν κάτι κοινό. 

To 2001, οι Mason & Watson χρησιµοποίησαν µια µέθοδο των λεγόµενων 

«οριακών παραδειγµάτων» (boundary examples) και πρότειναν να δηµιουργηθούν 
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από τους µαθητές παραδείγµατα για να κατανοήσουν τεχνικές, προτάσεις, θεωρήµατα 

και συνθήκες που τα ικανοποιούν. «Όταν οι µαθητές πρόκειται να εφαρµόσουν ένα 

θεώρηµα (ή µια τεχνική), συχνά αποτυγχάνουν να ελέγξουν ότι πληρούνται οι 

συνθήκες για την εφαρµογή του (της)». Αυτό συµβαίνει γιατί απλά δεν το σκέφτονται 

και αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι δεν χρησιµοποιούν κατάλληλους όρους, 

σηµειώσεις, ιδιότητες ή δεν αναγνωρίζουν το ρόλο τέτοιων συνθηκών. Στην έρευνα 

τους αποτύπωσαν ότι οι µαθητές συµµετείχαν ενεργά στη µάθηση της δηµιουργικής 

ανακάλυψης η οποία είχε σαν αποτέλεσµα να τονώσει την ανάπτυξη της προηγµένης 

µαθηµατικής σκέψης. Χρησιµοποιώντας και δηµιουργώντας αντιπαραδείγµατα  οι 

µαθητές επεκτείνουν τον προσωπικό χώρο παραδειγµάτων  µε αποτέλεσµα να 

κατανοούν καλύτερα τα εν λόγω µαθηµατικά αντικείµενα. Στην ίδια άποψη 

καταλήγει και ο O'Connor (1998), ο οποίος περιγράφει έναν µαθητή που ενώ δεν 

µπορούσε να παράγει αντιπαραδείγµατα για συγκεκριµένα µαθηµατικά αντικείµενα, 

τα χρησιµοποιούσε µε ευχέρεια. Καταλήγοντας, αναφέρει ότι η ανικανότητα ενός 

µαθητή να επεξηγήσει µια έννοια µε παράδειγµα ή αντιπαράδειγµα, θα µπορούσε να 

υποδηλώσει έλλειψη εξοικείωσης µε τα εµπλεκόµενα µαθηµατικά. 

Η Yi-Yin Ko (2010) στην έρευνα της αναφέρει ότι  οι προπτυχιακοί φοιτητές 

αν και έχουν διδαχθεί µια σειρά µαθηµάτων ανώτατου επιπέδου για να ενισχύσουν τις 

δεξιότητες που απαιτούνται για την επαλήθευση των εικασιών, καθώς και για να 

διαβάζουν και να γράφουν αποδείξεις και αντιπαραδείγµατα, η βιβλιογραφία δείχνει 

ότι οι σπουδαστές εξακολουθούν να έχουν σηµαντικές δυσκολίες. Στη µελέτη της, 

εστιάστηκε κυρίως στις διαδικασίες µέσω των οποίων προπτυχιακοί µαθηµατικοί: 

1. επικύρωσαν δεδοµένα επιχειρήµατα µε σωστές αποδείξεις ή 

αντιπαραδείγµατα. 

2. αξιολόγησαν την αλήθεια ή το αναληθές των προτάσεων  και 

3. έκαναν µια απόδειξη ή ένα αντιπαράδειγµα, ανάλογα µε το αν 

πίστευαν ότι η πρόταση ήταν αληθής ή ψευδής.  

    Αυτή η µελέτη επίσης, υποδεικνύει ότι ορισµένοι προπτυχιακοί φοιτητές δε 

διαθέτουν επαρκείς µαθηµατικές γνώσεις σχετικά µε την ανάγνωση και τη σύνταξη 

αποδείξεων και αντιπαραδειγµάτων καθώς επίσης και την κατανόηση του τι αποτελεί 

απόδειξη και αντιπαράδειγµα. Προβλήµατα µε την κατανόηση του 

αντιπαραδείγµατος αναφέρονται και στις έρευνες των Balacheff (1991) και Harel & 

Sowder (1998), οι οποίοι διαπιστώνουν ότι η αποτυχία των µαθητών και φοιτητών να 
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δεχθούν µια απόδειξη ως σωστή µε τη χρήση αντιπαραδείγµατος, οφείλεται στο 

γεγονός ότι το αντιλαµβάνονται ως εξαίρεση παρά ως αυστηρό µαθηµατικό εργαλείο. 

3.3 Ο παράγοντας «Γνώση Μαθηµατικών» 

Όπως µαρτυρούν τα αποτελέσµατα των ερευνών των O'Connor (1998), Mason 

& Watson (2001) και Yi-Yin Ko (2010) για τα οποία µιλήσαµε στο προηγούµενο 

υποκεφάλαιο και αποτυπώνονται και στην έρευνα των Barkai, Tsamir, Tirosh & 

Dreyfus (2002), πολλοί µαθητές δεν είναι ικανοί να αξιολογήσουν µια συγκεκριµένη 

πρόταση ως σωστή ή λανθασµένη λόγω της ανεπαρκούς κατανόησης του 

µαθηµατικού περιεχοµένου. Οι Gruenwald & Klymchuk (2003) διαπίστωσαν ότι οι 

µαθητές δεν έχουν βαθιά εννοιολογική κατανόηση των βασικών θεωρηµάτων και 

µερικές φορές τα παρερµηνεύουν. 

Ο Huang (2014) στην έρευνα του είχε ένα ερωτηµατολόγιο µε τρεις ψευδείς 

µαθηµατικούς ισχυρισµούς. Σε αυτήν συµµετείχαν 112 πρωτοετείς φοιτητές 

µηχανικής σε ένα πανεπιστήµιο της Ταιβάν οι οποίοι είχαν προηγουµένως 

ολοκληρώσει µαθήµατα µε παραγώγους. Οι µαθητές κλήθηκαν να καθορίσουν την 

εγκυρότητα τριών µαθηµατικών ισχυρισµών  και να δικαιολογήσουν τις απαντήσεις 

τους. Οι ισχυρισµοί που δόθηκαν ήταν: 

� Αν 8 6())9):
;  ≥ 8 <())9):

;  τότε f(x)≥g(x) ∀x∈[a,b] 

� Αν f(x) και g(x) είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις και  f(x)>g(x), 

∀x∈(a,b)τότε f’(x)>g’(x) ∀x∈(a,b). 

� Αν f(x) και g(x) είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις και  f”(x)>g’(x), ∀x∈(a,b) 

τότε f(x)>g(x) ∀x∈(a,b). 

Το 41% των µαθητών δεν κατάφερε να προσδιορίσει ότι οι τρεις µαθηµατικοί 

ισχυρισµοί ήταν ψευδείς. Αυτό µπορεί να οφείλεται στο γεγονός ότι οι µαθητές δεν 

κατανοούν εννοιολογικά τις προτάσεις και βασίζονται στη διαίσθησή τους. Περίπου 

το 21% των µαθητών χρησιµοποίησαν γραφικές παραστάσεις για τη δηµιουργία 

αντιπαραδειγµάτων. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές µπόρεσαν  να 

παράγουν αντιπαραδείγµατα πιο εύκολα για τις  έννοιες του διαφορικού λογισµού, 

παρά για τις έννοιες του ολοκληρωτικού λογισµού. Αυτό το εύρηµα υποστηρίζει το 

επιχείρηµα των Perkins & Salomon (1989) ότι η ικανότητα των µαθητών να 

δηµιουργούν αντιπαραδείγµατα συνδέεται πολύ µε το γνωσιακό πλαίσιο και 

εξαρτάται από το µαθηµατικό περιεχόµενο. Σύµφωνα µε τον  Huang (2014), τα 
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αντιπαραδείγµατα που παράγονται από τους συµµετέχοντες µπορούν να 

χρησιµεύσουν ως βασικά παραδείγµατα ή παραδείγµατα γεφύρωσης. Η δυναµική  

αυτών των παραδειγµάτων αποδεικνύεται επίσης από το γεγονός ότι τείνουν να 

εντυπωσιάζουν τη µνήµη των µαθητών, λόγω των ιδιότυπων χαρακτηριστικών τους, 

βοηθώντας έτσι περαιτέρω την µαθησιακή τους διαδικασία. Εποµένως, η εκπαίδευση 

των µαθηµατικών πρέπει να επιτρέπει στους µαθητές να κατανοούν τις επαρκείς και 

αναγκαίες συνθήκες σε λογικές προτάσεις και να τους εξοικειώνει µε τη χρήση της 

λογικής. 

Οι Yi-Yin Ko, Eric Knuth (2009) στην έρευνα τους ζήτησαν από τους µαθητές  

να δηµιουργήσουν αντιπαραδείγµατα για προτάσεις που πίστευαν ότι ήταν ψευδείς. 

∆ιαπίστωσαν ότι για να απαντήσει ένας µαθητής αν ένας µαθηµατικός ισχυρισµός  

είναι σωστός ή λανθασµένος, πρέπει να έχει µια πλήρη κατανόηση της έννοιας και 

της σωστής αιτιολόγησης. Οι µαθητές έδειξαν ανεπαρκή κατανόηση  των  εννοιών 

του διαφορικού λογισµού καθώς δεν µπορούσαν να δηµιουργήσουν κατάλληλα 

αντιπαραδείγµατα για να αντικρούσουν τις ψευδείς µαθηµατικές προτάσεις. ∆εν 

κατάφεραν να ελέγξουν εάν πληρούνταν οι προϋποθέσεις των προτάσεων. 

Προκειµένου να βελτιωθεί η κατανόηση των µαθητών σχετικά µε τις έννοιες του 

διαφορικού λογισµού, οι εκπαιδευτικοί πρέπει να καταλάβουν τις παρερµηνείες που 

µπορεί να έχουν οι µαθητές και να αφιερώσουν επιπλέον χρόνο για να επεξηγήσουν 

τις σχετικές έννοιες. 

3.4 Ο ρόλος του εκπαιδευτικού 

Οι στρατηγικές διδασκαλίας που απαιτούν τη δηµιουργία αντιπαραδειγµάτων 

µπορούν να δώσουν έναν βιώσιµο προσανατολισµό διδασκαλίας. Η δηµιουργία 

παραδειγµάτων από τους µαθητές ενισχύει την µάθηση των µαθηµατικών εννοιών και 

είναι ένα πολύτιµο εργαλείο που αποφέρει τη δική του δυναµική στην εκπαίδευση 

(Watson & Mason,2005) αλλά  µπορεί να είναι µια πολύπλοκη διαδικασία, τόσο για 

τους σπουδαστές, όσο και για τους εκπαιδευτικούς (Zaslavsky & Peled,1996). Ο 

ρόλος ειδικά του τελευταίου είναι καθοριστικής σηµασίας, καθώς ένα από τα 

σηµαντικότερα καθήκοντα του διδάσκοντα είναι να βοηθά τους µαθητές του. Αυτό 

όµως δεν είναι και τόσο εύκολο καθώς απαιτεί χρόνο, κόπο, εξάσκηση, αφοσίωση και 

σταθερές αρχές (Polya,1988).  
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Αν ο µαθητής αφεθεί µόνος, χωρίς καθόλου βοήθεια ή ανεπαρκή βοήθεια, είναι 

πιθανό να µη σηµειώσει καµία πρόοδο. Ο δάσκαλος πρέπει να βάλει τον εαυτό του 

στη θέση του µαθητή και να προσπαθήσει να καταλάβει τι συµβαίνει στο µυαλό του. 

Ο Polya (1988) θέτει δύο  βασικούς κανόνες διδασκαλίας. Ο πρώτος κανόνας είναι ο 

δάσκαλος να γνωρίζει αυτό που πρόκειται να διδάξει και ο δεύτερος κανόνας να 

γνωρίζει λίγο περισσότερα από αυτά που πρόκειται να διδάξει, για να µπορέσει να 

αντεπεξέλθει και να λύσει τις απορίες των µαθητών. Εκτός από έννοιες που αφορούν 

ένα συγκεκριµένο µαθηµατικό θέµα, ο δάσκαλος οφείλει να φέρει τους µαθητές του 

σε επαφή µε κανόνες της αιτιολόγησης, τα επιχειρήµατα και τη βασική ορολογία 

όπως η υπόθεση, η πρόταση, το θεώρηµα και το αξίωµα. 

Οι έρευνες των Alcock & Weber (2005), Knuth (2002) και Weber (2010) 

εστίασαν στις επιδόσεις των ατόµων στην επικύρωση των επιχειρηµάτων και 

ιδιαίτερα στις επιδόσεις των καθηγητών µαθηµατικών, οι οποίοι δυσκολεύονταν να 

δεχθούν δεδοµένα επιχειρήµατα ως έγκυρη µαθηµατική απόδειξη.  Μέσα από την 

έρευνα του ο Weber διαπιστώνει ότι πολλοί από τους εκπαιδευτικούς κατέχουν 

περιορισµένες απόψεις για τη φύση της απόδειξης στα µαθηµατικά και µάλιστα 

πολλοί από αυτούς κατέδειξαν ανεπαρκή κατανόηση του τι αποτελεί απόδειξη.  

Το ίδιο γεγονός παρατηρείται και στη µελέτη των Potari, Zachariades και 

Zaslavski (2010). Στην έρευνα τους, µελέτησαν τον τρόπο µε τον οποίο καθηγητές 

Μαθηµατικών δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης απορρίπτουν εσφαλµένους ισχυρισµούς 

µαθητών. Συγκεκριµένα εξετάστηκαν οι διαφορετικοί τύποι επιχειρηµάτων που 

χρησιµοποιούν οι εκπαιδευτικοί µαθηµατικοί  για την αντιµετώπιση µιας µη έγκυρης 

αξίωσης στο πλαίσιο της γεωµετρίας. Το 25%  των καθηγητών που συµµετείχαν στην 

έρευνα θεωρούσε ότι η µη εφαρµογή των γνωστών θεωρηµάτων στη συγκεκριµένη 

περίπτωση αποτελούσε απόδειξη ότι ο ισχυρισµός είναι λανθασµένος, ενώ το 50% 

που χρησιµοποίησε αντιπαράδειγµα έδωσε λανθασµένο αντιπαράδειγµα καθώς είτε 

δεν υπήρχε, είτε δεν ικανοποιούσε τις απαιτήσεις για να είναι αντιπαράδειγµα.  

         Σε άλλη έρευνα εξετάστηκαν 18 καθηγητές µαθηµατικών δευτεροβάθµιας 

εκπαίδευσης και αποδείχτηκε ότι λίγοι µαθηµατικοί εκπαιδευτικοί  χρησιµοποιούν  τα 

αντιπαραδείγµατα στην επιχειρηµατολογία τους και γενικά υποτιµούν την αξία τους 

ως µέθοδο αποδείξεως. (Giannakoulias, E., Mastorides, E., Potari, D., & Zachariades, 

T. 2010) 
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Μια κεντρική δραστηριότητα στην οποία εµπλέκονται καθηγητές των 

µαθηµατικών στην καθηµερινή τους πρακτική είναι η ερµηνεία των απαντήσεων ή 

των ερωτήσεων των µαθητών και η παροχή µαθηµατικών και παιδαγωγικών 

κατάλληλων απαντήσεων. Συγκεκριµένα, όταν ένας µαθητής κάνει µια άκυρη 

αξίωση, ο µαθηµατικός  πρέπει να υποστηρίξει  προσφέροντας ένα αντιπαράδειγµα  

για να  πείσει για την ακυρότητα της αξίωσής της και να την βοηθήσει να αναπτύξει 

µια κατανόηση της µαθηµατικής κατάστασης. Ένας αριθµός ερευνητών έχουν 

µελετήσει τη δοµή της επιχειρηµατολογίας χρησιµοποιώντας το µοντέλο του Toulmin 

(2003). Αυτό το µοντέλο υποστηρίζει ότι τα περισσότερα επιχειρήµατα αποτελούνται 

από έξι βασικά µέρη, καθένα από τα οποία παίζει διαφορετικό ρόλο σε ένα 

επιχείρηµα. Το µοντέλο του Toulmin χρησιµοποιήθηκε πρόσφατα στην εκπαίδευση 

των µαθηµατικών ως εργαλείο για τη µελέτη της µάθησης των µαθητών καθώς 

προχωρά σε µια τάξη (Krummheuer 2007; Yackel 2001; Yackel & Rasmussen 2002) 

ή την ποιότητα ενός ορισµένου µαθηµατικού επιχειρήµατος (Inglis et al. 2007; 

Pedemonte 2007; Weber & Alcock 2005). Ο Pedemonte (2007) διερεύνησε την 

ποιότητα εστιάζοντας στη δοµική ανάλυση των επιχειρηµάτων που προσφέρονται 

από τους µαθητές σε δύο συγκεκριµένα µαθηµατικά προβλήµατα. Η ανάλυσή της από 

το µοντέλο του Toulmin έδειξε ότι υπάρχουν διαρθρωτικές συνέπειες και 

διαρθρωτικές αποστάσεις µεταξύ των επιχειρηµάτων που υποστηρίζουν µια εικασία 

και της απόδειξής της. Οι Weber και Alcock (2005) χρησιµοποίησαν το σχήµα του 

Toulmin για να δείξουν ότι κατά την ανάγνωση των µαθηµατικών αποδείξεων 

χρειάζεται να καθοριστεί εάν οι επιπτώσεις είναι δικαιολογηµένες. O Inglis (2007) 

επικεντρώθηκε στο ρόλο του προκριµατικού στο σχέδιο Toulmin και εντόπισαν τρεις 

τύπους ενταλµάτων στα επιχειρήµατα των µεταπτυχιακών µαθηµατικών µαθητών: το 

επαγωγικό, το δοµικό-διαισθητικό και το αφαιρετικό. Στην µελέτη αυτή 18 µαθητές 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης συµµετείχαν και οι δάσκαλοι είχαν ένα πρώτο πτυχίο 

στα µαθηµατικά και ήταν µαθητές σε ένα πρόγραµµα µάστερ στην Εκπαίδευση 

Μαθηµατικών. Μερικοί από αυτούς ήταν έµπειροι ενώ άλλοι ήταν αρχάριοι 

δάσκαλοι. Όσον αφορά το λάθος του µαθητή οι µισοί από τους δασκάλους στήριζαν 

την επιχειρηµατολογία τους στη θεωρία και λιγότερο από το ένα τέταρτο από αυτούς 

σε αντιπαραδείγµατα. Οι περισσότεροι µαθηµατικοί στη µελέτη δεν χρησιµοποίησαν 

αντιπαραδείγµατα, αλλά προσπάθησαν να αντικρούσουν έναν ισχυρισµό 

αναπτύσσοντας επιχειρήµατα βασισµένα στη θεωρία. 
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Η γνώση που χρειάζεται να έχουν οι εκπαιδευτικοί για να µπορέσουν να 

αναπτύξουν σηµαντικές µαθηµατικές έννοιες µέσα από την κατασκευή 

παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων αποτελεί αντικείµενο προβληµατισµού για 

τους Ball, Bass, Sleep & Thames (2005), καθώς δεν θα µπορούν να ανταπεξέλθουν 

στις αναπάντεχες καταστάσεις που προκύπτουν κατά τη διάρκεια του µαθήµατος και 

χρήζουν άµεσης επίλυσης (Mason & Spence,1999), αφού η επιλογή κατάλληλων 

παραδειγµάτων µπορεί να επηρεάσει θετικά ή αρνητικά την µάθηση. Οπότε ο 

εκπαιδευτικός όχι µόνο χρειάζεται να έχει καλή γνώση του θέµατος που διδάσκει 

αλλά απαιτείται να έχει κατανοήσει τη σηµασία της απόδειξης και των 

αντιπαραδειγµάτων για να µπορέσει να τα µεταδώσει στους µαθητές. 

Παρά τη σπουδαιότητα των διδακτικών και µαθησιακών αποδείξεων και των 

αντιπαραδειγµάτων, ο Thurston (1994) διαπίστωσε ότι από τη µία οι µαθηµατικοί 

διδάσκουν στους µαθητές τους πώς να κατασκευάζουν αντιπαραδείγµατα αλλά από 

την άλλη κατέληξε στο συµπέρασµα ότι χρειάζονται πιο αποτελεσµατικοί τρόποι 

διδασκαλίας. 
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Κεφάλαιο 4 

 Μεθοδολογία 

4.1 Ερευνητικά ερωτήµατα – στόχοι έρευνας 

Η παρούσα έρευνα µελετάει την ικανότητα των µαθητών στην κατασκευή 

κατάλληλων αντιπαραδειγµάτων. Στόχος της έρευνας είναι να διερευνήσει τους 

τρόπους και τις στρατηγικές που χρησιµοποίησαν για την επίτευξη του στόχου αυτού. 

Επιπλέον σκοπός της παρούσας έρευνας είναι να αξιολογήσει την απόδοση των 

µαθητών να κατασκευάσουν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα  ώστε να αποδείξουν την 

ορθότητα ή µη ισχυρισµών και εικασιών που τους δόθηκαν καθώς επίσης και αν η 

απόδοση των µαθητών εξαρτάται από την επίδοση στα µαθηµατικά. Τέλος, θα 

µελετηθεί αν υπάρχουν συγκεκριµένες οµάδες µαθητών που ανταποκρίνονται στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων. 

Για την επίτευξη του στόχου θα πρέπει να απαντηθούν τα παρακάτω ερωτήµατα: 

1. Με ποιους τρόπους οι µαθητές αντιµετωπίζουν προτάσεις που δεν ισχύουν; 

2. Ποια είναι η απόδοση των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων; 

3. Επηρεάζεται η απόδοση των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων 

από την επίδοση στα µαθηµατικά; 

4. Υπάρχουν συγκεκριµένες οµάδες µαθητών που ανταποκρίνονται στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων; 

5. Οι µαθητές που κατασκεύασαν σωστό αντιπαράδειγµα προτίµησαν το 

αλγεβρικό ή το γεωµετρικό; Ποια η συχνότητα χρήσης αντιπαραδειγµάτων 

από τους µαθητές; 

Με βάση τα ερευνητικά ερωτήµατα διατυπώνονται παρακάτω οι ερευνητικές 

υποθέσεις: 

� Οι µαθητές αναµένεται να δώσουν αντιπαραδείγµατα χωρίς όµως να 

αιτιολογήσουν πλήρως την απάντηση τους (Ευαγγελόπουλος 2018;Zaslavsky 

& Ron 1998). 

� Η απόδοση των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων αναµένεται να 

χαρακτηριστεί µέτρια (Barkai, Tsamir, Tirosh & Dreyfus 2002;Stylianides 

2009; Lakatos 1976; Larsen & Zandieh 2008; Seiden & Seiden 2003). 
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� Λόγω της άµεση σχέσης των µαθηµατικών µε το αντιπαράδειγµα, οι µαθητές 

µε καλύτερη επίδοση στα µαθηµατικά αναµένεται να έχουν καλύτερη 

απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων (Barkai, Tsamir, Tirosh, &  

Dreyfus  2002; Seiden & Seiden 2003). 

� Η µειοψηφία των µαθητών αναµένεται να έχει ικανοποιητική απόδοση στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων (Peled & Zaslavsky 1997;Perkins & Salomon 

1989). 

� Οι µαθητές που θα χρησιµοποιήσουν σωστό αντιπαράδειγµα αναµένεται να 

προτιµήσουν το αλγεβρικό, ενώ γενικότερα αναµένεται να υπάρξει δυσκολία 

στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων (Alcock & Inglis 2008;Gibson 1998; 

Goetting 1995; Smith 2006; Lakatos 1976; Larsen & Zandieh 2008; Seiden & 

Seiden 2003; Hoyles & Kuchemann 2002;Alcock & Weber 2005; Ko & Knuth 

2009).   

 

4.2 Σχεδιασµός έρευνας 

         Η παρούσα έρευνα είναι πρωτογενής ποσοτική, περιγραφική και συσχέτισης, µε 

χρήση ηµιδοµηµένου ερωτηµατολογίου. Οι ποσοτικές έρευνες  έχουν µεγάλο 

πλεονέκτηµα ότι µπορούν να αποθηκεύσουν µεγάλο όγκο πληροφοριών σε µικρό 

χρονικό διάστηµα τα οποία µετατρέπονται σε δεδοµένα και αξιοποιούνται για την 

εξαγωγή συµπερασµάτων τα οποία είναι αντικειµενικά και δεν υπόκεινται στην 

υποκειµενική κρίση του ερευνητή (Cohen, Manion & Morrison,2007). Ακόµη, δίνεται 

η δυνατότητα συσχέτισης µεταβλητών και ελέγχου υποθέσεων προκειµένου να 

γενικευτούν τα συµπεράσµατα (Creswell, 2013). 

4.3 Πληθυσµός-∆είγµα 

        Ο πληθυσµός της παρούσας έρευνας είναι το σύνολο των µαθητών της Γ τάξης 

του Ενιαίου Λυκείου στην Ελλάδα. Αναφορικά µε το δείγµα στην έρευνα 

συµµετείχαν 60 µαθητές, 33 αγόρια και 27 κορίτσια, από έξι διαφορετικά λύκεια του 

Νοµού Ηµαθίας. Οι µαθητές προέρχονταν από το 2ο επιστηµονικό πεδίο 

τεχνολογικών και θετικών σπουδών και από το 4ο επιστηµονικό πεδίο, σπουδών 

οικονοµίας και πληροφορικής, οι οποίοι διδάσκονται τα µαθηµατικά 

προσανατολισµού. Ακόµη, οι µαθητές ήταν εξοικειωµένοι µε το µαθηµατικό 

περιεχόµενο των προηγούµενων τάξεων σχετικά µε τις έννοιες του διαφορικού 
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λογισµού, καθώς  είχε ολοκληρωθεί το τµήµα της ύλης που αναφέρεται σε αυτό το 

κοµµάτι  των µαθηµατικών  προσανατολισµού της Γ΄ Λυκείου. Επιπλέον, πριν την 

έρευνα οι µαθητές είχαν ασχοληθεί µε την απόρριψη µαθηµατικών ισχυρισµών και 

είχαν συζητήσει τον ρόλο των αντιπαραδειγµάτων στην απόρριψη τέτοιων 

ισχυρισµών. Συνεπώς, µπορεί να θεωρηθεί ότι η πλειοψηφία των συµµετεχόντων  

στην έρευνα ήταν σε θέση να αξιολογήσει σωστά τις προτάσεις που είχαν δοθεί, 

καθώς και να παράγει αντιπαραδείγµατα  σχετικά µε έννοιες και θεωρήµατα του 

∆ιαφορικού Λογισµού αφού όλοι οι µαθητές είχαν διδαχθεί τις συγκεκριµένες  

έννοιες. 

4.4 ∆ιαδικασία-Μέθοδος συλλογής δεδοµένων 

          Η έρευνα διεξήχθη συλλέγοντας δεδοµένα µε τη χρήση του ηµιδοµηµένου 

ερωτηµατολογίου σε µαθητές. Το ερωτηµατολόγιο που χρησιµοποιήθηκε 

περιλαµβάνει 7 ερωτήσεις εκ των οποίων η πρώτη αναφέρεται στο φύλο και οι 

υπόλοιπες 6 σε ερωτήσεις σχετικές µε έννοιες του διαφορικού λογισµού των 

Μαθηµατικών προσανατολισµού. Ζητήθηκε από τους µαθητές να αξιολογήσουν τις 

ερωτήσεις ως αληθής (Α) ή ψευδείς (Ψ). Σε περίπτωση που οι µαθητές χαρακτήριζαν 

µία πρόταση ως ψευδή έπρεπε να την αιτιολογήσουν και να βρουν κατάλληλο 

αντιπαράδειγµα. Όλες οι προτάσεις ήταν ψευδείς και αναφέρονταν σε έννοιες ορίου 

συνάρτησης, θεωρηµάτων Bolzano, µέσης τιµής και σταθερής συνάρτησης, καθώς 

επίσης και στο πρόσηµο παραγώγου συνάρτησης και στη µονοτονία.   

        Η συλλογή των στοιχείων πραγµατοποιήθηκε τους µήνες Φεβρουάριο  και 

Μάρτιο του 2019. Ο χρόνος που είχαν στη διάθεσή τους για τη συµπλήρωση του 

ερωτηµατολογίου ήταν περίπου 1 διδακτική ώρα. Η επιλογή έγινε µε τη µορφή της 

βολικής δειγµατοληψίας (Creswell,2013). ∆εν µπορεί να θεωρηθεί αντιπροσωπευτικό 

δείγµα του πληθυσµού, όµως αναµένεται να δώσει χρήσιµες πληροφορίες για να 

απαντηθούν τα ερευνητικά ερωτήµατα.  

        Οι απαντήσεις κωδικοποιήθηκαν σε µία επταβάθµια κλίµακα από το 0 έως το 6 

όπου η τιµή 0 αντιπροσωπεύει την απάντηση «Αληθής», η 1 την «Απλά ψευδής», η 2 

την «Ψευδής µε ελλιπής αιτιολόγηση», η 3 την «Ψευδής µε ανασκευή πρότασης 

χωρίς αιτιολόγηση», η 4 την «Ψευδής µε λάθος αντιπαράδειγµα», η 5 την «Ψευδής µε 

αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση» και η 6 την «Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και  

αιτιολόγηση». 
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4.5 Εργαλεία ανάλυσης 

           Η ανάλυση πραγµατοποιήθηκε στο στατιστικό πρόγραµµα ΙΒΜ SPSS 24, µε 

παράλληλη χρήση του Microsoft office Excel 2016 και χωρίστηκε στο στάδιο της 

Περιγραφικής και Επαγωγικής Στατιστικής. Στην Περιγραφική Στατιστική οι 

ποιοτικές-κατηγορικές µεταβλητές της έρευνας παρουσιάστηκαν µε χρήση σχετικών 

συχνοτήτων (ποσοστών). Στην Επαγωγική Στατιστική µελετήθηκαν τα ερευνητικά 

ερωτήµατα. Στο 1ο ερευνητικό ερώτηµα, χρησιµοποιήθηκαν σχετικές συχνότητες 

(ποσοστά) που αναφέρονται στο σύνολο των απαντήσεων των µαθητών στις 6 

ερωτήσεις. Στο 2ο ερευνητικό ερώτηµα, για τις 6 ερωτήσεις αλλά και για την 

οµαδοποιηµένη µεταβλητή των 6 ερωτήσεων χρησιµοποιήθηκε ο αµερόληπτος 

εκτιµητής της µέσης τιµής και τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης της, τα οποία 

δίνονται από τον τύπο ()̅ – zα/2 
>
√?, )̅ + zα/2 

>
√? ), όπου )̅= 

∑ AB#CDE? 	η µέση τιµή της 

απόδοσης των µαθητών, xi η απόδοση του i µαθητή, n το µέγεθος το δείγµατος,  

s=F �
?G� 	(∑ ()H − )̅)�?BI�   η τυπική απόκλιση της απόδοσης, z η µεταβλητή που 

ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή Ν(0,1) και α η στάθµη 

σηµαντικότητας. Ο παραπάνω τύπος των 95% διαστηµάτων εµπιστοσύνης 

χρησιµοποιήθηκε λόγω µεγέθους δείγµατος (n≥30). Επίσης, χρησιµοποιήθηκαν 

ποσοστά για τις σωστές και λανθασµένες απαντήσεις. Στο 3ο ερευνητικό ερώτηµα 

χρησιµοποιήθηκε ο παραµετρικός έλεγχος ANOVA, για έλεγχο ισότητας µέσων 

τιµών της ποσοτικής µεταβλητής που αναφέρεται στην απόδοση των µαθητών στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων στις κατηγορίες της ποιοτικής µεταβλητής µε 

περισσότερες από 2 κατηγορίες, που αναφέρεται στην επίδοση των µαθητών στα 

Μαθηµατικά. Η αρχική υπόθεση είναι ότι οι µέσες τιµές της απόδοσης στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων είναι ίσες µεταξύ των κατηγοριών της επίδοσης στα 

Μαθηµατικά και η εναλλακτική ότι διαφέρουν. Στις περιπτώσεις όπου εντοπίστηκε 

στατιστικά σηµαντική διαφορά χρησιµοποιήθηκε Post hoc analysis Bonferonni για να 

διαπιστωθεί ποιες κατηγορίες διαφοροποιούνται. Ο παραµετρικός έλεγχος ΑΝΟVA, 

χρησιµοποιήθηκε γιατί τα δείγµατα ακολουθούσαν την κανονική κατανοµή. Ο 

έλεγχος κανονικότητας έγινε µε χρήση του Shapiro Wilk test. Η αρχική υπόθεση είναι 

ότι οι µεταβλητές ακολουθούν την κανονική κατανοµή και η εναλλακτική ότι δεν την 

ακολουθούν. Στο 4ο ερευνητικό ερώτηµα χρησιµοποιήθηκαν ποσοστά για την 

κατηγοριοποίηση της απόδοσης των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων. 
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Τέλος, στο 5ο ερευνητικό ερώτηµα χρησιµοποιήθηκε ο παραµετρικός έλεγχος paired 

sample t-test για έλεγχο διαφοράς στην µέση τιµή του ποσοστό χρήσης αλγεβρικού 

και γεωµετρικού παραδείγµατος. Η αρχική υπόθεση είναι ότι οι µέσες τιµές είναι ίσες 

και η εναλλακτική ότι διαφέρουν. Η επιλογή του παραµετρικού τεστ έγινε λόγω 

κεντρικού οριακού θεωρήµατος, σύµφωνα µε το οποίο η µέση τιµή ακολουθεί την 

κανονική κατανοµή για δείγµατα άνω των 30 (Κολυβά-Μαχαίρα & Μπόρα-Σέντα, 

1998).  Επιπλέον χρησιµοποιήθηκαν ποσοστά για το πλήθος των χρησιµοποιούµενων 

αντιπαραδειγµάτων. Η στάθµη σηµαντικότητας σε όλα τα τεστ ορίστηκε στο 5%. 

Συνεπώς η αρχική υπόθεση γίνεται δεκτή όταν p-value ≥ 0,05 και απορρίπτεται όταν 

p-value<0,05. (Σιώµκος & Μαύρος ,2008). 

4.6 Ηθικά ζητήµατα 

         Τα θέµατα ηθικής δεοντολογίας θεωρούνται ιδιαίτερα σηµαντικά στην 

ψυχολογία των συµµετεχόντων και απαραίτητα να ληφθούν υπόψιν από τον ερευνητή 

όπως ορίζει η Αµερικανική ψυχολογική εταιρεία (APA,2001) αλλά και η Βρετανική 

(BPS,2014). Συγκεκριµένα οι κανόνες που θα τηρηθούν είναι οι ακόλουθοι: 

Οι συµµετέχοντες ενηµερώθηκαν ότι η συµµετοχή τους στην έρευνα είναι ανώνυµη, 

εθελοντική και ότι δε θα χρησιµοποιηθεί κανένα προσωπικό στοιχείο τους. Επίσης 

διασαφηνίστηκε ότι οι απαντήσεις τους θα χρησιµοποιηθούν µόνο για ερευνητικούς 

σκοπούς αλλά και για µελλοντικές έρευνες. 

 

4.7 Αξιοπιστία και εγκυρότητα δεδοµένων 

         Η αξιοπιστία και η εγκυρότητα των δεδοµένων ελέγχθηκε µε τον συντελεστή 

αξιοπιστίας Cronbach Alpha. Για να χαρακτηρίσουµε ένα ερωτηµατολόγιο αξιόπιστο 

θα πρέπει ο δείκτης αξιοπιστίας Cronbach Alpha να είναι µεγαλύτερος του 0,70 

(Nunnaly & Bernstein, 1994, 2011: 54 Vaske, Beaman & Sponarski, n.d.: 5-6 Pallant, 

2005: 90). Για τις ερωτήσεις που αναφέρονται σε προτάσεις Μαθηµατικών υπήρχε 

µεγάλη αξιοπιστία µε την τιµή του Cronbach Alpha να είναι 0,845. 

 

4.8 Περιορισµοί-προβλήµατα έρευνας 

       Μοναδικός περιορισµός της έρευνας είναι  ότι πραγµατοποιήθηκε βολική 

δειγµατοληψία και όχι απλή τυχαία µε αποτέλεσµα το δείγµα να µην είναι κατά 

ανάγκη αντιπροσωπευτικό του πληθυσµού. Στην πραγµατικότητα οι αποδόσεις των 
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µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων πιθανόν να είναι υψηλότερες σε 

σύγκριση µε τις αντίστοιχες σε µία τυχαία δειγµατοληψία. 

 

Κεφάλαιο 5 

Αποτελέσµατα 

5.1 Απαντήσεις των µαθητών στα 6 ερωτήµατα  

Οι µαθητές κλήθηκαν να απαντήσουν 6 ερωτήσεις και να τις αξιολογήσουν ως 

αληθής (Α) ή ψευδείς (Ψ). Σε περίπτωση που η πρόταση ήταν ψευδής, οι µαθητές 

έπρεπε να την αιτιολογήσουν αλλά και να δώσουν ένα αντιπαράδειγµα. Η 

κωδικοποίηση των απαντήσεων πραγµατοποιήθηκε σε µία επταβάθµια κλίµακα από 

το 0 έως το 6, όπου η τιµή 0 αντιπροσωπεύει την απάντηση «Αληθής», η 1 την 

«Απλά ψευδής», η 2 την «Ψευδής µε ελλιπής αιτιολόγηση», η 3 την «Ψευδής µε 

ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση», η 4 την «Ψευδής µε λάθος 

αντιπαράδειγµα», η 5 την «Ψευδής µε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση» και η 6 

την «Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση». Όλες οι ερωτήσεις έπρεπε να 

απαντηθούν ότι είναι ψευδής και να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα και 

αιτιολόγηση. 

1
ο
 ερώτηµα 

         Στο 1ο  ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Αν 

υπάρχει το  lim'→'M f(x) ∗ g(x)  τότε κατά ανάγκη υπάρχουν τα lim'→'M f(x)
 
και 

lim'→'M g(x)». Από τον Πίνακα 1 (και Γράφηµα 2) προκύπτει ότι το 35,00% 

(Ν=21) των µαθητών απάντησε ότι ο ισχυρισµός είναι αληθής, το 20,00% (Ν=12) ότι 

είναι ψευδής χρησιµοποιώντας αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, το 18,33% (Ν=11) 

δήλωσε ότι είναι απλά ψευδής χωρίς καµία αιτιολόγηση και το 13,33% (Ν=8) ότι 

είναι ψευδής αλλά µε ελλιπή δικαιολόγηση. Το 10,00% (Ν=6) δήλωσε ότι είναι 

ψευδής και έκανε ανασκευή της πρότασης χωρίς όµως αιτιολόγηση και τέλος το 

3,33% (N=2) δήλωσε ότι είναι ψευδής και έδωσε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση. 

 

 

 

 



 

Πίνακας  1. Είδη απαντήσεων

2. Ψευδής
3. Ψευδής µε ανασκευή

5. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα
6. Ψευδής µε

Ν : Συχνότητα    f % : Σχετική
 

Γράφηµα 2. Είδη απαντήσεων

 

Είδη απαντήσεων στο 1
ο

    Επιπλέον, από τους 21 

δήλωσαν απλά αληθής, οι 6 

«αν δεν υπάρχουν τα όρια

διάσπασης των ορίων». 

   Από τους 8 µαθητές  που

δικαιολόγηση, οι 3 από αυτούς

λόγο χρησιµοποιώντας τις

«∆εν ισχύει για κάθε συνάρτηση

πρόταση και δεν βρήκαν 

που εµπεριέχεται στο σχολικό

2. Ψευδής με ελλιπή δικαιολόγηση

3. Ψευδής με ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 

5. Ψευδής με αντιπαράδειγμα χωρίς αιτιολόγηση

6. Ψευδής με αντιπαράδειγμα και αιτιολόγηση
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απαντήσεων στο 1ο ερώτηµα  

Απάντηση 

0. Αληθής 
1. Απλά ψευδής  

Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 
ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 

αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση 
µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 

Σχετική συχνότητα 

απαντήσεων στο 1ο ερώτηµα 

ο
 ερώτηµα  

 21 µαθητές που δήλωσαν ότι η πρόταση είναι

 6 αληθής διότι «είναι ιδιότητα ορίων» και οι

όρια lim'→'M f(x)
 
και lim'→'M g(x) δεν τηρείται

που ανέφεραν ότι η πρόταση είναι ψευδής δίνοντας

αυτούς έδωσαν γενικόλογες απαντήσεις χωρίς

τις εξής εκφράσεις ως επιχειρήµατα: «∆εν το ξέρουµε

συνάρτηση». Οι υπόλοιποι 5 µαθητές που 

 αντιπαράδειγµα διατύπωσαν ως αιτιολόγηση

σχολικό βιβλίο: Αν υπάρχουν τα 
 
lim'→'M f(x)	και

0 10 20 30 40 50

0. Αληθής

1. Απλά ψευδής

Ψευδής με ελλιπή δικαιολόγηση

Ψευδής με ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 

5. Ψευδής με αντιπαράδειγμα χωρίς αιτιολόγηση

6. Ψευδής με αντιπαράδειγμα και αιτιολόγηση

35

18,33

13,33

10

3,33

20

N f % 

21 35,00 
11 18,33 
8 13,33 
6 10,00 
2 3,33 

12 20,00 

 

είναι αληθής, οι 13 

οι 2 αληθής διότι 

τηρείται η ιδιότητα 

δίνοντας ελλιπή 

χωρίς αποδεικτικό 

ξέρουµε αυτό», 

διέψευσαν την 

αιτιολόγηση την πρόταση 

και lim'→'M g(x)  

50 60 70 80 90 100



85 

 

τότε υπάρχει το  lim'→'Mf(x) ∗ g(x) και ισχύει ότι  lim'→'Mf(x) g(x)= 

lim'→'M f(x)*lim'→'M g(x), εστιάζοντας στα χαρακτηριστικά  της πρότασης αυτής µε 

αποτέλεσµα να οδηγούνται σε λάθος συµπεράσµατα.  

     Επιπλέον 6  µαθητές  ισχυρίστηκαν ότι η πρόταση είναι ψευδής και κατόπιν 

ανασκεύασαν τον ισχυρισµό  διατυπώνοντας ότι «το όριο του γινοµένου µπορεί να 

υπάρχει αλλά µπορεί να µην υπάρχει κάποιο από τα επιµέρους όρια».  

      Ακόµη, 2 µαθητές χαρακτήρισαν την πρόταση ψευδής, κατασκεύασαν σωστό 

αντιπαράδειγµα, όµως δεν απέδειξαν ότι διαψεύδει τον ισχυρισµό. 

     Τέλος, 12 µαθητές χαρακτήρισαν λανθασµένη την πρόταση και έδωσαν σωστό 

αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση. Συγκεκριµένα οι 8 µαθητές έδωσαν παραδείγµατα 

συναρτήσεων όπου µία µόνο από τις δύο είχαν όριο (ενώ υπήρχε το όριο του 

γινοµένου) όπως οι f(x)=x, g(x)=	 �AP µε lim'→7 f(x) ∗ g(x)=+∞ (δεν υπάρχει το όριο 

της g) ενώ 3 µαθητές συναρτήσεις όπου δεν υπήρχαν και τα 2 όρια όπως f(x)= 
�
A, 

g(x)=	 �AP µε lim'→7 f(x) ∗ g(x)=+∞ , ενώ 1 µαθητής χρησιµοποίησε και συνάρτηση 

πολλαπλού τύπου µε f(x) = 0e', ) ≤ 0x, ) > 0-, g(x)=x µε lim'→7 f(x) ∗ g(x)=0, όπου δεν 

υπήρχε το 1 όριο ( το όριο της f). 

 

2
ο
 ερώτηµα 

 
         Στο 2ο  ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Αν µια 

συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β] και υπάρχει x0 ∈ (α, β) τέτοιο  ώστε  f(xo)=0 

τότε κατά ανάγκη θα ισχύει f(α)f(β)<0». Από τον Πίνακα 2 (και Γράφηµα 3), 

προκύπτει ότι το 35,00% (Ν=21) των µαθητών δήλωσε ότι ο ισχυρισµός είναι ψευδής 

και το υποστήριξε χρησιµοποιώντας αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, το 20,00% 

(Ν=12) δήλωσε ότι είναι ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση ενώ το 15,00% (Ν=9) ότι 

είναι απλά ψευδής χωρίς καµία αιτιολόγηση. Επιπλέον, το 13,33% (Ν=8) των 

µαθητών  απάντησε ότι ο  ισχυρισµός είναι αληθής, το 10,00% (Ν=6) θεώρησε τον 

ισχυρισµό ψευδή και έκανε ανασκευή της πρότασης χωρίς να δώσει αιτιολόγηση, το 

5,00% (Ν=3) δήλωσε ότι είναι ψευδής αλλά έδωσε λάθος αντιπαράδειγµα και το 

1,67% (Ν=1) ότι είναι ψευδής δίνοντας αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση. 

 

 



 

Πίνακας  2. Είδη απαντήσεων

1. 
2. Ψευδής µε

3. Ψευδής µε ανασκευή
4. Ψευδής µε

5. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα
6. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα

Ν : Συχνότητα   f % : Σχετική
 
 

 
Γράφηµα 3. Είδη απαντήσεων

 

Είδη απαντήσεων στο 2
ο

   Επιπλέον από τους 8 µαθητές

ανέφεραν ότι η πρόταση

υπόλοιποι 3 µαθητές απάντησαν

    Από τους 12 µαθητές που

αιτιολόγηση οι 9 διατύπωσαν

τύπου «∆εν ισχύει για κάθε

άλλο θεώρηµα». 

     Οι 6 µαθητές που ισχυρίστηκαν

πρότασης χωρίς αιτιολόγηση

διατυπώνοντας διορθωµένο
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απαντήσεων στο 2ο ερώτηµα   

Απάντηση N 

0. Αληθής 8 
Απλά ψευδής 9 
µε ελλιπή δικαιολόγηση 12 

ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 6 
µε λάθος αντιπαράδειγµα 3 

αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση 1 
αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 21 
Σχετική συχνότητα 

απαντήσεων στο 2ο ερώτηµα   

ο
 ερώτηµα  

µαθητές που δήλωσαν ότι η πρόταση είναι αληθής

 είναι αληθής  «λόγω του θεωρήµατος Bolzano

απάντησαν  ότι η πρόταση είναι αληθής χωρίς αιτιολόγηση

που ανέφεραν ότι η πρόταση είναι λανθασµένη

διατύπωσαν το Θ.Βοlzano και οι 3 είχαν ασαφείς αιτιολογήσεις

κάθε συνάρτηση» και «Μπορεί να χρησιµοποιηθεί

ισχυρίστηκαν ότι η πρόταση είναι ψευδής

λόγηση ανέφεραν  ότι το αντίστροφο του Θ. Bolzano

διορθωµένο τον ισχυρισµό: «Ψευδές διότι το αντίστροφο

f % 

13,33 
15,00 
20,00 
10,00 
5,00 
1,67 

35,00 

 

αληθής 5 µαθητές 

Bolzano» ενώ οι 

αιτιολόγηση. 

λανθασµένη χωρίς επαρκή 

αιτιολογήσεις του 

χρησιµοποιηθεί και κάποιο 

ψευδής µε ανασκευή 

Bolzano  δεν ισχύει 

αντίστροφο του Θ. 
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Bolzano δεν ισχύει πάντα. ∆ηλαδή υπάρχουν συναρτήσεις f:[α,β]→ R που έχουν ρίζα 

στo (a,b) αλλά δεν είναι συνεχείς ή δεν ισχύει f(α)*f(β)<0. 

     Επιπλέον, 3 µαθητές χαρακτήρισαν την πρόταση ψευδής δίνοντας ως 

λάθος αντιπαράδειγµα µε έναν από αυτούς να αναφέρει την συνάρτηση 

f(x)=x, x∈[0,1]. 

     Ακόµη, 1 µαθητής χαρακτήρισε την πρόταση ψευδής, κατασκεύασε σωστό 

αντιπαράδειγµα, όµως δεν απέδειξε ότι διαψεύδει τον ισχυρισµό. 

      Στον ισχυρισµό αυτό 21 µαθητές δήλωσαν ότι η πρόταση είναι ψευδής 

προτιµώντας να παρουσιάσουν αντιπαραδείγµατα µε χρήση γραφικής παράστασης. 

Για να διαψεύσουν τον ισχυρισµό 14 µαθητές κατασκεύασαν αντιπαράδειγµα 

χρησιµοποιώντας τη γραφική παράσταση συνάρτησης ενώ 5 µαθητές κατασκεύασαν 

αντιπαράδειγµα δίνοντας τον αλγεβρικό τύπο συνάρτησης. Υπήρχαν και 2 µαθητές 

που έδωσαν αντιπαράδειγµα και µε τους δύο τρόπους. Στο γεωµετρικό 

αντιπαράδειγµα 7 απαντήσεις αναφέρθηκαν σε γραφικές παραστάσεις µε 1 ρίζα  που 

έµοιαζαν µε την συνάρτηση x2, ενώ 9 απαντήσεις σε γραφικές παραστάσεις µε 2 ρίζες 

ή παραπάνω όπου f(α), f(β) >0, f(xo)=0, µε x0	∈	(α,β). Στο αλγεβρικό αντιπαράδειγµα 

4 µαθητές χρησιµοποίησαν τις συναρτήσεις x2-1, (x-1)2 και 3 µαθητές την συνάρτηση 

|x-1|. 

 

3
ο
 ερώτηµα 

     Στο 3ο  ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Έστω δύο 

συναρτήσεις f, g ορισµένες και συνεχείς σε ένα διάστηµα ∆ . Αν για τις  f, g   ισχύει 

f’(x)=g’(x)   για κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆ τότε οπωσδήποτε ισχύει f(x)=g(x) 

για κάθε x∈∆». Από τον Πίνακα 3 (και Γράφηµα 4) προκύπτει ότι το 36,67% (Ν=22) 

απάντησε ότι ο ισχυρισµός είναι ψευδής και έδωσε αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, 

το 26,67% (Ν=16) ότι είναι ψευδής και έκανε ανασκευή της πρότασης χωρίς 

αιτιολόγηση, ενώ το 20,00% (Ν=12) ότι είναι απλά ψευδής χωρίς αιτιολόγηση. 

Επιπλέον, το 13,33% (Ν=8) απάντησε ότι η πρόταση είναι αληθής, το 1,67% (Ν=1) 

ότι είναι ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση και επίσης το 1,67% (Ν=1) ότι είναι ψευδής 

και έδωσε λάθος αντιπαράδειγµα. 

 

 



 

Πίνακας  3. Είδη απαντήσεων

 

2. Ψευδής
3. Ψευδής µε ανασκευή

4. Ψευδής
6. Ψευδής µε 

Ν : Συχνότητα    f % : Σχετική
 
 

 
Γράφηµα 4. Είδη απαντήσεων
 
 

Είδη απαντήσεων στο 3
ο

        Στο ερώτηµα αυτό 

απάντησαν ότι η πρόταση

αποδεικτικό λόγο µιας και

        Υπήρξε µία µόνο απάντηση

ισότητα των συναρτήσεων

αιτιολόγηση να είναι πλήρης

      Ακόµη 16 µαθητές  διέψευσαν

την πρόταση του σχολικού

ένας µαθητής αναφέρει : 
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απαντήσεων στο 3ο ερώτηµα   

Απάντηση  

0. Αληθής 
1. Απλά ψευδής 

Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 
ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 

Ψευδής µε λάθος αντιπαράδειγµα 
 αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 

Σχετική συχνότητα 

απαντήσεων στο 3ο ερώτηµα   

ο
 ερώτηµα 

 υπήρξαν όπως και στο προηγούµενο, 8 

πρόταση είναι αληθής, χωρίς όµως αυτή τη φορά

και η απάντηση τους ήταν απλά αληθής. 

απάντηση στην οποία ο µαθητής ανέφερε ότι

συναρτήσεων, χαρακτηρίζοντας την λανθασµένη, χωρίς

πλήρης. 

διέψευσαν την πρόταση ανασκευάζοντας και 

σχολικού βιβλίου χωρίς όµως να την αποδείξουν. Χαρακτηριστικά

Ψευδές σύµφωνα µε το πόρισµα : «Έστω δύο

N f % 

8 13,33 
12 20,00 
1 1,67 

16 26,67 
1 1,67 

22 36,67 

 

, 8 µαθητές που 

φορά να έχουν 

ότι δεν ισχύει η 

χωρίς ωστόσο η 

 διατυπώνοντας 

Χαρακτηριστικά 

δύο συναρτήσεις 



89 

 

f,g ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆, τότε 

υπάρχει σταθερά c τέτοια ώστε να ισχύει f(x)=g(x) + c». 

      Επιπλέον, 1 µαθητής χαρακτήρισε την πρόταση ψευδής δίνοντας ωστόσο 

λάθος αντιπαράδειγµα τις συναρτήσεις f(x)=In(x) και g(x)=- 
�
A�.  

     Στον ισχυρισµό αυτό παρατηρήθηκε το υψηλότερο ποσοστό παραγωγής 

αντιπαραδειγµάτων από τους µαθητές οι οποίοι είχαν πλουραλισµό στις απαντήσεις 

τους δίνοντας διαφορετικά αντιπαραδείγµατα. Αυτό υποδηλώνει ότι σε αυτές τις 

έννοιες οι µαθητές υπέστησαν µεγάλη εννοιολογική κατανόηση. Από τους 22 

µαθητές που έδωσαν σωστό αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, οι 12 επέλεξαν τα ζεύγη 

των συναρτήσεων f(x)=x2, g(x)=x2+c, οι 2 τα ζεύγη f(x)=x4, g(x)= x4+ c, οι 6 τα 

ζεύγη f(x)=ex, g(x)= ex +c και οι 2 τα ζεύγη f(x)=In(x), g(x)=In(x)+c. 

 

4
ο
 ερώτηµα 

          Στο 4ο ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Κάθε 

συνάρτηση f  για την οποία ισχύει f’(x)=0  για κάθε x∈(α, x0) ∪ (x0 , β)  είναι σταθερή 

στο (α, x0) ∪ (x0 , β)». Από τον Πίνακα 4 (και Γράφηµα 5) προκύπτει ότι το 28,33% 

(Ν=17) δήλωσε ότι ο ισχυρισµός είναι απλά ψευδής χωρίς κάποια δικαιολόγηση, το 

23,33% (Ν=14) ότι είναι ψευδής και έδωσε αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση και το 

21,67% (Ν=13) ότι είναι ψευδής και έκανε ανασκευή της πρότασης χωρίς 

αιτιολόγηση. Τέλος το 20,00% (Ν=12) δήλωσε ότι η πρόταση είναι αληθής ενώ το  

6,67% (Ν=4) ότι είναι ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση. 

 

Πίνακας  4. Είδη απαντήσεων στο 4ο ερώτηµα   

Απάντηση N f % 

0. Αληθής 12 20,00 
1. Απλά ψευδής 17 28,33 

2. Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 4 6,67 
3. Ψευδής µε ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 13 21,67 

6. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 14 23,33 
Ν : Συχνότητα     f % : Σχετική συχνότητα 
 
 



 

 
Γράφηµα 5. Είδη απαντήσεων
 
Είδη απαντήσεων στο 4

ο

       Επιπλέον, από τους 12 

αληθής, 1 µαθητής απάντησε

απόδειξη ένα παράδειγµα

f(x)=1, x∈(α, x0) ∪ (x0 , β

ενώ 3 µαθητές απάντησαν

η απάντηση είναι αληθής χωρίς

      Και οι 4 µαθητές από 

η πρόταση δεν ισχύει σε

απάντηση τους. 

      Στον ισχυρισµό αυτό

ανασκεύασαν τον ισχυρισµό

τονίζοντας ότι η συνθήκη 

     Συνολικά 14 µαθητές 

αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση

οι περισσότεροι µαθητές 

δηλαδή τη συνάρτηση 
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απαντήσεων στο 4ο ερώτηµα   

ο
 ερώτηµα 

 12 µαθητές  οι οποίοι απάντησαν ότι η 

απάντησε ότι η πρόταση είναι αληθής χρησιµοποιώντας

παράδειγµα επιβεβαίωσης της πρότασης, θεωρώντας  

β), για την οποία ισχύει  f’(x)=0  για κάθε x∈
απάντησαν  αληθής λόγω του θ. Fermat. Οι υπόλοιποι 8 

χωρίς να έχουν αποδεικτικό λόγο. 

 αυτούς που έδωσαν ελλιπή δικαιολόγηση ισχυρίστηκαν

σε ένωση διαστηµάτων χωρίς όµως να αιτιολογήσουν

αυτό παρατηρήθηκε το υψηλότερο ποσοστό 

ισχυρισµό. Συγκεκριµένα 13 µαθητές ανασκεύασαν

 της συνέχειας καθιστά τον ισχυρισµό αληθή. 

 χαρακτήρισαν την πρόταση λανθασµένη, δίνοντας

αιτιολόγηση. Το χαρακτηριστικό σε αυτή την πρόταση

 βασίστηκαν  στο αντιπαράδειγµα του σχολικού

f(x) = T−1, ) < 01, ) > 0- επιβεβαιώνοντας την

 

πρόταση είναι 

χρησιµοποιώντας ως 

τη συνάρτηση: 

∈(α, x0) ∪ (x0,β) 

 8 ανέφεραν ότι 

ισχυρίστηκαν ότι 

αιτιολογήσουν την 

 µαθητών που 

ανασκεύασαν την πρόταση 

.  

δίνοντας σωστό 

πρόταση, ήταν ότι 

σχολικού βιβλίου, 

την ύπαρξη του 
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πρωτότυπου παραδείγµατος στον προσωπικό χώρο παραδειγµάτων. Όλα τα 

αντιπαραδείγµατα που έδωσαν οι µαθητές περιείχαν  συναρτήσεις της µορφής 

f(x) = Tc1, ) < 0c2, ) > 0-.	Υπήρχαν και 2 µαθητές οι οποίοι έδωσαν και αλγεβρικό και 

γεωµετρικό αντιπαράδειγµα.  

 

5
ο
 ερώτηµα 

        Στο 5ο ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Έστω 

µια συνάρτηση f ορισµένη σ’ ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του 

∆. Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆, τότε η παράγωγος της  είναι υποχρεωτικά 

θετική στο ∆». Από τον Πίνακα 5 (και Γράφηµα 6) προκύπτει ότι το 40,00% (Ν=24) 

των µαθητών απάντησαν ότι ο ισχυρισµός αληθεύει ενώ το 28,33% (Ν=17) ότι είναι 

ψευδής και έδωσε αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση. Επίσης το 13,33% (Ν=8) θεώρησε 

τον ισχυρισµό ψευδή και έδωσε ελλιπή δικαιολόγηση, το 8,33% (Ν=5) ότι είναι 

ψευδής και έκανε ανακατασκευή της πρότασης χωρίς αιτιολόγηση, το 6,67% (Ν=4) 

τον θεώρησε απλά ψευδή και τέλος το 3,33% (Ν=2) απάντησε ότι είναι ψευδής και 

έδωσε λάθος αντιπαράδειγµα. 

Πίνακας  5. Είδη απαντήσεων στο 5ο ερώτηµα   

Απάντηση N f % 

0. Αληθής 24 40,00 
1. Απλά ψευδής 4 6,67 

2. Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 8 13,33 
3. Ψευδής µε ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 5 8,33 

4. Ψευδής µε λάθος αντιπαράδειγµα 2 3,33 
6. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 17 28,33 

Ν : Συχνότητα      f % : Σχετική συχνότητα 
 
 



 

 
Γράφηµα 6. Είδη απαντήσεων
 
Είδη απαντήσεων στο 5

ο

 
         Από τους 24 µαθητές

διατύπωσαν  ότι η  πρόταση

διάστηµα ∆ ισχύει f’(x)>0 

µαθητής ανέφερε ότι είναι

εφαρµόζοντας το θεώρηµα

ότι η πρόταση είναι αληθής

     Από τους 8 µαθητές 

αιτιολόγηση, οι 4 διατύπωσαν

χαρακτηριστικά: «Αν η παράγωγος

γνησίως αύξουσα». Ακόµη

υπόλοιποι 2 µαθητές προσπάθησαν
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απαντήσεων στο 5ο ερώτηµα   

ο
 ερώτηµα 

µαθητές που απάντησαν ότι η πρόταση είναι αληθής

πρόταση είναι αληθής δίνοντας την εξής απάντηση

)>0 τότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο ∆

είναι αληθής και επιχείρησε να αποδείξει

θεώρηµα µέσης τιµής. Οι υπόλοιποι 17 µαθητές απάντησαν

αληθής χωρίς αιτιολόγηση. 

που χαρακτήρισαν την πρόταση λανθασµένη

διατύπωσαν ως αιτιολόγηση την πρόταση του βιβλίου

παράγωγος µιας συνάρτησης f είναι θετική 

Ακόµη, 2 µαθητές έδωσαν ασαφείς αιτιολογήσεις

προσπάθησαν να χρησιµοποιήσουν το θεώρηµα

 

αληθής, 6 µαθητές 

απάντηση: «Αν σε ένα 

∆». Επιπλέον, 1 

αποδείξει την πρόταση 

απάντησαν απλά 

λανθασµένη µε ελλειπή 

βιβλίου γράφοντας 

 τότε η f είναι 

αιτιολογήσεις, ενώ οι 

θεώρηµα µέσης τιµής 
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προφανώς επηρεασµένοι από την αντίστοιχη πρόταση του θεωρήµατος στη 

µονοτονία συνάρτησης η οποία στηρίζεται στην εφαρµογή του Θ.Μ.Τ. 

    Επιπλέον 5 µαθητές ανασκεύασαν την πρόταση αλλά δεν την απέδειξαν. 

Χαρακτηριστικά ανέφεραν: «Η f’(x) µπορεί να είναι µεγαλύτερη ή ίση του 

µηδενός». 

      Ακόµη, 2 µαθητές χαρακτήρισαν την πρόταση ψευδής δίνοντας ως λάθος 

αντιπαράδειγµα την συνάρτηση f(x)=x4.  

      Τέλος, 17 µαθητές έδωσαν σωστό αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, 

χρησιµοποιώντας το αντιπαράδειγµα του σχολικού βιβλίου µε f(x)=ax3, a>0. Στα 

αποτελέσµατα της έρευνας µας φαίνεται η δυναµική  αυτών των παραδειγµάτων από 

το γεγονός ότι τείνουν να εντυπωσιάζουν στη µνήµη των µαθητών, λόγω των 

ιδιότυπων χαρακτηριστικών τους, βοηθώντας έτσι περαιτέρω την µαθησιακή τους 

διαδικασία.  

 

6
ο
 ερώτηµα 

          Στο 6ο  ερώτηµα, οι µαθητές κλήθηκαν να αξιολογήσουν την πρόταση: «Αν η  

συνάρτηση  f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆1 του πεδίου ορισµού της και 

γνησίως αύξουσα στο διάστηµα ∆2 του πεδίου ορισµού της τότε  η  f είναι 

υποχρεωτικά  γνησίως  αύξουσα  στο ∆1 ∪ ∆2». Από τον Πίνακα 6 (και Γράφηµα 7) 

προκύπτει ότι το 23,33% (Ν=14) θεώρησε τον ισχυρισµό αληθή, το 18,33% (Ν=11) 

απλά ψευδή χωρίς κάποια αιτιολόγηση και το 16,67% (Ν=10) ψευδή µε ελλιπή 

δικαιολόγηση. Επίσης το 16,67% (Ν=10) απάντησε ότι η πρόταση είναι ψευδής και 

έδωσε αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, το 11,67% (Ν=7) ψευδή και έδωσε 

αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση, το 8,33% (Ν=5) ψευδή και έδωσε λάθος 

αντιπαράδειγµα και τέλος το 5,00% (Ν=3) δήλωσε ότι ο ισχυρισµός είναι ψευδής και 

έκανε ανασκευή της πρότασης χωρίς αιτιολόγηση.  

Πίνακας 6. Είδη απαντήσεων στο 6ο ερώτηµα   

Απάντηση N f % 

0. Αληθής 14 23,33 
1. Απλά ψευδής 11 18,33 

2. Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 10 16,67 
3. Ψευδής µε ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 3 5,00 

4. Ψευδής µε λάθος αντιπαράδειγµα 5 8,33 
5. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση 7 11,67 
6. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 10 16,67 

Ν : Συχνότητα, f % : Σχετική συχνότητα 



 

 
 

 
Γράφηµα 7. Είδη απαντήσεων
 
Είδη απαντήσεων στο 6

ο

 

     Από τους 14 µαθητές 

διατύπωσε ότι η πρόταση

ένωση διαστηµάτων ενώ οι

     Από τους 10 µαθητές που

την απάντηση τους οι 7  

ισχύει  σε ένωση διαστηµάτων

πρόταση δεν ισχύει σε

εννοιολογικά. Οι υπόλοιποι

    Ακόµη, 3 µαθητές τόνισαν

ισχυρισµό σε σωστό όµως

συνάρτηση  η οποία   δεν 

είναι γνησίως αύξουσα στο

     Επιπλέον, 5 µαθητές χαρακτήρισ

αντιπαράδειγµα µε έναν 

Το χαρακτηριστικό σε αυτή

94 

απαντήσεων στο 6ο ερώτηµα   

ο
 ερώτηµα 

 που απάντησαν ότι η πρόταση είναι αληθής

πρόταση είναι αληθής αναφέροντας ότι ισχύει η πρόταση

οι υπόλοιποι 13 µαθητές απλά ότι η πρόταση 

που διέψευσαν την πρόταση αλλά δεν δικαιολόγησαν

ανέφεραν ως αιτιολόγηση «ψευδής, διότι η 

διαστηµάτων». Αυτό ερµηνεύεται ότι ο µαθητής διδάχθηκε

σε ένωση διαστηµάτων αλλα ίσως δεν την

υπόλοιποι 3 µαθητές έδωσαν ασαφείς απαντήσεις. 

τόνισαν ότι η ύπαρξη της συνέχειας στο x0  

όµως έιναι ικανή συνθήκη αλλά και όχι αναγκαία

 είναι συνεχής σε ένα σηµείο του πεδίου ορισµού

στο πεδίο ορισµού της.  

χαρακτήρισαν την πρόταση ψευδής δίνοντας

από αυτούς να αναφέρει την συνάρτηση 6
αυτή την περίπτωση είναι ότι οι µαθητές πιστεύουν

 

αληθής, 1 µαθητής 

πρόταση και σε 

 είναι αληθής. 

δικαιολόγησαν σωστά 

   πρόταση δεν 

διδάχθηκε ότι η  

την κατανόησε 

µετατρέπει τον 

αναγκαία. Υπάρχει 

ορισµού της, αλλά  

δίνοντας ωστόσο λάθος 

6 = 0 x, ) < 0
x�, ) > 0-.   

πιστεύουν ότι αν η 
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συνάρτηση f  είναι γνησίως αύξουσα στα ∆1 και ∆2 και δεν είναι συνεχής τότε δεν 

είναι γνησίως αύξουσα στο  ∆1 ∪ ∆2. 

     Ακόµη, 7 µαθητές χαρακτήρισαν την πρόταση ψευδής, κατασκεύασαν σωστό 

αντιπαράδειγµα, όµως δεν απέδειξαν ότι διαψεύδει τον ισχυρισµό. Το σηµείο αυτό 

χρίζει ιδιαίτερης προσοχής µιας και οι µαθητές δυσκολεύτηκαν να αιτιολογήσουν 

γιατί η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο ∆1 ∪ ∆2. 

    Τέλος, 10 µαθητές χαρακτήρισαν την πρόταση λανθασµένη δίνοντας σωστό 

αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση. Συγκεκριµένα οι µισοί µαθητές χρησιµοποίησαν την 

συνάρτηση f(x)=-
�
A, ενώ οι υπόλοιποι συναρτήσεις πολλαπλού τύπου τις οποίες 

κατασκεύασαν µε τη βοήθεια των βασικών συναρτήσεων f(x)=ax+b, g(x)=	�A, h(x)=ex, 

w(x)=In(x). Αυτό πιθανόν να οφέιλεται στο γεγονός ότι οι µαθητές πιο έυκολα 

αντλούν παραδείγµατα βασικών συναρτήσεων από τον χώρο παραδειγµάτων και 

µετατοπίζοντας τις συναρτήσεις οριζόντια ή κατακόρυφα κατασκευάζουν τη 

συνάρτηση του αντιπαραδείγµατος. Τέλος, 6 µαθητές έδωσαν αλγεβρικό και 

γεωµετρικό αντιπαράδειγµα. 

     Ο Πίνακας 7 (και το Γράφηµα 8) παρουσιάζει τα αποτελέσµατα σχετικά µε το 

σωστό είδος του αντιπαραδείγµατος που χρησιµοποίησαν σωστά οι µαθητές σε κάθε 

ερώτηµα. Στα ερωτήµατα 1, 3, 4 και 5 το αλγεβρικό αντιπαράδειγµα συγκέντρωσε 

αντίστοιχα 20% (Ν=12), 36,67% (Ν=22), 23,33% (Ν=14) και 28,33% (Ν=17) 

υψηλότερα από το γεωµετρικό αντιπαράδειγµα που δεν εµφανίστηκε καθόλου στα 

ερωτήµατα 1, 3 και 5 ενώ στο 4 συγκέντρωσε µόλις 3,33% (Ν=2). Στο ερώτηµα 6 

υπήρξε ισορροπία µε 13,33% (Ν=8) ενώ µόνο στο ερώτηµα 2 το γεωµετρικό 

αντιπαράδειγµα εµφάνισε υψηλότερο ποσοστό της τάξης του 26,67% (Ν=16) έναντι 

του αλγεβρικού µε 11,67% (Ν=7). 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Πίνακας  7. Ορθό αλγεβρικό

Ερωτήµατα Κατηγορίες

Ερώτηµα 1 

Ερώτηµα 2 

Ερώτηµα 3 

Ερώτηµα 4 

Ερώτηµα 5 

Ερώτηµα 6 

 

Γράφηµα 8. Ορθό αλγεβρικό

0%

0%

3,33%

0%

0% 10%

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Αλγεβρικό

Γεωµετρικό

Ε
ρ
ώ
τη
µ
α
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Ε
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ώ
τη
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α
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Ε
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ώ
τη
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α
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ρ
ώ
τη
µ
α
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τη
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α
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αλγεβρικό και γεωµετρικό αντιπαράδειγµα ανά ερώτηµα

Κατηγορίες Ν 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

12 
0 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

7 
16 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

22 
0 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

14 
2 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

17 
0 

Αλγεβρικό 
Γεωµετρικό 

8 
8 

αλγεβρικό και γεωµετρικό αντιπαράδειγµα ανά ερώτηµα

20%

11,67%

26,67%

36,67%

23,33%

28,33%

13,33%

13,33%

20% 30% 40% 50% 60% 70%

ερώτηµα 

f% 

20% 
0% 

11,67% 
26,67% 
36,67% 

0% 
23,33% 
3,33% 

28,33% 
0% 

13,33% 
13,33% 

 

ερώτηµα 

70% 80% 90% 100%
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5.2 Απαντήσεις στα ερευνητικά ερωτήµατα 

5.2.1  1
ο
 ερευνητικό ερώτηµα 

«Με ποιους τρόπους οι µαθητές αντιµετωπίζουν προτάσεις που δεν ισχύουν;» 

Ο Πίνακας 8 (και το Γράφηµα 9) παρουσιάζει την συνολική εικόνα των απαντήσεων 

των 60 µαθητών στα 6 ερωτήµατα. Κάθε µαθητής απάντησε 6 ερωτήσεις και το 

δείγµα αποτελούνταν από 60 µαθητές, εποµένως το σύνολο των απαντήσεων ήταν 

360. Προκύπτει ότι το 26,67% (Ν=96) των απαντήσεων ανέφεραν ότι η πρόταση 

είναι ψευδής και δόθηκε αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση, το 24,17% (Ν=87), ότι 

είναι αληθής, το 17,78% (Ν=64) απλά ψευδής, το 13,61% (Ν=49) ψευδής µε 

ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση (Ν=49), το 11,94% (Ν=43) ψευδής και 

δόθηκε ελλιπής αιτιολόγηση, το 3,06% (Ν=11) ψευδής χρησιµοποιώντας λάθος 

αντιπαράδειγµα και το 2,78% (Ν=10) ψευδής µε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση. 

Συνολικά αναδεικνύεται ότι 1 στις  4 απαντήσεις ήταν τελείως λανθασµένες 

χαρακτηρίζοντας αληθείς τις προτάσεις ενώ επίσης 1 στις 4 απαντήσεις ήταν σωστές 

χαρακτηρίζοντας τις προτάσεις ψευδείς, δίνοντας κατάλληλο αντιπαράδειγµα µε 

αιτιολόγηση. Περίπου οι µισές απαντήσεις ανέφεραν σωστά ότι οι προτάσεις είναι 

ψευδείς, χωρίς όµως να είναι πλήρως αιτιολογηµένες.  

Πίνακας 8. Τα είδη των απαντήσεων των 60 µαθητών και στις 6 ερωτήσεις 

Απαντήσεις Ν f% 

0. Αληθής 87 24,17 
1. Απλά ψευδής 64 17,78 

2. Ψευδής µε ελλιπή δικαιολόγηση 43 11,94 
3. Ψευδής µε ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση 49 13,61 

4. Ψευδής µε λάθος αντιπαράδειγµα 11 3,06 
5. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση 10 2,78 
6. Ψευδής µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση 96 26,67 

Σύνολο 360 100,00 
 

 



 

Γράφηµα 9.Τα είδη των απαντήσεων

 
5.2.2  2

ο
 ερευνητικό ερώτηµα

«Ποια είναι η απόδοση των

Ο πίνακας 9 (και το Γράφηµα

διαστήµατα εµπιστοσύνης

απαντήσεων είναι από 0-6, 

απόδοση. Προκύπτει ότι στα

µέτρια (Μ.Ο.=3,30 και 3,23 

ερωτήµατα 6,4,5 (Μ.Ο.=2,58

ερώτηµα 1 (Μ.Ο.=2,12). Τα

διαφορές δεν είναι στατιστικά

διαστηµάτων. Η γενικότερη

στα 6 ερωτήµατα. Η τυπική

 

Πίνακας  9. Απόδοση µαθητών

Ερωτήµατα Μ.Ο. 

Ερώτηµα 1 2,12 
Ερώτηµα 2 3,23 
Ερώτηµα 3 3,30 
Ερώτηµα 4 2,47 
Ερώτηµα 5 2,42 
Ερώτηµα 6 2,58 

2. Ψευδής με ελλιπή δικαιολόγηση

3. Ψευδής με ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση

4. Ψευδής με λάθος αντιπαράδειγμα

5. Ψευδής με αντιπαράδειγμα χωρίς αιτιολόγηση

6. Ψευδής με αντιπαράδειγμα και αιτιολόγηση
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απαντήσεων των 60 µαθητών και στις 6 ερωτήσεις

ερώτηµα 

των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων

Γράφηµα 10) παρουσιάζει τις µέσες τιµές και τα 95% 

εµπιστοσύνης για την απόδοση των µαθητών. Η κλίµακα των

6, όπου οι µεγαλύτερες τιµές υποδηλώνουν καλύτερη

στα ερωτήµατα 3 και 2 η µέση απόδοση των µαθητών

 3,23 αντίστοιχα), έπειτα ακολούθησε η µέση απόδοση

.=2,58 και 2,47 και 2,42 αντίστοιχα) και τέλος η

Τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης υποδηλώνουν

στατιστικά σηµαντικές λόγω της µη κενής τοµής των

γενικότερη εικόνα είναι ότι οι αποδόσεις των µαθητών

τυπική απόκλιση κυµάνθηκε στο διάστηµα [2,21, 2,52].

µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων 

95% κάτω όριο 95% άνω όριο Τ.Α

1,52 2,71 2,29
2,64 3,83 2,30
2,70 3,90 2,31
1,89 3,04 2,21
1,77 3,07 2,52
2,01 3,16 2,23

0 10 20 30 40

0. Αληθής

1. Απλά ψευδής

2. Ψευδής με ελλιπή δικαιολόγηση

3. Ψευδής με ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση

4. Ψευδής με λάθος αντιπαράδειγμα

5. Ψευδής με αντιπαράδειγμα χωρίς αιτιολόγηση

6. Ψευδής με αντιπαράδειγμα και αιτιολόγηση

24,17

17,78

11,94

13,61

3,06

2,78

26,67

 
ερωτήσεις  

αντιπαραδειγµάτων;» 

 95% 

των 

καλύτερη 

µαθητών ήταν 

απόδοση στα 

η απόδοση στο 

υποδηλώνουν ότι οι 

των 

µαθητών είναι µέτριες 

 [2,21, 2,52]. 

Α. 

2,29 
2,30 
2,31 
2,21 
2,52 
2,23 

50 60 70 80 90 100



 

 

 

Γράφηµα 10. Αποδόσεις µαθητών

 

Ο Πίνακας 10 (Γράφηµα 11) 

ή µερικώς λανθασµένων απαντήσεων

ερωτήµατα 3 και 2 υπήρξε

(Ν=22) και 35% (Ν=21) των

µε τα ποσοστά των σωστών

Τέλος , τα µικρότερα ποσοστά

και 1 µε 20% (Ν=12) και 16,7% (

έρχονται σε συµφωνία µε 

ερώτηµα 6, όπου υπήρξε µέτρια

απαντήσεις ωστόσο να βρίσκονται
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µαθητών ανά ερώτηµα. 

 11) παρουσιάζει τα αποτελέσµατα των σωστών

απαντήσεων για τα 6 ερωτήµατα. Προκύπτει ότι

υπήρξε η υψηλότερη απόδοση καθώς απάντησε σωστά

των µαθητών αντίστοιχα. Ακολούθησαν τα ερωτήµατα

σωστών απαντήσεων να είναι 28,3% (Ν=17) και 23,3%

ποσοστά σωστών απαντήσεων εµφανίστηκαν στις

 16,7% (Ν=10) αντίστοιχα. Τα αποτελέσµατα 

 αυτά του Πίνακα 9 µε τη µόνη διαφορά να εντοπίζεται

µέτρια προς χαµηλή απόδοση µε τις πλήρως σωστές

βρίσκονται σε πολύ µικρό ποσοστό. 

 

σωστών και πλήρως 

ότι στα 

σωστά το 36,7% 

ερωτήµατα 5,4 

 23,3% (Ν=14). 

στις ερωτήσεις 6 

 του πίνακα 10 

εντοπίζεται στο 

σωστές 



 

Πίνακας 10. Ποσοστά σωστών

Ερωτήµατα 

Ερώτηµα 1 
Ερώτηµα 2 
Ερώτηµα 3 
Ερώτηµα 4 
Ερώτηµα 5 
Ερώτηµα 6 

 

 

Γράφηµα 11. Ποσοστά σωστών

 
    Οι 6 ερωτήσεις που αναφέρονται

αντιπαραδειγµάτων οµαδοποιήθηκαν

ονοµάστηκε «Απόδοση 

στοιχεία της νέας µεταβλητής

Προκύπτει ότι από το πιθανό

τιµή 6 επιβεβαιώνοντας ότι

τις απαντήσεις. Επιπλέον 

οποία επιβεβαιώνεται και 

Πίνακας  11. Απόδοση στην

Μεταβλητή 

Απόδοση στην κατασκευή
αντιπαραδειγµάτων 

 

0%

20%

40%

60%

80%

100%

Ερώτημα 1

20%

80%

100 

σωστών και λανθασµένων απαντήσεων στα 6 ερωτήµατα

Σωστή Πλήρως ή µερικώς λανθασµένη

20%(Ν=12) 80%(Ν=48) 
35%(Ν=21) 65%(Ν=39) 
36,7%(Ν=22) 63,3%(Ν=38) 
23,3%(Ν=14) 76,7%(Ν=46) 
28,3%(Ν=17) 71,7%(Ν=43) 
16,7%(Ν=10) 83,3%(Ν=50) 

σωστών και λανθασµένων απαντήσεων στα 6 ερωτήµατα

αναφέρονται στην απόδοση των µαθητών στην

οµαδοποιήθηκαν µε χρήση της µέση τιµής. Η 

στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων». Τα

µεταβλητής παρουσιάζονται στον Πίνακα 11 (Γράφηµα

πιθανό εύρος τιµών 0-6 η ελάχιστη τιµή είναι 0 

ότι υπήρχαν µαθητές που απάντησαν λάθος ή 

 η µέση τιµή είναι 2,69 εκφράζοντας µια µέτρια

 από τα 95% διαστήµατα εµπιστοσύνης. 

στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων 

Ελάχιστη Μέγιστη Μ.Ο. 

95% κάτω

όριο 

κατασκευή 0,00 6,00 2,69 2,24 

Ερώτημα 2 Ερώτημα 3 Ερώτημα 4 Ερώτημα 5

35% 36,70%

23,30%
28,30%

65% 63,30%

76,70%
71,70%

Σωστή Πλήρως ή μερικώς λανθασμένη

ερωτήµατα 

λανθασµένη 

 
ερωτήµατα 

στην κατασκευή 

νέα µεταβλητή 

Τα περιγραφικά 

Γράφηµα 12).  

 0 και η µέγιστη 

 σωστά σε όλες 

µέτρια απόδοση, η 

κάτω 95% άνω 

όριο 

 

τ.α. 

3,13 1,73 

Ερώτημα 5 Ερώτημα 6

16,70%

71,70%

83,30%



 

 
Γράφηµα 12. Απόδοση στην
 
5.2.3  3

ο
 ερευνητικό ερώτηµα

«Επηρεάζεται η απόδοση 

επίδοση στα µαθηµατικά;»

     Ο Πίνακας 12 (Γράφηµα

επίδοση των µαθητών στα

επίδοση 18,1-20, το 26,7% (

18 και το 21,7% (Ν=13) επίδοση

 

Πίνακας  12. Επίδοση στα

Κατηγορίες 

9,5-13 
13,1-16 
16,1-18 
18,1-20 

 

0

1

2

3

4

5

6

Απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγμάτων
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στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων 

ερώτηµα 

 των µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων

;» 

Γράφηµα 13) παρουσιάζει τα αποτελέσµατα σχετικά

στα Μαθηµατικά. Προκύπτει ότι το 28,3% (

 26,7% (Ν=16) επίδοση 13,1-16, το 23,3% (Ν=14) 

επίδοση 9,5-13. 

στα Μαθηµατικά 

Ν f% 

13 21,7 
16 26,7 
14 23,3 
17 28,3 

Απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγμάτων

2,69 2,24
3,13

Μ.Ο. 95% κάτω όριο 95% άνω όριο

 

αντιπαραδειγµάτων από την 

σχετικά µε την 

 28,3% (Ν=17) είχε 

=14) επίδοση 16,1-



 

Γράφηµα 13. Επίδοση στα

     O Πίνακας 13 παρουσιάζει

µεταβλητή της απόδοσης

επίδοσης στα Μαθηµατικά

της κανονικότητας γίνεται

Πίνακας  13. Έλεγχος κανονικότητας

 

     

 

 

0 10

9,5-13

13,1-16

16,1-18

18,1-20

Μεταβλητή 

Απόδοση στην κατασκευή
αντιπαραδειγµάτων
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στα Μαθηµατικά 

παρουσιάζει τα αποτελέσµατα του ελέγχου κανονικότητας

 στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων στις 

Μαθηµατικά µε χρήση του Shapiro Wilk test. Προκύπτει

γίνεται δεκτή σε κάθε περίπτωση (p>0,05). 

κανονικότητας µε χρήση Shapiro Wilk test 

20 30 40 50 60

21,7

26,7

23,3

28,3

Επίδοση στα Μαθηµατικά

κατασκευή 
αντιπαραδειγµάτων 

9,5-13 
13,1-16 
16,1-18 
18,1-20 

 

κανονικότητας για την 

κατηγορίες της 

Προκύπτει ότι η υπόθεση 

70 80 90 100

Μαθηµατικά Statistic df p 

,927 13 ,310 
,897 16 ,072 
,947 14 ,516 
,942 17 ,347 
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 Λόγω ύπαρξης κανονικότητας, για έλεγχο διαφοροποίησης της µέσης τιµής της 

απόδοσης στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων στις κατηγορίες της επίδοσης στα 

Μαθηµατικά χρησιµοποιήθηκε ο παραµετρικός έλεγχος ANOVA. Από τον Πίνακα 14 

(Γράφηµα 14) προκύπτει ότι εντοπίζεται στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση 

(F(3)=57,192, p=0,000<0,05) των µέσων τιµών της απόδοσης στην κατασκευή 

αντιπαραδειγµάτων στις κατηγορίες της επίδοσης στα Μαθηµατικά. Συγκεκριµένα η 

µέση απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων των µαθητών που έχουν επίδοση 

στα Μαθηµατικά 18,1-20 (Μ.Ο.=4,66) είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη των 

µαθητών που έχουν επίδοση 16,1-18 (Μ.Ο.=3,23). Οµοίως η µέση απόδοση στην 

κατασκευή αντιπαραδειγµάτων των µαθητών που έχουν επίδοση στα Μαθηµατικά 

16,1-18 (Μ.Ο.=3,23) είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη των µαθητών που έχουν 

επίδοση 13,1-16 (Μ.Ο.=1,67) και 9,5-13 (Μ.Ο.=0,78). Τα αποτελέσµατα 

επιβεβαιώνονται και από την Post hoc analysis του Πίνακα 15. 

 
Πίνακας  14. Στατιστικά σηµαντικές διαφορές για απόδοση στην κατασκευή 
αντιπαραδειγµάτων*επίδοση στα Μαθηµατικά µε χρήση ΑΝΟVA 

Επίδοση στα Μαθηµατικά Ν Απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων F(3) p 

9,5-13 13 0,78 57,192 0,000 
13,1-16 16 1,67   
16,1-18 14 3,23   
18,1-20 17 4,66   

 



 

Γράφηµα 14. Στατιστικά
αντιπαραδειγµάτων*επίδοση

 

Πίνακας  15. Post hoc
αντιπαραδειγµάτων*επίδοση
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18,1-20 
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Στατιστικά σηµαντικές διαφορές για απόδοση στην
επίδοση στα Μαθηµατικά 

hoc analysis Bonferonni για  απόδοση στην
επίδοση στα Μαθηµατικά 

Επίδοση J Μέση διαφορά (Ι-J) 

13,1-16 -0,88462 
16,1-18 -2,44414* 
18,1-20 -3,87481* 
9,5-13 0,88462 

16,1-18 -1,55952* 
18,1-20 -2,99020* 
9,5-13 2,44414* 

13,1-16 1,55952* 
18,1-20 -1,43067* 
9,5-13 3,87481* 

13,1-16 2,99020* 
16,1-18 1,43067* 

1 2 3 4

0,78

1,67

3,23

Απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγμάτων

 

στην κατασκευή 

στην κατασκευή 

p 

0,058 
0,000 

0,000 

0,058 
0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

5 6

4,66

Απόδοση στην κατασκευή αντιπαραδειγμάτων



 

5.2.4  4
ο
 ερευνητικό ερώτηµα

«Υπάρχουν συγκεκριµένες

αντιπαραδειγµάτων;» 

       Η απόδοση των µαθητών

κατηγορίες «Χαµηλή» για

διάστηµα [2,4) και «Υψηλή

(Γράφηµα 15) προκύπτει ότι

33,3% (Ν=20) µέτρια και 

είχαν υψηλή απόδοση διαπιστώθηκε

στα Μαθηµατικά άνω του 18.

 

Πίνακας  16. Αξιολόγηση 

Κατηγορίες Ν 

Χαµηλή 23 
Μέτρια 20 
Υψηλή 17 

 

Γράφηµα 15. Αξιολόγηση
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ερώτηµα 

συγκεκριµένες οµάδες µαθητών που ανταποκρίνονται στην

µαθητών στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων χωρίστηκε

για τιµές στο διάστηµα [0,2), «Μέτρια» 

Υψηλή» για τιµές στο διάστηµα [4,6]. Από τον

ότι το 38,3% (N=23) των µαθητών είχε χαµηλή

 το 28,3% (Ν=17) υψηλή. Παρατηρώντας τους

διαπιστώθηκε ότι είναι η οµάδα των µαθητών που

 18. 

 απόδοσης στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων

f% 

38,3 
33,3 
28,3 

 απόδοσης στην κατασκευή αντιπαραδειγµάτων

στην κατασκευή 

χωρίστηκε στις 

για τιµές στο 

τον Πίνακα 16 

χαµηλή απόδοση, το 

τους µαθητές που 

που είχε επίδοση 

αντιπαραδειγµάτων 

 
αντιπαραδειγµάτων 



 

5.2.5  5
ο
 ερευνητικό ερώτηµα

«Οι µαθητές που κατασκεύασαν

το γεωµετρικό; Ποια η συχνότητα

 

Προκειµένου να µελετηθεί

αντιπαραδείγµατος οι αντίστοιχες

ποσοστό χρήσης αντιπαραδείγµατος

ονοµάστηκαν «Ποσοστό 

χρήσης γεωµετρικού αντιπαραδείγµατος

παρουσιάζει τα αποτελέσµατα

της µέσης τιµής στο ποσοστό

αντιπαραδείγµατος. Προκύπτει

αλγεβρικού αντιπαραδείγµατος

(t(59)=4,86, p-value<0,05) 

γεωµετρικού αντιπαραδείγµατος

Πίνακας  17. Paired sample
χρησιµοποιήθηκε 

Μεταβλητές

Ποσοστό χρήσης αλγεβρικού
Ποσοστο χρήσης γεωµετρικού

 

    

Γράφηµα 16. Είδη του ορθού

Ποσοστό χρήσης αλγεβρικού αντιπαραδείγματος

Ποσοστο χρήσης γεωμετρικού αντιπαραδείγματος
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ερώτηµα 

κατασκεύασαν σωστό αντιπαράδειγµα προτίµησαν το

συχνότητα χρήσης αντιπαραδειγµάτων από τους

µελετηθεί η διαφορά της χρήσης αλγεβρικού και

αντίστοιχες µεταβλητές οµαδοποιήθηκαν 

αντιπαραδείγµατος για κάθε µαθητή. Οι νέες

 χρήσης αλγεβρικού αντιπαραδείγµατος» 

αντιπαραδείγµατος». Ο Πίνακας 17 (βλέπε και

αποτελέσµατα του ελέγχου paired sample t-test για έλεγχο

ποσοστό χρήσης µεταξύ αλγεβρικού και

Προκύπτει ότι η µέση τιµή της µεταβλητής «Ποσοστό

αντιπαραδείγµατος» (Μ.Ο.=22,22%) είναι στατιστικά

<0,05) από την αντίστοιχη της µεταβλητής «Ποσοστό

αντιπαραδείγµατος» (Μ.Ο.=7,22%) 

sample t-test για το είδος του ορθού αντιπαραδείγµατος

Μεταβλητές Μ.Ο. N df 

αλγεβρικού αντιπαραδείγµατος 22,22 60 59 
γεωµετρικού αντιπαραδείγµατος 7,22 60  

ορθού αντιπαραδείγµατος που χρησιµοποιήθηκε

0 5 10

Ποσοστό χρήσης αλγεβρικού αντιπαραδείγματος

Ποσοστο χρήσης γεωμετρικού αντιπαραδείγματος
7,22

το αλγεβρικό ή 

τους µαθητές;» 

και γεωµετρικού 

εκτιµώντας το 

νέες µεταβλητές 

και «Ποσοστό 

και Γράφηµα 16) 

έλεγχο διαφοράς 

και γεωµετρικού 

Ποσοστό χρήσης 

στατιστικά υψηλότερη 

Ποσοστό χρήσης 

αντιπαραδείγµατος που 

t p-value 

4,86 0,000 

  

 

χρησιµοποιήθηκε 

15 20 25

22,22



 

       Τέλος, ο Πίνακας 18 (

αντιπαραδειγµάτων που 

ανεξάρτητα µε το αν η απάντηση

(Ν=26) δυσκολεύτηκε πάρα

(Ν=9) 3, το 13,33% (Ν=8) 1 

αντίστοιχα. 

Πίνακας  18. Συνολικό πλήθος

Πλήθος αντιπαραδειγµάτων

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

 

Γράφηµα 17. Συνολικό πλήθος
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 18 (και το Γράφηµα 17) παρουσιάζει το πλήθος 

χρησιµοποίησε ο κάθε µαθητής και στα

απάντηση του ήταν απόλυτα ορθή. Προκύπτει

πάρα πολύ και δεν βρήκε κανένα αντιπαράδειγµα

=8) 1 ή 2, και το 5% (Ν=3) 4, 5 ή 6 αντιπαραδείγµατα

πλήθος αντιπαραδειγµάτων 

αντιπαραδειγµάτων Ν f% 

26 43,33 
8 13,33 
8 13,33 
9 15 
3 5 
3 5 
3 5 

πλήθος αντιπαραδειγµάτων 

20 30 40 50 60 70

43,33

 των συνολικών 

στα 6 ερωτήµατα 

Προκύπτει ότι το 43,33% 

αντιπαράδειγµα, το 15% 

αντιπαραδείγµατα 

 

80 90 100



108 

 

 Κεφάλαιο 6  

6.1 Εµπειρικό µέρος και σύνδεση µε βιβλιογραφία 

       Στην έρευνα συµµετείχαν 60 µαθητές της Γ τάξης Ενιαίου Λυκείου ισόποσα 

κατανεµηµένοι ως προς το φύλο από 6 διαφορετικά λύκεια του Νοµού Ηµαθίας.  Οι 

µαθητές προέρχονταν από το 2ο επιστηµονικό πεδίο τεχνολογικών και θετικών 

σπουδών και από το 4ο επιστηµονικό πεδίο, σπουδών οικονοµίας και πληροφορικής, 

οι οποίοι διδάσκονται τα µαθηµατικά προσανατολισµού, ήταν εξοικειωµένοι µε το 

µαθηµατικό περιεχόµενο των προηγούµενων τάξεων σχετικά µε τις έννοιες του 

διαφορικού λογισµού, είχαν ασχοληθεί µε την απόρριψη µαθηµατικών ισχυρισµών 

και είχαν συζητήσει τον ρόλο των αντιπαραδειγµάτων στην απόρριψη τέτοιων 

ισχυρισµών.  

        Όσον αφορά το 1ο ερευνητικό ερώτηµα οι µαθητές χαρακτήρισαν τις προτάσεις 

ως αληθής, απλά ψευδείς, ψευδείς µε ελλιπή δικαιολόγηση, ψευδείς µε ανασκευή 

πρότασης χωρίς αιτιολόγηση, ψευδείς µε λάθος αντιπαράδειγµα ψευδείς µε 

αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση και ψευδείς µε αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση. 

Γενικότερα οι µαθητές έπρεπε να αναγνωρίσουν ότι όλες οι προτάσεις ήταν ψευδείς 

και να δώσουν αντιπαράδειγµα και σωστή αιτιολόγηση. Περίπου 1 στις 4 απαντήσεις 

ήταν ορθά διατυπωµένη χαρακτηρίζοντας τις προτάσεις ψευδείς δίνοντας σωστό 

αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση ενώ επίσης 1 στις 4 απαντήσεις ήταν τελείως 

λανθασµένη θεωρώντας τις προτάσεις αληθής. Περίπου οι µισές απαντήσεις  

χαρακτήρισαν τις προτάσεις σωστά ως ψευδείς χωρίς ωστόσο να υπάρχει 

τεκµηριωµένη αιτιολόγηση και αντιπαράδειγµα. 

         Σε παρόµοια αποτελέσµατα κατέληξε και η έρευνα  του Ευαγγελόπουλου 

(2018) ο οποίος παρουσίασε τα ευρήµατα της στατιστικής επεξεργασίας της 

βαθµολογίας των γραπτών εξεταστικών δοκιµίων των Μαθηµατικών του 2017, που 

συγκεντρώθηκαν στο 52ο Β.Κ σε δείγµα µεγέθους 1758 µαθητών. Αναλυτικά το 

16,75% απάντησε ότι ο ισχυρισµός ήταν ψευδής και έδωσαν σωστό αντιπαράδειγµα 

δικαιολογώντας τον ισχυρισµό τους. Το 20% των µαθητών απάντησε ότι ο 

ισχυρισµός ήταν σωστός ενώ το 50% ισχυρίστηκε ότι η πρόταση ήταν λανθασµένη 

χωρίς να µπορέσει να δώσει αντιπαράδειγµα.   

         Επιπλέον, ένα σηµαντικό ποσοστό των µαθητών του δείγµατος, παρά το ότι 

είχαν ασχοληθεί, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, µε το ρόλο των αντιπαραδειγµάτων, 

δεν δέχονταν εύκολα ότι ένα αντιπαράδειγµα είναι αρκετό για να απορριφθεί ένας 
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µαθηµατικός ισχυρισµός. Ίσως ήταν επηρεασµένοι από το ρόλο των παραδειγµάτων. 

∆ηλαδή, το ότι ένα παράδειγµα δεν αποτελεί απόδειξη για την ισχύ ενός θεωρήµατος 

τους δηµιουργούσε την αντίληψη ότι οµοίως και ένα αντιπαράδειγµα, αφού είναι 

παράδειγµα, δεν µπορεί να αποτελέσει απόδειξη ότι ένας ισχυρισµός δεν ισχύει. Οι 

Zaslavsky & Ron (1998) στην έρευνα τους εξέτασαν τον βαθµό κατανόησης από τους 

µαθητές της αντίληψης του αντιπαραδείγµατος και τους τρόπους που κατασκευάζουν 

οι ίδιοι αντιπαραδείγµατα. Εξέτασαν 150  µαθητές και τα συµπεράσµατα που 

προέκυψαν ήταν ότι οι µαθητές δυσκολεύονται στη χρήση αντιπαραδειγµάτων και 

δεν πείθονται ότι ένα αντιπαράδειγµα µπορεί να διαψεύσει έναν ισχυρισµό. Αυτό 

οφείλεται στον συλλογισµό ότι αφού ένα παράδειγµα δεν µπορεί να αποδείξει έναν 

ισχυρισµό  και το αντιπαράδειγµα που είναι παράδειγµα δεν µπορεί να αποδείξει την 

µη ισχύ του ισχυρισµού. Αυτή η αµφισβήτηση του ρόλου των αντιπαραδειγµάτων 

στα Μαθηµατικά απoτέλεσε ιστορικά ένα επιστηµολογικό εµπόδιο στην ανάπτυξη 

τους (Lakatos,1976). 

      Σχετικά µε το 2ο ερευνητικό ερώτηµα οι αποδόσεις των µαθητών στις ερωτήσεις 

των Μαθηµατικών χαρακτηρίστηκαν µέτριες µε ελαφρώς καλύτερα αποτελέσµατα να 

εµφανίζονται στα θεωρήµατα Bolzano και στο πόρισµα του θεωρήµατος µέση τιµής, 

ενδιάµεσα στη µονοτονία συνάρτησης, στην σταθερή συνάρτηση και στο πρόσηµο 

παραγώγου συνάρτησης ενώ χειρότερα στα όρια.  

       Στα όρια, το 35% των µαθητών απάντησε ότι η πρόταση είναι αληθής που 

υποδηλώνει ότι αυτοί οι  µαθητές δεν έχουν κατανοήσει πλήρως την ιδιότητα του 

γινοµένου του ορίου δύο συναρτήσεων ενώ µόλις το 20% έδωσε πλήρη σωστή 

απάντηση. Αυτό έρχεται να επιβεβαιώσει έρευνες που αναφέρουν ότι οι µαθητές 

έχουν πρόβληµα να αναγνωρίσουν την ισχύ των προτάσεων (Ko & Knuth, 2009) και 

δεν καταφέρνουν να ελέγξουν την αξιοπιστία των προτάσεων (Hoyles & Kuchemann, 

2002) και να φέρει στο φως παρανοήσεις και λανθασµένες πεποιθήσεις για τις έννοιες 

των προτάσεων που τους δόθηκαν. Αυτό ίσως οφείλεται στο γεγονός ότι οι µαθητές 

δεν έχουν εννοιολογική κατανόηση ή δεν µπόρεσαν να βρουν αντιπαράδειγµα που να 

την απορρίπτει, όπως τους ζητήθηκε  και βασίστηκαν περισσότερο στη διαίσθησή 

τους. Τα αποτελέσµατα της έρευνας συµφωνούν µε µερικές έρευνες που 

αποτυπώνουν ότι  πολλοί µαθητές δεν είναι ικανοί να αξιολογήσουν  µια 

συγκεκριµένη πρόταση  ως σωστή ή λανθασµένη διότι πολλοί από αυτούς 

δυσκολεύονται να  απαντήσουν  λόγω της ανεπαρκούς κατανόησης του µαθηµατικού 

περιεχοµένου  (Barkai, Tsamir, Tirosh, & Dreyfus,2002).  
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     Στο αντίστροφο του θεωρήµατος Bolzano το 35% των µαθητών έδωσε σωστό 

αντιπαράδειγµα µε αιτιολόγηση δείχνοντας πλήρη κατανόηση. Ωστόσο το 20% 

διέψευσε τον ισχυρισµό δίνοντας λάθος αιτιολόγηση ή απλά διατύπωναν το 

Θ.Βolzano ως αιτιολογία επιβεβαιώνοντας την αναφορά του Stylianides (2009) ότι 

µία από τις στρατηγικές που παρουσιάζουν οι µαθητές και χρησιµοποιούν για  την 

επικύρωση αποδείξεων και για την εκτίµηση ισχυρισµών είναι η ανάκληση 

θεωρηµάτων και ιδιοτήτων. Το γεγονός ότι αρκετοί µαθητές δεν µπόρεσαν να 

κατασκευάσουν αντιπαράδειγµα  έρχεται να επιβεβαιώσει έρευνες που αναφέρουν ότι 

οι µαθητές  εξακολουθούν να έχουν σηµαντική δυσκολία µε την απόδειξη και το 

αντιπαράδειγµα  (Alcock & Weber,2005; Ko & Knuth,2009; Seiden & Seiden,2003). 

Ωστόσο, µόλις το 13,33% έδωσε πλήρως λανθασµένη απάντηση. 

     Στο πόρισµα του θεωρήµατος της µέσης τιµής, το 36,67% δήλωσε ότι η πρόταση 

είναι ψευδής µε σωστό αντιπαράδειγµα και αιτιολόγηση παρουσιάζοντας µία πλήρη 

και σωστή απάντηση. Ωστόσο, το 26,67% διέψευσε την πρόταση ανασκευάζοντας 

και διατυπώνοντας την πρόταση του σχολικού βιβλίου χωρίς όµως να την 

αποδείξουν. Αυτό έρχεται σε συµφωνία µε τα αποτελέσµατα της έρευνας του  Lin 

(2005) τα οποία έδειξαν ότι υπήρχαν µαθητές που απέρριψαν έναν ισχυρισµό και ως 

αιτιολογία διατύπωσαν τη διορθωµένη πρόταση κατά την άποψη τους. Και εδώ 

επιβεβαιώνεται η αναφορά του Stylianides (2009) ότι µία από τις στρατηγικές που 

παρουσιάζουν οι µαθητές και χρησιµοποιούν για  την επικύρωση αποδείξεων  και για 

την εκτίµηση ισχυρισµών είναι η ανάκληση θεωρηµάτων και πορισµάτων. Μόλις το 

13,33% έδωσε πλήρως λανθασµένη απάντηση. 

     Στο θεώρηµα σταθερής συνάρτησης, το 23,33% έδωσε πλήρη και αιτιολογηµένη 

σωστή απάντηση. Επιπλέον, το 28,33% απλά διέψευσε τον ισχυρισµό και το 21,6% 

ανασκεύασε την πρόταση τονίζοντας ότι η συνθήκη της συνέχειας καθιστά τον 

ισχυρισµό αληθή. Το τελευταίο έρχεται να επιβεβαιώσει ότι τα αντιπαραδείγµατα 

διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στην τροποποίηση των εικασιών  και τροποποιούν 

τις εικασίες µε τέτοιο τρόπο ώστε να λειτουργούν ως αναθεωρηµένες αξιώσεις 

(Lakatos,1976;Larsen & Zandieh,2008). Το 20% έδωσε πλήρως λανθασµένη 

απάντηση. 

       Στο πρόσηµο παραγώγου συνάρτησης το 40% θεώρησε τον ισχυρισµό αληθή, 

δείχνοντας ότι στην παρούσα µελέτη όπως και στην αντίστοιχη των Seiden & Seiden 

(2003) αρκετοί µαθητές δεν ήταν σε θέση να αναγνωρίσουν ποιο πλαίσιο απόδειξης 
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θα χρησιµοποιήσουν. Το 28,33% ωστόσο έδωσε σωστή απάντηση µε αιτιολογηµένο 

αντιπαράδειγµα. 

Στη µονοτονία συνάρτησης, το 80% περίπου θεώρησε την πρόταση λανθασµένη, 

ωστόσο µόνο το 16,67% έδωσε πλήρη αιτιολογηµένη απάντηση. 

Στο 3ο ερευνητικό ερώτηµα, αναδείχτηκε ότι καλύτερη απόδοση στην κατασκευή 

αντιπαραδειγµάτων έχουν οι µαθητές που έχουν επίδοση στα Μαθηµατικά άνω του 

18. Ακολούθησαν οι µαθητές µε επίδοση 16-18 και τέλος οι µαθητές µε επίδοση 9,5-

16. Τα αποτελέσµατα ήταν αναµενόµενα αφού η ικανότητα κατασκευής 

αντιπαραδειγµάτων συνδέεται άµεσα µε την γνώση των Μαθηµατικών (Barkai, 

Tsamir, Tirosh, & Dreyfus  2002; Seiden & Seiden 2003). 

      Στο 4ο ερευνητικό ερώτηµα ταξινοµήθηκαν οι αποδόσεις των µαθητών σε 3 

οµάδες και συγκεκριµένα στις οµάδες της χαµηλής, µέτριας και υψηλής απόδοσης. 

Στην χαµηλή απόδοση  ταξινοµήθηκαν οι µαθητές οι οποίοι κατά µέσο όρο 

χαρακτήρισαν τις προτάσεις αληθείς ή απλά ψευδείς ή ψευδείς µε ελλιπή 

δικαιολόγηση, στην µέτρια απόδοση οι µαθητές που τις χαρακτήρισαν ψευδείς µε 

ανασκευή πρότασης χωρίς αιτιολόγηση ή µε λάθος αντιπαράδειγµα και στην υψηλή 

οι µαθητές που τις χαρακτήρισαν ψευδείς µε αντιπαράδειγµα χωρίς αιτιολόγηση ή µε 

αιτιολόγηση. Προέκυψε ότι περίπου 4 στους 10 µαθητές είχαν χαµηλή απόδοση, 1 

στους 3 µέτρια και περίπου 3 στους 10 υψηλή. Υψηλή απόδοση στην κατασκευή 

αντιπαραδειγµάτων, είχαν οι µαθητές που είχαν επίδοση στα Μαθηµατικά άνω του 

18. 

         Τα αποτελέσµατα της έρευνας εµφανίζουν αρκετές οµοιότητες µε την έρευνα 

των Peled & Zaslavsky (1997) οι οποίοι διαπίστωσαν ότι ορισµένοι συµµετέχοντες 

στην έρευνα  παρήγαγαν είτε ένα παράδειγµα το οποίο δεν ικανοποιούσε την 

προϋπόθεση ως αντιπαράδειγµα  ή ένα αντιπαράδειγµα που δεν υπήρχε. Τα ευρήµατα 

τους υποστήριξαν την άποψη του Perkins και Salomon (1989) ότι η ικανότητα 

παραγωγής αντιπαραδειγµάτων εξαρτάται πολύ από το πλαίσιο. Τα δύο τρίτα των 

σπουδαστών είτε δεν χρησιµοποίησαν σωστά τα αντιπαραδείγµατα ή δεν µπόρεσαν 

να χρησιµοποιήσουν σωστά αντιπαραδείγµατα ενώ µόνο το 10% των µαθητών 

χρησιµοποίησε σωστά τα αντιπαραδείγµατα. 

       Τέλος, στο 5ο ερευνητικό ερώτηµα, αν και η χρήση της γραφικής παράστασης 

είναι µια απλή µέθοδος παραγωγής αντιπαραδειγµάτων, οι µαθητές προτίµησαν  να 

χρησιµοποιήσουν την  αλγεβρική αναπαράσταση. Στην ερώτηση 2 όµως έχουµε το 

µεγαλύτερο ποσοστό αντιπαραδειγµάτων κάνοντας χρήση γραφικής παράστασης. Οι 
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µαθητές για να αντιµετωπίσουν τον ισχυρισµό αυτό έδωσαν µεγάλη ποικιλία 

αντιπαραδειγµάτων και στην περίπτωση µε χρήση γραφικής παράστασης και στην 

περίπτωση µε χρήση αλγεβρικού τύπου. Αυτό φανερώνει ότι οι µαθητές πετυχαίνουν 

µεγαλύτερη εννοιολογική κατανόηση από τις γραφικές παραστάσεις.  Έτσι, οι 

γνώσεις οπτικής εικόνας και οι απλές σχετικές δεξιότητες  µε τις συναρτήσεις  είναι 

ζωτικής σηµασίας για τους µαθητές να δηµιουργήσουν τα κατάλληλα 

αντιπαραδείγµατα. Ακόµη, υπήρχαν ισχυρισµοί που οι µαθητές δεν κατάφεραν να 

παράγουν αντιπαράδειγµα µε χρήση της γραφικής παράστασης αν και φάνηκε ότι 

υπήρχαν σχεδόν από τους περισσότερους µαθητές προσπάθεια προς την κατεύθυνση 

αυτή. Τέλος, περίπου 4 στους 10 µαθητές δεν κατάφεραν να κατασκευάσουν κανένα 

αντιπαράδειγµα.   

         Σε προηγούµενες έρευνες για τους µαθητές που χρησιµοποίησαν 

αντιπαραδείγµατα ορισµένοι έδειξαν την τάση να χρησιµοποιούν γενικά ή ειδικά  

παραδείγµατα που σχετίζονται µε την πρόταση (Alock & Inglis,2008). Κάποιοι 

µαθητές σχεδιάζουν γραφικές παραστάσεις  για να τους βοηθήσει στην κατανόηση 

της πρότασης  και κατά τις διαδικασίες επαλήθευσης  των µαθηµατικών εικασιών 

(Gibson 1998; Goetting 1995). Ακόµα άλλοι πραγµατοποίησαν κρίσεις βασισµένοι σε 

ότι θυµούνται από παρόµοιες εικασίες, ώστε να αρχίσουν να παράγουν µια απόδειξη, 

να ψάχνουν για ένα αντιπαράδειγµα ή να κάνουν δοκιµές και  στη συνέχεια να 

επιχειρήσουν να κατασκευάσουν µια απόδειξη (Goetting,1995). Άλλοι έψαξαν για 

σχετικές εννοιολογικές αντιλήψεις που εµπλέκονται στο πρόβληµα ή ανακαλούν 

παρόµοιες αποδείξεις ή αντιπαραδείγµατα και τα αντιγράφουν (Smith,2006).  

           Στην έρευνα µας διαπιστώνεται ότι οι µαθητές δυσκολεύονται στην κατασκευή 

σωστών αντιπαραδειγµάτων. Αυτό οφείλεται κυρίως στο ότι τα αντιπαραδείγµατα 

που δίνουν στις απαντήσεις τους δεν έχουν όλες τις ιδιότητες που διαψεύδουν τις 

λανθασµένες προτάσεις. Επίσης, η δυσκολία εύρεσης σωστών αντιπαραδειγµάτων 

έγκειται και στην µη κατανόηση του ρόλου των αντιπαραδειγµάτων στα 

Μαθηµατικά. Ωστόσο πολλοί µαθητές, αν και κατανοούν τον ιδιαίτερο ρόλο των 

αντιπαραδειγµάτων δεν µπόρεσαν να τα δηµιουργήσουν ή έδωσαν παραδείγµατα που  

δεν ικανοποιούσαν τις προϋποθέσεις ή δεν υπήρχαν. Τα αποτελέσµατα συνδέονται µε 

την προ υπάρχουσα βιβλιογραφία. Η µη εύρεση αντιπαραδείγµατος από αρκετούς 

µαθητές στην έρευνα µας ανέδειξε παρανοήσεις και λανθασµένες πεποιθήσεις για τις 

έννοιες των προτάσεων που τους δόθηκαν και έρχεται να επιβεβαιώσει έρευνες που 

αναφέρουν ότι οι µαθητές  εξακολουθούν να έχουν σηµαντική δυσκολία µε την 
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απόδειξη και το αντιπαράδειγµα  (Alcock & Weber 2005; Ko & Knuth 2009; Seiden 

& Seiden 2003) και έχουν πρόβληµα να αναγνωρίσουν την ισχύ των προτάσεων (Ko 

& Knuth,2009). Επιπλέον, πολλοί µαθητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης δεν 

καταφέρνουν  να ελέγξουν την αξιοπιστία των προτάσεων (Hoyles & Kuchemann, 

2002). 

        Για τους µαθητές που απάντησαν ότι οι ισχυρισµοί είναι σωστοί ενδεχοµένως 

κάποιοι µαθητές που δεν απέρριψαν τους ισχυρισµούς να απάντησαν σωστά µε το 

σκεπτικό ότι η πρόταση ισχύει αφού δεν µπόρεσαν να βρουν αντιπαραδείγµατα που 

να την απορρίπτουν. Το γεγονός αυτό ίσως να οφείλεται στο γεγονός ότι οι 

εκπαιδευτικοί εφαρµόζουν έναν πιο φορµαλιστικό τρόπο διδασκαλίας κάνοντας 

χρήση αλγορίθµων και διαδικασιών (λόγω Πανελλαδικών Εξετάσεων) και δεν 

επιµένουν στην κατανόηση των εννοιών και τις προϋποθέσεις ισχύς προτάσεων. Τα 

βιβλία των µαθηµατικών για τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση δεν δίνουν µεγάλη 

σηµασία στη διευκόλυνση της χρήσης και κατανόησης των αντιπαραδειγµάτων από 

τους µαθητές. Η µη εύρεση αντιπαραδείγµατος από τους µαθητές ανέδειξε 

παρανοήσεις και λανθασµένες πεποιθήσεις για τις έννοιες των προτάσεων που τους 

δόθηκαν. Ακόµη και φοιτητές που έχουν πάρει αρκετά µαθήµατα µαθηµάτων 

ανώτατου επιπέδου σε συλλογικό επίπεδο, εξακολουθούν να έχουν σηµαντική 

δυσκολία µε την απόδειξη και το αντιπαράδειγµα  (Alcock & Weber 2005; Ko & 

Knuth,2009; Seiden & Seiden 2003) και έχουν πρόβληµα να αναγνωρίσουν την ισχύ 

των προτάσεων (Ko & Knuth,2009).  

 Η έρευνα ανέδειξε ότι οι µαθητές µπορούν να ανακαλύψουν τη µαθηµατική 

γνώση µέσα από τα ίδια τους τα λάθη. Η κατασκευή αντιπαραδείγµατος από τους 

µαθητές δεν είναι µία αλγοριθµική διαδικασία αλλά µία διαδικασία σκέψης που 

βγάζει στην επιφάνεια παρανοήσεις και λανθασµένες πεποιθήσεις. Μέσω της 

συζήτησης εικασιών και ισχυρισµών κατά τη διδασκαλία µέσα στην τάξη, οι µαθητές 

εξετάζοντας την ισχύ τους διατυπώνουν ιδέες, άλλες εικασίες, αναστοχάζονται και 

γενικά βιώνουν τον τρόπο δηµιουργίας των µαθηµατικών εννοιών και βιώνουν τις 

προϋποθέσεις για να ισχύει ένα θεώρηµα. ∆ηµιουργείται έτσι ένα περιβάλλον 

έρευνας, προβληµατισµού, αναστοχασµού και  επικοινωνίας. Με τον τρόπο αυτό ο 

µαθητής διαµορφώνει  µια δική του µαθηµατική συµπεριφορά µέσα από την 

οργάνωση της προσωπικής δραστηριοποίησης και των εµπειριών του. Έτσι  ο 

µαθητής κατασκευάζει δυναµικά τη γνώση, οργανώνοντας το δικό του εµπειρικό 

κόσµο. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο ο µαθητής παρατηρεί, επιλέγει, αποφασίζει, 
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παράλληλα όµως εκφράζει µε λόγια ή άλλα αναπαραστατικά µέσα, διατυπώνει αυτό 

που κάνει, αναπτύσσει στρατηγικές που τον βοηθούν, όπως άλλωστε επιβεβαιώνει τη 

δράση του ή την απόφασή του, διορθώνει σε περιπτώσεις λάθους, µε την απόδειξη να 

αποκτά θεµελιακή σηµασία µέσω του ελέγχου των ισχυρισµών.  

 

6.2 Προτάσεις 

             Στην  εργασία αυτή µετά τη µελέτη πολλών ερευνών έγινε προσπάθεια να 

αναδειχτεί ο κεντρικός ρόλος που µπορεί να παίξει το αντιπαράδειγµα στην 

διδασκαλία των µαθηµατικών. Η κατασκευή αντιπαραδειγµάτων από τους µαθητές 

αποδείχθηκε δυσκολότερη από µια συνήθη αλγοριθµική και διαδικαστική εύρεση 

αποτελεσµάτων µιας και η κατασκευή τους εµπεριέχει το στοιχείο του 

αυτοσχεδιασµού µε το οποίο δεν είναι εξοικειωµένοι οι µαθητές και το στοιχείο της 

αβεβαιότητας λόγω των λεπτών µαθηµατικών στοιχείων που πρέπει να εµπεριέχουν 

ώστε να καταρρίψουν τον ισχυρισµό. Ίσως και η διδασκαλία µιας έννοιας, ενός 

ορισµού ή ενός θεωρήµατος ως «έτοιµη» γνώση» και η µη διδασκαλία των λεπτών 

σηµείων µέχρι την τελική διατύπωση τους µέσω ελέγχων και αντιπαραδειγµάτων να 

στερούν από τον µαθητή να αποτυπώσει στο µυαλό του την πραγµατική τους εικόνα 

ώστε να µπορέσει να την αναπαράγει και να αποφύγει τυχόν παρανοήσεις κατά την 

αναπαραγωγή αυτή. 

             Τα ευρήµατα υποδεικνύουν ότι πρέπει να δοθεί µεγαλύτερη προσοχή στα 

αντιπαραδείγµατα, καθώς οι συµµετέχοντες έδειξαν δυσκολία  στο  να 

δηµιουργήσουν  κατάλληλα αντιπαραδείγµατα. ∆ιαπιστώνουµε ότι για να απαντήσει 

ένας µαθητής αν ένας µαθηµατικός ισχυρισµός  είναι σωστός ή λανθασµένος, πρέπει 

να έχει µια πλήρη κατανόηση της έννοιας και της σωστής αιτιολόγησης. Προκειµένου 

να βελτιωθεί η κατανόηση των µαθητών σχετικά µε τις έννοιες του διαφορικού 

λογισµού, οι εκπαιδευτικοί πρέπει να κατανοήσουν τις παρερµηνείες των µαθητών 

και να αφιερώσουν επιπλέον χρόνο για να ερµηνεύσουν τις σχετικές έννοιες. Το 

αντιπαράδειγµα είναι απαραίτητο για την επιµόρφωση των εκπαιδευτικών στην 

∆ευτεροβάθµια εκπαίδευση καθώς κοινή διαπίστωση είναι ότι ο φορµαλιστικός 

τρόπος διδασκαλίας των µαθηµατικών έχει διαµορφώσει την αντίληψη ότι τα 

µαθηµατικά αναπτύσσονται χωρίς προβληµατισµούς και ελέγχους. Οι εκπαιδευτικοί 

προτιµούν να παραθέτουν την τελική διατύπωση των θεωρηµάτων και όχι τον δρόµο 

µέχρι την τελική διατύπωση και της µετατροπής τους σε θεώρηµα. Η γεωµετρική 
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ερµηνεία  φανερώνει την µεγάλη αντιληπτική ισχύ στην κατανόηση της αλήθειας 

διάφορων ισχυρισµών από τους µαθητές και εποµένως δίνει διδακτική ισχύ στον 

εκπαιδευτικό. 

           Πρέπει το αντιπαράδειγµα να αποτελέσει αναπόσπαστο κοµµάτι της 

διδασκαλίας του σηµερινού εκπαιδευτικού και οι εκπαιδευτικοί να το χρησιµοποιούν 

για την απόρριψη λανθασµένων ισχυρισµών και όχι να απορρίπτουν τον ισχυρισµό 

παραπέµποντας το µαθητή σε θεωρήµατα και πορίσµατα. Τότε ο µαθητής θα 

αφοµοιώσει τα µαθηµατικά αντικείµενα και θα σχηµατίσει την εικόνα τους, θα 

µπορέσει να τα αναπαράγει, να αναγνωρίσει τα κρίσιµα χαρακτηριστικά τους και να 

δηµιουργήσει το δικό του προσωπικό χώρο παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων. 

Το αντιπαράδειγµα είναι ένα βασικό εργαλείο κατανόησης µαθηµατικών εννοιών και 

εξάλειψης παρανοήσεων και γι αυτό πρέπει να προτείνεται ως ένας βασικός τρόπος 

αντιµετώπισης τους. Γι αυτό πρέπει να εµπεριέχεται στα σχολικά εγχειρίδια και να 

χρησιµοποιείται από τον εκπαιδευτικό κατά τη διδασκαλία του. Όµως ο µαθητής για 

να καρπωθεί όλα τα οφέλη του χρειάζεται µεγαλύτερη εξοικείωση µε αυτό, 

προτείνεται ο εµπλουτισµός του σχολικού εγχειριδίου µε άλλα αντιπαραδείγµατα 

ώστε να αναδειχθεί η τεράστια διδακτική αξία του από τις πρώτες κιόλας τάξεις. 

Απαιτείται λοιπόν η εισαγωγή στα διδακτικά βιβλία των µαθηµατικών ορισµένων 

επιπλέον αντιπαραδειγµάτων τα οποία είναι ελεγµένα τόσο διδακτικά και 

επιστηµονικά διευρύνοντας το γνωστικό πεδίο των µαθητών, διευκρινίζοντας 

δυσδιάκριτες πτυχές των εννοιών και αίροντας ένα µέρος τουλάχιστον της ισχύος σε 

συγκεκριµένα διδακτικά εµπόδια. 

         Η διδασκαλία η οποία  περιλαµβάνει εικασίες και  αντιπαραδείγµατα βοηθάει 

τους  µαθητές να προσεγγίζουν µαθηµατικές καταστάσεις µε τέτοιο τρόπο που τους 

µαθαίνει  να σκέφτονται, να κρίνουν και να συµπεραίνουν, προκειµένου να 

απαντήσουν. Χρησιµοποιώντας αντιπαραδείγµατα ο εκπαιδευτικός διαψεύδει 

εικασίες οι οποίες όµως µπορούν να λειτουργήσουν ως µέσο προσέλκυσης 

ενδιαφέροντος και ως µέσο διδασκαλίας της επιχειρηµατολογίας και του 

αποδεικτικού µηχανισµού. Η µαθηµατική αναζήτηση πολλές φορές  καταλήγει σε µια 

εικασία, οπότε η συνήθης πρακτική είναι η αναζήτηση αντιπαραδείγµατος για την 

απόρριψή της (Davis & Hersh,1981). Η απόρριψη εικασιών και εσφαλµένων 

ισχυρισµών απαιτεί τη γένεση αντιπαραδειγµάτων και την ανάπτυξη λογικών 

επιχειρηµάτων, που θεµελιώνονται στη διερεύνηση και στον πειραµατισµό, οι οποίες 

αποτελούν βασικές συνιστώσες της κατασκευής του µαθηµατικού νοήµατος και της 
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µαθηµατικής κατανόησης. Πρέπει οι εκπαιδευτικοί να αναπροσαρµόσουν τη 

διδασκαλία τους ώστε οι µαθητές να ανταποκρίνονται στην αντιµετώπιση εικασιών 

και αντιπαραδειγµάτων και να διαµορφώσουν τέτοιες συνθήκες διδασκαλίας που να 

ενσωµατώσουν την δυναµική και παιδαγωγική αξία των εικασιών και των 

αντιπαραδειγµάτων. 

         Ιδιαίτερα επωφελές αναµένεται να αποδειχθεί η προσπάθεια δηµιουργίας 

αντιπαραδειγµάτων από τον ίδιο τον µαθητή. Γι αυτό προτρέπονται οι µαθητές να 

κατασκευάσουν αντιπαραδείγµατα προωθώντας µια προσέγγιση στη διδασκαλία η 

οποία βλέπει τους εκπαιδευόµενους να κάνουν χρήση των δικών τους φυσικών 

δυνάµεων ως κίνητρο για αποτελεσµατικότερη µάθηση. Ακόµη και όταν οι µαθητές 

διδάσκονται  λογισµό για καθαρά ρεαλιστικούς σκοπούς, το ενδιαφέρον και η 

συµµετοχή τους µπορεί να ενισχυθεί µε την εµπλοκή τους στη δραστηριότητα της 

κατασκευής παραδείγµατος. Εάν δεν εκτιµούν το πεδίο εφαρµογής και της σειράς 

των µαθηµατικών αντικειµένων που υποτίθεται ότι µαθαίνουν, τότε δεν είναι σωστά 

προετοιµασµένοι να χρησιµοποιήσουν τις τεχνικές σε άλλες καταστάσεις. 

Προτρέπονται οι εκπαιδευόµενοι να κατασκευάσουν όχι µόνο ένα, αλλά τάξεις 

παραδειγµάτων για τον εαυτό τους, προκειµένου να επεκτείνουν και να εµπλουτίσουν 

τους δικούς τους χώρους παραδειγµάτων και να αναπτύξουν µια πλήρη εκτίµηση των 

εννοιών, των ορισµών και των τεχνικών που διδάσκονται. 

        Τέλος, αναφορικά µε τις προτάσεις για µελλοντική έρευνα προτείνεται να 

πραγµατοποιηθεί απλή τυχαία δειγµατοληψία σε µαθητές Γ Λυκείου θετικών και 

τεχνολογικών σπουδών  και σπουδών οικονοµίας και πληροφορικής  µε περισσότερες 

από 20 ερωτήσεις προκειµένου να ισχυροποιηθούν τα συµπεράσµατα της παρούσας 

µελέτης η οποία χρησιµοποίησε βολική δειγµατοληψία και µικρό αριθµό ερωτήσεων. 
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Παράρτηµα 

 

Ερωτηµατολόγιο 

Φύλο:…………        
 Καθέναν από τους παρακάτω ισχυρισµούς να τους  χαρακτηρίσετε  γράφοντας στην 
κόλλα σας το γράµµα Α, αν είναι αληθής ή το γράµµα Ψ , αν είναι ψευδής και 
κατόπιν να δικαιολογήσετε την απάντηση σας 
 

1.  Αν υπάρχει το  ( )
0x x

lim f(x) g(x)
→

⋅   τότε κατά    ανάγκη υπάρχουν τα  

          0x x
lim f(x)
→   

και 
 0x x
limg(x)
→   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
……………………………………………………………………………………… 

2. Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [ ],α β
 
και υπάρχει ( )0x ,∈ α β  τέτοιο  

ώστε  0 0f(x )=   τότε κατά ανάγκη θα ισχύει  0f( ) f( )α ⋅ β <

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

3. Έστω δύο συναρτήσεις f,g  ορισμένες και συνεχείς σε ένα διάστημα Δ . Αν για τις  f,g   

ισχύει f '(x) g '(x)=  για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ τότε οπωσδήποτε ισχύει   

f(x) g(x)=  για κάθε x Δ∈
…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………….................................................................................

........................................................................................................................................ 
 
 

4. Κάθε συνάρτηση f  για την οποία ισχύει 0f '(x) =  για κάθε ( ) ( )0 0x ,x x ,∈ α ∪ β
 

είναι σταθερή στο ( ) ( )0 0,x x ,α ∪ β  

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………
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…………………………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………………….. 
 

5.  Έστω μια συνάρτηση  f ορισμένη σ’ ένα διάστημα Δ   και παραγωγίσιμη στο 

εσωτερικό του Δ. Αν η f  είναι γνησίως αύξουσα στο Δ, τότε η παράγωγος 

της  είναι υποχρεωτικά  θετική στο Δ 

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 

6. Αν η  συνάρτηση  f  είναι  γνησίως αύξουσα  στο διάστηµα 1Δ  του πεδίου 

ορισµού της και  γνησίως αύξουσα  στο διάστηµα 2Δ  του πεδίου ορισµού της 

τότε  η  f    είναι υποχρεωτικά  γνησίως  αύξουσα  στο 1 2Δ Δ∪            
…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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