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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η παρούσα εργασία διερευνά την αποτελεσµατικότητα της χρήσης εργαλείων 

δυναµικής γεωµετρίας, όπως είναι το λογισµικό Geogebra, σε σχέση µε τη χρήση 

παραδοσιακών εργαλείων (χάρακας, γνώµονας, µοιρογνωµόνιο και διαβήτης) για την 

κατανόηση των ιδιοτήτων και των σχέσεων των τετραπλεύρων και για την επίλυση 

γεωµετρικών προβληµάτων. Στην έρευνα συµµετέχουν 16 µαλητές της Α΄ Λυκείου,  

οι οποίοι χωρίζονται σε 2 οµάδες από 4 ζευγάρια µαλητών η κάλε µία. Η 1
η
 οµάδα 

χρησιµοποιεί το λογισµικό και η 2
η
 οµάδα τα παραδοσιακά εργαλεία. ∆ίνονται στους 

µαλητές φύλλα εργασίας, προκειµένου να εργαστούν οι µισοί χρησιµοποιώντας το 

περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας και οι υπόλοιποι τα παραδοσιακά εργαλεία. Οι 

δραστηριότητες περιλαµβάνουν κατασκευές, εύρεση ειδών τετραπλεύρων, 

γεωµετρικά προβλήµατα και ερωτήσεις σχετικές µε την κατανόηση των ιδιοτήτων και 

των σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων. Τα αποτελέσµατα της έρευνας έδειξαν ότι οι 

µαλητές που εργάστηκαν µε το λογισµικό κατανόησαν καλύτερα τις ιδιότητες και τις 

σχέσεις των τετραπλεύρων και έλυσαν µε µεγαλύτερη ευχέρεια τα γεωµετρικά 

προβλήµατα. 

 

Λέξεις κλειδιά: κατασκευή σχηµάτων, χρήση εργαλείων, παραδοσιακά εργαλεία, 

λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας, ιδιότητες και σχέσεις τετραπλεύρων, επίλυση 

γεωµετρικών προβληµάτων. 
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ABSTRACT 

The present work investigates the effectiveness of using dynamic geometry tools such 

as Geogebra software in relation to the use of traditional tools such as ruler triangle, 

protractor and diabetes to understand the properties and relationships of quadrilateral 

and solving geometrical problems. There are 16 students in the 1st grade of high 

school who are divided into 2 groups of 4 pairs of students each. The first group uses 

software and the second group uses traditional tools. The worksheets given to the 

students in order half of them to work using the dynamic geometry environment and 

the rest using traditional tools. Activities include constructions, finding species 

quadrilateral geometrical problems, and questions about understanding quadrilateral 

properties and relationships. The results of the study show that students working with 

software have more understanding of quadrilateral properties and relationships and 

can solve geometric problems more easily. 

 

Key words: construction of shapes, tool use, traditional tools, dynamic geometry 

software, quadrilateral properties and relationships, geometrical problem solving. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η παρούσα εργασία επιχειρεί να διερευνήσει κατά πόσο η χρήση της τεχνολογίας µε 

το λογισµικό Geogebra είναι πιο αποτελεσµατική από τη χρήση παραδοσιακών 

εργαλείων, όπως ο χάρακας, ο γνώµονας, το µοιρογνωµόνιο και ο διαβήτης για την 

κατανόηση των ιδιοτήτων και των σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων και για την 

επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων από µαλητές  Λυκείου. 

Σύµφωνα µε τον Mariotti (2001), µια γεωµετρική κατασκευή αποτελείται από �ια 

διαδικασία η οποία, �έσω της χρήσης συγκεκριµένων εργαλείων και σύµφωνα �ε 

συγκεκριµένους κανόνες, παράγει ένα σχέδιο. Μια κατασκευή λεωρείται σωστή, αν 

τα εργαλεία έχουν χρησιµοποιηλεί βάσει καλορισµένων κανόνων. Υπάρχουν 

διαφορές στην κατασκευή του γεωµετρικού σχήµατος, όταν το κατασκευάζουµε µε 

γεωµετρικά όργανα πάνω σε χαρτί και όταν το κατασκευάζουµε σε ένα περιβάλλον 

δυναµικής γεωµετρίας στον υπολογιστή.  

Έτσι, όταν η κατασκευή πραγµατοποιείται µε γεωµετρικά όργανα: 

(1) η πρόσβαση στο χώρο σχεδίασης που είναι και ο Ευκλείδειος χώρος είναι άµεση 

(2) κυριαρχεί το µη ισότροπο, διότι ο χώρος του χαρτιού είναι υλικός, 

συγκεκριµένος, περιορισµένος και άδειος 

(3) ο µαλητής τραβάει γραµµές 

(4) µπορούν να πραγµατοποιηλούν µετρήσεις σε όλα τα κατασκευάσιµα στοιχεία 

(5) οι κατασκευές είναι στατικά αντικείµενα 

(6) είναι πολύ δύσκολο να διακρίνουµε αυτό που είναι πολλές φορές αληλές από 

αυτό που είναι πάντα αληλές, χωρίς να γίνουν περισσότερες κατασκευές 

Αντίλετα, όταν η κατασκευή πραγµατοποιείται µε λογισµικό: 

(1) η πρόσβαση στο χώρο σχεδίασης είναι έµµεση, διότι το λογισµικό αποτελεί ένα 

είδος διαµεσολαβητή 

(2) ο χώρος είναι απεριόριστος, οµογενής και ισότροπος 

(3) ο µαλητής ορίζει σηµεία και τραβά γραµµές αναδεικνύοντας την ύπαρξη 

σηµείων 

(4) η µέτρηση µπορεί να γίνει µόνο αν ορισλεί από το λογισµικό 

(5) οι κατασκευές είναι δυναµικές 

(6) οι σχέσεις που ορίσληκαν στην κατασκευή συνεχίζουν να υπάρχουν και οι µόνες 

ιδιότητες που αλλάζουν είναι εκείνες που δεν καθορίστηκαν αυστηρά από την 

κατασκευή 
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Επίσης, για την κατανόηση των γεωµετρικών εννοιών σηµαντικό παράγοντα αποτελεί 

το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης των µαλητών, το οποίο  γίνεται αντιληπτό κατά τη 

διάρκεια κατασκευής γεωµετρικών σχηµάτων καλώς και κατά τη διάρκεια επίλυσης 

γεωµετρικών προβληµάτων. Ο βαλµός κατανόησης των ιδιοτήτων και των σχέσεων 

µεταξύ των τετραπλεύρων συνδέεται µε το µοντέλο της γεωµετρικής σκέψης του van 

Hiele καλώς και των γνωστικών διαδικασιών γεωµετρικής σκέψης του Duval. Η 

επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων συνδέεται µε την κατάκτηση από τους µαλητές 

του τρίτου επιπέδου γεωµετρικής σκέψης van Hiele. Σύµφωνα µε τον Duval, η 

λειτουργική κατανόηση εξασφαλίζει πρόσβαση στην επίλυση του προβλήµατος και, 

για να κατακτήσει ένας µαλητής το στάδιο της λειτουργικής κατανόησης, είναι 

απαραίτητο να έχει κατακτήσει πρώτα την αντιληπτική και τη λεκτική κατανόηση. 

Έρευνες έχουν δείξει ότι οι εκπαιδευτικοί που έχουν εφαρµόσει λογισµικά δυναµικής 

γεωµετρίας στην τάξη έχουν επισηµάνει σηµαντική διαφορά στην διερεύνηση των 

γεωµετρικών εννοιών από τους µαλητές.  

Τέλος, σύµφωνα µε τους Yerushalmy & Chazan οι µαλητές που χρησιµοποίησαν το 

λογισµικό έγιναν πιο εύχρηστοι στη χρήση διαγραµµάτων και ήταν σε λέση να 

ξεπεράσουν τα τρία εµπόδια σύµφωνα µε τα οποία οι µαλητές δυσκολεύονται: 

(1) να κατανοήσουν ότι κάλε γεωµετρικό σχήµα έχει χαρακτηριστικά που είναι 

ατοµικά και όχι αντιπροσωπευτικά της κατηγορίας αυτής,  

(2) να αποµονώσουν µια περιοχή του γεωµετρικού σχήµατος και  

(3) να δουν ένα γεωµετρικό σχήµα µε διαφορετικούς τρόπους.  
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∆ΟΜΗ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Στο 1
ο
 κεφάλαιο γίνεται µια εκτενής παρουσίαση της σχετικής βιβλιογραφίας και του 

λεωρητικού πλαισίου πάνω στο οποίο βασίζεται η παρούσα έρευνα. Πιο 

συγκεκριµένα, το κεφάλαιο αυτό έχει δοµηλεί σε 5 ενότητες µε αναφορά στα 

γεωµετρικά σχήµατα, στις χαράξεις µε γεωµετρικά όργανα, στα εργαλεία δυναµικής 

γεωµετρίας, στην αντίληψη των ιδιοτήτων των γεωµετρικών σχηµάτων και στη 

χρήση δυναµικών εργαλείων και αποτελεσµάτων στη διαχείριση, κατασκευή ή 

γενικότερη αντίληψη των γεωµετρικών σχηµάτων. 

Στο 2
ο 

κεφάλαιο περιγράφονται ο στόχος και τα ερωτήµατα της έρευνας και 

παράλληλα διατυπώνονται εννοιολογικοί προσδιορισµοί, όπως η κατασκευή 

σχηµάτων, η κατασκευή σχηµάτων µε παραδοσιακά εργαλεία, η κατασκευή 

σχηµάτων µε λογισµικό, η κατανόηση ιδιοτήτων και σχέσεων, η επίλυση 

γεωµετρικών προβληµάτων και η χρήση εργαλείων, οι οποίοι βοηλούν στην 

αποσαφήνιση του λεωρητικού πλαισίου για την ορλή διεξαγωγή της έρευνας. 

Στο 3
ο
 κεφάλαιο παρουσιάζεται η µελοδολογία που χρησιµοποιήληκε, οι 

δραστηριότητες στις οποίες εργάστηκαν οι µαλητές και οι µαλήτριες και ο τρόπος µε 

τον οποίο έγινε η συλλογή των δεδοµένων κατά την εξέλιξη των δραστηριοτήτων. 

Επίσης, γίνεται αναφορά στην αξιοπιστία και εγκυρότητα της διαδικασίας του 

δείγµατος και των εργαλείων. 

Στο 4
ο 

κεφάλαιο γίνεται ανάλυση των δεδοµένων της έρευνας ανά ερευνητικό 

εργαλείο και παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν. 

Στο 5
ο 

κεφάλαιο γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων που 

προέκυψαν µε βάση τα ερευνητικά ερωτήµατα και σύνδεση τους µε τη βιβλιογραφία.  

Τέλος, στο 6
ο 

κεφάλαιο αναφέρονται τα συµπεράσµατα της έρευνας, λέµατα που 

αφορούν περιορισµούς της παρούσας έρευνας και προτάσεις για περαιτέρω έρευνα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ο
: ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ & ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 

1.1  Γεωµετρικά σχήµατα 

1.1.1 Γεωµετρικά αντικείµενα 

Ο Fischbein (1993) αναφερόµενος στη διπλή φύση του γεωµετρικού σχήµατος κάνει 

τη διαπίστωση ότι: «ένα γεωµετρικό σχήµα µπορεί να περιγραφεί ως έχον εγγενώς 

εννοιολογικές ιδιότητες. Παρ’ όλα αυτά, µια γεωµετρική µορφή δεν είναι απλή 

έννοια. Πρόκειται για µια εικόνα, µια οπτική εικόνα. ∆ιαλέτει µια ιδιότητα που οι 

συνήλεις έννοιες δεν κατέχουν, δηλαδή περιλαµβάνει τη νοητική αναπαράσταση των 

ιδιοτήτων του χώρου» (σελ. 141). Επεκτείνοντας την άποψη αυτή, λεωρείται ότι η 

γεωµετρική σκέψη χαρακτηρίζεται από µια αλληλεπίδραση µεταξύ γεωµετρικού 

σχήµατος (µε την έννοια της γεωµετρικής φιγούρας / figure) και αντίστοιχης 

γεωµετρικής έννοιας.  

Όταν, για παράδειγµα, ορίζουµε έναν κύκλο για να περιγράψουµε την στρογγυλότητά 

του, µπορούµε να πάρουµε όχι µόνο την ιδέα της στρογγυλότητας, όχι µόνο της 

εικόνας του κύκλου που συνδέεται µε αυτό, αλλά και ενός τρίτου τύπου κατασκευής 

που είναι η γεωµετρική µορφή που ονοµάζεται κύκλος (Fischbein, 1993). 

Σε µια γεωµετρική µορφή υπάρχουν εσωτερικοί περιορισµοί οργάνωσης που δεν 

υπάρχουν στο σχέδιο ενός φυσικού αντικειµένου, ακόµα κι αν οι δύο αναπαραστάσεις 

έχουν κοινές εµφανίσεις. Το έργο κατασκευής ενός γεωµετρικού σχήµατος είναι 

γενικά µια ευκαιρία να ανακαλυφλούν αυτοί οι εσωτερικοί περιορισµοί. Αλλά πέρα 

από αυτό, υπάρχει µια λειτουργική διαφορά, γιατί ένα γεωµετρικό σχήµα πρέπει να 

βοηλήσει στην επίλυση ενός προβλήµατος ή στην εύρεση της βασικής ιδέας µιας 

απόδειξης. Για αυτές τις δύο διαφορές ο τρόπος να δούµε ένα σχέδιο δεν µπορεί να 

είναι ο ίδιος, όταν αντιµετωπίζουµε ένα σχέδιο ενός φυσικού αντικειµένου, ακόµη και 

σχηµατοποιηµένο, και όταν βρισκόµαστε αντιµέτωποι µε µια γεωµετρική µορφή. Η 

διαφορά αυτή διατηρείται, αν η αναπαράσταση είναι σε χαρτί ή στο µυαλό. 

Η χρησιµότητα των γεωµετρικών µορφών στην επίλυση ενός προβλήµατος της 

γεωµετρίας είναι αναµφισβήτητη. Παρέχουν µια διαισλητική παρουσίαση όλων των 

συνιστωσών σχέσεων µιας γεωµετρικής κατάστασης. Ωστόσο, πολύ συχνά δεν 

βοηλούν τους µαλητές να αποκτήσουν µια εικόνα για µια λύση. Αντιµέτωποι µε µια 
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γεωµετρική µορφή συχνά το βλέπουν «τυφλά», επειδή µια γεωµετρική φιγούρα δεν 

λειτουργεί πάντα ευρετικά. 

Για να αναλύσουµε µια γεωµετρική εικόνα, πρέπει πρώτα να σκεφτούµε µια φιγούρα 

ως µια γνωστική "κατανόηση". Επιλέγουµε αυτή τη λέξη για να επισηµάνουµε ένα 

σηµαντικό γεγονός: υπάρχουν διάφοροι τρόποι να δούµε ένα σχέδιο ή µια οπτική 

συστοιχία ερελισµάτων. ∆ιακρίνουµε τέσσερις γνωστικές ανησυχίες: αντιληπτικές, 

διαδοχικές, διακριτικές και λειτουργικές. Για να λειτουργήσει ως γεωµετρική µορφή 

ένα σχέδιο, πρέπει να προκαλέσει αντιληπτική ανησυχία και τουλάχιστον µία ακόµη 

από τα άλλες τρεις. Η καλεµία έχει τους συγκεκριµένους νόµους της οργάνωσης και 

επεξεργασίας της συστοιχίας οπτικών ερελισµάτων, αλλά η χρήση των αριλµών στη 

γεωµετρία οδηγεί στη σύντηξη αυτών των διαφορετικών ανησυχιών, έτσι 

αντιµετωπίζονται σαν να ήταν µόνο ένα, ενώ η επίλυση των προβληµάτων πολύ 

συχνά απαιτεί τις αλληλεπιδράσεις τους (Duval, 1995). 

Υπάρχει διαχωρισµός ανάµεσα στο γεωµετρικό σχήµα και το σχέδιο ή χάραξη και 

αυτό αναδεικνύει τα προβλήµατα που σχετίζονται µε τα γεωµετρικά σχήµατα. 

Το γεωµετρικό σχήµα είναι το γεωµετρικό αντικείµενο που περιγράφεται από ένα 

κείµενο που το ορίζει, ενώ το σχέδιο ή χάραξη αναφέρεται στη γραφική 

αναπαράσταση των µαληµατικών αντικειµένων (Τζεκάκη, 1991). 

Μια γεωµετρική κατασκευή αποτελείται από �ια διαδικασία η οποία, �έσω της 

χρήσης συγκεκριµένων εργαλείων και σύµφωνα �ε συγκεκριµένους κανόνες, παράγει 

ένα σχέδιο. Μια κατασκευή λεωρείται σωστή, αν τα εργαλεία έχουν χρησιµοποιηλεί 

βάσει καλορισµένων κανόνων.  

Από τη σκοπιά της κλασικής γεωµετρίας, τα εργαλεία σχεδίασης, παρά το εµπειρικό 

τους χαρακτήρα, µπορούν να λεωρηλούν ως λεωρητικά εργαλεία που καλορίζουν µια 

συγκεκριµένη γεωµετρία. Με αυτή την έννοια η κλασική Ευκλείδεια γεωµετρία 

παραδοσιακά ονοµάζεται γεωµετρία χάρακα και διαβήτη που αναφέρεται τόσο στην 

προέλευση όσο και στους περιορισµούς των αντικειµένων της. Στην πραγµατικότητα, 

η λεωρητική έννοια των γεωµετρικών κατασκευών, η σχέση µεταξύ µιας γεωµετρικής 

δοµής και του λεωρήµατος που το επιβεβαιώνει, είναι πολύ περίπλοκη. 

Παρά τη µακρά παράδοσή τους, στα σχολικά εγχειρίδια δε δίνεται µεγάλη βαρύτητα 

στις γεωµετρικές κατασκευές. Στην Ιταλία, για παράδειγµα, εξαφανίστηκαν εντελώς 
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από τη διδακτέα ύλη του µαλήµατος της γεωµετρίας. Σπάνια µπορεί κανείς να 

αναφέρει οποιαδήποτε αναφορά σε «εργαλεία σχεδίασης», όταν δηλώνονται  

γεωµετρικά αξιώµατα, ενώ οι γεωµετρικές κατασκευές δεν ανήκουν στη σειρά 

προβληµάτων που προτείνονται στα εγχειρίδια. Η εµφάνιση του λογισµικού 

δυναµικής γεωµετρίας φαίνεται να προκαλεί ανανεωµένο ενδιαφέρον για τις 

κατασκευές, µε τον βασικό τους ρόλο να ασκείται στην σκηνής από την οργανική 

προσέγγιση που σχετίζεται µε τη χρήση γραφικών εργαλείων.  

Όταν οι µαλητές καλούνται να κατασκευάσουν ένα γεωµετρικό σχήµα, γίνονται δύο 

ξεχωριστά αιτήµατα: 

1. µια διαδικασία που αποσκοπεί στην απόκτηση ενός συγκεκριµένου σχεδίου  

2. αιτιολόγηση µιας τέτοιας διαδικασίας, εξηγώντας τους λόγους της ορλότητας της 

(Mariotti, 2002). 

Επίσης, µια γεωµετρική κατασκευή απαιτεί: 

- Την υποχρεωτική ανάλυση του σχήµατος στα λεµελιώδη στοιχεία (σηµεία, 

ευλείες, κύκλους). 

- Τη διάκριση των δεδοµένων από τα κατασκευάσιµα στοιχεία. 

- Τον έλεγχο του ΄΄κατασκευάσιµου΄΄ ενός στοιχείου, δηλαδή τον προσδιορισµό των 

απαραίτητων για την κατασκευή του στοιχείων  (Τζεκάκη, 2001). 

Υπάρχει µια λεµελιώδης διαφορά στην κατασκευή του γεωµετρικού σχήµατος, όταν 

το κατασκευάζουµε µε χαρτί και µολύβι και όταν το κατασκευάζουµε σε ένα 

περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας: ενώ στην πρώτη είναι η κατασκευή µιας 

"συγκεκριµένης περίπτωσης", στην τελευταία είναι στην πραγµατικότητα η 

κατασκευή µιας "γενικής περίπτωσης".  

Οι γεωµετρικές δραστηριότητες περιλαµβάνουν δύο τύπους επεξεργασιών των 

γεωµετρικών αντικειµένων: την οπτική επεξεργασία και την αντιληπτική 

αντιµετώπιση. Το λογισµικό ευνοεί την οπτική επεξεργασία, καλώς βοηλά στην 

αποφυγή της διαλογικής λεραπείας και της χρήσης της συµβολικής γλώσσας και αυτό 

µε τη σειρά του επιτρέπει την άµεση πρόσβαση (Sánchez & Sacristán, 2003). 

1.1.2 Αναπαραστάσεις γεωµετρικών σχηµάτων 

Η αναπαράσταση και η απεικόνιση (οπτικοποίηση) αποτελούν τον πυρήνα της 

κατανόησης στα µαληµατικά. Η αναπαράσταση αναφέρεται σε ένα ευρύ φάσµα 

δραστηριοτήτων µε νόηµα: σταλερές και ολιστικές πεποιλήσεις για κάτι, διάφοροι 
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τρόποι για να ανακαλυφλούν και να επισηµανλούν αντικείµενα και µέλοδοι 

κωδικοποίησης των πληροφοριών. Αντίλετα, η απεικόνιση φαίνεται να τονίζει τις 

εικόνες και την εµπειρική διαίσληση των φυσικών αντικειµένων και των ενεργειών.  

Από τη µία πλευρά, η χρήση των συστηµάτων της σηµειωτικής αναπαράστασης για 

τη µαληµατική σκέψη είναι απαραίτητη διότι, αντίλετα από τα άλλα πεδία της 

γνώσης (βοτανική, γεωλογία, αστρονοµία, φυσική), δεν υπάρχουν άλλοι τρόποι 

πρόσβασης στα µαληµατικά αντικείµενα αλλά παραγωγής µερικών σηµειωτικών 

αναπαραστάσεων. Στους άλλους τοµείς της γνώσης, οι σηµειωτικές αναπαραστάσεις 

είναι εικόνες ή περιγραφές για ορισµένα φαινόµενα του πραγµατικού εξωτερικού 

κόσµου, στα οποία µπορούµε να αποκτήσουµε µια αντιληπτική και οργανική 

πρόσβαση χωρίς αυτές τις αναπαραστάσεις. Στα µαληµατικά δεν συµβαίνει αυτό. 

Από την άλλη πλευρά, η κατανόηση των µαληµατικών δεν απαιτεί σύγχυση των 

µαληµατικών αντικειµένων µε τις χρησιµοποιούµενες αναπαραστάσεις. Αυτό αρχίζει 

νωρίς µε αριλµούς, οι οποίοι δεν πρέπει να αναγνωρίζονται µε ψηφία, αριλµητικά 

συστήµατα (ρωµαϊκά, δυαδικά, δεκαδικά). Οι αριλµοί στη γεωµετρία, ακόµα και όταν 

είναι κατασκευασµένοι µε ακρίβεια, είναι µόνο παραστάσεις µε συγκεκριµένες τιµές 

που δεν είναι σχετικές και δεν µπορούν να ληφλούν ως αποδείξεις. 

Οι µαληµατικές διαδικασίες αποτελούνται από δύο είδη µετασχηµατισµών 

αναπαραστάσεων. Υπάρχουν µετασχηµατισµοί που γίνονται µέσα στο ίδιο µητρώο 

αναπαράστασης, όπως αριλµητικός ή αλγεβρικός υπολογισµός. Χρησιµοποιούνται οι 

σηµειωτικές δυνατότητες δηµιουργίας µιας νέας αναπαράστασης από µια δεδοµένη 

αναπαράσταση. Με τη δογµατική δοµή αυτές οι δυνατότητες εξαρτώνται τόσο από το 

σηµειωτικό σύστηµα όσο και από τους µαληµατικούς κανόνες. Τα γεωµετρικά 

σχήµατα επιτρέπουν επίσης τους εγγενείς µετασχηµατισµούς Gestalt των 

διαµορφώσεων εκτός από οποιαδήποτε προηγούµενη εξέταση των µαληµατικών 

ιδιοτήτων. Αυτοί οι µετασχηµατισµοί Gestalt είναι σαν τον οπτικό µετασχηµατισµό 

που οδηγεί σε αναµορφώσεις ή παζλ. Έχουµε ονοµάσει "επεξεργασία" αυτού του 

είδους τον µετασχηµατισµό. 

Μερικές απλές δισδιάστατες γεωµετρικές µορφές διδάσκονται στο πρωτεύον επίπεδο: 

τρίγωνο, κύκλος, διαφορετικά τετράπλευρα, πολύγωνα. Αλλά όλα αυτά τα 

γεωµετρικά τα αριλµητικά στοιχεία είναι δισδιάστατες αναπαραστάσεις. Μπορούν να 

είναι εικονικές αναπαραστάσεις και δεν είναι τίποτα περισσότερο από ένα 
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µετασχηµατισµό Gestalt ή µπορούν να λειτουργήσουν ως παραστάσεις γεωµετρικών 

αντικειµένων και σε αυτή την περίπτωση πρέπει να εµφανίζονται ως 2D οργανώσεις 

µονάδων αριλµητικών στοιχείων. Με άλλα λόγια, υπάρχουν πολύ διαφορετικές 

εκφράσεις των πιο στοιχειωδών γεωµετρικών µορφών. Έτσι, µε την αντιληπτική 

έκφραση µπορούµε να έχουµε αρκετούς αριλµούς για το ίδιο γεωµετρικό 

αντικείµενο: για παράδειγµα, υπάρχουν δύο τυπικοί αριλµοί που αντιπροσωπεύουν 

ένα παραλληλόγραµµο (Ι και ΙΙ στο παρακάτω σχήµα). 

 

Ποια από τις δύο µορφές, I ή II, µπορεί να είναι χρήσιµη για την επίλυση του 

παραπάνω προβλήµατος; Με την οπτική βοήλεια του σχήµατος Ι µπορεί κανείς µόνο 

κατά προσέγγιση να κάνει το σχέδιο µε διαδοχικές προσπάλειες µετρήσεων των DA 

και DC. Με την οπτική βοήλεια του σχήµατος ΙΙ εύκολα επιτυγχάνεται τραβώντας το 

διαγώνιο DOD. Αν και γνώριζαν όλες τις ιδιότητες του παραλληλόγραµµου, οι 

περισσότεροι µαλητές απέτυχαν σαν να ήταν περιορισµένοι οι ίδιοι στην απεικόνιση 

I. Στην πραγµατικότητα, οι Ι και II δίνουν µια οπτική βοήλεια, µόνο όταν κάποιος 

εργάζεται µε διαµορφώσεις από µονάδες γραφικών 1D. 

Αυτά τα φαινόµενα είναι όλο και ισχυρότερα, καλώς η γεωµετρική µορφή 

εµφανίζεται ως σύνλεση πολλών σχηµάτων Gestalts (τρίγωνα, παράλληλα 

γραφήµατα, κύκλοι, ευλείες γραµµές). Για τους περισσότερους µαλητές υπάρχει µια 

ευρετική έλλειψη γεωµετρικής ερµηνείας στην οπτικοποίηση. Όµως ο αµφιλεγόµενος 

χαρακτήρας των γεωµετρικών µορφών εµφανίζεται επίσης, όταν µια εικόνα 

λαµβάνεται άµεσα για απόδειξη και οδηγεί στην απόρριψη οποιασδήποτε προσφυγής 

σε παραπλανητική συλλογιστική. Σε αυτή την περίπτωση ο αριλµός λειτουργεί ως 

αληλινή εικονική αναπαράσταση που καλιστά τη διαλεκτική κατανόηση άνευ 

σηµασίας. 

Για την απεικόνιση, σε κάλε µητρώο απεικόνισης υπάρχουν ορισµένοι κανόνες ή 

ορισµένοι εγγενείς περιορισµοί για την παραγωγή µονάδων και τη διαµόρφωση των 
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σχέσεών τους. Έτσι, οι γεωµετρικές διαµορφώσεις µπορούν να κατασκευαστούν µε 

εργαλεία και σύµφωνα µε τις µαληµατικές ιδιότητες των αντιπροσωπευτικών 

αντικειµένων. Κάποιος δεν σχεδιάζει ένα πεντάγωνο σαν φύλλο δρυός ή σαν 

λουλούδι. Υπάρχει έµφαση ενός υλικού αντικειµένου. Στο πλαίσιο της µάλησης 

πρέπει να ληφλούν υπόψη τρία προβλήµατα σχετικά µε την οπτικοποίηση: το 

πρόβληµα των διακρίσεων, το πρόβληµα της επεξεργασίας και το πρόβληµα του 

συντονισµού µε ένα µητρώο διαλογών.  

- ∆εν υπάρχει άµεση πρόσβαση στα µαληµατικά αντικείµενα, αλλά µόνο στις 

αναπαραστάσεις τους.  

- ∆εν µπορούµε να συγκρίνουµε κανένα µαληµατικό αντικείµενο µε τις 

αναπαραστάσεις του, όπως µπορούµε να συγκρίνουµε ένα µοντέλο µε τη 

φωτογραφία του ή την εικόνα του.  

- Αυτή η σύγκριση παραµένει συνδεδεµένη µε επιστηµολογικά πρότυπα για την 

ανάλυση της γνώσης και δεν µπορεί να είναι σχετική στα µαληµατικά και στη 

διδασκαλία των µαληµατικών. 

Η µαληµατική δραστηριότητα έχει δύο πλευρές. Η ορατή ή οριστική πλευρά είναι 

αυτή των µαληµατικών αντικειµένων και των έγκυρων διαδικασιών που 

χρησιµοποιούνται για την επίλυση ενός συγκεκριµένου προβλήµατος. Η κρυφή και 

κρίσιµη πλευρά είναι αυτή των γνωστικών λειτουργιών, µε τις οποίες ο καλένας 

µπορεί να εκτελέσει τις έγκυρες διαδικασίες και να αποκτήσει πρόσβαση σε ένα 

µαληµατικό αντικείµενο. Τα µητρώα της σηµειωτικής αναπαράστασης και ο 

συντονισµός τους δηµιούργησαν τη γνωστική αρχιτεκτονική, την οποία µπορεί να 

εκτελέσει ο καλένας τις γνωστικές λειτουργίες στις οποίες βασίζονται οι µαληµατικές 

διαδικασίες. Αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε γνωστική λειτουργία, όπως η 

επεξεργασία µέσα σε ένα µητρώο ή η µετατροπή της αναπαράστασης µεταξύ δύο 

µητρώων, εξαρτάται από πολλές µεταβλητές. Συγκεκριµένα, κάλε εργασία ή κάλε 

πρόβληµα που καλούνται να λύσουν οι µαλητές απαιτεί µια διπλή ανάλυση, 

µαληµατικές και γνωστικές µεταβλητές: οι γνωστικές µεταβλητές πρέπει να 

λαµβάνονται υπόψη µε τον ίδιο τρόπο, όπως η µαληµατική δοµή για την έννοια, αλλά 

για αυτό οι εκπαιδευτικοί πρέπει να γνωρίζουν αυτές τις µεταβλητές και να τις 

λάβουν υπόψη ως διδακτικές µεταβλητές. Αυτοί πρέπει να είναι σε λέση να 

αναλύσουν τη λειτουργία που µπορεί να εκτελέσει κάλε οπτικοποίηση στο πλαίσιο 

µιας καλορισµένης δραστηριότητας (Duval, 1999). 
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Οι εκπαιδευτικοί των Μαληµατικών έχουν κάνει µια έντονη προσπάλεια να 

ενσωµατώσουν τη χρήση της τεχνολογίας στις µαληµατικές τάξεις του Λυκείου. 

Πολλοί πιστεύουν ότι η χρήση της τεχνολογίας έχει τη δυνατότητα να ενισχύσει τη 

µάληση των µαλητών και να τους παρέχει  πρόσβαση σε ισχυρές µαληµατικές ιδέες. 

Ένα τέτοιο λέµα είναι οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί. Η µελέτη των γεωµετρικών 

µετασχηµατισµών είναι σηµαντική, διότι:  

• παρέχει ευκαιρίες στους µαλητές να σκεφτούν σηµαντικές µαληµατικές έννοιες 

(π.χ. συµµετρία),  

• παρέχει ένα πλαίσιο εντός του οποίου µπορούν οι µαλητές να λεωρούν τα 

µαληµατικά ως µια διασυνδεδεµένη πειλαρχία και  

• παρέχει ευκαιρίες στους µαλητές να συµµετάσχουν σε δραστηριότητες 

συλλογιστικής υψηλότερου επιπέδου χρησιµοποιώντας µια ποικιλία παραστάσεων.  

Σύµφωνα µε την έρευνα η οποία  διερεύνησε τη φύση των αντιλήψεων των µαλητών 

για γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς, οι οποίες περιελάµβαναν µεταφράσεις, 

ανακλάσεις, περιστροφές και διαστολές, στο πλαίσιο του τεχνολογικού εργαλείου 

Sketchpad του Geometer,  οι µαλητές οι οποίοι βασίζονται αποκλειστικά στις 

εµφανίσεις του σχεδίου φάνηκε να σκέφτονται για τους µετασχηµατισµούς ως 

πράξεις. Καλώς οι µαλητές άρχισαν να σκέφτονται για τις ιδιότητες και τις 

συµπεριφορές των µετασχηµατισµών (το σχήµα) και δεν βασίζονταν αποκλειστικά 

στις εµφανίσεις του σχεδίου, φαινόταν να δείχνουν σηµάδια ότι λειτουργούσαν στα 

πραγµατικά χαρακτηριστικά των µετασχηµατισµών (Hollebrands,2003). 

1.1.3 Ιδιότητες – σχέσεις γεωµετρικών σχηµάτων 

Στο σχολικό εγχειρίδιο Ευκλείδειας Γεωµετρίας της Α΄ Λυκείου, στο κεφάλαιο 5, 

Παραλληλόγραµµα – Τραπέζια, αναφέρονται οι ιδιότητες πλευρών και γωνιών, 

καλώς και οι διαγώνιες ιδιότητες των ειδών τετραπλεύρων, όπως του 

παραλληλογράµµου, του ορλογωνίου, του ρόµβου, του τετραγώνου, του τραπεζίου 

και του ισοσκελούς τραπεζίου. Επίσης, στο ίδιο κεφάλαιο µέσα από τη λεωρία µπορεί 

ο µαλητής να κατανοήσει τις σχέσεις µεταξύ των ειδών τετραπλεύρων και κυρίως του 

παραλληλογράµµου και των ειδών του, που είναι το ορλογώνιο, ο ρόµβος και το 

τετράγωνο. Οι σχέσεις αυτές είναι σχέσεις εγκλεισµού και πολλοί µαλητές 

δυσκολεύονται να κατανοήσουν, όπως αναφέρεται διεξοδικά στην ενότητα1.4.1 

“αντίληψη σχέσεων µεταξύ των γεωµετρικών σχηµάτων” του 1
ου 

κεφαλαίου. Επίσης, 



οι ιδιότητες και οι σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων αναλύονται στην ενότητα 2.3 

“εννοιολογικοί προσδιορισµοί” του 2

υποενότητα µε λέµα “κατανόηση ιδιοτήτων και σχέσεων”.

 

1.1.4 Κατανόηση των γεωµετρικών σχηµάτων από µαθητές

Μία σηµαντική γνωστική λεωρία ανάπτυξης είναι η 

1999). Το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης των µαλητών γίνεται αντιληπτό κατά τη 

διάρκεια κατασκευής γεωµετρικών σχηµάτων καλώς και κατά τη διάρκεια επίλυσης 

γεωµετρικών προβληµάτων. Η 

έχουν πέντε διαφορετικά επίπεδα σκ

συµπεριφορά και τα χαρακτηριστικά της γεωµετρικής σκέψης των µαλητών. Τα 

γενικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των πρώτων τεσσάρων επιπέδων, που 

συναντώνται στους µαλητές της δευτεροβάλµιας εκπαίδευσης, µπορούν να 

περιγραφούν ως εξής: 

Επίπεδο 1
ο 

- αναγνώριση: οπτική αναγνώριση των σχηµάτων από την ολική εµφάνιση 

τους χωρίς να διαχωρίζουν τις ιδιότητες.  

Επίπεδο 2
ο
 - ανάλυση: αρχίζουν να αναγνωρίζουν τις ιδιότητες των σχηµάτων και 

µαλαίνουν την κατάλληλη ορολογία για την πε

αναγνωρίσουν και να ονοµάσουν τις ιδιότητες των γεωµετρικών σχηµάτων, αλλά δεν 

κατανοούν τις σχέσεις µεταξύ αυτών των ιδιοτήτων.  

οι ιδιότητες και οι σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων αναλύονται στην ενότητα 2.3 

“εννοιολογικοί προσδιορισµοί” του 2
ου

 κεφαλαίου και πιο συγκεκριµένα στην 

υποενότητα µε λέµα “κατανόηση ιδιοτήτων και σχέσεων”. 

Κατανόηση των γεωµετρικών σχηµάτων από µαθητές 

Μία σηµαντική γνωστική λεωρία ανάπτυξης είναι η θεωρία των van Hiele (van Hiele, 

. Το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης των µαλητών γίνεται αντιληπτό κατά τη 

διάρκεια κατασκευής γεωµετρικών σχηµάτων καλώς και κατά τη διάρκεια επίλυσης 

γεωµετρικών προβληµάτων. Η θεωρία των van Hiele υποστηρίζει ότι οι µαλητές 

έχουν πέντε διαφορετικά επίπεδα σκέψης. Κάλε επίπεδο διαφέρει ως προς τη 

συµπεριφορά και τα χαρακτηριστικά της γεωµετρικής σκέψης των µαλητών. Τα 

γενικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των πρώτων τεσσάρων επιπέδων, που 

συναντώνται στους µαλητές της δευτεροβάλµιας εκπαίδευσης, µπορούν να 

: οπτική αναγνώριση των σχηµάτων από την ολική εµφάνιση 

τους χωρίς να διαχωρίζουν τις ιδιότητες.   

: αρχίζουν να αναγνωρίζουν τις ιδιότητες των σχηµάτων και 

µαλαίνουν την κατάλληλη ορολογία για την περιγραφή τους. Μπορούν να 

αναγνωρίσουν και να ονοµάσουν τις ιδιότητες των γεωµετρικών σχηµάτων, αλλά δεν 

κατανοούν τις σχέσεις µεταξύ αυτών των ιδιοτήτων.   

17 

οι ιδιότητες και οι σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων αναλύονται στην ενότητα 2.3 

κεφαλαίου και πιο συγκεκριµένα στην 

 

van Hiele, 

. Το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης των µαλητών γίνεται αντιληπτό κατά τη 

διάρκεια κατασκευής γεωµετρικών σχηµάτων καλώς και κατά τη διάρκεια επίλυσης 

υποστηρίζει ότι οι µαλητές 

έψης. Κάλε επίπεδο διαφέρει ως προς τη 

συµπεριφορά και τα χαρακτηριστικά της γεωµετρικής σκέψης των µαλητών. Τα 

γενικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των πρώτων τεσσάρων επιπέδων, που 

συναντώνται στους µαλητές της δευτεροβάλµιας εκπαίδευσης, µπορούν να 

: οπτική αναγνώριση των σχηµάτων από την ολική εµφάνιση 

: αρχίζουν να αναγνωρίζουν τις ιδιότητες των σχηµάτων και 

ριγραφή τους. Μπορούν να 

αναγνωρίσουν και να ονοµάσουν τις ιδιότητες των γεωµετρικών σχηµάτων, αλλά δεν 
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Επίπεδο 3
ο
- διάταξη: διατάσσουν λογικά τις ιδιότητες των σχηµάτων και 

καταλαβαίνουν τις αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των σχηµάτων.  

Επίπεδο 4
ο
- αφαίρεση/παραγωγικός συλλογισµός: αρχίζουν να καταλαβαίνουν τη 

σηµασία της αφαιρετικής διαδικασίας, τον ρόλο των αξιωµάτων, των λεωρηµάτων 

και της απόδειξης (Gawlick, 2005). 

Η εκµάληση των σχέσεων ένταξης µεταξύ των τετραπλεύρων παρέχει στους µαλητές 

µια ευκαιρία για ανάπτυξη λογικών δεξιοτήτων συλλογιστικής και λεωρείται 

εισαγωγική. Όσον αφορά το van Hiele, στο επίπεδο 3 οι µαλητές αναµένεται να είναι 

σε λέση να συµπεράνουν ότι ένα ορλογώνιο είναι ένας ειδικός τύπος 

παραλληλογράµµου, µε βάση τον ορισµό και τις ιδιότητες του καλενός 

τετραπλεύρου, ενώ στο επίπεδο 2 αναγνωρίζουν απλώς τις ιδιότητες του κάλε ενός 

σχήµατος ξεχωριστά. Ωστόσο, έρευνες δείχνουν ότι ο ρυλµός προόδου από το 

επίπεδο 2 στο επίπεδο 3 είναι αργός και ότι πολλοί µαλητές παραµένουν στο επίπεδο 

2 ακόµη και στις τελευταίες τάξεις του Λυκείου. Έτσι, η κατανόηση από τους 

µαλητές των σχέσεων ένταξης µεταξύ των τετραπλεύρων, έχει αποδειχλεί ότι είναι 

ένα δύσκολο έργο (Okazaki & Fujita, 2007; de Villiers, 1994). 

Έρευνες έχουν δείξει (Han, 2007), ότι οι εκπαιδευτικοί που έχουν εφαρµόσει 

λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας στην τάξη έχουν επισηµάνει σηµαντική διαφορά 

στην διερεύνηση των γεωµετρικών εννοιών από τους µαλητές. Σε �ια έρευνα ο 

ερευνητής πραγµατοποίησε τη µελέτη χρησιµοποιώντας τη λεωρία των van Hiele για 

την ανάλυση των δεδοµένων του και κατέληξε στο συµπέρασµα ότι οι µαλητές που 

χρησιµοποίησαν το Sketchpad έδειξαν περισσότερες κατανοήσεις στις ιδιότητες και 

ορισµούς κάλε τύπου σχέσεων µεταξύ των τετράπλευρων. Οι µαλητές που 

χρησιµοποίησαν το Sketchpad του Geometer έδειξαν στατιστικά σηµαντική 

υψηλότερη µέση βαλµολογία από ό, τι οι µαλητές που χρησιµοποίησαν χάρακα και 

µοιρογνωµόνιο. Παράλληλα, η οµάδα που χρησιµοποίησε το Sketchpad του 

Geometer πέτυχε υψηλότερους βαλµούς απόκτησης για το επίπεδο 2 και 3 van Hiele 

από εκείνους της οµάδας που χρησιµοποίησε παραδοσιακά εργαλεία. 

Στην ίδια έρευνα αναλύληκαν οι δεξιότητες των µαλητών σχετικά µε τα τρία πρώτα  

επίπεδα van Hiele σε σχέση µε την κατανόηση των ιδιοτήτων και σχέσεων µεταξύ 

των τετραπλεύρων και πιο συγκεκριµένα: 
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Επίπεδο 1
ο
 - Αναγνώριση ή οπτικοποίηση: 

• Οι µαλητές αναγνωρίζουν σχήµατα (π.χ. τετράγωνα, ορλογώνια, ροµβοειδή, 

τραπεζοειδή) και άλλες γεωµετρικές διαµορφώσεις (π.χ. γωνίες, παράλληλες 

γραµµές) ανάλογα µε την εµφάνισή τους. 

• Οι µαλητές προσδιορίζουν περιπτώσεις τετραπλεύρου από την εµφάνισή του ως 

σύνολο. 

• Οι µαλητές ονοµάζουν ή επισηµαίνουν τετράπλευρα και άλλες γεωµετρικές 

διαµορφώσεις και χρησιµοποιούν τυπικά ή µη τυπικά κατάλληλα ονόµατα. 

• Οι µαλητές µπορούν να κατασκευάσουν, να σχεδιάσουν ή να αντιγράψουν ένα 

τετράπλευρο. 

• Οι µαλητές περιγράφουν προφορικά τα τετράπλευρα µε την εµφάνισή τους ως 

σύνολο. 

• Οι µαλητές συγκρίνουν και ταξινοµούν τα τετράπλευρα σε οπτική βάση ως 

σύνολο. 

Επίπεδο 2
ο
 - Ανάλυση: 

• Οι µαλητές αναλύουν το σχήµα µε βάση τα στοιχεία του, καλορίζουν τις ιδιότητες 

εµπειρικά και τις χρησιµοποιούν για την επίλυση προβληµάτων. 

• Οι µαλητές αναγνωρίζουν τα είδη των τετραπλεύρων και χρησιµοποιούν το 

κατάλληλο λεξιλόγιο για τα είδη και τις σχέσεις 

• Οι µαλητές συγκρίνουν δύο σχήµατα ανάλογα µε το είδος και τις σχέσεις µεταξύ 

τους. 

• Οι µαλητές ταξινοµούν τα τετράπλευρα µε διαφορετικούς τρόπους σύµφωνα µε 

ορισµένες ιδιότητες. 

• Οι µαλητές ερµηνεύουν και χρησιµοποιούν λεκτική περιγραφή ενός τετραπλεύρου 

από την άποψη της ιδιότητας και χρησιµοποιούν τις ιδιότητες για να σχεδιάσουν ή 

να κατασκευάσουν το σχήµα. 

• Οι µαλητές ανακαλύπτουν εµπειρικά ιδιότητες συγκεκριµένων τετραπλεύρων και 

τις γενικεύουν. 

• Οι µαλητές περιγράφουν µια κατηγορία τετραπλεύρων (π.χ. τετράγωνα, 

ορλογώνια) µέσω των ιδιοτήτων τους. 

• Οι µαλητές προσδιορίζουν ποιες ιδιότητες χρησιµοποιούνται για να 

χαρακτηρίσουν ένα είδος τετραπλεύρου και να συγκρίνουν τα τετράπλευρα 

σύµφωνα µε τις ιδιότητές τους. 
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Επίπεδο 3
ο
 - Άτυπη αφαίρεση: 

• Οι µαλητές αναγνωρίζουν τις σχέσεις υποκατηγοριών µεταξύ διαφορετικών τύπων 

τετραπλεύρων, διαµορφώνουν και χρησιµοποιούν ορισµούς. 

• Οι µαλητές αναγνωρίζουν διαφορετικά σύνολα ιδιοτήτων που χαρακτηρίζουν κάλε 

είδος τετραπλεύρου 

• Οι µαλητές αναγνωρίζουν τα ελάχιστα σύνολα ιδιοτήτων που µπορούν να 

χαρακτηρίσουν ένα σχήµα. 

• Οι µαλητές είναι σε λέση να διατυπώσουν και να χρησιµοποιήσουν ορισµούς για 

µια κατηγορία τετραπλεύρων. 

• Οι µαλητές είναι σε λέση να ταξινοµήσουν λογικά τα τετράπλευρα (Han, 2007). 

Επίσης, σχετικά µε την κατανόηση των ιδιοτήτων των τετράπλευρων, έρευνες που 

πραγµατοποιήληκαν σε φοιτητές αρχικής εκπαίδευσης έχουν δείξει ότι σε φοιτητές, 

των οποίων τα επίπεδα γεωµετρικών σκέψεων ήταν χαµηλά, η ερµηνεία και η 

κατανόηση των ιδιοτήτων των τετράπλευρων δεν ήταν αρκετά βαλιά. Οι αρχικοί 

καληγητές µπέρδεψαν τα χαρακτηριστικά και τις ιεραρχικές σχέσεις µεταξύ των 

τετράπλευρων (Günhan, 2014; Fujita & Jones, 2007). 

Τέλος, έρευνες έχουν δείξει ότι µαλητές που βρίσκονται στο επίπεδο γεωµετρικής 

σκέψης 3 van Hiele έχουν καλή ικανότητα να λύσουν προβλήµατα αλγεβρικής 

γεωµετρίας χρησιµοποιώντας τις δεξιότητες σκέψης αφαίρεσης (Suwito, Yuwono, 

Parta, Irawati, & Oktavianingtyas, 2016). 

Τα σχήµατα αρχικά δηµιουργούνται και στη συνέχεια εξερευνώνται και 

µετασχηµατίζονται σε έννοιες. Οι µαλητές εξωτερικεύουν στην ολόνη κατασκευές 

που έχουν σχηµατίσει νοητικά, χρησιµοποιώντας τα πρωτότυπα γεωµετρικά 

αντικείµενα του λογισµικού και τα εργαλεία ή εντολές του µενού, προσπαλώντας να 

αποκωδικοποιήσουν τις νοητικές τους αναπαραστάσεις σε ενέργειες στο λογισµικό. 

Εποµένως, αποκτούν την ικανότητα να µεταφράσουν ένα σχήµα �ε την χρήση 

εργαλείων του λογισµικού. 

Σε αντίλεση µε τη λεωρία των van Hiele που αναφέρεται στα επίπεδα γεωµετρικής 

σκέψης µέσα από τα οποία διέρχεται ένας µαλητής, ο Duval επιχειρεί µια προσπάλεια 

καλορισµού των γνωστικών διαδικασιών γεωµετρικής σκέψης. Υπάρχουν τέσσερις 

τύποι γνωστικής κατανόησης µέσα από τους οποίους οι µαλητές προσεγγίζουν τη 

γεωµετρική εικόνα. Κάλε είδος κατανόησης έχει συγκεκριµένους νόµους οργάνωσης 
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και επεξεργασίας του οπτικού ερελίσµατος. Ένα σχήµα για να λειτουργήσει ως 

γεωµετρικό σχήµα, προϋπολέτει σίγουρα την αντιληπτική κατανόηση και 

τουλάχιστον ένα από τα άλλα είδη κατανόησης.  

Η Αντιληπτική κατανόηση σχετίζεται µε την αναγνώριση του σχήµατος µε την πρώτη 

µατιά. Συνίσταται στην κατανόηση της συνολικής µορφής του σχήµατος και στη 

διάκριση των υποσχηµάτων του, µε τρόπο όµως που δεν επιτρέπει περαιτέρω 

επεξεργασία του. Περιλαµβάνει δεξιότητες, όπως την ονοµασία του σχήµατος και 

αναγνώριση υποσχηµάτων του σχήµατος.  

Η Σειριακή κατανόηση απαιτείται κατά την κατασκευή ή την περιγραφή της 

κατασκευής ενός σχήµατος. Η οργάνωση των στοιχειωδών µονάδων του σχήµατος 

δεν εµπίπτει σε νόµους της αντίληψης, αλλά καλορίζεται από κατασκευαστικούς 

περιορισµούς και από µαληµατικές ιδιότητες. Σε αυτή την περίπτωση τα τµήµατα του 

σχήµατος δεν δηµιουργούνται µε βάση τα αισλητηριακά κριτήρια (δηλ. από το τι 

βλέπουν οι  µαλητές), αλλά µαληµατικούς και τεχνικούς περιορισµούς (π.χ. κανόνας 

και διαβήτης ή κάποιο κατάλληλο λογισµικό πρόγραµµα). 

Η Λεκτική κατανόηση συνδέεται µε την αδυναµία προσδιορισµού των µαληµατικών 

σχέσεων σε ένα σχήµα µόνο από την αντιληπτική κατανόηση, αφού απαιτείται και 

λεκτική περιγραφή του. Κάποιες ιδιότητες και σχέσεις πρέπει πρώτα να δίνονται 

λεκτικά.   

Τέλος, η λειτουργική κατανόηση εξασφαλίζει πρόσβαση στην επίλυση του 

προβλήµατος. Αυτός ο τύπος εµπλέκει το χειρισµό των σχηµάτων (είτε νοητικά είτε 

φυσικά), ο οποίος µπορεί να µας βοηλήσει να κατανοήσουµε σχέσεις που δεν είναι 

άµεσα και αντιληπτικά ορατές, αλλά και στην επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων.   

Επιπλέον, η λειτουργική κατανόηση δεν είναι ανεξάρτητη από τους άλλους τύπους 

κατανόησης. Ο Duval υποστηρίζει ότι, για να κατακτήσει ένας µαλητής το στάδιο της 

λειτουργικής κατανόησης, είναι απαραίτητο να έχει κατακτήσει πρώτα την 

αντιληπτική και τη λεκτική κατανόηση (Duval 1995).    

Όλα τα παραπάνω που αναφέρληκαν από τον Duval το 1995 σχετίζονται µε 

γεωµετρικά σχέδια. Όµως ο Duval το 1998 προχώρησε ακόµα παραπέρα 

αναφέροντας ότι ο γεωµετρικός συλλογισµός εµπλέκει τρία είδη γνωστικών 

διαδικασιών.  
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Αυτές οι γνωστικές διαδικασίες είναι:   

∆ιαδικασίες Οπτικοποίησης, όπως για παράδειγµα η οπτική αναπαράσταση µίας 

γεωµετρικής πρότασης ή η εξερεύνηση µίας περίπλοκης γεωµετρικής κατάστασης.  

∆ιαδικασίες Κατασκευής µε τη χρήση εργαλείων, όπως ο κανόνας και ο διαβήτης ή 

κάποιο πρόγραµµα στον υπολογιστή.  

∆ιαδικασίες Συλλογισµών λεωρούνται οι λεκτικές διαδικασίες για την επέκταση της 

γνώσης, την επεξήγηση και την απόδειξη και οι οποίες ενεργοποιούνται κατά την 

επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων.  

Ο Duval αναφέρει ότι οι τρεις αυτές διαδικασίες δεν είναι απαραίτητο να δρουν όλες 

µαζί αλλά και ξεχωριστά. Ωστόσο, επισηµαίνει ότι “τα τρία αυτά είδη γνωστικών 

διαδικασιών σχετίζονται στενά και η σύµπραξή τους είναι γνωστικά απαραίτητη για 

την «κατάκτηση» της γεωµετρίας”.  

Στο παρακάτω σχήµα ο Duval περιγράφει τις συνδέσεις µεταξύ των τριών ειδών των 

γνωστικών διαδικασιών στη Γεωµετρία. 

 

Κάλε βέλος αναπαριστά τον τρόπο µε τον οποίο ένα είδος γνωστικής διαδικασίας 

µπορεί να υποστηρίξει ένα άλλο σε µία δραστηριότητα γεωµετρίας. Ο Duval έχει 

κάνει το βέλος 2 διακεκοµµένο, για να συµβολίσει το γεγονός ότι η Οπτικοποίηση 
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δεν βοηλά πάντα τη Συλλογιστική. Τα βέλη 5Α και 5Β απεικονίζουν την εξέλιξη της 

συλλογιστικής διαδικασίας µε έναν τρόπο ανεξάρτητο από τις διαδικασίες της 

κατασκευής και της οπτικοποίησης (Duval 1998).    

Μία τρίτη προσέγγιση, η οποία σχετίζεται µε την κατανόηση του γεωµετρικού 

σχήµατος και την επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων στη ∆ευτεροβάλµια 

Εκπαίδευση, είναι αυτή των Michal Yerushalmy και Daniel Chazan. Σύµφωνα µε 

αυτή την έρευνα υπάρχουν τρία εµπόδια, τα οποία οι µαλητές πρέπει να ξεπεράσουν 

κατά την εξέταση και ερµηνεία των διαγραµµάτων.  

1
ο
 εµπόδιο: Κάλε διάγραµµα έχει χαρακτηριστικά που είναι ατοµικά και όχι 

αντιπροσωπευτικά της κατηγορίας αυτής. Παραδείγµατος χάριν, ένα συγκεκριµένο 

οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ABΓ δεν αντιπροσωπεύει όλα τα τρίγωνα. Αυτό το 

εµπόδιο αναγκάζει τους µαλητές  να είναι παγιδευµένοι σε µια συγκεκριµένη 

περίπτωση µιας εικόνας ή ενός διαγράµµατος (το οποίο) µπορεί να συνδέσει τις 

σκέψεις µε τις άσχετες πληροφορίες ή ακόµη και να εισαγάγει ψευδή δεδοµένα  

Επίσης, µερικοί από τους µαλητές λεωρούν ότι οι γραµµές είναι παράλληλες, αν 

φαίνονται παράλληλες. 

2
ο
 εµπόδιο: Η ιδιαιτερότητα των διαγραµµάτων σχετίζεται επίσης µε τις δυσκολίες 

των µαλητών να αποµονώσουν µια περιοχή του διαγράµµατος, διότι εξ ορισµού µία 

περιοχή είναι µια συλλογή σηµείων και µπορεί να λεωρηλεί ως αποτέλεσµα της 

επικάλυψής της σε πολλά διαγράµµατα ή ως µεταβολή σε ένα µόνο διάγραµµα. Κατά 

την περιγραφή µια περιοχής, λα πρέπει ο µαλητής να υπερβεί το συγκεκριµένο 

διάγραµµα και να περιγράψει τη διαδροµή που λα προέκυπτε από ένα συγκεκριµένο 

στοιχείο του διαγράµµατος το οποίο έχει κάποια χαρακτηριστικά του αρχικού 

διαγράµµατος που πρέπει να αλλάζει συνεχώς. 

3
ο
 εµπόδιο: Οι µαλητές µαλαίνουν έναν ορισµό, µόνο όταν εξετάζουν τα 

«τυποποιηµένα» διαγράµµατα. Η ιδιαιτερότητα των διαγραµµάτων µπορεί να 

οδηγήσει σε ένα άλλο βήµα: «µια εικόνα ενός τυπικού σχήµατος (διάγραµµα) µπορεί 

να προκαλέσει ανελαστική σκέψη που εµποδίζει την αναγνώριση µιας έννοιας σε ένα 

µη τυπικό διάγραµµα. Οι µαλητές δυσκολεύονται να δουν ένα διάγραµµα µε 

διαφορετικούς τρόπους. Οι ορισµοί των µαλητών µπορούν να περιλαµβάνουν ένα 

άσχετο χαρακτηριστικό των διαγραµµάτων, προκαλώντας δυσκολίες στη δηµιουργία 

ή την ερµηνεία διαγραµµάτων. 
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Σύµφωνα µε αυτή την έρευνα, οι µαλητές που χρησιµοποίησαν το λογισµικό έγιναν 

πιο (εύχρηστοι) επιδέξιοι στη χρήση διαγραµµάτων και ήταν σε λέση να ξεπεράσουν 

τα τρία εµπόδια. (Yerushalmy & Chazan,1990). 

1.2 Χαράξεις µε γεωµετρικά όργανα 

1.2.1 Είδη γεωµετρικών οργάνων 

Οι περισσότερες γεωµετρικές χαράξεις πραγµατοποιούνται µε τη βοήλεια των 

γεωµετρικών οργάνων. Τα γεωµετρικά όργανα είναι ο χάρακας, ο διαβήτης, το 

τρίγωνο και το µοιρογνωµόνιο (Τζεκάκη, 1991).  

Στη σχολική τάξη της γεωµετρίας στο δηµοτικό και το γυµνάσιο, κατά την 

διδασκαλία των γεωµετρικών εννοιών γίνεται χρήση ορισµένων εργαλείων τόσο για 

την κατασκευή, το σχεδιασµό και τη µέτρηση των σχηµάτων και των γεωµετρικών 

µεγελών, όσο και για την επαλήλευση σχέσεων που συνδέονται µε αυτά. 

Ως τέτοια λα µπορούσαµε να αναφέρουµε για τη σχολική τάξη της γεωµετρίας τον 

κανόνα, τον γνώµονα, τον διαβήτη και το µοιρογνωµόνιο. Τα διαχωρίζουµε από τα 

άλλα µέσα διδασκαλίας, διότι αυτά χρησιµοποιούνταν σε όλες τις σχολικές τάξεις 

όπου διδάσκονταν οι γεωµετρικές έννοιες. Παράλληλα, είναι από τα πρώτα όργανα 

που εφοδιάζονται οι µαλητές και οι µαλήτριες σχεδόν από το ξεκίνηµα της 

εκπαιδευτικής τους πορείας. Όλα αυτά δείχνουν την σηµασία που αποδίδεται στη 

χρήση τους από την εκπαιδευτική κοινότητα, τουλάχιστον όσον αφορά στην 

επεξεργασία των γεωµετρικών εννοιών (Σδρόλιας, 2004). 

Κανόνας Γνώµονας ∆ιαβήτης Μοιρογνωµόνιο 

   

1.2.2 Λειτουργία και χρήση γεωµετρικών οργάνων 

Η εργασία µε χαρτί και µολύβι και µε χρήση παραδοσιακών εργαλείων παίζει 

σηµαντικό ρόλο στη διδασκαλία των Μαληµατικών, έχει όµως δύο βασικά 

µειονεκτήµατα: είναι χρονοβόρα (ή αµφίβολης ποιότητας) και το τελικό αποτέλεσµα 
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είναι στατικό. Οι κατασκευές µε χρήση παραδοσιακών εργαλείων είναι στατικά 

αντικείµενα (σαν τα σχέδια στα βιβλία και τον πίνακα).  

Κάποια πράγµατα που µπορεί να φαίνονται αληλή σε µια κατασκευή (για παράδειγµα 

ότι ορισµένες γωνίες είναι ίσες) από µαληµατική άποψη είναι πραγµατικά αληλή. 

Άλλα πράγµατα µπορεί απλώς να φαίνονται αληλή λόγω των επιλογών που έγιναν 

κατά την κατασκευή. Είναι πολύ δύσκολο να διακρίνουµε αυτό που είναι πολλές 

φορές αληλές από αυτό που είναι πάντα αληλές, χωρίς να γίνουν περισσότερες 

κατασκευές (Morris, 2002). 

Μια γεωµετρική κατασκευή µπορεί να αναλυλεί σε 2 µέρη: 

�  Επιλογή των στοιχείων του σχήµατος που λεωρούνται ή δίνονται (από µια 

εκφώνηση) ως δεδοµένα 

�  Κατασκευή των στοιχείων που είναι κατασκευάσιµα µε βάση τα δεδοµένα ή άλλα 

στοιχεία που έχουν ήδη κατασκευαστεί (Τζεκάκη, 1992). 

Η δραστηριότητα της χάραξης µαζί µε τα όργανα περιλαµβάνει: 

�  Το µέσο πάνω στο οποίο πραγµατοποιείται η χάραξη, δηλαδή το φύλο σχεδίασης. 

Ο χώρος του χαρτιού είναι υλικός, συγκεκριµένος, περιορισµένος (οριζόντια – 

κατακόρυφα) και άδειος, σε αντίλεση µε το γεωµετρικό χώρο που είναι απεριόριστος, 

οµογενής και ισότροπος. 

�  Τα µέσα χάραξης, δηλαδή τα γεωµετρικά όργανα τα οποία είναι ο κανόνας, ο 

διαβήτης και το τρίγωνο. 

�  Τα αποτελέσµατα της χάραξης, δηλαδή το σχέδιο που αναπαριστά το 

αντιµετωπιζόµενο γεωµετρικό σχήµα µε τρόπο συµβατικό και συγκεκριµένο. Τα 

αποτελέσµατα της χάραξης είναι επίσης ένα σύνολο από γραµµές συνήλως συνεχείς 

που καλορίζονται από τη λέση και τον προσανατολισµό τους µέσα στο χώρο του 

χαρτιού, σε αντίλεση µε το γεωµετρικό αντικείµενο που είναι οµογενές και 

ανεξάρτητο από την τοπολέτησή του, µε χαρακτηριστικά που ορίζονται από τις 

σχέσεις ανάµεσα στα στοιχειώδη γεωµετρικά αντικείµενα  

Ο κανόνας (χάρακας)υλοποιεί ένα µέρος της υποτιλέµενης ευλείας, δηλαδή ένα 

ευλύγραµµο τµήµα που συνήλως καλορίζεται από ένα αριλµητικό στοιχείο, το µήκος 

του και αγνοεί την ευλεία – φορέα και τα άκρα. 
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Ο διαβήτης χαράσσει µια συνεχή καµπύλη γραµµή της οποίας το κέντρο συχνά 

αγνοείται. 

Το τρίγωνο (γνώµονας), αν δεν υποκαλιστά το χαράκι, υλοποιεί µια ορλή γωνία της 

οποίας αγνοεί τις πλευρές – ηµιευλείες και την κορυφή (Τζεκάκη, 1991).   

1.2.3 Ποιες ιδιότητες των σχηµάτων προσεγγίζουν - αναδεικνύουν τα γεωµετρικά 

όργανα 

Οι γεωµετρικές δραστηριότητες µε χρήση των οργάνων έχουν: 

�  Τη δυνατότητα άµεσης πρόσβασης µε αποτέλεσµα τη σύγχυση κατασκευάσιµων 

στοιχείων 

�  Τη δυνατότητα άµεσης δράσης και χειρισµού των οργάνων χωρίς περιορισµούς 

µε αποτέλεσµα την αγνόηση ή υποκατάσταση των γεωµετρικών σχέσεων 

�  Την έλλειψη αναγκαιότητας συµβολισµού που καλύπτει κυρίως ανάγκες 

επικοινωνίας, άχρηστες ή δευτερεύουσες σε µια κατασκευή, και τέλος, 

�  Την έλλειψη ελέγχου άλλης µορφής, εκτός από τον οπτικό, ή της σύγκρισης µε 

διαφανές χαρτί (Τζεκάκη, 1992). 

Οι χαράξεις των γεωµετρικών σχηµάτων δεν αντιστοιχούν σε µια µαληµατική 

διαδικασία γεωµετρικής κατασκευής, αλλά σε µια πρακτική διαδικασία χειρισµού 

των οργάνων. Κατά συνέπεια, οι µαλητές αντικαλιστούν στην αντίληψή τους τα 

γεωµετρικά αντικείµενα, όπως σηµεία, ευλείες, κύκλοι κ.α. µε την υλική 

αναπαράστασή τους, δηλαδή τις γραµµές του σχεδίου τους. 

Σύµφωνα µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία, στα γεωµετρικά όργανα αποδίδεται ένας 

διπλός ρόλος και πιο συγκεκριµένα ένα ρόλος τεχνικός, δηλαδή σχεδιασµού και στη 

συνέχεια ένας ρόλος λεωρητικός, δηλαδή ακρίβειας και σεβασµού στα αξιώµατα , 

τους ορισµούς και τα λεωρήµατα. Έτσι, τα γεωµετρικά όργανα παρά την υλική και 

συγκεκριµένη φύση τους, εκφράζουν µια λεωρητική δυνατότητα κατασκευής 

σχηµάτων µε βάση τα γεωµετρικά αντικείµενα, όπως σηµεία, ευλείες, κύκλοι κ.α. και 

τις στοιχειώδεις κατασκευές (Τζεκάκη, 1991).  
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1.2.4 Ποιες είναι οι αντιλήψεις των µαθητών σε σχέση µε τα γεωµετρικά 

αντικείµενα και πώς µπορούν να ξεπεραστούν 

Στην αντίληψη των µαλητών µε την εισαγωγή τους στη λεωρητική γεωµετρία 

προκαλούνται ρήξεις σε σχέση µε τα γεωµετρικά αντικείµενα και τις σχέσεις τους 

στα ακόλουλα σηµεία: 

- Όχι ανάλυση σε στοιχεία και σχέσεις, αλλά ανάλυση σε στοιχεία χαράξιµα που 

είναι κυρίως τα ευλύγραµµα τµήµατα ή τα στερεότυπα σχήµατα. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα οι µαλητές, αφού χαράξουν το σχήµα που αντιστοιχεί στην εκφώνηση 

ενός προβλήµατος, να εγκαταλείψουν το κείµενο και να διαπραγµατεύονται το σχήµα 

µε βάση µια οπτική αντίληψη που καλορίζεται από το παραπάνω σηµείο. 

- Όχι σύνδεση των στοιχείων µε γεωµετρικές σχέσεις, αλλά αγνόησή τους ή 

υποκατάστασή τους από τοπολογικές ιδιότητες ή κινητικές ιδιότητες ή ιδιότητες 

εξωτερικές του σχήµατος, όπως οι κυρίαρχες διευλύνσεις του φύλλου σχεδίασης. 

- Έλλειψη αναγκαιότητας συµβολισµού που καλύπτει κυρίως ανάγκες επικοινωνίας, 

άχρηστες ή δευτερεύουσες σε µια διαδικασία οπτικής αντίληψης. 

- Έλλειψη ελέγχου άλλης µορφής εκτός από τον οπτικό ή τις άµεσες συγκρίσεις.  

Οι διαδικασίες αυτές δηµιουργούν ορισµένες αντιλήψεις για τα εµπλεκόµενα 

γεωµετρικά αντικείµενα και σχέσεις όπως: 

- τα σηµεία κυρίως αγνοούνται, καλώς περιορίζονται στα άκρα των γραµµών ή σε 

σηµεία επαφής, 

- οι ευλείες υποκαλίστανται από τα ευλύγραµµα τµήµατα και οι κύκλοι από 

συνεχείς καµπύλες γραµµές.  

- τέλος, τα ευλύγραµµα τµήµατα αντιµετωπίζονται σαν το περίγραµµα των 

σχηµάτων ή τη γραµµή φορέα µιας µέτρησης. 

Αντίστοιχα, οι τοπολετήσεις γίνονται επιλεκτικά, οι διευλύνσεις καλορίζονται από τις 

κυρίαρχες του χαρτιού και το ΄΄ανήκειν΄΄ γίνεται τοπολέτηση ΄΄επί΄΄. 

Υπάρχουν δύο βασικά στοιχεία που απαιτούνται για να ξεπεραστούν οι αντιλήψεις 

των µαλητών κατά την εισαγωγή τους στη λεωρητική γεωµετρία. 

1. Η στήριξη στην εποπτεία για τη λύση των γεωµετρικών προβληµάτων µε 

συνέπεια. 
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2. Η αντιµετώπιση του σχήµατος που αναπαριστά το γεωµετρικό αντικείµενο σαν το 

ίδιο το γεωµετρικό αντικείµενο. 

Αυτό απαιτεί διαδικασίες γενίκευσης των γεωµετρικών αντικειµένων που περνούν 

µέσα από δραστηριότητες οι οποίες εισάγουν αβεβαιότητα για αυτό που βλέπουµε και 

βάζουν περιορισµούς σε αυτό που κάνουµε. Τέτοιες µπορεί να είναι γεωµετρικές 

κατασκευές µε όργανα, µέσα από διαδικασίες που δεν λα φαίνονται ψεύτικες ή από 

τα έξω επιβαλλόµενες, τα προγράµµατα κατασκευής ή οι µοντελοποιήσεις 

πραγµατικών καταστάσεων (Τζεκάκη, 1991).  

1.3 Εργαλεία δυναµικής γεωµετρίας 

1.3.1 Είδη εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας 

Οι γνωστικές τεχνολογίες εννοιολογικά αποσαφηνίζουν τη φύση και τον αντίκτυπο 

της τεχνολογίας στη µαληµατική εκπαίδευση. Στην εκπαίδευση των µαληµατικών οι 

γνωστικές τεχνολογίες περιλαµβάνουν συστήµατα υπολογιστικής άλγεβρας, 

µικρόκοσµους, εργαλεία δυναµικής γεωµετρίας, εργαστηριακές συσκευές που 

βασίζονται στην τεχνολογία (εργαστηριακές συσκευές υπολογιστών [CBLs] και 

εργαστηριακές συσκευές µε µικροϋπολογιστές [MBLs]) και αριλµοµηχανές 

γραφικών. Καλένα βοηλά να ξεπεράσουν τα όρια του νου µε διαφορετικούς τρόπους. 

Τα συστήµατα άλγεβρας των υπολογιστών επιτρέπουν στους χρήστες να παράγουν 

συµβολικές, γραφικές και αριλµητικές παραστάσεις και να αιτιολογούν µέσα και 

µεταξύ τους. Τα εργαλεία δυναµικής γεωµετρίας παρέχουν κόσµους υπολογιστών 

στους οποίους οι µαλητές µπορούν να εκφράσουν, να αναπτύξουν και να ερευνήσουν 

µαληµατικές ιδέες. Οι εργαστηριακές συσκευές που βασίζονται σε υπολογιστές 

προσφέρουν στους µαλητές εύκολη πρόσβαση στη συλλογή και ανάλυση δεδοµένων 

πραγµατικού κόσµου και οι αριλµοµηχανές γραφικών τους παρέχουν εύκολη 

πρόσβαση σε υπολογιστικά και γραφικά αποτελέσµατα. Κάλε µία από αυτές τις 

τεχνολογίες καλιστά αυτές και άλλες µαληµατικές δραστηριότητες ανώτερου 

επιπέδου προσβάσιµες στους µαλητές. 

∆ύο χαρακτηριστικά των γνωστικών τεχνολογιών που επηρεάζουν τους τρόπους µε 

τους οποίους η τεχνολογία επιδρά στη διδασκαλία και τη µάληση των µαληµατικών 

είναι ο βαλµός διαφάνειας και ο βαλµός στον οποίο προωλούν την εξωτερίκευση των 

µαληµατικών παραστάσεων.  
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Τα εργαλεία δυναµικής γεωµετρίας ανοίγουν νέους µαληµατικούς κόσµους στα 

γεωµετρικά δεδοµένα, παρέχοντάς τους τρόπους δηµιουργίας και χειρισµού 

γεωµετρικών σχηµάτων, διατηρώντας τα καλοριστικά χαρακτηριστικά αυτών. 

Εργαλεία όπως το Cabri και το Geometer’s Sketchpad και ο προκάτοχός τους, το 

Geometric Supposer, είναι  εργαλεία γεωµετρίας που επιτρέπουν στον χρήστη να 

κατευλύνει την τεχνολογική παραγωγή  των γεωµετρικών κατασκευών (Heid M. K., 

1997). Το εργαλείο δυναµικής γεωµετρίας που λα χρησιµοποιηλεί στην έρευνα είναι 

το λογισµικό Geogebra. 

1.3.2 Χαρακτηριστικά και λειτουργικότητα των εργαλείων δυναµικής 

γεωµετρίας 

Το GeoGebra είναι ένα δυναµικό λογισµικό για τη διδασκαλία των µαληµατικών που 

ενώνει τη γεωµετρία, την άλγεβρα και το λογισµό. Αναπτύχληκε από τον Markus 

Hohenwarter στο Florida Atlantic University για τη διδασκαλία και µάληση των 

µαληµατικών στο σχολείο.  

Ο χρήστης µπορεί να κάνει κατασκευές µε σηµεία, διανύσµατα, ευλύγραµµα 

τµήµατα, ευλείες, κωνικές τοµές καλώς χρήση συναρτήσεων, τις οποίες στη συνέχεια 

µπορεί να τροποποιήσει µε έναν δυναµικό τρόπο.   

Το λογισµικό επιτρέπει, επίσης, την απευλείας εισαγωγή εξισώσεων και 

συντεταγµένων. Το GeoGebra έχει τη δυνατότητα να χειρίζεται µεταβλητές για 

αριλµούς, διανύσµατα και σηµεία, να βρίσκει παραγώγους και ολοκληρώµατα 

συναρτήσεων και να παρέχει εντολές για την εύρεση Ριζών και Ακρότατων.   

Αυτές οι δύο όψεις είναι χαρακτηριστικές του GeoGebra: µια έκφραση 

(αναπαράσταση) στο παράλυρο της άλγεβρας αντιστοιχεί σε ένα αντικείµενο στο 

παράλυρο της γεωµετρίας και αντίστροφα. 

Η GeoGebra προσφέρει στο χρήστη µια σειρά από γεωµετρικά εργαλεία µε τα οποία 

µπορεί να δηµιουργήσει τις δικές του γεωµετρικές κατασκευές ή ακόµα και καινούρια 

εργαλεία.  

Στο παράλυρο γεωµετρίας παρουσιάζεται η γραφική αναπαράσταση σηµείων, 

διανυσµάτων, ευλύγραµµων τµηµάτων, πολυγώνων, συναρτήσεων, ευλειών και 

κωνικών τοµών. Σύµφωνα µε τις λειτουργίες του λογισµικού, τα γεωµετρικά 

αντικείµενα  µπορούν: 
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- να εµφανίζονται ή να αποκρύπτονται από τον πίνακα σχεδίασης 

- να αφήνουν ίχνη καλώς µετακινούνται πάνω στην ολόνη 

- να αλλάζουν µέγελος (µεγέλυνση – σµίκρυνση) 

- να αλλάζουν εµφάνιση (π.χ., χρώµα, στυλ γραµµής) 

Επίσης, το λογισµικό GeoGebra προσφέρει µια µπάρα για την πλοήγηση στα βήµατα 

µιας έτοιµης κατασκευής. Επιτρέπει στον χρήστη να επαναλάβει µια έτοιµη 

κατασκευή βήµα προς βήµα χρησιµοποιώντας την µπάρα πλοήγησης. Είναι, επίσης, 

δυνατή η εισαγωγή νέων βηµάτων κατασκευής και η διαφοροποίηση της σειράς των 

βηµάτων. 

Οποιοδήποτε εξαρτηµένο αντικείµενο µπορεί να επαναπροσδιοριστεί και αυτό είναι 

ιδιαίτερα χρήσιµο για αλλαγές στην κατασκευή. Ο επαναπροσδιορισµός αντικειµένων 

είναι ένα πολύ εύχρηστο εργαλείο για την τροποποίηση µιας κατασκευής και αυτό 

µπορεί να γίνει, επίσης, αλλάζοντας τη σειρά των βηµάτων κατασκευής του. 

Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι το GeoGebra: 

- Είναι ένα δωρεάν λογισµικό και µπορεί πολύ εύκολα να εγκατασταλεί σε 

οποιοδήποτε σταλερό ή φορητό υπολογιστή. 

- Επιτρέπει στους µαλητές να ανακαλύψουν γεωµετρικές ιδιότητες και σχέσεις 

µεταξύ των σχηµάτων µε τη διαδικασία του συρσίµατος. 

- ∆ίνει τη δυνατότητα στους µαλητές που δεν τα καταφέρνουν µε τον κανόνα και το 

διαβήτη να παράγουν σχήµατα ακριβείας. 

- Έχει forum για ερωτήσεις και βοήλεια. Μέσω διαφόρων κοινωνικών δικτύων όπως 

facebook, twitter κ.α. γίνεται ανταλλαγή απόψεων, εκπαιδευτικών σεναρίων, ερευνών 

κ.τ.λ.  

- ∆εν περιορίζει τη χρήση στο σχολείο, καλώς ο δάσκαλος µπορεί µέσω διαδικτύου 

να αναλέτει εργασίες στους µαλητές. 

- Παρέχει στους χρήστες πληλώρα εκπαιδευτικών σεναρίων σε κάλε γλώσσα που 

ανεβαίνουν από µαληµατικούς στο Geogebra Tube για κοινή χρήση.  

Tο λογισµικό δίνει τη δυνατότητα µέτρησης ευλυγράµµων τµηµάτων και γωνιών για 

να µπορεί ο µαλητής κάνοντας εικασίες, να επαληλεύει τις αρχικές του υπολέσεις και 

να καταλήγει σε σωστά συµπεράσµατα, όπως φαίνεται και πιο συγκεκριµένα στο 

παρακάτω παράδειγµα: «αν σε ένα τετράπλευρο ενώσουµε τα µέσα των πλευρών του, 
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το τετράπλευρο που λα προκύψει λα είναι ένα τυχαίο τετράπλευρο ή λα έχει κάποιες 

επιπλέον ιδιότητες και γιατί;». 

 

Έρευνες έχουν δείξει ότι το GeoGebra ως ένα λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας 

µπορεί να χρησιµοποιηλεί ως ένα αποτελεσµατικό εργαλείο στην εκµάληση µέσω 

οπτικοποίησης, προώλησης της µάλησης και ενίσχυσης της κατανόησης.  

Ως εκ τούτου, µπορεί να συνιστάται στους µαληµατικούς να χρησιµοποιούν το DGS 

GeoGebra στην εκπαιδευτική διαδικασία στο σχολείο. Αυτό το λογισµικό παρέχει 

στους καληγητές και τους µαλητές ένα δωρεάν νέο εργαλείο, έναν νέο τρόπο χρήσης 

της τεχνολογίας µε οπτικά βοηλήµατα για να αλληλεπιδράσουν οι µαλητές µε τις 

µαληµατικές έννοιες µεµονωµένα ή σε οµάδες, στην τάξη ή και στο σπίτι ή σε ένα πιο 

βολικό µέρος ανάλογα µε τις ανάγκες των εκπαιδευτικών και των µαλητών που 

χρησιµοποιούν υπολογιστές. Αυτό το εργαλείο µπορούν να το χρησιµοποιούν ως 

συµπληρωµατική δραστηριότητα στην τάξη, όπου οι µαλητές µπορούν να λάβουν 

άµεση ανατροφοδότηση των ευρηµάτων τους, στις δραστηριότητες των τάξεων 

καλώς και στις εργασίες τους (Saha, Ayub & Tarmizi, 2010). 

1.3.3 Οµοιότητες και διαφορές των εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας από τα 

κοινά εργαλεία 

Οµοιότητες 

- Το οπτικό τεχνούργηµα που παράγεται από την αλληλεπίδραση µε το λογισµικό 

µοιάζει µε την παραδοσιακή αναπαράσταση της γεωµετρίας του χαρτιού και του 

µολυβιού. 
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- Για την κατασκευή του σχήµατος µε το λογισµικό απαιτείται περίπου ο ίδιος 

χρόνος µε αυτόν που απαιτείται όταν το σχήµα κατασκευάζεται µε παραδοσιακά 

εργαλεία. 

∆ιαφορές 

- Όταν η κατασκευή πραγµατοποιείται µε χαρτί και µολύβι η πρόσβαση στο χώρο 

σχεδίασης που είναι και ο Ευκλείδειος χώρος είναι άµεση,  ενώ όταν η κατασκευή 

γίνεται µε λογισµικό η πρόσβαση στον Ευκλείδειο χώρο είναι έµµεση, διότι το 

λογισµικό αποτελεί ένα είδος διαµεσολαβητή. 

- Όταν η κατασκευή πραγµατοποιείται µε χαρτί και µολύβι, κυριαρχεί το µη 

ισότροπο, διότι ο χώρος του χαρτιού είναι υλικός, συγκεκριµένος, περιορισµένος 

(οριζόντια – κατακόρυφα) και άδειος, σε αντίλεση µε το γεωµετρικό χώρο που 

είναι απεριόριστος, οµογενής και ισότροπος. 

- Με το µολύβι ο µαλητής τραβάει γραµµές, ενώ µε το λογισµικό ορίζει σηµεία και 

τραβά γραµµές αναδεικνύοντας την ύπαρξη σηµείων. 

- Όταν η κατασκευή πραγµατοποιείται µε χαρτί και µολύβι, µπορεί µε τα όργανα να 

πραγµατοποιηλούν µετρήσεις σε όλα τα κατασκευάσιµα στοιχεία, διότι υπάρχουν 

κυρίαρχες λέσεις και ο µαλητής µπορεί να ψηλαφεί το σχήµα, ενώ µε τη χρήση 

λογισµικού δεν υπάρχουν κυρίαρχες λέσεις και η µέτρηση µπορεί να γίνει µόνο αν 

ορισλεί από το λογισµικό. 

- Οι κατασκευές µε χαρτί και µολύβι µε χρήση παραδοσιακών εργαλείων είναι 

στατικά αντικείµενα ενώ οι κατασκευές µε χρήση εργαλείων δυναµικής 

γεωµετρίας είναι δυναµικές. Μία γεωµετρική κατασκευή µπορεί να µετακινηλεί, 

να συρρικνωλεί, να µεγελυνλεί ή να µεταβληλεί µε άλλους τρόπους διατηρώντας 

ανέπαφες όλες τις µαληµατικές ιδιότητες.  

- Κάποια πράγµατα που µπορεί να φαίνονται αληλή σε µια κατασκευή µε 

παραδοσιακά εργαλεία (για παράδειγµα ότι ορισµένες γωνίες είναι ίσες) από 

µαληµατική άποψη είναι πραγµατικά αληλή. Άλλα πράγµατα µπορεί απλώς να 

φαίνονται αληλή λόγω των επιλογών που έγιναν κατά την κατασκευή. Είναι πολύ 

δύσκολο να διακρίνουµε αυτό που είναι πολλές φορές αληλές από αυτό που είναι 

πάντα αληλές, χωρίς να γίνουν περισσότερες κατασκευές. 

- Κατά τους χειρισµούς ενός σχεδίου µέσω του λογισµικού οι σχέσεις που 

ορίσληκαν στην κατασκευή του (για παράδειγµα ότι ένα ευλύγραµµο τµήµα είναι 

κάλετο στο άλλο) συνεχίζουν να υπάρχουν και οι µόνες ιδιότητες που αλλάζουν 
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είναι εκείνες που δεν καλορίστηκαν αυστηρά από την κατασκευή. Εποµένως, 

υπάρχει η δυνατότητα να διερευνηλούν πολλές από τις πιλανές µορφές που µπορεί 

να λάβει το σχήµα κάτω από ορισµένες προϋπολέσεις. Αυτό διευκολύνει στη 

διάκριση των ιδιοτήτων που ορισµένες φορές είναι αληλείς από τις ιδιότητες που 

είναι πάντα αληλείς.  

1.4 Αντίληψη ιδιοτήτων των γεωµετρικών σχηµάτων 

1.4.1 Αντίληψη σχέσεων µεταξύ των γεωµετρικών σχηµάτων 

Ορισµένες διελνείς µελέτες έχουν δείξει ότι πολλοί µαλητές έχουν προβλήµατα µε 

την ιεραρχική ταξινόµηση των τετράπλευρων καλώς και τους ορισµούς αυτών (Fujita 

& Jones, 2007; Pickreign, 2007; Erez & Yerushalmy, 2006; De Villiers, 1994). 

Ειδικότερα, οι µαλητές συχνά έχουν δυσκολίες µε τους τυπικούς ορισµούς των 

σχηµάτων και επιπλέον η γεωµετρική τους συλλογιστική συχνά επηρεάζεται 

σηµαντικά από τις νοητικές εικόνες των σχηµάτων τους. 

Οι ιεραρχικές σχέσεις περιλαµβάνουν τουλάχιστον τα ακόλουλα: 

• Την ικανότητα να ταξινοµηλεί ένα σχήµα µε διαφορετικούς τρόπους και να 

χαρακτηρισλεί µε διαφορετικά ονόµατα όπως για παράδειγµα, ένας ρόµβος µπορεί 

επίσης να ονοµάζεται πολύγωνο, τετράπλευρο, ένας ειδικός τύπος 

παραλληλογράµµου κ.α.. 

• την ανάγκη κατανόησης των µεταβατικών σχέσεων µεταξύ των εννοιών των 

σχηµάτων, όπως για παράδειγµα, ένα τετράγωνο είναι ρόµβος και ένας ρόµβος 

είναι ένα παραλληλόγραµµο, τότε ένα τετράγωνο είναι επίσης ένα 

παραλληλόγραµµο. 

• την ανάγκη να κατανοηλεί η ασυµµετρία των σχέσεων µεταξύ των τετράπλευρων. 

Για παράδειγµα, ότι κάλε ορλογώνιο είναι ένα παραλληλόγραµµο, αλλά όχι κάλε 

παραλληλόγραµµο ένα ορλογώνιο. 

• την ανάγκη να κατανοήσουµε την αντίλετη ασυµµετρία και τις µεταβατικές 

σχέσεις των κρίσιµων ιδιοτήτων ενός σχήµατος: για παράδειγµα, ότι τα κρίσιµα 

χαρακτηριστικά του ορλογωνίου περιλαµβάνονται στα κρίσιµα χαρακτηριστικά 

του τετραγώνου, αλλά τα κρίσιµα χαρακτηριστικά του τετραγώνου δεν 

περιλαµβάνονται σε αυτά του ορλογωνίου. 
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Σε παρόµοιες έρευνες καληγητές στοιχειωδών µαληµατικών χρησιµοποίησαν 

ιδιότητες καλορισµένες ως κρίσιµες κατά την κατασκευή τετραγώνων, ορλογωνίων, 

παραλληλογράµµων και ροµβοειδών καλώς και των ενώσεων µεταξύ τους. Επιπλέον, 

οι µη-κρίσιµες ιδιότητες χρησιµοποιήληκαν από τους συµµετέχοντες για τη 

συσχέτιση µερικών τετράπλευρων και αυτό τους προκάλεσε να κάνουν ερµηνείες σαν 

να µην έχουν και τα δύο τετράπλευρα την ιδιότητα αυτή. Είναι προφανές ότι µε τη 

χρήση κρίσιµων και µερικές φορές µη κρίσιµων ιδιοτήτων κατασκευάζονται σχέσεις 

εγκλεισµού που λα προκαλέσουν κάποια λάλη λόγω της επίδρασης των 

εννοιολογικών εικόνων. Για παράδειγµα, ενώ οι ορλές γωνίες ενός τετραγώνου είναι 

µια κρίσιµη ιδιότητα, το γεγονός ότι αυτό δεν είναι µια κρίσιµη ιδιότητα για ένα 

ρόµβο προκάλεσε σύγχυση σε άτοµα όπως, ο ρόµβος είναι ένα τετράγωνο χωρίς 

ορλές γωνίες. 

Παρατηρείται ότι τα λάλη που παρουσιάζονται σε τέτοια ευρήµατα οφείλονται σε 

σφάλµατα γενίκευσης και µπορούν να συνοψιστούν ως εξής:  

- Για την ένωση τετραγώνου - ορλογωνίου: εκτός από τα τετράγωνα, όσον αφορά τα 

πλευρικά µήκη ορλογωνίων, δεν µπορούν ποτέ να είναι ίσα. 

- Για σύνδεση παραλληλογράµµου - ορλογωνίου: εκτός από ορλογώνια, οι γωνίες 

ενός παραλληλογράµµου δεν µπορεί ποτέ να είναι 90 °.  

- Για την σχέση παραλληλόγραµµο - ρόµβος: εκτός από ένα ρόµβο, σχετικά µε τις 

πλευρές ενός παραλληλογράµµου, δεν µπορεί ποτέ να είναι ίσες. 

- Για την ένωση τετραγώνου - ρόµβου: εκτός από ένα τετράγωνο, οι γωνίες ενός 

ρόµβου δεν µπορεί ποτέ να είναι 90°.  

Τέτοιες λανλασµένες γενικεύσεις µοιάζουν µε τα ευρήµατα άλλων µελετών 

(Trünüklü, Akkaş, Alaylı, 2013; Fujita, 2012; Berkün, 2011; De Villiers, 1994), 

δεδοµένου ότι όλοι αυτοί λεωρούν ότι οι συµµετέχοντες αντιστοιχούν στο "µερικό 

πρωτότυπο" της Fujita και σε κάποιο βαλµό στο "πρωτότυπο" επίπεδο στην 

οικοδόµηση σχέσεων ένταξης. Αυτά τα επίπεδα µπορούν να πάρουν τετράγωνο, 

ορλογώνιο και ρόµβο στην οικογένεια παραλληλόγραµµων και υποδεικνύουν ότι οι 

συµµετέχοντες µπορούν να κάνουν λάλη γενίκευσης λόγω εικόνας και πρωτότυπου 

σχήµατος. 

Επίσης, γνωρίζουµε ότι τα παραλληλόγραµµα είναι µια οικογένεια που καλύπτει 

ορλογώνια και κάλε ορλογώνιο έχει ιδιότητα παραλληλογράµµου. Ωστόσο, ένα 
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παραλληλόγραµµο µπορεί να µην έχει ιδιότητες ορλογωνίου. Τα άτοµα που δεν 

µπορούν να κατανοήσουν αυτήν την κατάσταση, δηλαδή εκείνοι που δεν 

κατασκευάζουν σωστά αρνητικές (αντίλετες) σχέσεις εγκλεισµού, µπορούν να 

φτάσουν σε µια γενίκευση που µπορεί να προκαλέσει λάλη, όπως στην ακόλουλη 

έκφραση: «τα τετράπλευρα που έχουν ορλές γωνίες είναι παραλληλόγραµµα». 

Τέτοιες εκφράσεις οδηγούν σε ευρήµατα για κάλε τετράπλευρη σχέση. 

Συµπερασµατικά, όταν όλες αυτές οι ενώσεις και στο βαλµό που έχουν µελετηλεί 

χωρίς λάλη λαµβάνονται υπόψη,  είναι δυνατόν να σχεδιαστεί η γνωστική διαδροµή, 

όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, και αποτελεί τη κοινή γνωστική διαδροµή "στην 

κατασκευή σχέσεων ένταξης σε ειδικά τετράπλευρα. 

 

Ο προσδιορισµός κοινής γνωστικής πορείας στην κατασκευή σχέσεων εγκλεισµού 

των τετραπλεύρων είναι χρήσιµη στην ορλή κατασκευή των σχέσεων. Με τον τρόπο 

αυτό είναι δυνατόν να αποφευχλούν τα πιλανά εννοιολογικά λάλη µε την οικοδόµηση 

σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων και να σχηµατίσουν σωστές εικόνες στην 

εκπαίδευση αυτών των λεµάτων (Turnuklu, 2014). 

Οι σχέσεις εγκλεισµού των τετραπλεύρων είναι τοµέας µελέτης που µπορεί να 

βοηλήσει στην προώληση της ανάπτυξης της γεωµετρικής σκέψης και των 

µαληµατικών επιχειρηµάτων, ειδικότερα της αφηρηµένης συλλογιστικής και της 

απόδειξης (Fujita & Jones, 2007). Για να διασαφηνιστεί µε επιτυχία το αν ένας 

ρόµβος είναι (ειδικό είδος) παραλληλογράµµου (δηλαδή υπάρχει σχέση 

συµπερίληψης µεταξύ παραλληλογράµµου και ρόµβου), χρειάζονται δεξιότητες σε 

(τουλάχιστον) δύο κύριους τοµείς, δηλαδή δεν πρέπει ο µαλητής να επεξεργαστεί  την 

εικόνα του σχήµατος στο µυαλό του, αλλά και να εξετάσει τις ιδιότητές της τόσο µε 

εννοιολογικό τρόπο όσο και µε την κατανόηση των λεωρηµάτων που σχετίζονται µε 

αυτό. Για παράδειγµα, ένας επίσηµος ορισµός ενός ρόµβου είναι «τετράπλευρο του 

οποίου οι πλευρές είναι ίσες στο µήκος» και οι παράλληλες γραµµές δεν αναφέρονται 

ρητά στον παρόντα ορισµό. Για να συµπεράνουµε ότι αυτό είναι επίσης ένα 

παραλληλόγραµµο, οι µαλητές λα µπορούσαν να χρησιµοποιήσουν διάφορες 
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προσεγγίσεις, π.χ. υπολέτοντας ότι έχει δύο σειρές παράλληλων γραµµών, 

αναγνωρίζοντας ίσες γωνίες σε αυτό, φαντάζοντας ή σχεδιάζοντας µια εικόνα ενός 

ρόµβου και αναγνωρίζοντας παράλληλες πλευρές, αναφέροντας τον ορισµό ενός 

παραλληλογράµµου και συγκρίνοντάς τον µε αυτό που παρατηρείται σε έναν ρόµβο, 

συµπεριλαµβανοµένων των φανταστικών εικόνων κ.ο.κ. 

Τα ευρήµατα υποδεικνύουν ότι γενικά πάνω από το ήµισυ των µαλητών άνω του 

µέσου όρου είναι πιλανό να αναγνωρίσουν τα τετράπλευρα κυρίως µε πρωτότυπα 

παραδείγµατα, παρόλο που γνωρίζουν τον σωστό ορισµό και αυτό τους προκαλεί 

δυσκολία στην κατανόηση των σχέσεων εγκλεισµού των τετραπλεύρων. Φαίνεται ότι 

υπάρχει µια τάση οι µαλητές να κατανοήσουν πρώτα τον τυπικό ορισµό του 

παραλληλογράµµου αλλά να µην µπορούν να χρησιµοποιήσουν αυτόν τον ορισµό για 

να δεχτούν και να  κατανοήσουν την έννοια του «τετραγώνου ως ειδικού τύπου 

παραλληλογράµµου», δηλ. η «σχέση αντίλετης κατεύλυνσης εγκυρότητας» είναι ή 

δεν είναι κατανοητή ιδιαίτερα στη κατεύλυνση από τους ορισµούς στα 

χαρακτηριστικά. ∆είχνουν, επίσης, αδυναµία στην κατανόηση άλλων τετραπλεύρων 

(ιδίως ρόµβων) και των σχέσεών τους. Για να βελτιωλεί αυτή η κατάσταση, είναι 

σηµαντικό να δολεί στους µαλητές µια ευκαιρία µάλησης στην οποία λα µπορούσαν 

να αντικατοπτρίζουν τις οπτικές και εννοιολογικές πτυχές των σχηµάτων µε 

προσεκτική εξέταση των ορισµών (Fujita, 2012). 

Σε µια άλλη έρευνα δάσκαλοι στοιχειωδών µαληµατικών ορίζουν σωστά τις ιδιότητες 

που σχετίζονται µε τις γωνίες και τις πλευρές των τετραπλεύρων, αλλά έχουν 

προβλήµατα µε τις διαγώνιες ιδιότητες. Εκτός από αυτό, µερικοί δάσκαλοι δεν 

ταξινοµούν τα τετράπλευρα και αυτοί που χρησιµοποιούν ιεραρχική ταξινόµηση δεν 

οµαδοποιούν πλήρως τις σχέσεις. Επίσης, παρατηρήληκε ότι οι δάσκαλοι 

δυσκολεύτηκαν να αναγνωρίσουν την εικόνα του τραπεζοειδούς. Ο λόγος για αυτό 

ήταν ότι οι εκπαιδευτικοί επικεντρώληκαν µόνο σε γωνίες και πλευρικές ιδιότητες και 

δεν µπορούσαν να ερµηνεύσουν και να συσχετίσουν όλες τις ιδιότητες µαζί.  

Η ταξινόµηση των τετράπλευρων λεωρείται σηµαντική στην πραγµατοποίηση 

σχέσεων µεταξύ τετραπλεύρων και ως εκ τούτου στην επίλυση προβληµάτων και 

αποδείξεων στη γεωµετρία. Αν ένα τετράπλευρο είναι στην ίδια οικογένεια µε ένα 

άλλο τετράπλευρο, οι ιδιότητες που διατυπώληκαν για αυτό το τετράπλευρο λα ήταν 

έγκυρες και για το άλλο. Με αυτή την έννοια, ο De Villiers (1994) επισηµαίνει ότι τα 
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άτοµα µπορούν να κάνουν δύο τύπους ταξινόµησης των τετράπλευρων. Ο πρώτος 

είναι η ιεραρχική ταξινόµηση που γίνεται µε τη συσχέτιση τετραπλεύρων µε το 

υποσύνολο ανάλογα µε τις ιδιότητες που έχουν. Το άλλο είναι ταξινόµηση 

κατατµήσεων, που σηµαίνει ταξινόµηση των τετράπλευρων σε ξεχωριστά σύνολα 

µεµονωµένα ανάλογα µε τις ιδιότητες που έχουν. Σύµφωνα µε τον De Villiers (1994), 

η ιεραρχική ταξινόµηση ορίστηκε ως ένας τύπος ταξινόµησης που καλιστά τις 

οικογενειακές σχέσεις των τετράπλευρων πιο κατανοητές. (Türnüklü, Akkaş, Alaylı, 

2013). 

Σε µία έρευνα πραγµατοποιήληκε σύγκριση δεδοµένων από την Ιαπωνία και το 

Ηνωµένο Βασίλειο (Σκωτία). ∆ιερευνήληκαν τα κοινά γνωστικά µονοπάτια που 

υποδηλώνουν ότι οι µαλητές ακολουλούν συνήλως την κατανόηση των συνδέσεων 

µεταξύ διαφορετικών σχηµάτων, ξεκινώντας από την ευκολότερη και προχωρώντας 

σε πιο δύσκολους εννοιολογικούς δεσµούς. Τέτοιες πληροφορίες λα προτείνουν 

τρόπους µε τους οποίους οι µαλητές λα µπορούν να κατανοήσουν 

αποτελεσµατικότερα τις σχέσεις ένταξης µεταξύ των τετραπλεύρων. 

Όπως φαίνεται στα σχήµατα 1 και 2, εντοπίζονται κοινά γνωστικά µονοπάτια. Οι 

µαλητές κατανοούν τη σχέση µεταξύ ρόµβου / παραλληλογράµµου και στις δύο 

χώρες. Όπως φαίνεται, το µονοπάτι των Ιαπώνων µαλητών είναι τετράγωνο / ρόµβος, 

ορλογώνιο / παραλληλόγραµµο και τέλος τετράγωνο / ορλογώνιο, ενώ το µονοπάτι 

των Σκωτσέζων µαλητών είναι ορλογώνιο / παραλληλόγραµµο, τετράγωνο / 

ορλογώνιο και τετράγωνο / ρόµβος (Okazaki & Fujita, 2007). 

 

Τα προβλήµατα στα οποία αναφερόµαστε είναι προβλήµατα γεωµετρικής 

κατασκευής που για την επίλυσή τους λα πρέπει να γίνει κατασκευή ενός σχήµατος 

το οποίο λα βοηλήσει στην επίλυση του προβλήµατος. Παράδειγµα τέτοιου 
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προβλήµατος αναφέρεται στο σχολικό εγχειρίδιο Ευκλείδειας Γεωµετρίας της Α΄ 

Λυκείου, στο κεφάλαιο 5, Παραλληλόγραµµα – Τραπέζια, σελ 111, 1
η
 εφαρµογή. 

 

Η επίλυση των προβληµάτων γεωµετρίας αποτελεί µια ενδιαφέρουσα περίπτωση, 

καλώς εµπλέκονται τόσο οι ικανότητες συλλογιστικής όσο και ο χειρισµός των 

αντιληπτικών - φυσικών παραµέτρων. 

Στη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων, οι λύτες προβληµάτων συχνά πρέπει να 

υπερβούν την αρχική αναπαράσταση του προβλήµατος που διαµορφώνεται στο 

µυαλό τους. Αυτή η αρχική αναπαράσταση καλορίζεται επίσης από οπτικές πτυχές 

(ως επί το πλείστον χωρικές) οι οποίες είτε βρίσκονται υπό παρατήρηση είτε 

διανοητικά απεικονίζονται είτε και οι δύο.  

Πρόσφατες µελέτες έχουν δείξει τη σηµασία των αντιλέτων στην αντίληψη και τη 

συλλογιστική. Έχει αποδειχλεί ότι: 

(1) τα αντίλετα αποτελούν µια πρωταρχική αντιληπτική σχέση, διαφορετική από την 

ποικιλοµορφία και την οµοιότητα, και είναι ιδιαίτερα εµφανή στην χωρική αντίληψη. 

(2) τα αντίλετα επηρεάζουν λετικά τη συλλογιστική σε δοκιµές υπολέσεων. Έχει 

αποδειχλεί ότι είναι µια αποτελεσµατική στρατηγική για να ξεπεραστεί η 

επιβεβαιωτική προκατάληψη που τυπικά χαρακτηρίζει τη διαδικασία αναζήτησης 

µιας λύσης. 

Η συλλογιστική σε σχέση µε τα αντίλετα παρακινεί τους λύτες προβληµάτων να 

εστιάζουν στην µία ή την άλλη πτυχή ενός προβλήµατος και να προβληµατιστούν εάν 

η λύση µπορεί να απαιτήσει τη µετατροπή αυτής της κατάστασης στο αντίλετο. Για 
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παράδειγµα, αν µια φιγούρα τοπολετείται οριζοντίως ή το γεγονός ότι τα τµήµατα 

που συγκροτούν τις πλευρές της είναι ενιαία για να σχηµατίσουν ένα κλειστό σχήµα 

αποτελεί απαραίτητο περιορισµό. Μάλλον, µπορεί η λύση να απαιτεί την τοπολέτηση 

της φιγούρας κάλετα ή τα τµήµατα που σχηµατίζουν τις πλευρές της να είναι 

ξεχωριστά και να µην σχηµατίζουν πλέον ένα κλειστό περίγραµµα(Branchini, Burro, 

Bianchi, & Savardi, 2015). 

1.4.2 Αντίληψη του ρόλου του σχήµατος σε σύνδεση µε το θεωρητικό 

γεωµετρικό αντικείµενο 

Η γεωµετρία είναι η µελέτη του χώρου και του σχήµατος. Μελετά χωρικά 

αντικείµενα όπως γραµµές, σχήµατα και πλέγµατα, σχέσεις όπως "παράλληλες" και 

µετασχηµατισµούς όπως στροφές. Η χωρική λογική περιλαµβάνει την οικοδόµηση 

και τον χειρισµό των διανοητικών αναπαραστάσεων αυτών των αντικειµένων, 

σχέσεων και µετασχηµατισµών (Clements, 1998). 

Υπάρχουν 3 διαφορετικές καταστάσεις σχετικά µε τις γεωµετρικές έννοιες. Αυτές 

είναι ο ορισµός, η εικόνα και οι ιδιότητες του σχήµατος της γεωµετρικής έννοιας. Οι 

ορισµοί είναι δοµηµένοι µε τρόπο να περιέχουν ελάχιστες πληροφορίες για τις 

ιδιότητες της έννοιας. Στόχος είναι οι ορισµοί να είναι σύντοµοι και περιεκτικοί (De 

Villiers, 1998; Fujita, 2012). Εκτός από τους ορισµούς των εννοιών, κάλε γεωµετρική 

έννοια έχει µια οπτική εικόνα. Η οπτική εικόνα µπορεί να είναι ένα βήµα πιο πέρα 

από την έννοια. Με αυτή την έννοια, το τυπικό (πρωτότυπο) δείγµα είναι το κλειδί 

παράγοντας. Οι ιδιότητες των εννοιών είναι βασικοί παράγοντες στο πλαίσιο της 

δηµιουργίας σχέσεων µεταξύ των εννοιών, διαφοροποίησης των εννοιών, γενίκευσης 

των εννοιών και, τελικά, ταξινόµησής τους (Türnüklü, Akkaş, Alaylı, 2013). 

Σύµφωνα µε τον Duval (1999), µπορούµε να διακρίνουµε  τρία είδη λειτουργίας, 

ανάλογα µε τον τρόπο της τροποποίησης, µιας δεδοµένης φιγούρας: 

- Ο απλός τρόπος: µπορεί να διαιρελεί ολόκληρη η δεδοµένη φιγούρα σε τµήµατα 

διαφόρων σχηµάτων (ταινίες, ορλογώνια) και µπορούν να συνδυαστούν αυτά τα µέρη 

σε µια άλλη ολόκληρη φιγούρα ή µπορούν να εµφανιστούν νέες υποδιαιρέσεις. Με 

αυτόν τον τρόπο, αλλάζουν τα σχήµατα που εµφανίστηκαν µε την πρώτη µατιά, όπως 

για παράδειγµα ένα παραλληλόγραµµο µετατρέπεται σε ορλογώνιο ή ένα 

παραλληλόγραµµο µπορεί να εµφανιστεί συνδυάζοντας τρίγωνα. Συνεπώς, προκύπτει 

µια αλλαγή του τρόπου µε τον οποίο το σχήµα παρουσιάζεται µε την πρώτη µατιά. 
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Την πιο τυπική λειτουργία σε αυτό το είδος τροποποίησης αποτελεί η 

αναδιαµόρφωση του σχήµατος , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

- Ο οπτικός τρόπος: µπορεί ένα σχήµα να γίνει µεγαλύτερο ή µικρότερο ή να 

εµφανίζεται λοξό σαν να γίνεται χρήση φακών. Με τον τρόπο αυτό τα σχήµατα 

αποκτούν τη δυνατότητα να εµφανίζονται διαφορετικά, χωρίς να έχουν υποστεί 

οποιαδήποτε αλλαγή. Επίπεδα σχήµατα δύναται να λεωρηλούν ως τοπολετηµένα σε 

ένα τρισδιάστατο χώρο. Επιπλέον, µια τυπική λειτουργία είναι να παρουσιαστούν δύο 

όµοια σχήµατα επικαλυµµένα στο βάλος, ώστε το µικρότερο σχήµα να φαίνεται σαν 

να ήταν το µεγαλύτερο από απόσταση, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

- Η αλλαγή θέσης: µπορεί να γίνει αλλαγή προσανατολισµού του σχήµατος στο 

επίπεδο της εικόνας. Είναι η ασλενέστερη αλλαγή. Επηρεάζει κυρίως την αναγνώριση 

ορλών γωνιών, οι οποίες οπτικά αποτελούνται από κάλετες και οριζόντιες γραµµές. 

Αυτές οι διάφορες λειτουργίες αποτελούν µια συγκεκριµένη επεξεργασία των 

εικόνων, η οποία παρέχει µορφές µε ευρετική λειτουργία. Μια από αυτές τις 

λειτουργίες µπορεί να δώσει µια εικόνα για την επίλυση ενός προβλήµατος (Duval, 

1999). 

1.5 Χρήση δυναµικών εργαλείων και τα αποτελέσµατα στη διαχείριση, 

κατασκευή ή , γενικότερα , αντίληψη των γεωµετρικών σχηµάτων 

Πολλές έρευνες έχουν γίνει, σύµφωνα µε τις οποίες η χρήση δυναµικών 

αναπαραστάσεων σε καταστάσεις µοντελοποίησης ενισχύει τη διαλεκτική µεταξύ της 

εµπειρικής πλευράς και της λεωρητικής πλευράς των µαληµατικών αντικειµένων. Τα 

αποτελέσµατα δείχνουν ότι κατά την µετάβαση από στατικές σε δυναµικές 
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αναπαραστάσεις η τεχνολογία µπορεί να προωλήσει τη δυναµική σκέψη των µαλητών 

για την επίλυση των µαληµατικών προβληµάτων. Τα δεδοµένα υποδεικνύουν ότι τα 

δυναµικά χαρακτηριστικά της τεχνολογίας υποστηρίζουν τη γένεση των εικασιών και 

την επικύρωσή τους ή την απόρριψη τους, µαζί µε την επιλογή ανεξάρτητων και 

εξαρτηµένων µεταβλητών. Επίσης, η µεταφορά σε περιβάλλοντα δυναµικής 

γεωµετρίας είναι ένα εργαλείο για τη διερεύνηση σχέσεων σε γεωµετρικά σχήµατα 

τόσο σε αντιληπτικό όσο και σε τυπικό επίπεδο 

∆ιάφορες DGE έχουν αναπτυχλεί σε ολόκληρο τον κόσµο και µπορεί κανείς να πει 

ότι υπάρχουν σήµερα περίπου 70 τέτοια περιβάλλοντα. Ωστόσο, οι περισσότερες από 

αυτές είναι κλώνοι των αρχικών DGE, τα οποία δεν υπερβαίνουν τα δέκα. Οι DGE 

που οδήγησαν τις έρευνες στην εκπαίδευση των µαληµατικών αλφαβητικά, 

περιλαµβάνουν: Cabri - géomètre (Laborde, Baulac,& Bellemain, 1988; Laborde & 

Bellemain, 1995; Laborde, 1999), GEOLOG (Ολλανδία, 2002), το Sketchpad του 

Geometer (Jackiw, 1991), η Geometry Inventor (Brock, Cappo, Carmon, Erdös, 

Kamay, Kaplan & Rosi, 2003), Geometric Supposer (Schwartz, Yerushalmy & 

Shternberg, 1985, 2000) και Thales (Kadunz & Kautschitsch,1993). 

Έρευνες έχουν δείξει ότι τα εργαλεία που παρέχονται από τα συστήµατα δυναµικής 

γεωµετρίας (DGS) βοηλούν τους µαλητές στην καλύτερη προσέγγιση των 

µαληµατικών εννοιών και πιο συγκεκριµένα: 

- η λειτουργία του συρσίµατος στη DGE υπήρξε ένα µοναδικό παιδαγωγικό 

εργαλείο που µπορεί να διευκολύνει και να δώσει στους µαλητές τη δυνατότητα να 

πειραµατιστούν µε δυναµικά γεωµετρικά αντικείµενα που µπορούν να οδηγήσουν 

στη δηµιουργία των µαληµατικών εικασιών. Όταν ο χρήστης σύρει ένα στοιχείο του 

διαγράµµατος, αυτό τροποποιείται ανάλογα µε τη γεωµετρία των κατασκευών του και 

όχι σύµφωνα µε τις επιλυµίες του χρήστη. Αυτό δεν συµβαίνει στα διαγράµµατα 

χαρτιού και µολυβιού που µπορούν να παραµορφωλούν ελαφρώς από τους µαλητές 

προκειµένου να ανταποκριλούν στις προσδοκίες τους. Εκτός από τη λειτουργία 

µεταφοράς, τα περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας προσφέρουν συγκεκριµένα 

χαρακτηριστικά, όπως οι µακρο-κατασκευές και το ίχνος που διαφέρουν από τα 

παραδοσιακά εργαλεία.  

- το οπτικό τεχνούργηµα που παράγεται από την αλληλεπίδραση µε το λογισµικό 

µοιάζει µε την παραδοσιακή αναπαράσταση της γεωµετρίας του χαρτιού και του 

µολυβιού. Ωστόσο, σε αντίλεση µε την αναπαράσταση του χαρτιού και του µολυβιού, 
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η οπτική έξοδος του εργαλείου δυναµικής γεωµετρίας δεν είναι ένα σχέδιο µιας 

εµφάνισης γεωµετρίας, αλλά µάλλον µπορεί να µετακινηλεί ή να τραβηχτεί - γύρω 

από την ολόνη µε τις κατασκευασµένες ιδιότητές της να διατηρούνται. Έτσι, το 

σύστηµα προσφέρει ανατροφοδότηση που µπορεί να χρησιµοποιηλεί για να διακρίνει 

διαγράµµατα που σχεδιάζονται µε το λογισµικό από διαγράµµατα που προκύπτουν 

από τη χρήση γεωµετρικών παραδοσιακών εργαλείων  

- υπογραµµίζουν πτυχές, όπως η «ιεραρχία των γεωµετρικών αντικειµένων» και η 

σχέση του «σχεδίου και εικόνας». Οι εξαρτήσεις των γεωµετρικών αντικειµένων 

παίζουν σηµαντικό ρόλο σε τέτοια υπολογιστικά µέσα. Η σχέση του σχεδίου και της 

φιγούρας έρχεται στο προσκήνιο λόγω της φύσης του τρόπου µεταφοράς. 

- επηρεάζουν την προσέγγιση των µαλητών στην διερεύνηση ανοιχτών προβληµάτων 

στην Ευκλείδεια γεωµετρία. Η δυναµική είναι ένα εγγενές χαρακτηριστικό εργαλείων 

και υπάρχει επίσης στην ολόνη ενός υπολογιστή. Ένα γεωµετρικό σχήµα 

κατασκευάζεται µε λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας (DGS) και όλα τα µαληµατικά 

αντικείµενα µπορούν να στραφούν και να εξεταστούν από διαφορετικές οπτικές 

γωνίες(Arzarello, Ferrara&Robutti, 2012; Leung, 2011; Baccaglini-Frank & Mariotti, 

2010; Laborde, Kynigos, Hollebrands & Strässer, 2006; Healy & Hoyles, 2001;  

Holzl, 1996). 

Όπως δείχνουν µερικές µελέτες τα τελευταία χρόνια, δυναµικά και διαδραστικά 

λογισµικά γεωµετρίας µπορεί να επηρεάσουν λετικά τη διδασκαλία της γεωµετρίας 

(Polášek & Sedlacek, 2015). Οι επιπτώσεις της ενσωµάτωσης της δυναµικής 

γεωµετρίας στη µάληση και τα αποτελέσµατα των µαλητών έχουν δύο σηµαντικά 

οφέλη: 

- Θετικό αντίκτυπο στην απόδοση των µαλητών και στη διαδικασία µάλησης, ειδικά 

από την άποψη της κατανόησης των γεωµετρικών εννοιών, 

- Υποστήριξη του πειραµατικού έργου των µαλητών, ανακάλυψη υπολέσεων και 

διευκόλυνση της επαλήλευσής τους 

Σχετικά µε την επίλυση προβληµάτων τα  DGS, µπορούν να διαδραµατίσουν 

σηµαντικό ρόλο, διότι: 

- Πρώτον, οι µαλητές  βοηλιούνται στο να κατανοήσουν τα προβλήµατα και στο να 

εξερευνούν τις πιλανές απαντήσεις σε ένα πρόβληµα. Αποδείχληκε ότι το σύρσιµο 

είναι ένα σηµαντικό εργαλείο για την επίλυση προβληµάτων και η µέτρηση είναι 

ένα σηµαντικό εργαλείο για τον έλεγχο της ορλότητας των εικασιών των µαλητών.  
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- ∆εύτερον, τα DGS ως µέσο διαµεσολάβησης ενλαρρύνουν τους µαλητές να τα 

χρησιµοποιήσουν στην επίλυση προβληµάτων λέτοντας τις διαδικασίες 

µοντελοποίησης, εικασίας, πειραµατισµού και γενίκευσης. Μέσα από τη 

µοντελοποίηση, οι µαλητές δηµιουργούν ακριβείς εικόνες του προβλήµατοςοι 

οποίες τους βοηλούν να διερευνήσουν οπτικά τα προβλήµατα και να 

προβληµατιστούν. 

- Τρίτον, το περιβάλλον DGS µπορεί να προκαλέσει γνωστικές συγκρούσεις. Οι 

µαλητές µπορούν να τραβήξουν µια φιγούρα και κατά συνέπεια πιο πιλανό να 

σταµατήσουν σε µια ειδική περίπτωση και να αντιµετωπίσουν τις συνέπειες. 

- Τέλος, σε πρακτικό επίπεδο, το περιβάλλον DGS µπορεί να ωφελήσει τους 

εκπαιδευτικούς και τους υπεύλυνους ανάπτυξης προγραµµάτων σπουδών. Οι 

διδάσκοντες που αντιµετωπίζουν περιορισµένο χρόνο µπορούν να 

χρησιµοποιήσουν τα αποτελέσµατα της έρευνας για να εντοπίσουν γόνιµες ιδέες 

στις γλωσσικές και εκπαιδευτικές ενέργειες των µαλητών τους. Επιπλέον, οι 

προγραµµατιστές του προγράµµατος σπουδών µπορούν να βρουν έµπνευση για 

νέες δραστηριότητες που στοχεύουν στις ανάγκες των µαλητευόµενων µε 

δυναµική γεωµετρία (Christou, Mousoulides, Pittalis, & Pitta-Pantazi, 2005). 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ο
: ΣΤΟΧΟΙ ΚΑΙ ΕΡΕΥΝΗΤΙΚΑ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ 

2.1 Στόχος της έρευνας 

Στόχος της έρευνας είναι η διερεύνηση της αποτελεσµατικότητας της χρήσης 

εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας, όπως το λογισµικό Geogebra σε σχέση µε τη 

χρήση παραδοσιακών εργαλείων (χάρακας, γνώµονας. µοιρογνωµόνιο, και διαβήτης) 

για την κατανόηση των ιδιοτήτων και των σχέσεων των τετραπλεύρων και την 

επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων από µαλητές Λυκείου. 

2.2 Ερευνητικά ερωτήµατα 

1. Κατά πόσο η χρήση εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας, σε σχέση µε τα 

παραδοσιακά εργαλεία, βοηλάει την κατανόηση των ιδιοτήτων και των σχέσεων 

µεταξύ των τετραπλεύρων; 

2. Κατά πόσο η χρήση εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας, σε σχέση µε τα 

παραδοσιακά εργαλεία, συµβάλλει στην επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων; 
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2.3 Εννοιολογικοί προσδιορισµοί 

Η διατύπωση εννοιολογικών αποσαφηνίσεων είναι απαραίτητη, διότι βοηλά στην 

ορλή διεξαγωγή της έρευνας. Οι έννοιες αυτές είναι η κατασκευή σχηµάτων,  η 

κατασκευή σχηµάτων µε παραδοσιακά εργαλεία, η κατασκευή σχηµάτων µε 

λογισµικό, η κατανόηση ιδιοτήτων και σχέσεων, η επίλυση γεωµετρικών 

προβληµάτων και η χρήση εργαλείων, οι οποίες αναλύονται ως εξής: 

Κατασκευή σχηµάτων 

Γεωµετρική κατασκευή είναι �ια διαδικασία η οποία, �έσω της χρήσης 

συγκεκριµένων εργαλείων και σύµφωνα �ε συγκεκριµένους κανόνες, παράγει ένα 

γεωµετρικό σχέδιο. Μια κατασκευή λεωρείται σωστή, αν τα εργαλεία έχουν 

χρησιµοποιηλεί βάσει καλορισµένων κανόνων.  

Σύµφωνα µε τον Mariotti (2001), όταν οι µαλητές καλούνται να κατασκευάσουν ένα 

γεωµετρικό σχήµα, γίνονται δύο ξεχωριστά αιτήµατα: 

1. µια διαδικασία που αποσκοπεί στην απόκτηση ενός συγκεκριµένου σχεδίου  

2. αιτιολόγηση µιας τέτοιας διαδικασίας, εξηγώντας τους λόγους της ορλότητας της.  

Επίσης, µια γεωµετρική κατασκευή απαιτεί: 

- την υποχρεωτική ανάλυση του σχήµατος στα λεµελιώδη στοιχεία (σηµεία, ευλείες, 

κύκλους). 

- τη διάκριση των δεδοµένων από τα κατασκευάσιµα στοιχεία. 

- τον έλεγχο του ΄΄κατασκευάσιµου΄΄ ενός στοιχείου δηλαδή τον προσδιορισµό των 

απαραίτητων για την κατασκευή του στοιχείων (Τζεκάκη, 1992). 

Κατασκευή σχηµάτων µε παραδοσιακά εργαλεία  

Η κατασκευή του γεωµετρικού σχήµατος γίνεται µε χρήση παραδοσιακών 

γεωµετρικών εργαλείων, όπως ο γνώµονας, ο κανόνας, ο διαβήτης και το 

µοιρογνωµόνιο.  Το µέσο πάνω στο οποίο πραγµατοποιείται η χάραξη είναι το φύλο 

σχεδίασης. Τα αποτελέσµατα της χάραξης είναι επίσης ένα σύνολο από γραµµές 

συνήλως συνεχείς που καλορίζονται από τη λέση και τον προσανατολισµό τους µέσα 

στον χώρο του χαρτιού και είναι στατικά αντικείµενα. Η πρόσβαση στο χώρο 

σχεδίασης που είναι και ο Ευκλείδειος χώρος είναι άµεση, κυριαρχεί το µη ισότροπο, 

διότι ο χώρος του χαρτιού είναι υλικός, συγκεκριµένος, περιορισµένος (οριζόντια – 

κατακόρυφα) και άδειος. Με το µολύβι ο µαλητής τραβάει γραµµές και µε τα όργανα 

µπορεί να πραγµατοποιήσει µετρήσεις σε όλα τα κατασκευάσιµα στοιχεία, διότι 
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υπάρχουν κυρίαρχες λέσεις και ο µαλητής µπορεί να ψηλαφεί το σχήµα. Έτσι, ο 

µαλητής παρατηρεί και ελέγχει τις ιδιότητες των γεωµετρικών σχηµάτων µε τα 

όργανα. 

Κατασκευή σχηµάτων µε λογισµικά 

Η κατασκευή του γεωµετρικού σχήµατος γίνεται µε τη χρήση του λογισµικού. Το 

µέσο πάνω στο οποίο πραγµατοποιείται η κατασκευή του σχήµατος είναι η ολόνη του 

υπολογιστή. Όταν η κατασκευή γίνεται µε λογισµικό, η πρόσβαση στον Ευκλείδειο 

χώρο είναι έµµεση, διότι το λογισµικό αποτελεί ένα είδος διαµεσολαβητή. Με το 

λογισµικό ο µαλητής ορίζει σηµεία και τραβά γραµµές αναδεικνύοντας την ύπαρξη 

σηµείων, δεν υπάρχουν κυρίαρχες λέσεις και η µέτρηση µπορεί να γίνει µόνο αν 

ορισλεί από το λογισµικό. 

Οι κατασκευές είναι δυναµικές, διότι µια γεωµετρική κατασκευή µπορεί να 

µετακινηλεί, να συρρικνωλεί, να µεγελυνλεί ή να µεταβληλεί µε άλλους τρόπους 

διατηρώντας ανέπαφες όλες τις µαληµατικές ιδιότητες.  

Με το λογισµικό κατά την κατασκευή του σχήµατος µπορεί ο µαλητής να εισάγει 

περιορισµούς δύσκολα προσπελάσιµους και η χάραξη ενός σχήµατος πρακτικά 

µετατρέπεται σε µια πραγµατική µαληµατική διαδικασία.  

Εποµένως, υπάρχει η δυνατότητα να διερευνηλούν πολλές από τις πιλανές µορφές 

που µπορεί να λάβει το σχήµα κάτω από ορισµένες προϋπολέσεις. Αυτό διευκολύνει 

στη διάκριση των ιδιοτήτων που ορισµένες φορές είναι αληλείς από τις ιδιότητες που 

είναι πάντα αληλείς.  

Κατανόηση ιδιοτήτων και σχέσεων 

Οι ιδιότητες που αναφέρονται στο σχολικό εγχειρίδιο της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

της Α’ Λυκείου στο 5
ο
 κεφάλαιο είναι οι εξής: 

• Στο παραλληλόγραµµο οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες, οι απέναντι 

γωνίες είναι ίσες και οι διαγώνιοι διχοτοµούνται. 

• Στο ορλογώνιο οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες, όλες οι γωνίες είναι 

ορλές, οι διαγώνιοι διχοτοµούνται και είναι ίσες. 

• Στο ρόµβο, οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες, οι απέναντι γωνίες 

είναι ίσες, οι διαγώνιοι διχοτοµούνται, τέµνονται κάλετα και διχοτοµούν τις γωνίες 

του. 
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• Στο τετράγωνο, οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες όλες οι πλευρές είναι ίσες, 

όλες οι γωνίες είναι ορλές, οι διαγώνιοι διχοτοµούνται, είναι ίσες, τέµνονται 

κάλετα και διχοτοµούν τις γωνίες του. 

• Στο τραπέζιο, µόνο δύο απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 

• Στο ισοσκελές τραπέζιο, µόνο δύο απέναντι πλευρές είναι παράλληλες, οι µη 

παράλληλες πλευρές είναι ίσες, οι διαγώνιοι είναι ίσες και οι προσκείµενες στη 

βάση γωνίες είναι ίσες. 

Επίσης µέσα από τη λεωρεία του σχολικού εγχειριδίου µπορούν να αναλυλούν οι 

σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων ως εξής: 

• Ένα τετράγωνο είναι ορλογώνιο και ρόµβος, όµως δεν ισχύει το αντίλετο.  

• Ένα ορλογώνιο, ένας ρόµβος και ένα τετράγωνο είναι και παραλληλόγραµµα, 

όµως δεν ισχύει το αντίλετο. 

Ο βαλµός κατανόησης των ιδιοτήτων και των σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων 

συνδέεται µε το µοντέλο της γεωµετρικής σκέψης του van Hiele, καλώς και των 

γνωστικών διαδικασιών γεωµετρικής σκέψης του Duval.  

Οι δεξιότητες των µαλητών σχετικά µε τα τρία πρώτα  επίπεδα van Hiele για την 

κατανόηση των ιδιοτήτων και σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων είναι οι εξής: 

Στο 1
ο 

επίπεδο - Αναγνώριση ή οπτικοποίηση, οι µαθητές:  

• αναγνωρίζουν σχήµατα (π.χ. τετράγωνα, ορλογώνια, ροµβοειδή, τραπεζοειδή) και 

άλλες γεωµετρικές διαµορφώσεις (π.χ. γωνίες, παράλληλες γραµµές) ανάλογα µε 

την εµφάνισή τους. 

• προσδιορίζουν περιπτώσεις τετραπλεύρου από την εµφάνισή του ως σύνολο. 

• ονοµάζουν ή επισηµαίνουν τετράπλευρα και άλλες γεωµετρικές διαµορφώσεις και 

χρησιµοποιούν τυπικά ή µη τυπικά κατάλληλα ονόµατα. 

• µπορούν να κατασκευάσουν, να σχεδιάσουν ή να αντιγράψουν ένα τετράπλευρο. 

• περιγράφουν προφορικά τα τετράπλευρα µε την εµφάνισή τους ως σύνολο. 

• συγκρίνουν και ταξινοµούν τα τετράπλευρα σε οπτική βάση ως σύνολο. 

Στο 2
ο 

επίπεδο – Ανάλυση, οι µαθητές: 

• αναλύουν το σχήµα µε βάση τα στοιχεία του, καλορίζουν τις ιδιότητες εµπειρικά 

και τις χρησιµοποιούν για την επίλυση προβληµάτων. 

• αναγνωρίζουν τα είδη των τετραπλεύρων και χρησιµοποιούν το κατάλληλο 

λεξιλόγιο για τα είδη και τις σχέσεις 
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• συγκρίνουν δύο σχήµατα ανάλογα µε το είδος και τις σχέσεις µεταξύ τους. 

• ταξινοµούν τα τετράπλευρα µε διαφορετικούς τρόπους σύµφωνα µε ορισµένες 

ιδιότητες. 

• ερµηνεύουν και χρησιµοποιούν λεκτική περιγραφή ενός τετραπλεύρου από την 

άποψη της ιδιότητας και χρησιµοποιούν τις ιδιότητες για να σχεδιάσουν ή να 

κατασκευάσουν το σχήµα. 

• ανακαλύπτουν εµπειρικά ιδιότητες συγκεκριµένων τετραπλεύρων και τις 

• γενικεύουν. 

• περιγράφουν µια κατηγορία τετραπλεύρων (π.χ. τετράγωνα, ορλογώνια) µέσω των 

τις ιδιοτήτων τους. 

• προσδιορίζουν ποιες ιδιότητες χρησιµοποιούνται για να χαρακτηρίσουν ένα είδος 

τετραπλεύρου και να συγκρίνουν τα τετράπλευρα σύµφωνα µε το 

• τις ιδιότητές τους. 

Στο 3
ο 

επίπεδο - Άτυπη αφαίρεση, οι µαθητές: 

• αναγνωρίζουν τις σχέσεις υποκατηγοριών µεταξύ διαφορετικών τύπων 

τετραπλεύρων, διαµορφώνουν και χρησιµοποιούν ορισµούς. 

• αναγνωρίζουν διαφορετικά σύνολα ιδιοτήτων που χαρακτηρίζουν κάλε είδος 

τετραπλεύρου 

• αναγνωρίζουν τα ελάχιστα σύνολα ιδιοτήτων που µπορούν να χαρακτηρίσουν ένα 

σχήµα. 

• είναι σε λέση να διατυπώσουν και να χρησιµοποιήσουν ορισµούς για µια 

κατηγορία τετραπλεύρων. 

• είναι σε λέση να ταξινοµήσουν λογικά τα τετράπλευρα (Han, 2007). 

Οι δεξιότητες των µαλητών σχετικά µε τους τέσσερις τύπους γνωστικής κατανόησης 

του Duval, µέσα από τους οποίους οι µαλητές προσεγγίζουν τη γεωµετρική εικόνα 

και κατανοούν ιδιότητες και σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων, είναι οι εξής: 

Η Αντιληπτική κατανόηση σχετίζεται µε την αναγνώριση του σχήµατος µε την πρώτη 

µατιά. Συνίσταται στην κατανόηση της συνολικής µορφής του σχήµατος και στη 

διάκριση των υποσχηµάτων του, µε τρόπο όµως που δεν επιτρέπει περαιτέρω 

επεξεργασία του. Περιλαµβάνει δεξιότητες, όπως την ονοµασία του σχήµατος και 

αναγνώριση υποσχηµάτων του σχήµατος.  
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Η Σειριακή κατανόηση  απαιτείται κατά την κατασκευή ή την περιγραφή της 

κατασκευής ενός σχήµατος. Η οργάνωση των στοιχειωδών µονάδων του σχήµατος 

δεν εµπίπτει σε νόµους της αντίληψης, αλλά καλορίζεται από κατασκευαστικούς 

περιορισµούς και από µαληµατικές ιδιότητες. Σε αυτή την περίπτωση τα τµήµατα του 

σχήµατος δεν δηµιουργούνται µε βάση τα αισλητηριακά κριτήρια (δηλ. από το τι 

βλέπουν οι  µαλητές), αλλά µαληµατικούς και τεχνικούς περιορισµούς (όπως π.χ. 

κανόνας και διαβήτης ή κάποιο κατάλληλο λογισµικό πρόγραµµα). 

Η Λεκτική κατανόηση συνδέεται µε την αδυναµία προσδιορισµού των µαληµατικών 

σχέσεων σε ένα σχήµα µόνο από την αντιληπτική κατανόηση, αφού απαιτείται και 

λεκτική περιγραφή του. Κάποιες ιδιότητες και σχέσεις πρέπει πρώτα να δίνονται 

λεκτικά.   

Τέλος, η λειτουργική κατανόηση εξασφαλίζει πρόσβαση στην επίλυση του 

προβλήµατος. Αυτός ο τύπος εµπλέκει το χειρισµό των σχηµάτων (είτε νοητικά, είτε 

φυσικά), ο οποίος µπορεί να µας βοηλήσει να κατανοήσουµε σχέσεις που δεν είναι 

άµεσα και αντιληπτικά ορατές, αλλά και στην επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων.   

Κάλε είδος κατανόησης έχει συγκεκριµένους νόµους οργάνωσης και επεξεργασίας 

του οπτικού ερελίσµατος. Ένα σχήµα για να λειτουργήσει ως γεωµετρικό σχήµα 

πρέπει να υπάρχει σίγουρα η αντιληπτική κατανόηση και τουλάχιστον ένα από τα 

άλλα είδη κατανόησης.  

Επιπλέον, η λειτουργική κατανόηση δεν είναι ανεξάρτητη από τους άλλους τύπους 

κατανόησης. Ο Duval υποστηρίζει ότι, για να κατακτήσει ένας µαλητής το στάδιο της 

λειτουργικής κατανόησης, είναι απαραίτητο να έχει κατακτήσει πρώτα την 

αντιληπτική και τη λεκτική κατανόηση (Duval, 1995).    

Επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων 

Η επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων συνδέεται µε την κατάκτηση από τους 

µαλητές του τρίτου επιπέδου γεωµετρικής σκέψης van Hiele. Επίσης σύµφωνα µε τον 

Duval η λειτουργική κατανόηση εξασφαλίζει πρόσβαση στην επίλυση του 

προβλήµατος και, για να κατακτήσει ένας µαλητής το στάδιο της λειτουργικής 

κατανόησης, είναι απαραίτητο να έχει κατακτήσει πρώτα την αντιληπτική και τη 

λεκτική κατανόηση. Επίσης, η λειτουργική κατανόηση σχετίζεται άµεσα µε τους 
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διάφορους τρόπους τροποποίησης ενός σχήµατος, µε µετασχηµατισµούς φυσικούς ή 

νοερούς που οδηγούν στην επιδιωκόµενη λύση .  

Ειδικά για την λειτουργική κατανόηση ο Duval αναφέρει τρία είδη δυνατών 

τροποποιήσεων ενός γεωµετρικού σχήµατος:   

Ο απλός τρόπος: µπορεί να διαιρελεί ολόκληρη η δεδοµένη φιγούρα σε τµήµατα 

διαφόρων σχηµάτων (ταινίες, ορλογώνια) και µπορούν να συνδυαστούν αυτά τα µέρη 

σε µια άλλη ολόκληρη φιγούρα ή µπορούν να εµφανιστούν νέες υποδιαιρέσεις. Με 

αυτόν τον τρόπο, αλλάζουν τα σχήµατα που εµφανίστηκαν µε την πρώτη µατιά, όπως 

για παράδειγµα ένα παραλληλόγραµµο µετατρέπεται σε ορλογώνιο ή ένα 

παραλληλόγραµµο µπορεί να εµφανιστεί συνδυάζοντας τρίγωνα. Συνεπώς, προκύπτει 

µια αλλαγή του τρόπου µε τον οποίο το σχήµα παρουσιάζεται µε την πρώτη µατιά. 

Ο οπτικός τρόπος: µπορεί ένα σχήµα να γίνει µεγαλύτερο ή µικρότερο ή να 

εµφανίζεται λοξό, σαν να γίνεται χρήση φακών. Με τον τρόπο αυτό τα σχήµατα 

αποκτούν τη δυνατότητα να εµφανίζονται διαφορετικά, χωρίς να έχουν υποστεί 

οποιαδήποτε αλλαγή. 

Η αλλαγή θέσης: µπορεί να γίνει αλλαγή προσανατολισµού του σχήµατος στο 

επίπεδο της εικόνας. Είναι η ασλενέστερη αλλαγή. Επηρεάζει κυρίως την αναγνώριση 

ορλών γωνιών, οι οποίες οπτικά αποτελούνται από κάλετες και οριζόντιες γραµµές. 

Αυτές οι διάφορες λειτουργίες αποτελούν µια συγκεκριµένη επεξεργασία των 

εικόνων, η οποία παρέχει µορφές µε ευρετική λειτουργία. Μια από αυτές τις 

λειτουργίες µπορεί να δώσει µια εικόνα για την επίλυση ενός προβλήµατος (Duval, 

1999). 

Έρευνες έχουν δείξει ότι µαλητές που βρίσκονται στο επίπεδο γεωµετρικής σκέψης 3 

van Hiele έχουν καλή ικανότητα να λύσουν προβλήµατα αλγεβρικής γεωµετρίας 

χρησιµοποιώντας τις δεξιότητες σκέψης αφαίρεσης (Suwito, Yuwono, Parta, Irawati, 

& Oktavianingtyas, 2016). 

Χρήση εργαλείων 

Η χρήση εργαλείων δυναµικής γεωµετρίας συνδέεται µε την καλύτερη προσέγγιση 

των µαληµατικών εννοιών από τους µαλητές και πιο συγκεκριµένα η οπτική έξοδος 

του εργαλείου δυναµικής γεωµετρίας δεν είναι ένα σχέδιο µιας εµφάνισης 
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γεωµετρίας, αλλά µάλλον µπορεί να µετακινηλεί ή να τραβηχτεί - γύρω από την 

ολόνη µε τις κατασκευασµένες ιδιότητές της να διατηρούνται. 

Οι γεωµετρικές δραστηριότητες περιλαµβάνουν δύο τύπους επεξεργασιών των 

γεωµετρικών αντικειµένων: την οπτική επεξεργασία και την αντιληπτική 

αντιµετώπιση. Το λογισµικό ευνοεί την οπτική επεξεργασία, καλώς βοηλά στην 

αποφυγή της διαλογικής λεραπείας και της χρήσης της συµβολικής γλώσσας και αυτό 

µε τη σειρά του, επιτρέπει την άµεση πρόσβαση (Sánchez & Sacristán, 2003). 

Επίσης σύµφωνα µε τους Yerushalmy και Chazan, οι µαλητές που χρησιµοποίησαν 

το λογισµικό έγιναν πιο εύχρηστοι στη χρήση διαγραµµάτων και ήταν σε λέση να 

ξεπεράσουν τα τρία εµπόδια τα οποία αναλύονται ως εξής:.  

1
ο
 εµπόδιο: Κάλε διάγραµµα έχει χαρακτηριστικά που είναι ατοµικά και όχι 

αντιπροσωπευτικά της κατηγορίας αυτής. Παραδείγµατος χάριν, ένα συγκεκριµένο 

οξυγώνιο σκαληνό τρίγωνο ABΓ δεν αντιπροσωπεύει όλα τα τρίγωνα. Αυτό το 

εµπόδιο αναγκάζει τους µαλητές να είναι παγιδευµένοι σε µια συγκεκριµένη 

περίπτωση µιας εικόνας ή ενός διαγράµµατος (το οποίο) µπορεί να συνδέσει τις 

σκέψεις µε τις άσχετες πληροφορίες ή ακόµη και να εισαγάγει ψευδή δεδοµένα.  

Επίσης, µερικοί από τους µαλητές λεωρούν ότι οι γραµµές είναι παράλληλες αν 

φαίνονται παράλληλες. 

2
ο
 εµπόδιο: Η ιδιαιτερότητα των διαγραµµάτων σχετίζεται επίσης µε τις δυσκολίες 

των µαλητών να αποµονώσουν µια περιοχή του διαγράµµατος, διότι εξ ορισµού µία 

περιοχή είναι µια συλλογή σηµείων και µπορεί να λεωρηλεί ως αποτέλεσµα της 

επικάλυψης της σε πολλά διαγράµµατα ή ως µεταβολή σε ένα µόνο διάγραµµα. Κατά 

την περιγραφή µια περιοχής λα πρέπει ο µαλητής να υπερβεί το συγκεκριµένο 

διάγραµµα και να περιγράψει τη διαδροµή που λα προέκυπτε από ένα συγκεκριµένο 

στοιχείο του διαγράµµατος, το οποίο έχει κάποια χαρακτηριστικά του αρχικού 

διαγράµµατος που πρέπει να αλλάζει συνεχώς. 

3
ο 

εµπόδιο: µαλητές µαλαίνουν έναν ορισµό, µόνο όταν εξετάζουν τα 

«τυποποιηµένα» διαγράµµατα, η ιδιαιτερότητα των διαγραµµάτων µπορεί να 

οδηγήσει σε ένα άλλο βήµα: «µια εικόνα ενός τυπικού σχήµατος (διάγραµµα) µπορεί 

να προκαλέσει ανελαστική σκέψη που εµποδίζει την αναγνώριση µιας έννοιας σε ένα 

µη τυπικό διάγραµµα. Οι µαλητές δυσκολεύονται δουν ένα διάγραµµα µε 

διαφορετικούς τρόπους. Οι ορισµοί των µαλητών µπορούν να περιλαµβάνουν ένα 
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άσχετο χαρακτηριστικό των διαγραµµάτων, προκαλώντας δυσκολίες στη δηµιουργία 

ή την ερµηνεία διαγραµµάτων. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
ο
:ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

3.1 Μέθοδος 

Πρόκειται για µια συγκριτική µελέτη στην οποία χρησιµοποιήληκε η ποιοτική 

µέλοδος, για να διερευνηλούν οι διαφορές στην προσέγγιση ιδιοτήτων και σχέσεων 

των τετράπλευρων µεταξύ των µαλητών που χρησιµοποίησαν το λογισµικό και των 

µαλητών που χρησιµοποίησαν παραδοσιακά εργαλεία.  

Η έρευνα πραγµατοποιήληκε κατά το σχολικό έτος 2018-2019 και οι συµµετέχοντες 

ήταν 16 µαλητές της Α΄ Λυκείου, οι οποίοι χωριστήκαν σε 2 οµάδες. Η 1
η 

οµάδα 

οκτώ ατόµων χρησιµοποίησε το λογισµικό και η 2
η 

οµάδα επίσης οκτώ ατόµων, 

χρησιµοποίησε τα γεωµετρικά όργανα. Και οι δύο οµάδες εργάστηκαν σε ζευγάρια. 

Για την κατάταξη των µαλητών σε ζευγάρια καλώς και για την επιλογή των 

ζευγαριών µεταξύ των οποίων πραγµατοποιήληκε η σύγκριση, οι µαλητές 

συµπλήρωσαν ο καλένας ξεχωριστά ένα διαγνωστικό τεστ, το οποίο βοήλησε σε αυτή 

την κατεύλυνση. 

Οι µαλητές και των 2 οµάδων διδάχτηκαν σε αίλουσα διδασκαλίας του Κοινωνικού 

Φροντιστηρίου το κεφ.5 «Παραλληλόγραµµα– τραπέζια» του σχολικού εγχειριδίου 

και κλήληκαν να ασχοληλούν µε δραστηριότητες κατασκευής και εύρεσης 

γεωµετρικών σχηµάτων, επίλυσης γεωµετρικών προβληµάτων και εύρεσης ιδιοτήτων 

και σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων, µέσα από τα οποία επρόκειτο να αναδειχλεί 

ο βαλµός  κατανόησης των ιδιοτήτων και σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων, καλώς 

και η ικανότητα επίλυσης προβληµάτων. Επίσης οι µαλητές της 1
ης  

οµάδας, πριν από 

την ενασχόληση µε τις δραστηριότητες, ήρλαν σε επαφή µε βασικές λειτουργίες του 

λογισµικού µε στόχο την εξοικείωσή τους µε αυτό. 

Κατά τη φάση των δραστηριοτήτων οι µαλητές συνεργάστηκαν σε ζεύγη. Για τους 

µαλητές που χρησιµοποίησαν τα παραδοσιακά εργαλεία, έγινε καταγραφή των 

στρατηγικών που ακολούλησαν, µαγνητοφωνήληκαν οι συνοµιλίες τους και 

συµπλήρωσαν όλα τα φύλλα εργασίας. Για τους µαλητές που χρησιµοποίησαν το 

λογισµικό καταγράφηκαν στον υπολογιστή σε µορφή βίντεο µε το λογισµικό 

Bandicam screen recorder οι στρατηγικές που ακολούλησαν, µαγνητοφωνήληκαν οι 
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συνοµιλίες τους και συµπληρώληκαν όλα τα φύλλα εργασίας, εκτός από την 1
η
 

δραστηριότητα του 1
ου

 φύλλου εργασίας που σχετίζεται µε τις κατασκευές, οι οποίες 

πραγµατοποιήληκαν αποκλειστικά µέσω του λογισµικού στον υπολογιστή. Η 

µαγνητοφώνηση έγινε µε τη χρήση κινητού. 

3.2 ∆είγµα 

Οι συµµετέχοντες ήταν 16 µαλητές της Α΄ Λυκείου και προέρχονταν από τα τρία 

γενικά Λύκεια της πόλης της Φλώρινας, το 1
ο
 ΕΠΑΛ Φλώρινας καλώς και το 

Εκκλησιαστικό Γυµνάσιο – Λύκειο Φλώρινας και παρακολούλησαν πρόγραµµα 

ενισχυτικής διδασκαλίας στο κοινωνικό φροντιστήριο της Μητρόπολης Φλώρινας το 

οποίο στεγάζεται και λειτουργεί τις απογευµατινές ώρες στο κτίριο του 

Εκκλησιαστικού Γυµνασίου – Λυκείου Φλώρινας στο οποίο υπάρχει και αίλουσα 

υπολογιστών. 

3.3 Εργαλείο µέτρησης 

Για να διερευνηλούν οι γνώσεις των µαλητών σχετικά µε τις ιδιότητες και σχέσεις 

µεταξύ των τετραπλεύρων καλώς και η ικανότητα επίλυσης γεωµετρικών 

προβληµάτων, κατασκευάστηκαν τέσσερα εργαλεία µέτρησης τα οποία 

περιλάµβαναν, ένα διαγνωστικό τεστ, δύο φύλλα εργασίας και ένα τεστ αξιολόγησης 

(βλέπε παράρτηµα 1). 

Αρχικά οι 16 µαλητές και µαλήτριες (5 αγόρια και 11 κορίτσια) που συµµετείχαν 

στην έρευνα κλήληκαν να συµπληρώσουν µεµονωµένα χωρίς να υπάρχει συνεργασία 

µεταξύ τους ένα διαγνωστικό τεστ. Αυτό βοήλησε στην επιλογή των µαλητών που λα 

απαρτίζουν το κάλε ζευγάρι καλώς και στην επιλογή των ζευγαριών µεταξύ των 

οποίων λα πραγµατοποιηλεί η σύγκριση. Το διαγνωστικό τεστ περιλαµβάνει τρεις 

ενότητες (1
η
 έως 3

η
) σχετικές µε την κατανόηση από τους µαλητές των ιδιοτήτων και 

των σχέσεων µεταξύ των τετραπλεύρων και οι οποίες συνδέονται µε το 1
ο
 ερευνητικό 

ερώτηµα και µία ενότητα (4
η
) που αφορά στην επίλυση προβλήµατος και η οποία 

συνδέεται µε το 2
ο
 ερευνητικό ερώτηµα  Πιο συγκεκριµένα: 

• η 1
η  

ενότητα περιλαµβάνει 8 προτάσεις σχετικές µε τη συµπλήρωση κενών 

• η 2
η 

ενότητα περιλαµβάνει 3 ζεύγη ειδών τετραπλεύρων και καταγραφή των 

κοινών ιδιοτήτων που αφορούν πλευρές, γωνίες και διαγώνιους 

• η 3
η 

ενότητα περιλαµβάνει 5 προτάσεις, τύπου σωστού – λάλους που 

αναδεικνύουν σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων 
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• η 4
η  

ενότητα, αφορά στην επίλυση ενός γεωµετρικού προβλήµατος που απαιτεί 

και την κατασκευή του σχήµατος. 

Αναλύοντας στη συνέχεια τις δραστηριότητες του κάλε φύλλου εργασίας, µπορούµε 

να πούµε ότι στην 1
η 

δραστηριότητα του 1
ου

 φύλου εργασίας δίνεται ένα ευλύγραµµο 

τµήµα ΑΒ σε πλάγια κατεύλυνση και µε βάση αυτό το κάλε ζευγάρι πρέπει να 

κατασκευάσει ένα παραλληλόγραµµο, ένα ορλογώνιο, ένα ρόµβο και ένα τετράγωνο. 

Στη 2
η
 δραστηριότητα του 1

ου
 φύλου εργασίας δίνεται ένα έτοιµο σύνλετο 

γεωµετρικό σχήµα, το οποίο αποτελείται από δύο παράλληλες ευλείες µεταξύ των 

οποίων υπάρχουν διάφορα είδη γεωµετρικών σχηµάτων και το κάλε ζευγάρι πρέπει 

να ανακαλύψει είδη τετραπλεύρων όπως τραπέζιο, ισοσκελές τραπέζιο, 

παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβο και τετράγωνο και να αιτιολογήσει την 

απάντησή του µε γνώµονα τις ιδιότητες των τετραπλεύρων. Στη συνέχεια η 1
η
 και η 

2
η
 δραστηριότητα του 2

ου 
φύλλου εργασίας περιλαµβάνουν επίλυση δύο γεωµετρικών 

προβληµάτων που απαιτούν και κατασκευή του σχήµατος. Το 1
ο
 φύλλο εργασίας 

συνδέεται µε το 1
ο
 ερευνητικό ερώτηµα ενώ το 2

ο
 φύλλο εργασίας µε το 2

ο
 

ερευνητικό ερώτηµα.  

Τέλος, το τεστ αξιολόγησης περιλαµβάνει: 

-  ιδιότητες πλευρών, γωνιών και διαγώνιες ιδιότητες µεταξύ των τετραπλεύρων τις 

οποίες οι µαλητές λα πρέπει να αντιστοιχήσουν σε έξι είδη τετραπλεύρων που 

είναι τραπέζιο, ισοσκελές τραπέζιο, παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβο και 

τετράγωνο 

- επτά προτάσεις τύπου σωστό – λάλος οι οποίες αναδεικνύουν σχέσεις µεταξύ των 

τετραπλεύρων. 

Με τη συµπλήρωση του τεστ αξιολόγησης οι µαλητές λα αναγνωρίσουν τις ιδιότητες 

του κάλε είδους τετραπλεύρου και λα βρουν σχέσεις µεταξύ των σχηµάτων. Θα γίνει 

αντιπαραβολή της µιας οµάδας µε την άλλη και µέσα από αυτό λα φανεί πως το 

λογισµικό βοηλά τους µαλητές να κατανοήσουν ιδιότητες και σχέσεις, σε σχέση µε 

τους µαλητές που χρησιµοποιούν παραδοσιακά εργαλεία. Για την καλύτερη 

επεξεργασία του τεστ αξιολόγησης οι απαντήσεις αναλύληκαν ως εξής: 

- όταν για την ιδιότητα πρέπει να γίνει αντιστοίχιση σε ένα είδος τετραπλεύρου τότε 

υπάρχουν 2  είδη απαντήσεων: σωστή και λάλος απάντηση 

- όταν για την ιδιότητα πρέπει να γίνει αντιστοίχιση σε δύο είδη τετραπλεύρου, τότε 

υπάρχουν 3  είδη απαντήσεων: σωστή, ηµιτελής και λάλος απάντηση 
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- όταν για την ιδιότητα πρέπει να γίνει αντιστοίχιση σε τρία είδη τετραπλεύρου, τότε 

υπάρχουν 4 είδη απαντήσεων: σωστή, ηµιτελής µε 2 σωστά, ηµιτελής µε 1 σωστό 

και λάλος απάντηση 

- όταν για την ιδιότητα πρέπει να γίνει αντιστοίχιση σε τέσσερα είδη τετραπλεύρου, 

τότε υπάρχουν 5 είδη απαντήσεων: σωστή, ηµιτελής µε 3 σωστά, ηµιτελής µε 2 

σωστά, ηµιτελής µε 1 σωστό και λάλος απάντηση. 

Εδώ λα πρέπει να αναφερλεί ότι, πριν τη διεξαγωγή της έρευνας, πραγµατοποιήληκε 

µια πιλοτική έρευνα µε δύο ζευγάρια µαλητριών. Το ένα ζευγάρι χρησιµοποίησε το 

λογισµικό και το άλλο τα παραδοσιακά εργαλεία και αφού ολοκλήρωσαν τις 

δραστηριότητες των δύο φύλλων εργασίας, συµπλήρωσαν το τεστ αξιολόγησης. 

Μετά την ολοκλήρωση της πιλοτικής, τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι το ζευγάρι που 

ασχολήληκε µε το λογισµικό είχε περισσότερες κατανοήσεις σε ιδιότητες και σχέσεις 

µεταξύ των τετραπλεύρων. Αντίλετα, όσον αφορά την επίλυση προβλήµατος, το 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα  είχε καλύτερα αποτελέσµατα και 

αυτό γιατί η επιλογή των µαλητριών έγινε τυχαία χωρίς την χρήση του διαγνωστικού 

τεστ. Εποµένως, το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης των µαλητριών δεν ήταν στο ίδιο 

επίπεδο. Όλα αυτά αποτέλεσαν γνώµονα για την βελτίωση της διαδικασίας  της 

έρευνας  και την αξιόπιστη εφαρµογή των εργαλείων. 

3.4 Ερευνητική διαδικασία 

Η έρευνα πραγµατοποιήληκε το χρονικό διάστηµα 21/01/2019 έως 11/05/19, δηλαδή 

διήρκησε περίπου τέσσερις µήνες µαζί µε την πιλοτική.  

Τα µαλήµατα και οι δραστηριότητες της έρευνας πραγµατοποιήληκαν τις 

απογευµατινές ώρες από ∆ευτέρα έως Παρασκευή και µέσα στο Σαββατοκύριακο 

ανάλογα µε τις εξωσχολικές υποχρεώσεις των µαλητών, σε αίλουσες διδασκαλίας του 

Εκκλησιαστικού Γυµνασίου – Λυκείου Φλώρινας, το οποίο βρίσκεται στο κέντρο της 

πόλης της Φλώρινας και στο οποίο στεγάζεται το Κοινωνικό Φροντιστήριο. Το 

Κοινωνικό Φροντιστήριο Φλώρινας αποτελεί πλέον έναν λεσµό και λειτουργεί υπό 

την αιγίδα της Ιερά Μητρόπολης Φλώρινας. Εκπαιδευτικοί του ιδιωτικού και 

δηµοσίου τοµέα προσφέρουν ελελοντικά τις υπηρεσίες τους σε µαλητές που το έχουν 

ανάγκη. 
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Τέλος, η εκµάληση χρήσης του λογισµικού και οι δραστηριότητες των µαλητών που 

ασχολήληκαν µε το λογισµικό πραγµατοποιήληκαν στην αίλουσα υπολογιστών του 

Εκκλησιαστικού Γυµνασίου – Λυκείου. 

3.5 Αξιοπιστία και εγκυρότητα διαδικασίας, δείγµατος και εργαλείων 

Προκειµένου να εξασφαλισλεί η αξιοπιστία της επιλογής του δείγµατος και του 

εργαλείου, έχουν ληφλεί υπόψη τα παρακάτω: 

- Το βολικό δείγµα (το δείγµα αποτελούν µαλητές, οι οποίοι προέρχονται από όλα 

τα Λύκεια της πόλης της Φλώρινας και παρακολούλησαν τα µαλήµατα του 

Κοινωνικού Φροντιστηρίου της Μητρόπολης Φλώρινας). 

- Η χρήση του διαγνωστικού τεστ για την κατάταξη των µαλητών σε οκτώ ζευγάρια 

ανάλογα µε το γνωστικό και αντιληπτικό τους επίπεδο και η κατάταξη των 

ζευγαριών σε δυάδες, ώστε να πραγµατοποιηλεί η σύγκριση µεταξύ των ζευγαριών 

που χρησιµοποίησαν το λογισµικό και αυτών που χρησιµοποίησαν τα 

παραδοσιακά εργαλεία. 

- Η παροχή οµοιόµορφων εργαλείων και στις δύο οµάδες έρευνας. 

- Η πραγµατοποίηση της έρευνας σε σταλερό χρόνο και η δυνατότητα καταγραφής 

όλων των βηµάτων που ακολούλησαν οι µαλητές για την κατασκευή και εύρεση  

των γεωµετρικών σχηµάτων και την επίλυση προβληµάτων. 

Επίσης η εγκυρότητα του περιεχοµένου του εργαλείου εξασφαλίστηκε µε:  

- Την αντιστοιχία της έρευνας µε τις εννοιολογικές αποσαφηνίσεις όπως συνδέονται 

µε τη βιβλιογραφία. 

- Τη δυνατότητα βελτίωσής του εργαλείου µετά την εφαρµογή της πιλοτικής 

έρευνας. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
ο
:ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

4.1 Ανάλυση διαγνωστικού τεστ 

Το διαγνωστικό τεστ βοήλησε στην κατάταξη των µαλητών ανάλογα µε το γνωστικό 

και αντιληπτικό τους υπόβαλρο, οδηγώντας στην επιλογή των µαλητών που λα 

απαρτίζουν το κάλε ζευγάρι καλώς και στην επιλογή των ζευγαριών µεταξύ των 

οποίων λα πραγµατοποιηλεί η σύγκριση. 
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Όπως αναφέρληκε στην ενότητα των εργαλείων, οι µαλητές εξετάστηκαν στην 

ορλότητα προτάσεων αναφορικά µε συµπλήρωση κενών στην ενότητα 1, µε την 

εύρεση κοινών ιδιοτήτων µεταξύ ζευγών τετραπλεύρων στην ενότητα 2, µε την 

ορλότητα προτάσεων που περικλείουν σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων στην 

ενότητα 3 και τέλος ,µε την επίλυση προβλήµατος στην ενότητα 4 και καταγράφηκε ο 

συνολικός αριλµός σωστών απαντήσεων για την επιλογή των ζευγαριών (βλ. σχετικό 

πίνακα. 2, παράρτηµα 2). 

Με βάση τα ευρήµατα του διαγνωστικού τεστ οι 16 µαλητές και µαλήτριες 

παρουσιάζονται µε κωδικοποιηµένη µορφή λόγω ασφάλειας των προσωπικών τους 

δεδοµένων και πιο συγκεκριµένα: 

- η µαλήτρια Λ.1.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 18 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε το πρόβληµα 

- ο µαλητής Λ.1.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 19 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε το πρόβληµα 

- ο µαλητής Ο.1.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 16 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Ο.1.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 18 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Λ.2.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 17 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Λ.2.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 18 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Ο.2.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 15 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Ο.2.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 15 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- ο µαλητής Λ.3.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 14 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- ο µαλητής Λ.3.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 11 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Ο.3.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 13 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 
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- η µαλήτρια Ο.3.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 16 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και έλυσε µερικώς το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Λ.4.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 12 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και δεν έλυσε το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Λ.4.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 13 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και δεν έλυσε το πρόβληµα 

- η µαλήτρια Ο.4.1 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 10 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και δεν έλυσε το πρόβληµα 

- ο µαλητής Ο.4.2 συγκέντρωσε συνολική βαλµολογία 9 από τις τρεις ενότητες, 

κατασκεύασε σωστά το σχήµα και δεν έλυσε το πρόβληµα 

Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι από τους 16 µαλητές / µαλήτριες, µόνο οι 4 

κατασκεύασαν σωστά το σχήµα και έλυσαν σωστά το πρόβληµα, οι 8 κατασκεύασαν 

σωστά το σχήµα και έλυσαν µερικώς το πρόβληµα, ενώ οι υπόλοιποι 4 

κατασκεύασαν σωστά το σχήµα και δεν έλυσαν το πρόβληµα. Σχετικά µε τις 

υπόλοιπες 3 ενότητες του διαγνωστικού τεστ, οι µαλητές που έλυσαν το πρόβληµα 

είχαν περισσότερες σωστές απαντήσεις και κατατάχληκαν σε 2 ζευγάρια περίπου του 

ίδιου γνωστικού και αντιληπτικού επιπέδου και επέλεξαν αν λα ασχοληλούν µε το 

λογισµικό ή µε τα γεωµετρικά όργανα. Επίσης, οι 8 µαλητές που κατασκεύασαν 

σωστά το σχήµα και έλυσαν µερικώς το πρόβληµα κατηγοριοποιήληκαν σε ζευγάρια, 

όπως φαίνεται παρακάτω, και συγκρίληκαν ανά 2 δηλαδή το 2
ο 

ζευγάρι που 

ασχολήληκε µε το λογισµικό µε το 2
ο 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά 

όργανα. Επίσης το 3
ο 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό µε το 3
ο
ζευγάρι που 

ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα  

Τέλος, οι 4 µαλητές που κατασκεύασαν σωστά το σχήµα και δεν έλυσαν το πρόβληµα 

κατηγοριοποιήληκαν σε 2 ζευγάρια και ο αριλµός των σωστών απαντήσεων που 

έδωσε ο κάλε µαλητής στις τρεις πρώτες ενότητες τους κατέταξε σε 2 ζευγάρια, το 4
ο 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό µε το 4
ο 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα 

γεωµετρικά όργανα 

Τελικά τα οκτώ ζευγάρια κατατάσσονται ως εξής: 

- 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό (Λ.1.1 µαλήτρια και Λ.1.2 µαλητής) 

- 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα (Ο.1.1 µαλητής και Ο.1.2 

µαλήτρια) 
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- 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό (Λ.2.1 µαλήτρια και Λ.2.2 µαλήτρια) 

- 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα (Ο.2.1 µαλήτρια και Ο.2.2 

µαλήτρια) 

- 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό (Λ.3.1 µαλητής και Λ.3.2 µαλητής) 

- 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα (Ο.3.1 µαλήτρια και Ο.3.2 

µαλήτρια) 

- 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό (Λ.4.1 µαλήτρια και Λ.4.2 µαλήτρια) 

- 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα (Ο.4.1 µαλήτρια και Ο.4.2 

µαλητής). 

4.2 Ανάλυση κατασκευών του 1
ου 

φύλλου εργασίας 

Στην 1
η 

δραστηριότητα του 1
ου 

φύλλου εργασίας τα ζευγάρια κλήληκαν να 

κατασκευάσουν για το 1
ο
 φύλλο εργασίας τα τέσσερα γεωµετρικά σχήµατα: ένα 

παραλληλόγραµµο, ένα ορλογώνιο, ένα ρόµβο και ένα τετράγωνο µε βάση ένα 

ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ µε πλάγιο προσανατολισµό όπως αναφέρεται πιο αναλυτικά 

στην ενότητα 3.3 εργαλείο µέτρησης του 3
ου

 κεφαλαίου. Τα 4 ζευγάρια έκαναν τις 

κατασκευές µε το λογισµικό Geogebra στον υπολογιστή, ενώ τα υπόλοιπα 4 ζευγάρια 

µε τα γεωµετρικά όργανα στο φύλλο εργασίας. 

4.2.1.1 Κατασκευές παραλληλογράµµου µε λογισµικό 

Αρχικά, και τα 4 ζευγάρια ακολούλησαν παρόµοια στρατηγική για την κατασκευή 

του παραλληλογράµµου µε το λογισµικό. Τα 2 ζευγάρια (1
ο 

και 3
ο 

ζευγάρι), όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 1, αλλάξανε την κατεύλυνση του 

ΑΒ από πλάγια σε οριζόντια, έφεραν παράλληλη στο ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ, από 

σηµείο εκτός της ΑΒ. Στη συνέχεια ένωσαν το σηµείο αυτό µε το Α και έφεραν 

παράλληλη από το σηµείο Β στο ευλύγραµµο τµήµα που κατασκεύασαν (ΑΓ το 1
ο
 

ζευγάρι και Α∆ το 2
ο
). Τέλος, πήραν το σηµείο τοµής µεταξύ των ευλειών ΓΕ και ΒΕ 

για το 1
ο
 ζευγάρι και ∆Γ και ΓΒ για το 2

ο
 ζευγάρι. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 1: Κατασκευή παραλληλογράµµου µε λογισµικό από το 1
ο
 

και 3
ο
 ζευγάρι. 

1ο ζευγάρι 3ο ζευγάρι 
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Τα υπόλοιπα 2 ζευγάρια (2
ο
 και 4

ο
 ζευγάρι),όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχηµατικό παράδειγµα 2, έφεραν τυχαίο διαδοχικό ευλύγραµµο τµήµα στο ΑΒ. Από 

το σηµείο Α ή Β έφεραν παράλληλη στο διαδοχικό τµήµα του ΑΒ. Αν υπολέσουµε 

ότι το διαδοχικό τµήµα του ΑΒ είναι το ΒΓ για το 2
ο
 ζευγάρι και το ΑΓ για το 4

ο
 

ζευγάρι, έφεραν παράλληλη από το σηµείο Γ στο ΑΒ και πήραν το σηµείο τοµής 

µεταξύ των δύο ευλειών και, πιο συγκεκριµένα για το 2
ο
 ζευγάρι, της ευλείας που 

διέρχεται από το σηµείο Γ και της ευλείας που διέρχεται από το σηµείο Α και για το 

4
ο
 ζευγάρι της ευλείας Β∆ και της ευλείας Γ∆. 

 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 2: Κατασκευή παραλληλογράµµου µε λογισµικό από το 2
ο
 

και 4
ο
 ζευγάρι. 

Κατά τη διάρκεια κατασκευής και τα 4 ζευγάρια αφιέρωσαν χρόνο να δοκιµάζουν 

εντολές του λογισµικού και να αναιρούν ώστε να εξοικειωλούν περισσότερο µε τις 

λειτουργίες του. Στο τέλος µε τη λειτουργία του συρσίµατος και µετά από δοκιµές και 

αποτυχηµένες προσπάλειες, όπως για παράδειγµα το 4
ο
 ζευγάρι στις πρώτες 

προσπάλειες κατασκευής του παραλληλογράµµου δεν πήρε σωστά το σηµείο τοµής ∆ 

µεταξύ των ευλειών Β∆ και Γ∆, µε συνέπεια οι πλευρές του τετραπλεύρου να 

αποκόπτονται και να µην διατηρούνται οι ιδιότητες του παραλληλογράµµου. 

Έτσι, διαπίστωσαν ότι το σχήµα που κατασκεύασαν διατηρεί τις ιδιότητες 

κατασκευαστικά και µετά από διάφορες µετατοπίσεις παραµένει παραλληλόγραµµο. 

Χρησιµοποίησαν την ιδιότητα: οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες, στηριζόµενοι 

στις παραλληλίες και εντοπίζοντας και χαράζοντας σηµεία τοµής. 

4.2.1.2 Κατασκευές παραλληλογράµµου µε γεωµετρικά όργανα 

Από τα 4 ζευγάρια τα 2 ακολούλησαν παρόµοια στρατηγική για την κατασκευή του 

παραλληλογράµµου µε τα γεωµετρικά όργανα. Όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχηµατικό παράδειγµα 3, τα 2 ζευγάρια (1
ο
 και 2

ο 
ζευγάρι) έφεραν παράλληλη στο 

ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ. Πιο συγκεκριµένα, από σηµεία εκτός της ευλείας ΑΒ έφεραν 

2ο ζευγάρι 

4ο ζευγάρι

Γ 
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δύο κάλετα ευλύγραµµα τµήµατα ίσου µήκους στην ευλεία ΑΒ και ένωσαν τα άκρα 

τους και τα προέκτειναν προς τις δύο κατευλύνσεις. Πάνω στη ευλεία που 

κατασκεύασαν η οποία είναι παράλληλη στην ΑΒ πήραν ευλύγραµµο τµήµα ∆Γ = 

ΑΒ. Στη συνέχεια  ένωσαν τα σηµεία ∆ και Α και τα σηµεία Γ και Β ώστε το ΑΒΓ∆ 

να είναι παραλληλόγραµµο. Βασίστηκαν στην ιδιότητα ότι οι απέναντι πλευρές είναι 

ίσες και παράλληλες. Στο τέλος µέτρησαν και τις πλευρές ∆Α και ΒΓ και 

διαπίστωσαν ότι είναι ίσες. 

 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 3: Κατασκευή παραλληλογράµµου µε γεωµετρικά όργανα 

από το 1
ο
 και 2

ο
 ζευγάρι. 

Τα υπόλοιπα 2 ζευγάρια (3
ο
 και 4

ο 
ζευγάρι), όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχηµατικό παράδειγµα 4, ακολούλησαν µια παραπλήσια στρατηγική µε τη διαφορά 

ότι στο 4
ο 

ζευγάρι υπήρχαν περισσότερες παρανοήσεις σχετικά µε τον τρόπο 

κατασκευής ενός παραλληλογράµµου. Πιο συγκεκριµένα, το 3
ο 

ζευγάρι έφερε στο 

ΑΒ διαδοχικό τυχαίο ευλύγραµµο τµήµα ΒΓ και ίσο µε 7,5cm, αφού το µέτρησε µε 

τον χάρακα. Στη συνέχεια κατασκεύασε ευλύγραµµο τµήµα Γ∆ το οποίο µέτρησε µε 

το χάρακα να είναι µήκους 3,5cm, δηλαδή ίσου µήκους µε το ΑΒ. Το Γ∆ το 

κατασκεύασε τυχαία να φαίνεται παράλληλο µε το ΑΒ χωρίς να ορίσει σωστά 

κατασκευαστικά τις ιδιότητες της παραλληλίας. Στο τέλος αναφέρληκε ότι το 

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, επειδή οι απέναντι πλευρές είναι ίσες 

και παράλληλες.  

Το 4
ο 

ζευγάρι έφερε τυχαίο ευλύγραµµο τµήµα διαδοχικό του ΑΒ από τη µεριά του Β 

και το µέτρησε µε τον χάρακα να είναι ίσο µε το ΑΒ δηλαδή µε 3,5cm. Από το άκρο 

του ευλυγράµµου τµήµατος Β, το οποίο δεν ονόµασε, έφερε παράλληλη στην ΑΒ µε 

τρόπο όχι κατασκευαστικά σωστό, δηλαδή να φαίνεται ότι είναι παράλληλη. Στη 

συνέχεια ένωσε το σηµείο Α σε ένα σηµείο της παράλληλης στην ΑΒ ώστε το 

τετράπλευρο να φαίνεται παραλληλόγραµµο. Όλη η κατασκευή πραγµατοποιήληκε 

1ο ζευγάρι 

2ο ζευγάρι 
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χωρίς να ληφλούν υπόψη ιδιότητες που διέπουν κατασκευαστικά το 

παραλληλόγραµµο. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 4: Κατασκευή παραλληλογράµµου µε γεωµετρικά όργανα 

από το 3
ο
 και 4

ο
 ζευγάρι. 

Έτσι, από τα 4 ζευγάρια των µαλητών που ασχολήληκαν µε τα όργανα, µόνο τα 2 

µπόρεσαν και κατασκεύασαν σωστά το παραλληλόγραµµο, ενώ τα υπόλοιπα 2 

ζευγάρια (3
ο
 και 4

ο
 ζευγάρι) έδειξαν παρανοήσεις στην διάρκεια της κατασκευής και 

βασίστηκαν περισσότερο στην οπτική εικόνα του παραλληλογράµµου και όχι στις 

ιδιότητες που ορίζονται κατασκευαστικά. 

4.2.2.1 Κατασκευές ορθογωνίου µε λογισµικό 

Αρχικά, από τα τέσσερα ζευγάρια τα τρία ακολούλησαν παρόµοια στρατηγική για την 

κατασκευή του ορλογωνίου µε το λογισµικό. Τα 3 ζευγάρια (2
ο
, 3

ο
και 4

ο
ζευγάρι), 

όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 5, αλλάξανε την 

κατεύλυνση του ΑΒ από πλάγια σε κατακόρυφη. Έφεραν κάλετες από τα σηµεία Α 

και Β στην ΑΒ. Στη συνέχεια, έφεραν παράλληλη στην ΑΒ από ένα σηµείο που 

ανήκει στην κάλετη από το Β στην ΑΒ και πήραν το σηµείο τοµής αυτής µε την 

κάλετη από το Α στην ΑΒ. Απέκρυψαν τις ευλείες και ένωσαν τα σηµεία. Με τη 

διαδικασία του συρσίµατος διαπίστωσαν ότι το τετράπλευρο είναι ορλογώνιο. 

Βασίστηκαν στην ιδιότητα ότι όλες οι γωνίες είναι ορλές. 

   

Σχηµατικό παράδειγµα 5: Κατασκευή ορλογωνίου µε λογισµικό από το 2
ο
, 3

ο
και 4

ο
 

ζευγάρι. 

Αντίλετα, το 1
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 6, 

άλλαξε τη κατεύλυνση του ΑΒ από πλάγια σε οριζόντια. Έφερε παράλληλη g στο ΑΒ 

3ο ζευγάριι  4ο ζευγάρι 

2ο ζευγάρι 

3ο ζευγάρι 4ο ζευγάρι 
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από τυχαίο σηµείο Γ εκτός της ΑΒ. Από τα Α και Β έφερε κάλετες στη g, τις j και h. 

Απέκρυψε το σηµείο Γ και έφερε την τοµή των ευλειών g και j, στο ∆  και την τοµή 

των ευλειών g και h, στο Ε. Ένωσε τα ευλύγραµµα τµήµατα ΑΒ, ΒΕ, Ε∆ και Α∆ και 

απέκρυψε τις τρεις ευλείες. Με το σύρσιµο διαπίστωσε ότι το ΑΒΕ∆ είναι ορλογώνιο. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 6: Κατασκευή ορλογωνίου µε λογισµικό από το 1
ο
 ζευγάρι. 

Οι παραπάνω κατασκευές ήταν αποτέλεσµα πολλών προσπαλειών στις οποίες δεν 

γινόταν ανάδειξη των σηµείων τοµής και των ιδιοτήτων και το σύρσιµο οδηγούσε 

στην διάλυση των σχηµάτων. Μετά από τη σωστή χρήση των εντολών του 

λογισµικού οι µαλητές διαπίστωσαν ότι το σχήµα που κατασκεύασαν διατηρεί τις 

ιδιότητες κατασκευαστικά και µετά από διάφορες µετατοπίσεις παραµένει ορλογώνιο. 

4.2.2.2 Κατασκευές ορθογωνίου µε γεωµετρικά όργανα 

Από τα 4 ζευγάρια τα 2 ακολούλησαν παρόµοια στρατηγική για την κατασκευή του 

ορλογωνίου µε τα γεωµετρικά όργανα µε τη διαφορά ότι το 2
ο
 ζευγάρι έκανε την 

κατασκευή παίρνοντας το ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ σε οριζόντια κατεύλυνση. Όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 7, τα 2 ζευγάρια (1
ο
 και 2

ο
 

ζευγάρι) έφεραν δύο κάλετα ευλύγραµµα τµήµατα ίσου µήκους από τα σηµείο Α και 

Β στην ΑΒ, τα οποία ονόµασαν Α∆ και ΒΓ αντίστοιχα και τα οποία µέτρησαν µε τον 

γνώµονα. Στη συνέχεια ένωσαν τα σηµεία ∆ και Γ ώστε το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ να 

είναι ορλογώνιο. Χρησιµοποίησαν την ιδιότητα ότι όλες οι γωνίες είναι ορλές. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 7: Κατασκευή ορλογωνίου µε γεωµετρικά όργανα από το 1
ο
 και 2

ο
 

ζευγάρι. 

Το 3
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 8, έφερε 

κάλετες ευλείες από τα σηµεία Α και Β στην ΑΒ. Στη συνέχεια από τυχαίο σηµείο 

1ο ζευγάρι 

2ο ζευγάρι 
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της κάλετης που διέρχεται από το σηµείο Α, έφερε κάλετη πάνω στην ίδια. Με αυτό 

τον τρόπο και προεκτείνοντας όλες τις ευλείες που κατασκεύασε συµπέρανε ότι το 

τετράπλευρο που προέκυψε έχει όλες τις γωνίες ορλές εποµένως είναι ορλογώνιο. 

.  

Σχηµατικό παράδειγµα 8: Κατασκευή ορλογωνίου µε γεωµετρικά όργανα από το 3
ο 

ζευγάρι 

Το 4
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 9,έφερε 

κάλετα τµήµατα από τα σηµεία Α και Β στο ΑΒ και µε το µάτι υπολόγισε να 

φαίνονται ίσα, αφού δεν τα µέτρησε και στη συνέχεια ένωσε τα άκρα αυτών των 

ευλυγράµµων τµηµάτων.  

 

Σχηµατικό παράδειγµα 9: Κατασκευή ορλογωνίου µε γεωµετρικά όργανα από το 4
ο 

ζευγάρι 

Έτσι, από τα 4 ζευγάρια των µαλητών που ασχολήληκαν µε τα όργανα, µόνο τα 3 

µπόρεσαν και κατασκεύασαν το ορλογώνιο, έφεραν κάλετες από σηµεία που ανήκουν 

σε ευλεία πάνω στην ευλεία, µέτρησαν τα ευλύγραµµα τµήµατα που προέκυψαν και 

χρησιµοποίησαν κυρίως τον γνώµονα για να κάνουν τις µετρήσεις. Εδώ λα πρέπει να 

τονιστεί ότι ή κατασκευή κάλετων ευλειών δεν δυσκόλεψε τους µαλητές σε αντίλεση 

µε την κατασκευή παράλληλων ευλειών που, όπως αναφέρληκε στην προηγούµενη 

ενότητα, πολλές παράλληλες ευλείες κατασκευάστηκαν µε το µάτι. 

Τέλος, το ένα ζευγάρι έδειξε παρανοήσεις και βασίστηκε περισσότερο στην οπτική 

εικόνα του ορλογωνίου και όχι στις ιδιότητες που ορίζονται κατασκευαστικά. 
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4.2.3.1 Κατασκευές ρόµβου µε λογισµικό 

Αρχικά, και τα 4 ζευγάρια ακολούλησαν παρόµοια στρατηγική για την κατασκευή 

του ρόµβου µε το λογισµικό. Όλα τα ζευγάρια αλλάξανε την κατεύλυνση του ΑΒ από 

πλάγια σε οριζόντια, φέρανε τη µεσοκάλετη στο ΑΒ (µε το λογισµικό 

Geogebraµπορεί ο µαλητής να επιλέξει µε µία µόνο εντολή ένα ευλύγραµµο τµήµα 

και να πάρει τη µεσοκάλετη, χωρίς να µπει στη διαδικασία να πάρει το µέσο και από 

το µέσο να φέρει κάλετη στην ευλεία που διέρχεται από τα άκρα του ευλυγράµµου 

τµήµατος που επέλεξε) και πήραν το σηµείο τοµής της ΑΒ µε τη µεσοκάλετο.  Από 

το σηµείο αυτό και µετά ακολούλησαν διαφορετικές στρατηγικές και, ενώ τα τρία 

πρώτα ζευγάρια κατασκεύασαν σωστά τον ρόµβο, το 4
ο
ζευγάρι µε τυχαίο τρόπο 

κατασκεύασε τετράγωνο. Πιο συγκεκριµένα και όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχηµατικό παράδειγµα 10, το 1
ο 

ζευγάρι ονόµασε ∆ το σηµείο τοµής της 

µεσοκαλέτου g µε το ΑΒ, πήρε τυχαίο σηµείο Γ της g και έφερε το συµµετρικό του Γ 

ως προς το ∆, το Γ. Ένωσε τα σηµεία ΓΑ, ΑΓ, ΓΒ και ΒΓ. Απέκρυψε τη g και το ΑΒ 

και το σηµείο ∆ και µε τη λειτουργία του συρσίµατος διαπίστωσε ότι είναι ρόµβος. 

Το 2
ο 

ζευγάρι έφερε δύο κάλετες ευλείες από τα σηµεία Α και Β στο ΑΒ και στη 

συνέχεια έφερε παράλληλη στο ΑΒ από τυχαίο σηµείο της µεσοκαλέτου και πήρε το 

σηµείο τοµής της παράλληλης µε τη µεσοκάλετο. Έφερε κύκλο µε κέντρο το σηµείο 

τοµής της µεσοκαλέτου µε το ΑΒ και ακτίνα το σηµείο τοµής της παράλληλης µε τη 

µεσοκάλετο και πήρε το σηµείο τοµής του κύκλου µε τη µεσοκάλετο κάτω από το 

ΑΒ. Ένωσε τα σηµεία Α και Β µε τα 2 σηµεία τοµής του κύκλου µε τη µεσοκάλετο 

και απέκρυψε το ΑΒ, τη µεσοκάλετο, τον κύκλο και τις ευλείες. Με το σύρσιµο 

διαπίστωσε ότι το ΑΒΓ∆ είναι ρόµβος.  

Το 3
ο 

ζευγάρι ονόµασε  Γ το µέσο του ΑΒ και από το σηµείο Γ έφερε κύκλο τυχαίας 

ακτίνας και πήρε τα σηµεία τοµής του κύκλου και της µεσοκαλέτου τα οποία 

ονόµασαν Ε και ∆. Ένωσε τα σηµεία Ε, Α, ∆ και Β και διαπίστωσαν ότι το 

τετράπλευρο ΕΑ∆Β είναι ρόµβος. Απέκρυψε τον κύκλο, τη µεσοκάλετο, το 

ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ και το σηµείο Γ. Με το σύρσιµο διαπίστωσαν ότι το 

τετράπλευρο είναι ρόµβος. 
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Σχηµατικό παράδειγµα 10: Κατασκευή ρόµβου µε λογισµικό από το 1
ο
, 2

ο
και 3

ο
 

ζευγάρι. 

Και τα τρία ζευγάρια βασίστηκαν στην ιδιότητα ότι οι διαγώνιοι διχοτοµούνται και 

τέµνονται κάλετα. 

Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι µε κέντρο το σηµείο τοµής του ΑΒ µε τη µεσοκάλετο έφερε 

κύκλο µε ακτίνα το σηµείο τοµής έως το Α, ο οποίος τέµνει τη µεσοκάλετο σε 2 

σηµεία, τα οποία ονόµασαν Ε και ∆. Αφού απέκρυψε τον κύκλο και τη µεσοκάλετο, 

ένωσε τα σηµεία Α, ∆, Β και Ε. Με το σύρσιµο διαπίστωσε ότι το τετράπλευρο είναι 

τετράγωνο, δηλαδή ένας ειδικός ρόµβος. Παρόλη τη λάλος κατασκευή δεν 

προβληµατίστηκε λόγω λέσης για να ξαναπροσπαλήσει να κατασκευάσει τον ρόµβο 

και να ελέγξει ποια ιδιότητα πρέπει κατασκευαστικά να εφαρµόσει για να οδηγηλεί 

στη σωστή κατασκευή. 

Κατά τη διάρκεια της κατασκευής και τα 4 ζευγάρια αφιέρωσαν χρόνο να δοκιµάζουν 

εντολές του λογισµικού και να αναιρούν. Πιο συγκεκριµένα, το 2
ο
 ζευγάρι έφερε 

κύκλους µε κέντρα τα Α και Β και ακτίνες µήκους ίσου µε το µισό του ΑΒ, οι οποίοι 

εφάπτονταν στο σηµείο τοµής του ΑΒ µε τη µεσοκάλετο. Αυτό διαπίστωσαν ότι δεν 

του βοήλησε στην κατασκευή του ρόµβου µε συνέπεια να αλλάξουν στρατηγικές. Στο 

τέλος το σχήµα που κατασκεύασαν διατηρούσε τις ιδιότητες κατασκευαστικά και 

µετά από διάφορες µετατοπίσεις παρέµενε ρόµβος. 

4.2.3.2 Κατασκευές ρόµβου µε γεωµετρικά όργανα 

Και τα 4 ζευγάρια για την κατασκευή του ρόµβου µε τα γεωµετρικά όργανα 

ακολούλησαν διαφορετικές στρατηγικές. Όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχηµατικό παράδειγµα 11, το 1
ο
ζευγάρι προέκτεινε το ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ και 

από τις δύο κατευλύνσεις και έφερε παράλληλη στην ευλεία ΑΒ, κατασκευαστικά 

σωστή. Πιο συγκεκριµένα, από δύο τυχαία σηµεία της ΑΒ έφερε κάλετα ευλύγραµµα 

τµήµατα ίσου µήκους, ένωσε τα σηµεία των ευλυγράµµων τµηµάτων που ισαπέχουν 

2ο ζευγάρι 

1ο ζευγάρι 

3ο ζευγάρι 
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από την ΑΒ και προέκτεινε το ευλύγραµµο τµήµα που προέκυψε και από τις δύο 

κατευλύνσεις. Στη συνέχεια παρατήρησε ότι για να είναι ρόµβος λα πρέπει το 

τετράπλευρο να έχει όλες τις πλευρές ίσες και ανέφερε ότι οι διαγώνιοι πρέπει να 

τέµνονται κάλετα το οποίο δεν χρησιµοποίησε. Έφερε τυχαίο ευλύγραµµο τµήµα Α∆ 

ίσου µήκους µε το ΑΒ, αφού το µέτρησε µε τον χάρακα και από το σηµείο Β έφερε 

παράλληλη στην ευλεία ΑΒ (έφερε από το σηµείο ∆ κάλετη στην ευλεία ΑΒ και 

µέτρησε την απόσταση και πήρε και 2
ο
 ευλύγραµµο τµήµα κάλετο στην ΑΒ και 

ένωσε τα σηµεία που ισαπέχουν την ΑΒ, δηλαδή το ∆ και το άλλο σηµείο το οποίο 

δεν ονόµασε).Στη συνέχεια πήρε πάνω στην ευλεία που διέρχεται από το ∆ και είναι 

παράλληλη στην ΑΒ ευλύγραµµο τµήµα ίσου µήκους µε το ΑΒ το οποίο µέτρησε και 

το ονόµασε ∆Γ. Μέτρησε µε το µοιρογνωµόνιο τις γωνίες ∆ΑΒ και ∆ΓΒ και βρήκε 

ότι είναι ίσες µε 108
ο
και τις γωνίες Α∆Γ και ΑΒΓ και βρήκε ότι είναι ίσες µε 72

ο
. 

Βασίστηκε στην ιδιότητα ότι οι απέναντι γωνίες είναι ίσες και όλες οι πλευρές είναι 

ίσες. Εδώ λα πρέπει να σηµειωλεί ότι ο ρόµβος που κατασκευάστηκε µε αυτό τον 

τρόπο είναι ένα σταλερό σχήµα και αν κατασκευάζονταν µε τη χρήση λογισµικού δεν 

λα µπορούσε να αυξοµειωλεί µε τη λειτουργία του συρσίµατος. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 11: Κατασκευή ρόµβου µε γεωµετρικά όργανα από το 1
ο
 

ζευγάρι. 

Το 2
ο 

ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 12, 

κατασκεύασε γωνία 60
ο 

της οποίας κορυφή είναι το σηµείο Α και πλευρά η ΑΒ και 

γωνία 30
ο
της οποίας κορυφή είναι το σηµείο Β και πλευρά η ΒΑ. Κατασκεύασε το 

σχήµα οπτικά χωρίς να χρησιµοποιήσει σωστά τις ιδιότητες, αφού λεώρησε ότι το 

άλροισµα των γωνιών ενός τετραπλεύρου είναι 180
ο
. Έτσι, το σχήµα φαίνεται ρόµβος 

και µε κέντρο το σηµείο τοµής των διαγωνίων έφερε κύκλο και διαπίστωσαν ότι 

διέρχεται από τις κορυφές Β και ∆. Το σχήµα κατασκευάστηκε έτσι ώστε µε 

µετρήσεις να φαίνεται ρόµβος, αλλά ουσιαστικά δεν χρησιµοποιήληκαν στην 

κατασκευή οι ιδιότητες. Η µόνη ιδιότητα που προσπάλησαν να χρησιµοποιήσουν 

ήταν η ιδιότητα του παραλληλογράµµου ότι οι απέναντι γωνίες είναι ίσες. 
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Σχηµατικό παράδειγµα 12: Κατασκευή ρόµβου µε γεωµετρικά όργανα από το 2
ο
 

ζευγάρι. 

Το 3
ο
ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 13, έφερε 

διαδοχικό τυχαίο ευλύγραµµο τµήµα Α∆ ίσου µήκους µε το ΑΒ, αφού το µέτρησε.  

Στη συνέχεια, έφερε παράλληλο στο ΑΒ ευλύγραµµο τµήµα ∆Γ, ίσο µε το ΑΒ, αφού 

το µέτρησε. Το παράλληλο τµήµα ∆Γ κατασκευάστηκε µόνο οπτικά, δηλαδή µε το 

µάτι ώστε  να φαίνεται παράλληλο αλλά ουσιαστικά να µην είναι και ένωσε το Γ µε 

το Β. Βασίστηκε στην ιδιότητα ότι όλες οι πλευρές είναι ίσες και οι απέναντι πλευρές 

είναι παράλληλες. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 13: Κατασκευή ρόµβου µε γεωµετρικά όργανα από το 3
ο
 

ζευγάρι. 

Τέλος, το 4
ο
ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 14, 

κατασκεύασε µε το µοιρογνωµόνιο γωνία 60
ο
της οποίας κορυφή είναι το σηµείο Β 

και πλευρά της είναι ίση µε ΑΒ την οποία µέτρησε µε το χάρακα 3,5cm. Στη 

συνέχεια, κατασκεύασαν µε το µοιρογνωµόνιο γωνία 120
ο
 µε κορυφή Α και πλευρά 

ίση µε 3,5cm, ίση µε το ΑΒ, την οποία µέτρησε. Με την κατασκευή τεσσάρων 

διαδοχικών γωνιών µε πλευρές 3,5cm, το τετράπλευρο που προέκυψε είχε τις 

απέναντι γωνίες ίσες και όλες τις πλευρές ίσες. Βασίστηκε στην ιδιότητα ότι οι 

απέναντι γωνίες είναι ίσες και όλες οι πλευρές είναι ίσες. Εδώ λα πρέπει να σηµειωλεί 

ότι ο ρόµβος που κατασκευάστηκε µε αυτό τον τρόπο είναι ένα σταλερό σχήµα και αν 

κατασκευάζονταν µε τη χρήση λογισµικού δεν λα µπορούσε να αυξοµειωλεί µε τη 

λειτουργία του συρσίµατος. 
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Σχηµατικό παράδειγµα 14: Κατασκευή ρόµβου µε γεωµετρικά όργανα από το 4
ο
 

ζευγάρι. 

Έτσι, από τα 4 ζευγάρια των µαλητών που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα 

µόνο τα δύο µπόρεσαν να κατασκευάσουν τον ρόµβο. Το 2
ο 

και το 3
ο
 ζευγάρι δεν 

έκαναν σωστά την κατασκευή κατασκευάζοντας γωνίες και φέρνοντας παράλληλες 

µόνο οπτικά, χωρίς να κάνουν σωστά τις µετρήσεις, όπως να µετρήσουν τις γωνίες µε 

το µοιρογνωµόνιο ή να φέρουν κάλετα τµήµατα ίσου µήκους και να ενώσουν τα 

σηµεία. Αντίλετα, το 1
ο
 και το 4

ο 
ζευγάρι κατασκεύασαν τον ρόµβο κάνοντας χρήση 

της ιδιότητας ότι οι απέναντι γωνίες και όλες οι πλευρές είναι ίσες, µε τη διαφορά ότι 

το σχήµα που προέκυψε είναι ένα σταλερό σχήµα.  

4.2.4.1 Κατασκευές τετραγώνου µε λογισµικό 

Για την κατασκευή του τετραγώνου µε το λογισµικό και τα 4 ζευγάρια ακολούλησαν 

διαφορετικές στρατηγικές. Πιο συγκεκριµένα, το 1
ο 

ζευγάρι έφερε κύκλο µε κέντρο Α 

και ακτίνα ΑΒ και κάλετες από τα σηµεία Α και Β στο ΑΒ και πήρε το σηµείο τοµής 

της καλέτου από το σηµείο Α µε τον κύκλο. Στη συνέχεια, έφερε κάλετη από το 

προαναφερόµενο σηµείο τοµής στην ευλεία που διέρχεται από το σηµείο Α, όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 15, και πήρε το σηµείο τοµής 

αυτής µε την κάλετο από το σηµείο Β στο ΑΒ. Ένωσε τα 3 σηµεία και απέκρυψε τις 

κάλετες ευλείες και τον κύκλο. Με τη διαδικασία του συρσίµατος διαπίστωσε ότι το 

τετράπλευρο που προέκυψε ήταν τετράγωνο. Η ιδιότητα που αναδείχληκε είναι ότι 

όλες οι πλευρές είναι ίσες και όλες οι γωνίες ορλές. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 15: Κατασκευή τετραγώνου µε λογισµικό από το 1
ο 

ζευγάρι 
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Το 2
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 16, άλλαξε 

την κατεύλυνση του ΑΒ από πλάγια σε οριζόντια και έφερε τη µεσοκάλετη g στο ΑΒ. 

∆εν αξιοποίησε την προγενέστερη κατασκευή που είχε κάνει για την κατασκευή του 

ρόµβου και έφερε δύο τυχαίες παράλληλες ευλείες στο ΑΒ εκατέρωλεν του ΑΒ, τις h 

και i αντίστοιχα. Στη συνέχεια, έφερε δύο κάλετες ευλείες από τα σηµεία Α και Β 

στην ΑΒ, j και k αντίστοιχα και πήρε τις τοµές των παράλληλων ευλειών h και i µε 

τις κάλετες j και k. Απέκρυψε το ΑΒ, και όλες τις ευλείες και ένωσαν τα τέσσερα 

σηµεία που προέκυψαν από  την τοµή των παράλληλων ευλειών h και i µε τις κάλετες 

j και k. 

Το τετράπλευρο που κατασκεύασαν έµοιαζε µε τετράγωνο, όµως, επειδή ήταν 

στατικό, διότι όλα τα σηµεία ήταν σταλερά, δεν µπόρεσε να ελέγξει αν έκανε σωστά 

την κατασκευή. Έπρεπε να παρατηρήσει ότι η αποστάσεις των 2 ευλειών h και i από 

το ΑΒ δεν είναι ίσες µε τις αποστάσεις των j και k από τη µεσοκάλετο g. Επίσης, ότι 

η απόσταση της h από το ΑΒ δεν είναι ίση µε την απόσταση της i από το ΑΒ. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 16: Κατασκευή τετραγώνου µε λογισµικό από το 2
ο 

ζευγάρι 

Το 3
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 17, άλλαξε 

την κατεύλυνση του ΑΒ από πλάγια σε οριζόντια και έφερε τυχαία ευλύγραµµα 

τµήµατα Α∆ και ΒΓ να φαίνονται κάλετα στο ΑΒ και ίσα µε αυτό. Στη συνέχεια, 

ένωσε τα σηµεία Γ και ∆ χωρίς να ελέγξει αν το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο 

είτε µε τη βοήλεια του συρσίµατος είτε µε έλεγχο των ιδιοτήτων που δεν όρισε κατά 

την κατασκευή και ολοκλήρωσε  τη διαδικασία. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 17: Κατασκευή τετραγώνου µε λογισµικό από το 3
ο 

ζευγάρι 
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Το 4
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 18, άλλαξε 

την κατεύλυνση του ΑΒ από πλάγια σε οριζόντια και έφερε τη µεσοκάλετη g στο ΑΒ. 

Στη συνέχεια, πήρε το σηµείο τοµής της µεσοκαλέτου µε το ΑΒ και µε κέντρο το 

σηµείο τοµής έφερε κύκλο µε ακτίνα το σηµείο τοµής και το Α, ο οποίος τέµνει τη 

µεσοκάλετο σε 2 σηµεία, τα οποία ονόµασε Ε και ∆. Αφού απέκρυψε τον κύκλο και 

τη µεσοκάλετο, ένωσε τα σηµεία Α, ∆, Β και Ε. Με το σύρσιµο διαπίστωσε ότι το 

τετράπλευρο είναι τετράγωνο. Η κατασκευή αυτή πραγµατοποιήληκε µε τυχαίο 

τρόπο κατά τη φάση κατασκευής του ρόµβου. ∆εν βασίστηκε σε ιδιότητες και 

ολοκλήρωσε χωρίς να προβληµατιστεί για τον τρόπο κατασκευής και το αποτέλεσµα. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 18: Κατασκευή τετραγώνου µε λογισµικό από το 4
ο 

ζευγάρι 

Από τα 4 ζευγάρια που ασχολήληκαν µε την κατασκευή του τετραγώνου µε το 

λογισµικό µόνο το 1
ο
 ζευγάρι έκανε σωστά την κατασκευή. Το 2

ο
 και το 3

ο
 ζευγάρι 

ακολούλησαν λάλος διαδικασίες και δεν επέµειναν στην εφαρµογή των ιδιοτήτων του 

τετραγώνου κατασκευαστικά. Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι έκανε σωστά την κατασκευή µε 

τυχαίο όµως τρόπο. 

4.2.4.2 Κατασκευές τετραγώνου µε γεωµετρικά όργανα 

Από τα 4 ζευγάρια που κατασκεύασαν το τετράγωνο µε τα γεωµετρικά όργανα τα 2 

ακολούλησαν την ίδια στρατηγική. Όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχηµατικό 

παράδειγµα 19, το 1
ο 

και το 2
ο 

ζευγάρι έφεραν παράλληλη στην ευλεία ΑΒ (από δύο 

τυχαία σηµεία της ΑΒ έφεραν µε το γνώµονα κάλετα τµήµατα µήκους ίσου µε 3,5cm, 

αφού τα µέτρησαν και ένωσαν τα σηµεία που ισαπέχουν από την ΑΒ, ώστε η ευλεία 

να είναι παράλληλη στην ΑΒ). Από τα σηµεία Α και Β έφεραν µε τον γνώµονα 

κάλετες στην ευλεία ΑΒ και ονόµασαν ∆ και Γ αντίστοιχα τα σηµεία τοµής των 

κάλετων µε την παράλληλη στην ΑΒ που κατασκεύασαν προγενέστερα. Στη 

συνέχεια,  ένωσαν τα σηµεία ∆ και Α και τα σηµεία Γ και Β και µε µετρήσεις 
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διαπίστωσαν ότι είναι ίσα. Βασίστηκαν στην ιδιότητα ότι όλες οι γωνίες είναι ορλές 

και όλες οι πλευρές ίσες. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 19: Κατασκευή τετραγώνου µε γεωµετρικά όργανα από το 

1
ο
και 2

ο
ζευγάρι. 

Επίσης, το 3
ο
 και το 4

ο 
ζευγάρια ακολούλησαν τις ίδιες στρατηγικές, όπως φαίνεται 

και στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 20, µε τον γνώµονα έφεραν κάλετα 

ευλύγραµµα τµήµατα από τα σηµεία Α και Β στο ΑΒ και µέτρησαν να είναι ίσα µε το 

ΑΒ,  τα ονόµασαν Α∆ και ΒΓ αντίστοιχα και ένωσαν τα σηµεία ∆ και Γ. Βασίστηκαν 

στην ιδιότητα ότι όλες οι πλευρές και γωνίες είναι ίσες. 

Εδώ λα πρέπει να σηµειωλεί ότι το 2
ο
 και το 3

ο
 ζευγάρι πήρε το ευλύγραµµο τµήµα 

ΑΒ οριζόντιο αντί πλάγιο. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 20: Κατασκευή τετραγώνου µε γεωµετρικά όργανα από το 

3
ο
 και 4

ο
 ζευγάρι. 

Έτσι, και τα 4 ζευγάρια των µαλητών που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα 

κατασκεύασαν το τετράγωνο, µε τη διαφορά ότι το σχήµα µε τον τρόπο που 

κατασκευάστηκε είναι ένα σταλερό σχήµα και αν κατασκευάζονταν µε αυτό τον 

τρόπο µε τη χρήση λογισµικού δεν λα µπορούσε να αυξοµειωλεί µε τη χρήση του 

συρσίµατος. Επίσης, όλα τα ζευγάρια βασίστηκαν στην ιδιότητα ότι όλες οι πλευρές 

και γωνίες είναι ίσες. 

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το 

λογισµικό όρισαν κατασκευαστικά σωστά τις ιδιότητες στις περισσότερες 

1ο ζευγάρι 

2ο ζευγάρι 

3ο ζευγάρι 

4ο ζευγάρι 
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κατασκευές σε σχέση µε τα ζευγάρια του ίδιου επιπέδου που ασχολήληκαν µε τα 

όργανα. Πιο συγκεκριµένα, το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το λογισµικό και το 1

ο
 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα κατασκεύασαν σωστά όλες τις 

κατασκευές µε τη διαφορά ότι το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά 

όργανα κατασκεύασε τον ρόµβο και το τετράγωνο κατασκευαστικά µε σωστό τρόπο, 

όµως το σχήµα που προέκυψε να είναι ένα σταλερό σχήµα και το οποίο, αν 

κατασκευάζονταν στο λογισµικό, δεν λα µπορούσε να αυξοµειώνεται µε τη χρήση 

του συρσίµατος, δηλαδή έκαναν µια τυχαία αλλά συγκεκριµένη επιλογή. Το 2
ο
 

ζευγάρι που ασχολήληκε το λογισµικό έκανε σωστά όλες τις κατασκευές εκτός από 

το τετράγωνο, το οποίο προέκυψε να είναι ένα σταλερό σχήµα και να µην µπορεί να 

αυξοµειωλεί µε τη χρήση του συρσίµατος, αφού ολοκλήρωσαν χωρίς να κάνουν στο 

τέλος χρήση των δυνατοτήτων που τους έδινε το λογισµικό. Αντίλετα, το 2
ο
 ζευγάρι 

που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα κατασκεύασε σωστά το 

παραλληλόγραµµο και το ορλογώνιο, δεν µπόρεσε να ορίσει σωστά τις ιδιότητες στην 

κατασκευή του ρόµβου και κατασκεύασε το τετράγωνο ώστε το σχήµα που προέκυψε 

να είναι ένα σταλερό σχήµα, δηλαδή έκαναν µια τυχαία αλλά συγκεκριµένη επιλογή. 

Το 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το λογισµικό κατασκεύασε σωστά όλες τις 

κατασκευές εκτός από το τετράγωνο το οποίο κατασκεύασε µόνο οπτικά να φαίνεται 

τετράγωνο, αλλά να µην είναι και χωρίς να κάνει έλεγχο µε τη διαδικασία του 

συρσίµατος και να διαπιστώσει ότι το σχήµα που φαίνεται τετράγωνο λα αλλάξει 

σχήµα. Επίσης, το 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα 

κατασκεύασε σωστά το ορλογώνιο, ενώ δεν όρισε σωστά τις ιδιότητες στην 

κατασκευή του παραλληλογράµµου και του ρόµβου και στην κατασκευή του 

τετραγώνου, το σχήµα που προέκυψε ήταν ένα σταλερό σχήµα. 

Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το λογισµικό κατασκεύασε σωστά το 

παραλληλόγραµµο και το ορλογώνιο, δεν µπόρεσε να κατασκευάσει τον ρόµβο και 

στην προσπάλεια κατασκευής του ρόµβου κατασκεύασε τυχαία τετράγωνο. Αντίλετα, 

το 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα δεν µπόρεσε να 

κατασκευάσει σωστά το παραλληλόγραµµο και το ορλογώνιο, ενώ κατασκεύασε τον 

ρόµβο και το τετράγωνο έτσι ώστε το σχήµα που προέκυψε ήταν  ένα σταλερό σχήµα. 

Όλα τα παραπάνω στοιχεία συνοψίζονται στον πίνακα (βλ. σχετικό πίνακα 3, 

παράρτηµα 2),  
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4.3 Αποτελέσµατα για την δραστηριότητα εύρεσης τετραπλεύρων του1
ου

 φύλλου 

εργασίας 

Στη 2
η 

δραστηριότητα του 1
ου 

φύλλου εργασίας τα ζευγάρια κλήληκαν να 

αναγνωρίσουν από ένα έτοιµο σύνλετο δολέν γεωµετρικό σχήµατα είδη 

τετραπλεύρων, όπως τραπέζιο, ισοσκελές τραπέζιο, παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, 

ρόµβο και τετράγωνο και να αιτιολογήσουν την απάντησή τους µε γνώµονα τις 

ιδιότητες των τετραπλεύρων που ανακάλυψαν. Το σύνλετο δολέν γεωµετρικό σχήµα 

αποτελείται από 2 παράλληλες ευλείες µεταξύ των οποίων υπάρχουν διάφορα είδη 

τετραπλεύρων. Τα 4 ζευγάρια χρησιµοποίησαν το λογισµικό Geogebra, ενώ τα 

υπόλοιπα 4 ζευγάρια χρησιµοποίησαν τα γεωµετρικά όργανα για να ανακαλύψουν τα 

είδη τετραπλεύρων. 

4.3.1 Εύρεση τετραπλεύρων µε τη βοήθεια λογισµικού 

Έτσι, τα 3 από τα 4 ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό ακολούλησαν 

παραπλήσιες στρατηγικές για να ανακαλύψουν τα είδη τετραπλεύρων στο σύνλετο 

σχήµα το οποίο τους δόληκε σε ηλεκτρονική µορφή και υπήρχε η δυνατότητα 

µετακίνησης τµηµάτων του σχήµατος. Πιο συγκεκριµένα, όπως φαίνεται και στο 

παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 21, φέρανε κάλετες, παράλληλες, µεσοκαλέτους, 

κύκλους, πήραν την τοµή ευλυγράµµων τµηµάτων, χρωµάτισαν ευλείες και 

ευλύγραµµα τµήµατα, µετακίνησαν τµήµατα του σύνλετου σχήµατος και γενικά 

χρησιµοποίησαν πολλές από τις δυνατότητες που τους έδωσε το λογισµικό για να 

ανακαλύψουν είδη τετραπλεύρων και να αιτιολογήσουν την απάντησή τους. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 21: ∆ιαδικασία εύρεσης ειδών τετραπλεύρων από δολέν 

σύνλετο σχήµα από ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό 

Έτσι το 1
ο
 ζευγάρι βρήκε τα παρακάτω είδη τετραπλεύρων και τεκµηρίωσε βάσει 

ιδιοτήτων, όπως φαίνεται παρακάτω: 

1. το ΑΛΘΒ ισοσκελές τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το 

δολέν σχήµα και οι µη παράλληλες πλευρές είναι ίσες, ΑΛ=ΒΘ και ΑΛ=ΒΘ 
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2. το ΒΙΗΓ ορλογώνιο παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι 

παράλληλες (ΒΙ//ΗΓ και ΒΓ//ΙΗ) και υπάρχει µία τουλάχιστον ορλή γωνία (ΒΙ 

κάλετο στο ΙΗ) 

3. το ΑΚΙΒ τετράγωνο, διότι οι διαγώνιοι διχοτοµούνται, είναι ίσες και τέµνονται 

κάλετα 

4. το ΑΚΗΓ ορλογώνιο παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι 

παράλληλες (ΑΓ//ΚΗ και ΑΚ//ΓΗ) και υπάρχει µία τουλάχιστον ορλή γωνία (ΑΓ 

κάλετο στο ΓΗ) 

5. το ΒΩΛΙ τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν σχήµα 

(ΒΩ//ΗΓ) 

6. το ΦΙΗΓ τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν σχήµα 

(ΦΙ//ΗΓ) 

7. το ΑΚΙΩ τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν 

σχήµα(ΑΚ//ΩΙ) 

8. το ΓΗΖ∆ τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν σχήµα 

(Γ∆//ΖΗ) 

 
Αντίστοιχα, το 2

ο
 ζευγάρι βρήκε τα παρακάτω είδη τετραπλεύρων και τεκµηρίωσε 

βάσει ιδιοτήτων, όπως φαίνεται παρακάτω: 

1. το ΑΒΙΚ τετράγωνο, καλώς οι διαγώνιοι διχοτοµούνται, είναι ίσοι και οι πλευρές 

είναι ίσες  

2. το ΛΑ∆Ζ παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες  

3. το ΛΑΒΘ ισοσκελές τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το 

δολέν σχήµα (ΑΒ//ΛΘ) και κατέληξαν στο λάλος συµπέρασµα ότι οι µη 

παράλληλες πλευρές είναι ίσες. Με γνώµονα αυτό το συµπέρασµα σύγκριναν τα 

τρίγωνα ΑΛΚ και ΙΒΘ και απέδειξαν ότι, αφού οι κάλετες πλευρές ΑΛ και ΒΘ και 

οι υποτείνουσες είναι ίσες, άρα και οι γωνίες Λ και Θ είναι ίσες  

4. το ΑΓΗΚ ορλογώνιο παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι 

παράλληλες  (ΑΓ//ΚΗ και ΑΚ//ΓΗ) και οι διαγώνιοι διχοτοµούνται και είναι ίσες  

5. το ΛΑΓΕ τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν σχήµα 

(ΑΓ//ΛΕ) 

Τέλος, το 3
ο
 ζευγάρι βρήκε τα παρακάτω είδη τετραπλεύρων και τεκµηρίωσε βάσει 

ιδιοτήτων, όπως φαίνεται παρακάτω: 
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1. το ΑΒΘΛ είναι τραπέζιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες από το δολέν 

σχήµα (ΑΒ//ΛΘ) και ΑΛ δεν είναι παράλληλη µε τη ΒΘ, δεν έλεγξε όµως αν είναι 

ή όχι ίσες 

2. το ΑΒΙΚ είναι τετράγωνο, καλώς οι αποστάσεις των 2 παράλληλων ΚΑ και ΒΙ 

είναι ίσες αφού ΑΚ και ΒΙ κάλετα στη g, άρα και τα ευλύγραµµα τµήµατα ΑΚ, 

ΑΒ, ΒΙ, ΚΙ. Ανέφερε την ιδιότητα ότι όλες οι πλευρές είναι ίσες και υπάρχει µία 

τουλάχιστον ορλή γωνία 

3. το ΒΓΗΙ είναι ορλογώνιο, διότι Θ µέσο της ΙΗ (έφεραν τη µεσοκάλετο της ΒΓ, η 

οποία διέρχεται από το Θ) άρα, αφού τα µέσα των πλευρών ΒΓ και ΙΗ βρίσκονται 

στη µεσοκάλετο, άρα και ΒΓ=ΙΗ,  συµπέρασµα το οποίο είναι λάλος Επίσης, 

ανέφερε ότι η γωνία ΒΙΘ είναι ορλή φέρνοντας κάλετη στη gκαι µετακινώντας την 

ταυτίζεται µε την ΒΙ. Ανέφερε την ιδιότητα ότι οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και 

παράλληλες  και υπάρχει µία τουλάχιστον ορλή γωνία. 

Το 4
ο
 ζευγάρι µετακίνησε µόνο τµήµατα του σύνλετου σχήµατος και µόνο οπτικά 

χωρίς να το αποδείξει βρήκε ότι: 

1. το ΑΚΒΙ τετράγωνο, καλώς οι διαγώνιοι διχοτοµούνται και οι γωνίες είναι ίσες  

2. το ΒΓΙΗ ορλογώνιο, διότι οι δύο πλευρές είναι παράλληλες (ΒΓ // ΙΗ) και ΒΙ είναι 

κάλετη στη  ΓΗ(εδώ υπάρχει παρανόηση στις ιδιότητες)  

3. το ΛΒΙΚ τραπέζιο, γιατί τα τρίγωνα ΛΑΚ και ΙΒΘ είναι ίσα (εδώ υπάρχει 

παρανόηση στις ιδιότητες)  

4.3.2 Εύρεση τετραπλεύρων µε τη βοήθεια γεωµετρικών οργάνων 

Όσον αφορά στα ζευγάρια που ασχολήληκα µε τα γεωµετρικά όργανα, και τα 4 

ζευγάρια ακολούλησαν παραπλήσιες στρατηγικές. Πιο συγκεκριµένα, όπως φαίνεται 

και στις παρακάτω φωτογραφίες, έκαναν µετρήσεις µε τον χάρακα και τον γνώµονα 

και δεν χρησιµοποίησαν καλόλου το µοιρογνωµόνιο και τον διαβήτη.  

  

Φωτογραφίες δραστηριότητας εύρεσης ειδών τετραπλεύρων από δολέν σύνλετο 

σχήµα από ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα 
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Επίσης, το 2
ο
 ζευγάρι χρωµάτισε τα τετράπλευρα µε διάφορα χρώµατα, όπως 

φαίνεται στο παρακάτω σχηµατικό παράδειγµα 22. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 22: ∆ιαδικασία εύρεσης ειδών τετραπλεύρων από δολέν 

σύνλετο σχήµα από το 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα 

Έτσι το 1
ο
 ζευγάρι βρήκε τα παρακάτω είδη τετραπλεύρων: 

1. το ΑΒΙΚ τετράγωνο, καλώς έχει 4 πλευρές ίσες (3εκ).Μέτρησε µε τον κανόνα τις 

πλευρές και βρήκε ότι είναι όλες ίσες 2,9 µε 3 εκατοστά, όµως δεν έλεγξε ότι είναι 

και κάλετες 

2. το ΒΓΗΙ ορλογώνιο διότι ΒΓ = ΙΗ και ΒΙ = ΓΗ.  Μέτρησε µε τον κανόνα τις 

πλευρές ΒΓ και ΙΗ και βρήκε ότι είναι 4,2 εκατοστά και τις πλευρές ΒΙ και ΓΗ και 

βρήκε ότι είναι 2,9 εκατοστά, όµως δεν έλεγξε ότι είναι και κάλετες 

3. το Γ∆ΖΘ παραλληλόγραµµο, διότι Γ∆//∆Ζ και ΓΘ//∆Ζ και οι 4 πλευρές είναι ίσες. 

Χωρίς να ελέγξει, ανέφερε ότι οι απέναντι πλευρές είναι ίσες, µόνο όπως τις είδε 

οπτικά, φάνηκε παραλληλόγραµµο και µέτρησε µε τον κανόνα όλες τις πλευρές 

και βρήκε ότι είναι ίσες µε 3,6 εκατοστά. ∆εν αντιλήφληκαν ότι είναι ρόµβος, ενώ 

ανέφερε την ιδιότητα. 

4. το ΑΓΗΚ ορλογώνιο διότι ΑΓ= ΚΗ και ΑΚ = ΓΗ,  οι απέναντι πλευρές είναι ίσες. 

Μέτρησε µε τον κανόνα τις πλευρές ΑΓ και ΚΗ και βρήκαν ότι είναι 7,1 εκατοστά 

και τις πλευρές ΑΚ και ΓΗ και βρήκε ότι είναι 2,9 εκατοστά. ∆εν έλεγξε ότι είναι 

και κάλετες 

5. το ΑΓΘΛ παραλληλόγραµµο, διότι ΑΓ//ΛΘ και ΑΛ//ΓΘ και οι απέναντι πλευρές 

είναι ίσες. Μέτρησε µε τον κανόνα τις πλευρές ΑΓ και ΛΘ και βρήκε ότι είναι 7,1 

εκατοστά και τις πλευρές ΑΛ και ΓΘ και βρήκαν ότι είναι 3,6 εκατοστά 

6. το ΑΣΖΛ παραλληλόγραµµο, διότι Α∆//ΛΖ και ΑΛ//∆Ζ και οι απέναντι πλευρές 

είναι ίσες. Μέτρησαν µε τον κανόνα τις πλευρές Α∆ και ΛΖ και βρήκε ότι είναι 10 

και κάτι εκατοστά και τις πλευρές ΑΛ και ∆Ζ και βρήκε ότι είναι 3,6 εκατοστά 
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Το 2
ο
 ζευγάρι, ανακάλυψε: 

1. το ΑΒΙΚ τετράγωνο, διότι ΑΒ//ΚΙ, Α γωνία ορλή, άρα και οι υπόλοιπες γωνίες 

ορλές, διότι σε ένα τετράπλευρο, αν µία γωνία είναι ορλή, είναι και οι υπόλοιπες. 

Η µία από τις µαλήτριες διατύπωσε αµφιβολίες σχετικά µε την τεκµηρίωση, αλλά 

δεν µπορούσε να σκεφτεί ότι αυτό ισχύει, µόνο όταν το τετράπλευρο είναι 

παραλληλόγραµµο. ∆εν έλεγξαν αν οι πλευρές είναι ίσες και οι υπόλοιπες γωνίες 

είναι ορλές. 

2. το ΑΒΘΛ τραπέζιο, διότι ΑΒ // ΛΘ.  ∆εν έλεγξαν αν είναι ίσες η ΑΛ και η ΒΘ. 

3. Το ΒΓΗΙ ορλογώνιο, διότι ΒΓ//ΙΗ και ξέρουµε ότι οι απέναντι πλευρές είναι ίσες 

και παράλληλες. Έβγαλαν αυλαίρετο συµπέρασµα µόνο οπτικά χωρίς να ελέγξουν 

και δεν έλεγξαν τις γωνίες 

4. Το Γ∆ΖΘ παραλληλόγραµµο, διότι Γ∆//ΘΖ, εφόσον οι ευλείες f και g είναι 

παράλληλες, άρα και ΓΘ//∆Ζ. Έβγαλαν αυλαίρετο συµπέρασµα µόνο οπτικά χωρίς 

να ελέγξουν και δεν έλεγξαν τις πλευρές αν είναι ίσες. 

Αντίστοιχα το 3
ο
 ζευγάρι ανακάλυψε: 

1. το ΑΒΙΚ τετράγωνο, διότι όλες οι πλευρές είναι ίσες µε 2,9 cm και έχει τέσσερις 

ορλές γωνίες. Έκαναν µετρήσεις των πλευρών µε κανόνα και µε γνώµονα για τον 

έλεγχο των ορλών γωνιών. 

2. Το ΒΓΗΙ ορλογώνιο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες. Αυτό το 

συµπέρασµα το έβγαλαν από την υπόλεση αφού f//g. Μπέρδεψαν όµως το 

ορλογώνιο µε το πλάγιο παραλληλόγραµµο, αφού δεν έλεγξαν τις γωνίες και δεν 

έλεγξαν την παραλληλία των πλευρών ΒΙ µε ΓΗ. 

3. Το ΑΓΗΚ ορλογώνιο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες. Αυτό 

το συµπέρασµα το έβγαλαν από την υπόλεση αφού f//g και µέτρησαν τις πλευρές 

µε τον κανόνα. Μπέρδεψαν όµως το ορλογώνιο µε το πλάγιο παραλληλόγραµµο, 

αφού δεν έλεγξαν τις γωνίες 

4. Το Γ∆ΖΘ ρόµβος, διότι όλες οι πλευρές είναι ίσες και οι διαγώνιοι διχοτοµούνται 

κάλετα. Έκαναν µετρήσεις µε κανόνα των πλευρών, αλλά δεν έλεγξαν τις 

διαγώνιους ΓΖ και Θ∆ αν τέµνονται κάλετα. Έτσι, µόνο µε τον έλεγχο των 

πλευρών διαπιστώνεται το είδος του τετραπλεύρου ότι είναι ρόµβος. 

5. Το ΑΒΘΛ ισοσκελές τραπέζιο, διότι η µικρή και η µεγάλη βάση είναι παράλληλες 

και οι διαγώνιοι είναι ίσες. Αυτό το συµπέρασµα το έβγαλαν από την υπόλεση 

αφού f//g, δεν µέτρησαν όµως τις διαγώνιους ΑΘ και ΛΒ µε τον κανόνα. 
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5. Το Α∆ΖΛ πλάγιο παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 

και οι διαγώνιοι είναι ίσες. Το συµπέρασµα βγήκε µόνο οπτικά χωρίς να κάνουν 

µετρήσεις. Εδώ υπάρχει παρανόηση µεταξύ πλάγιου και ορλογωνίου 

παραλληλογράµµου. 

Τέλος το 4
ο 

ζευγάρι, ανακάλυψε: 

1. το ΑΒΚΙ τετράγωνο, διότι έχει όλες τις πλευρές και τις γωνίες ίσες Έκαναν 

µετρήσεις µε κανόνα και γνώµονα για τον έλεγχο των πλευρών και των ορλών 

γωνιών. 

2. Το ΒΓΙΗ ορλογώνιο, διότι όλες οι γωνίες είναι ίσες. Έκαναν έλεγχο των ορλών 

γωνιών µε τον γνώµονα. 

3. Το Γ∆ΖΗ τραπέζιο, διότι έχει 2 παράλληλες πλευρές  

4. Το ΑΛΘΒ ισοσκελές τραπέζιο (δεν έκαναν µετρήσεις αλλά το αναγνώρισαν µόνο 

οπτικά) 

Συµπερασµατικά, µπορούµε να πούµε ότι το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το 

λογισµικό ανακάλυψε 8 είδη τετραπλεύρων, 4 τραπέζια, ένα ισοσκελές τραπέζιο, 2 

ορλογώνια και 1 τετράγωνο µε σωστή τεκµηρίωση, ενώ το 1
ο
 ζευγάρι που 

ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα ανακάλυψε 5 είδη τετραπλεύρων, 2 

παραλληλόγραµµα µε σωστή τεκµηρίωση και 2 ορλογώνια και 1 τετράγωνο µε λάλος 

τεκµηρίωση ιδιοτήτων. Επίσης, το 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό 

ανακάλυψε 5 είδη τετραπλεύρων, ένα από κάλε είδος εκτός του ρόµβου µε σωστή 

τεκµηρίωση, ενώ το 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα 

ανακάλυψε 1 παραλληλόγραµµο, 1 ορλογώνια και 1 τετράγωνο µε λάλος τεκµηρίωση 

ιδιοτήτων. Το 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό ανακάλυψε 3 είδη 

τετραπλεύρων, ένα τραπέζιο, ένα ορλογώνιο και ένα τετράγωνο µε σωστή 

τεκµηρίωση, ενώ το 3
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα 

ανακάλυψε 6 είδη τετραπλεύρων, 1 τετράγωνο µε σωστή τεκµηρίωση και 1 

ισοσκελές τραπέζιο, 1 παραλληλόγραµµο, 2 ορλογώνια και 1 ρόµβο µε λάλος 

τεκµηρίωση ιδιοτήτων.  

Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το λογισµικό ανακάλυψε 3 είδη τετραπλεύρων, 

1 ορλογώνιο µε σωστή τεκµηρίωση και 1 τραπέζιο και ένα τετράγωνο µε λάλος 

τεκµηρίωση, ενώ το 4
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα 

ανακάλυψε 4 είδη τετραπλεύρων, ένα τραπέζιο, ένα ορλογώνιο και ένα τετράγωνο µε 
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σωστή τεκµηρίωση και ένα ισοσκελές τραπέζιο µε λάλος τεκµηρίωση. Όλα τα 

παραπάνω στοιχεία συνοψίζονται στον πίνακα (βλ. σχετικό πίνακα. 4, παράρτηµα 2).  

Επίσης, κάποια ζευγάρια ανακάλυψαν είδη τετραπλεύρων τα οποία δεν αντιστοιχούν 

στο σωστό είδος, για παράδειγµα αναφέρουν ένα τετράπλευρο ως παραλληλόγραµµο 

το οποίο όµως είναι ορλογώνιο. Τα εν λόγω τετράπλευρα δεν αποτυπώνεται στον 4
ο
 

πίνακα του 2
ου

 παραρτήµατος, ενώ αναφέρληκαν παραπάνω στην παράγραφο  που 

αναλύει τι ανακάλυψε το κάλε ζευγάρι ξεχωριστά. Επίσης στον πίνακα που 

αναφερόµαστε το πράσινο χρώµα δηλώνει ότι το είδος τετραπλεύρου είναι το σωστό 

καλώς και η τεκµηρίωση είναι σωστή µε βάση τις ιδιότητες και το κόκκινο χρώµα 

δηλώνει ότι το είδος τετραπλεύρου είναι το σωστό αλλά η τεκµηρίωση είναι λάλος.  

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το 

λογισµικό ανακάλυψαν περισσότερα είδη τετραπλεύρων και κατά την τεκµηρίωση 

έδειξαν περισσότερες κατανοήσεις σε σχέση µε τις ιδιότητες των τετραπλεύρων.  

4.4 Ανάλυση επίλυσης γεωµετρικών προβληµάτων του 2
ου

 φύλλου εργασίας 

Στις δραστηριότητες του 2
ου 

φύλλου εργασίας τα ζευγάρια κλήληκαν να επιλύσουν 

δύο γεωµετρικά προβλήµατα για τα οποία υπήρχε µόνο η εκφώνηση και απαιτούνταν 

εκτός από τη λύση και η κατασκευή του σχήµατος. Τα 4 ζευγάρια κατασκεύασαν τα 

γεωµετρικά σχήµατα στον υπολογιστή χρησιµοποιώντας το λογισµικό Geogebra, ενώ 

τα υπόλοιπα 4 ζευγάρια µε τα γεωµετρικά όργανα στο φύλλο εργασίας. 

4.4.1.1 Επίλυση 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος µε τη βοήθεια λογισµικού 

Αρχικά, και τα 4 ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό κατασκεύασαν σωστά 

το σχήµα του 1
ου 

προβλήµατος του 2
ου 

φύλλου εργασίας. Πιο συγκεκριµένα, 

κατασκεύασαν τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και πήραν τα µέσα των ∆Γ, ΑΒ, Α∆ και 

ΒΓ και τα ονόµασαν της ΑΒ µε Ε, της ΒΓ µε Ζ, της ∆Γ µε Η και της Α∆ µε Θ. 

Στη συνέχεια από τα 4 ζευγάρια µόνο τα δύο έλυσαν σωστά το πρόβληµα κάνοντας 

χρήση των δυνατοτήτων που δίνει το λογισµικό και χρησιµοποιώντας λεωρήµατα της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Έτσι, το 1
ο 

ζευγάρι, αφού κατασκεύασε το σχήµα, 

µετακίνησε το ΑΒΓ∆ και έφερε τις διαγώνιους ∆Β και ΑΓ, όπως φαίνεται στο 

σχηµατικό παράδειγµα 23, έσβησε τις διαγώνιους ∆Β και ΑΓ και έφερε τις 

διαγώνιους ΕΗ και ΘΖ και το σηµείο τοµής τους. Αναίρεσε και έφερε την ΑΓ. Έτσι, 

κατέγραψε  ότι στο τρίγωνο ∆ΒΑ, Θ και Ε είναι τα µέσα των πλευρών Α∆ και ΑΒ 

αντίστοιχα άρα το ΘΕ//= ΑΒ/2 (1) 
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Στο τρίγωνο Γ∆Β, Ζ και Η είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ και Γ∆ αντίστοιχα, άρα το 

ΗΖ//= ΑΒ/2 (2). Από (1) και (2) αποδεικνύεται ότι η ΒΕ είναι παράλληλη και ίση µε 

τη ΗΖ. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 23: Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 1
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Εποµένως, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το τετράπλευρο ΘΕΖΗ είναι 

παραλληλόγραµµο, διότι οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες και ίσες. 

Αποµονώνοντας τη διαγώνιο ∆Β προσέγγισε καλύτερα την επίλυση του 

προβλήµατος, διότι µπορούσε καλύτερα να αντιληφλεί το σχήµα και να 

χρησιµοποιήσει τα λεωρήµατα του σχολικού εγχειριδίου. Επίσης, µε τη διαδικασία 

του συρσίµατος µπόρεσε να αντιληφλεί και οπτικά ότι το ΘΕΖΗ είναι 

παραλληλόγραµµο. 

Το 2
ο 

ζευγάρι κατασκεύασε το σχήµα που στην αρχή φαινόταν τραπέζιο και 

µετακινώντας το φάνηκε ότι είναι τυχαίο τετράπλευρο, όπως φαίνεται στο σχηµατικό 

παράδειγµα 24, έφερε τις διαγώνιες ΑΓ και Β∆ και χρωµάτισε τη Β∆ πράσινη και τη 

ΑΓ διακεκοµµένη µπλε. Έφερε παράλληλη στη ∆Β και διαπίστωσε ότι ταυτίζεται µε 

τη ΖΗ άρα η ΖΗ είναι παράλληλη µε την ∆Β. Έφερε παράλληλη στην ΕΗ και 

διαπίστωσε ότι είναι παράλληλη µε την ΑΓ και την ΘΖ. 

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 24: Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 2
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 
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Έτσι κατέγραψε ότι το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο, γιατί φέρνοντας διαγώνιους 

και παράλληλες διαπίστωσε ότι: 

- το ΘΕ συνδέει τα µέσα ∆Α και ∆Β άρα ΕΘ// ∆Β και ΖΗ//∆Β εποµένως και 

ΕΘ//ΖΗ.  

- το ΕΗ συνδέει τα µέσα ΑΒ και ΒΓ άρα ΕΗ// ΑΓ και ΘΖ//ΑΓ εποµένως και 

ΕΗ//ΘΖ 

Εποµένως, το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο. 

Τα υπόλοιπα 2 ζευγάρια (3
ο 

και το 4
ο 

ζευγάρι), παρόλο που χρησιµοποίησαν αρκετές 

από τις λειτουργίες του λογισµικού, δεν µπόρεσαν να λύσουν σωστά το πρόβληµα. 

Πιο συγκεκριµένα, το 3
ο 

ζευγάρι κατασκεύασε ένα πολύπλοκο σχήµα, όπως φαίνεται 

στο σχηµατικό παράδειγµα 25, έφερε τις διαγώνιες ΗΕ και ΘΖ και παράλληλη στη 

ΘΖ και στη ΗΕ και ονόµασε Κ το σηµείο τοµής της παράλληλης στη ΘΖ µε την Α∆. 

Έφερε παράλληλη στη ΘΗ και διαπίστωσε ότι διέρχεται από τα σηµεία Α και Γ και 

από το σηµείο τοµής των διαγωνίων του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ. Ονόµασε Ι το σηµείο 

τοµής της παράλληλης στη ΘΖ µε την ΓΒ. Πήρε το σηµείο τοµής της ΘΕ µε ΑΓ και 

της ΗΖ µε ΑΓ και τα ονόµασε Μ και Ν αντίστοιχα. Στη συνέχεια, έφερε την ευλεία 

∆Θ και ονόµασε Λ το σηµείο τοµής των διαγωνίων του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ.  

 

Σχηµατικό παράδειγµα 25: Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 3
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Στο τέλος ανέφερε ότι το τετράπλευρο ΘΗΖΕ είναι παραλληλόγραµµο, διότι 

ΗΘ//ΜΝ και ΜΝ//ΕΖ εποµένως ΗΘ//ΕΖ, ΘΖ τέµνεται κάλετα από ΗΕ και ΘΛ=ΛΖ 

και ΗΛ=ΛΕ. Η αναφορά ότι ΘΖ τέµνεται κάλετα από ΗΕ παραπέµπει σε ρόµβο. 

Εξάλλου, τα συµπεράσµατα ήταν περισσότερο αυλαίρετα και κάποια βασίζονταν 

στην οπτική εικόνα.  

Το 4
ο 

ζευγάρι  έφερε τις διαγώνιους ΑΓ και Β∆ του τετραπλεύρου ΑΒΓ∆, όπως 

φαίνεται στο σχηµατικό παράδειγµα 26. 
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Σχηµατικό παράδειγµα 26:Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος από 

το 4
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Ανέφερε ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, οι ευλείες των διαγωνίων είναι άξονες 

συµµετρίας, οι διαγώνιοι είναι κάλετες και διχοτοµούνται και οι διαγώνιοι 

διχοτοµούν τις γωνίες του και ΑΓ//ΕΘ και ΑΓ//ΗΖ. Αυτό δηλώνει λάλος αντίληψη 

των δεδοµένων της κατασκευής και αδυναµία απόδειξης του προβλήµατος. 

4.4.1.2 Επίλυση 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος µε τη βοήθεια γεωµετρικών 

οργάνων 

Όσον αφορά στα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα, τα 2 

ζευγάρια εφάρµοσαν τις ίδιες περίπου στρατηγικές προκείµενου να λύσουν το 1
ο 

πρόβληµα. Κατασκεύασαν σωστά το σχήµα και πήραν τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και 

∆Α τυχαίου τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ κάνοντας µετρήσεις και τα ονόµασαν της ΑΒ µε Ε, 

της ΒΓ µε Ζ, της ∆Γ µε Η και της Α∆ µε Θ, όπως φαίνεται στο σχηµατικό 

παράδειγµα 27. 

Βασίστηκαν µόνο σε µετρήσεις και στο πώς φαίνεται το σχήµα, δεν χρησιµοποίησαν 

για την απόδειξη λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και στο τέλος, στην 

τεκµηρίωση, δεν είχαν εξάγει ορλά συµπεράσµατα. 

Πιο συγκεκριµένα, το 1
ο 

ζευγάρι µέτρησε το ΑΒ 3,4cm, παρόλο που στην 

πραγµατικότητα είναι 3 cm, πήρε το µέσο Ε σωστά,  διότι ΑΕ=1,5cm. Το ΒΓ είναι 

2,5 cm και πήρε το µέσο Ζ, έτσι ώστε ΒΖ=1,4 cm (από λάλος µέτρηση). Το ∆Γ=6,6 

cm και πήρε το µέσο Η, έτσι ώστε ∆Η=3,3 cm. Τέλος το ∆Α είναι 3cm και πήρε το 

µέσο Θ, έτσι ώστε ∆Θ=1,5cm. 

Στη συνέχεια µέτρησε όλες τις πλευρές του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ και διαπίστωσε ότι 

ΕΖ=ΖΗ=ΗΘ=ΘΕ=2,7 cm, δηλαδή ότι όλες οι πλευρές είναι ίσες. Επίσης, µέτρησε µε 

το µοιρογνωµόνιο τις γωνίες ΗΘΕ και ΘΕΖ και διαπίστωσε ότι είναι αντίστοιχα 45
ο
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και 135
ο
. Το ίδιο έκανε και για τις γωνίες ΕΖΗ και ΖΗΘ και βρήκε ότι είναι 

αντίστοιχα 45ο και 135ο και κατέληξε στο συµπέρασµα ότι οι διαδοχικές γωνίες είναι 

παραπληρωµατικές. 

Στην συνέχεια ανέφερε ότι, για να αποδείξει ότι είναι παραλληλόγραµµο, λα πρέπει 

να αποδείξει ότι οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες, 

Προέκτεινε τις ΘΕ και ΗΖ και µέτρησε τη µεταξύ τους απόσταση, παίρνοντας 2 

σηµεία στη ΘΕ και µετρώντας την απόσταση των σηµείων αυτών από την ΗΖ και 

διαπίστωσε ότι είναι ίδια. Το ίδιο επανέλαβε προεκτείνοντας  τις ΕΖ και ΘΗ και 

µέτρησε την µεταξύ τους απόσταση, παίρνοντας 2 σηµεία στη ΕΖ και µετρώντας την 

απόσταση των σηµείων αυτών από την ΘΗ και διαπίστωσε ότι είναι ίδια. 

Άρα, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι οι πλευρές του 

είναι ίσες, οι πλευρές παράλληλες και οι γωνίες παραπληρωµατικές και είπε, ότι αφού 

είναι παραλληλόγραµµο, λα είναι και ρόµβος. 

Το 2
ο 

ζευγάρι προέκτεινε τις πλευρές ΕΘ και ΖΗ και πήρε τις διαγώνιους ΕΗ και ΖΘ. 

Στη συνέχεια, πήρε 2 τυχαία σηµεία της ΕΘ και έφερε 2 κάλετα τµήµατα στη ΖΗ και 

διαπίστωσε ότι είναι ίσα µεταξύ τους, εποµένως ΕΘ//ΖΗ. Μετά µέτρησε τις πλευρές 

ΕΘ και ΖΗ και βρήκε ότι είναι ίσες µε 1,6 cm. Προσπάλησε να συγκρίνει τρίγωνα 

αλλά δεν ήξερε ποια και µε ποιον τρόπο. Τέλος, ανέφερε ότι τα Ε, Ζ Θ µέσα των 

πλευρών ΖΗ//ΕΘ, άρα και η γωνία Θ λα είναι ίση µε τη Ζ και η Ε µε την Η, άρα το 

τετράπλευρο είναι πλάγιο παραλληλόγραµµο.  

 
 

Σχηµατικό παράδειγµα 27: Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 1
ο
 και 2

ο
 ζευγάρι µε χρήση γεωµετρικών οργάνων 

Το 3
ο 

και 4
ο 

ζευγάρι κατασκεύασε το σχήµα ώστε να φαίνεται τραπέζιο και όχι τυχαίο 

τετράπλευρο και έφερε τις διαγώνιους ΑΓ και ∆Β, όπως φαίνεται στο σχηµατικό 

παράδειγµα 28. Το 3
ο 

ζευγάρι ανέφερε ότι στο τραπέζιο ΑΒΓ∆ η ΘΖ είναι διάµεσος, 

1ο ζευγάρι 
2ο ζευγάρι 
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αφού ενώνει τα µέσα των µη παράλληλων πλευρών και είναι ίση µε το ηµιάλροισµα 

των βάσεων. Επίσης, το τµήµα που σχηµατίζεται από την τοµή της διαµέσου ΘΖ και 

τις 2 διαγώνιες ΑΓ και ∆Β είναι παράλληλο µε τις βάσεις ΑΒ και ∆Γ και ισούται µε 

την ηµιδιαφορά τους. Επιπλέον, έβγαλε αυλαίρετα συµπεράσµατα, αφού δεν έφτιαξε 

σωστά το σχήµα από την αρχή και δεν απάντησε στο ζητούµενο του προβλήµατος. 

Το 4
ο 

ζευγάρι ανέφερε ότι το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο το οποίο αναγνώρισε 

µόνο οπτικά και χωρίς να µπορεί να το αποδείξει. 

  

Σχηµατικό παράδειγµα 28: Κατασκευή σχήµατος 1
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 3
ο
 και 4

ο
 ζευγάρι µε χρήση γεωµετρικών οργάνων 

4.4.2.1 Επίλυση 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος µε τη βοήθεια λογισµικού 

Αρχικά, και τα 4 ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό κατασκεύασαν σωστά 

το σχήµα του 2
ου 

προβλήµατος του 2
ου 

φύλλου εργασίας. Πιο συγκεκριµένα, 

κατασκεύασαν ορλογώνιο ΑΒΓ∆ και πήραν τα µέσα των ∆Γ, ΑΒ, Α∆ και ΒΓ και τα 

ονόµασαν της ΑΒ µε Ε, της ΒΓ µε Ζ, της ∆Γ µε Η και της Α∆ µε Θ, εκτός από το 4
ο
 

ζευγάρι που ονόµασε το ορλογώνιο ΑΒΓΕ και δεν ονόµασε τα µέσα των πλευρών 

του. 

Στη συνέχεια από τα 4 ζευγάρια µόνο το 2
ο
 ζευγάρι έλυσε σωστά το πρόβληµα µε µία 

µικρή παράλειψη, κάνοντας χρήση των δυνατοτήτων που δίνει το λογισµικό και 

χρησιµοποιώντας λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Έτσι το 2
ο
ζευγάρι, όπως 

φαίνεται στο σχηµατικό παράδειγµα 29,έφερε τις διαγώνιους ΑΓ και Β∆ και 

παράλληλη στη ΘΕ και διαπίστωσε ότι είναι παράλληλη και στη Β∆ και ΖΗ. Επίσης, 

έφερε παράλληλη στη ΘΗ και διαπίστωσε ότι είναι παράλληλη και στη ΑΓ και ΕΖ. 

Χρωµάτισε την ΑΓ πράσινη και την ΕΖ ροζ. Χρωµάτισε την Β∆ γαλάζια και την ΕΘ. 

Στη συνέχεια έφερε τις διαγώνιους ΕΗ και ΘΖ και τις χρωµάτισε κόκκινες, µε 

διακεκοµµένη γραµµή. Απέδειξε ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι η ΘΖ διχοτοµεί την 

ΕΗ. Επειδή ΑΓ//ΕΖ και ΑΓ//ΘΗ, εποµένως ΕΖ//ΘΗ και, επειδή ∆Β//ΒΕ και ∆Β//ΘΗ, 

εποµένως ΘΕ//ΖΗ. 

3ο ζευγάρι 

4ο ζευγάρι 
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Ανέφερε ότι, επειδή από την υπόλεση το ΑΒΓ∆ είναι ορλογώνιο, άρα ΕΘ=Β∆/2 και, 

επειδή ΕΘ//ΖΗ, ΖΗ=Β∆/2 και ΘΗ = ΑΓ/2 και, επειδή ΘΗ //ΕΖ, το ΕΖ = ΑΓ/2, 

εποµένως ΘΕΖΗ είναι ρόµβος. ∆εν ανέφερε όµως, µάλλον από παράλειψη, την 

ιδιότητα του ορλογωνίου ότι οι διαγώνιες είναι ίσες.  

  

Σχηµατικό παράδειγµα 29: Κατασκευή σχήµατος 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 2
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Το 1
ο
 ζευγάρι αναφέρληκε στην απόδειξη του προηγούµενου προβλήµατος ότι το 

ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο. Στη συνέχεια, έφερε τη διαγώνιο ΕΗ, όπως φαίνεται 

στο σχηµατικό παράδειγµα 30, και σύγκρινε τα τρίγωνα ΕΘΗ και ΕΖΗ. Είπε ότι 

έχουν τη ΕΗ κοινή, ΕΘ=ΖΗ από τα δεδοµένα και ΘΗ = ΕΖ, άρα, σύµφωνα µε το 3
ο
 

κριτήριο ισότητας τριγώνων, τα τρίγωνα είναι ίσα άρα η ΕΗ διχοτόµος των γωνιών 

ΘΕΖ και ΘΗΖ  και εποµένως το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος. 

Εδώ δεν κατάλαβε ότι η γωνία ΘΕΗ δεν είναι ίση µε την ΗΕΖ αλλά µε την ΕΗΖ και 

δεν αξιοποίησε το δεδοµένο ότι το ΑΒΓ∆ είναι ορλογώνιο. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 30: Κατασκευή σχήµατος 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 1
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Το 3
ο
 ζευγάρι έφερε τις διαγώνιους ΗΕ και ΘΖ και ονόµασαν Ω το σηµείο τοµής 

τους, όπως φαίνεται στο σχηµατικό παράδειγµα 31, και ανέφερε ότι το ΕΖΗΘ είναι 

ρόµβος, διότι ΘΖ=ΕΗ, ΗΘ//=ΖΕ και ΗΖ//=ΘΕ. Εδώ φαίνεται ότι υπάρχει παρανόηση 

σχετικά µε µία ιδιότητα του ρόµβου. Πιο συγκεκριµένα οι διαγώνιοι στο ρόµβο δεν 

είναι ίσες και φυσικά υπάρχει και αδυναµία απόδειξης ότι ΘΖ=ΗΕ. Επίσης, δεν έκανε 
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χρήση της υπόλεσης ότι το ΑΒΓ∆ είναι ορλογώνιο και βασίστηκε στην προηγούµενη 

απόδειξη ότι το ΘΗΖΕ είναι παραλληλόγραµµο.  

 

Σχηµατικό παράδειγµα 31: Κατασκευή σχήµατος 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 3
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι, όπως φαίνεται στο σχηµατικό παράδειγµα 32, έφερε τις 

µεσοκαλέτους των πλευρών ΑΓ και ΑΒ και πήρε τα σηµεία τοµής αυτών µε τις 

πλευρές ΑΓ και ΑΒ και στις πλευρές ΓΕ και ΕΑ πήρε µόνο σηµεία. Ανέφερε ότι το 

τετράπλευρο  είναι ρόµβος, γιατί έχει όλες τις πλευρές ίσες ΑΒ//ΓΕ, οι διαγώνιοι του 

είναι άξονες συµµετρίας και οι διαγώνιοι είναι διχοτόµοι των γωνιών του. Αυτό 

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι υπάρχει λάλος αντίληψη των δεδοµένων της κατασκευής 

και αδυναµία απόδειξης του προβλήµατος. 

 

Σχηµατικό παράδειγµα 32: Κατασκευή σχήµατος 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 4
ο
 ζευγάρι µε χρήση λογισµικού 

4.4.2.2 Επίλυση 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος µε τη βοήθεια γεωµετρικών 

οργάνων 

Όσον αφορά στα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα, και τα 4 

ζευγάρια εφάρµοσαν τις ίδιες περίπου στρατηγικές προκείµενου να λύσουν το 2
ο 

πρόβληµα. Κατασκεύασαν σωστά το σχήµα και πήραν τα µέσα των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και 

∆Α, τυχαίου τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ κάνοντας µετρήσεις και τα ονόµασαν της ΑΒ µε Ε, 

της ΒΓ µε Ζ, της ∆Γ µε Η και της Α∆ µε Θ, όπως φαίνεται στο σχηµατικό 
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παράδειγµα 33. Βασίστηκαν µόνο σε µετρήσεις και στο πώς φαίνεται το σχήµα, δεν 

χρησιµοποίησαν για την απόδειξη λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και στο 

τέλος στην τεκµηρίωση δεν είχαν εξάγει ορλά συµπεράσµατα. 

Πιο συγκεκριµένα, το 1
ο 

ζευγάρι προέκτεινε τις ΘΕ και ΗΖ και µέτρησε τη µεταξύ 

τους απόσταση, παίρνοντας 2 σηµεία στη ΘΕ και µετρώντας την απόσταση των 

σηµείων αυτών από την ΗΖ και διαπίστωσε ότι είναι ίσα. Το ίδιο επανέλαβε 

προεκτείνοντας  τις ΕΖ και ΘΗ και µέτρησε την µεταξύ τους απόσταση, παίρνοντας 2 

σηµεία στη ΕΖ και µετρώντας την απόσταση των σηµείων αυτών από την ΘΗ και 

διαπίστωσε το ίδιο. Ανέφερε ότι, αφού οι απέναντι πλευρές του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ 

είναι παράλληλες, άρα είναι παραλληλόγραµµο.  

Στη συνέχεια, µέτρησε όλες τις πλευρές του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ και διαπίστωσε ότι 

ΕΖ=ΖΗ=ΗΘ=ΘΕ=3,3cm ενώ πραγµατικά είναι 3 cm, δηλαδή όλες οι πλευρές είναι 

ίσες. Είπε ότι αυτή τη φορά λα ελέγξει και αν οι διαγώνιοι τέµνονται κάλετα και 

διχοτοµούν τις γωνίες του. Πράγµατι, µε τον γνώµονα έλεγξε τις διαγώνιους ΕΗ και 

ΘΖ και διαπίστωσε ότι τέµνονται κάλετα. 

Άρα, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι οι πλευρές του 

είναι ίσες, οι πλευρές παράλληλες και οι διαγώνιοι τέµνονται κάλετα. 

1. Το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραµµο, διότι: 

- Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 

- Όλες οι πλευρές είναι ίσες 

2. Το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι: 

- Οι διαγώνιοι διχοτοµούνται 

- Οι διαγώνιοι τέµνονται κάλετα 

∆εν χρησιµοποίησε για την απόδειξη λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, αλλά 

βασίστηκε µόνο σε µετρήσεις και στο πώς φαίνεται το σχήµα. Επίσης, φαίνεται να 

υπάρχει παρανόηση σχετικά µε τις εγκλειστικές ιδιότητες παραλληλογράµµου και 

ρόµβου. 

Το 2
ο
 ζευγάρι αποτύπωσε όλα τα δεδοµένα του προβλήµατος δηλαδή, ΑΒ//∆Η, 

ΑΒ=∆Γ, Α∆//ΒΓ, Α∆=ΒΓ και όλες οι γωνίες ορλές. 

Ένωσε τα Ε, Θ, Η και Ζ και τις πλευρές χρωµάτισε κόκκινες. Στη συνέχεια έφερε τις 

διαγώνιους ΘΖ και ΕΖ και µε τον γνώµονα διαπίστωσε ότι τέµνονται κάλετα.  
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Σύγκρινε τα τρίγωνα ΑΒΕ, ΕΒΖ, ΖΓΗ και Θ∆Η και είπε ότι είναι ίσα χωρίς να 

χρησιµοποιήσει κριτήρια ισότητας παρά µόνο οπτικά και κατέληξε ότι όλες οι 

πλευρές του ΘΕΖΗ είναι ίσες. 

Συµπέρανε ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι έχει όλες τις πλευρές ίσες, οι απέναντι 

γωνίες είναι ίσες, οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες και οι διαγώνιοι 

διχοτοµούνται κάλετα. Επίσης, ανέφερε ότι, αφού δεν έχει ορλές γωνίες, δεν είναι 

τετράγωνο αλλά ρόµβος. 

Αυλαίρετα και µόνο οπτικά διαπίστωσε ότι οι απέναντι γωνίες είναι ίσες και οι 

διαγώνιοι διχοτοµούντα και δεν χρησιµοποίησε για την απόδειξη λεωρήµατα της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας, αλλά βασίστηκε µόνο σε µετρήσεις και το µόνο που 

χρησιµοποίησε ήταν η σύγκριση τριγώνων, χωρίς όµως να γίνει αυτή µε τη χρήση 

κριτηρίων. 

Το 3
ο
 ζευγάρι ένωσε τα Ε, Θ, Η και Ζ και έφερε τις διαγώνιους ΘΖ και ΖΗ του 

ΘΕΖΗ. Συµπέρανε ότι το ΕΖΗΘ είναι ρόµβος, διότι έχει όλες τις πλευρές ίσες, οι 

διαγώνιοι διχοτοµούνται κάλετα και οι απέναντι γωνίες είναι ίσες. Επίσης, ανέφερε 

ότι είναι παραλληλόγραµµο και οι διαγώνιες είναι κάλετες και διχοτοµούν τις γωνίες 

του.  

Έκανε µετρήσεις και διαπίστωσε µε τη βοήλεια του κανόνα ότι ΘΕ=ΕΖ=ΖΗ=ΗΘ. 

Επίσης, πήρε τις αποστάσεις µεταξύ ΘΕ και ΗΖ και διαπίστωσε ότι είναι ίσες άρα 

ΘΕ//ΗΖ. Τέλος, µε τη βοήλεια του γνώµονα έλεγξε τη γωνία που σχηµατίζεται 

µεταξύ των διαγωνίων ΘΖ και ΗΕ και διαπίστωσε ότι είναι ορλή. 

Αυλαίρετα και µόνο οπτικά ανέφερε ότι οι διαγώνιες του ΕΖΗΘ διχοτοµούνται και 

διχοτοµούν τις γωνίες του και δεν χρησιµοποίησε για την απόδειξη λεωρήµατα της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας αλλά βασίστηκε µόνο σε µετρήσεις.  

Τέλος, το 4
ο 

ζευγάρι µέτρησε µε το µοιρογνωµόνιο τις γωνίες του τετραπλεύρου 

ΘΕΖΗ και βρήκε ότι ΘΕΖ=ΘΗΖ=120
ο 

και ΕΘΗ=ΕΖΗ=60
ο
.Συµπέρανε ότι το ΕΖΗΘ 

είναι ρόµβος, διότι έχει τις απέναντι γωνίες ίσες. Εδώ φαίνεται ότι υπάρχουν πολλές 

παρανοήσεις σχετικά µε τις ιδιότητες των τετραπλεύρων και επίσης δεν 

χρησιµοποίησε για την απόδειξη λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας αλλά 

βασίστηκε µόνο σε µετρήσεις και στο πώς φαίνεται το σχήµα, αφού στο τέλος στην 

τεκµηρίωση δεν έχει εξάγει ορλά συµπεράσµατα. 
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Σχηµατικό παράδειγµα 33: Κατασκευή σχήµατος 2
ου

 γεωµετρικού προβλήµατος 

από το 1
ο
, 2

ο
, 3

ο 
και 4

ο 
ζευγάρι µε χρήση γεωµετρικών οργάνων 

Συµπερασµατικά, µπορούµε να πούµε ότι το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε το 

λογισµικό έλυσε σωστά το 1
ο 

γεωµετρικό πρόβληµα χρησιµοποιώντας λεωρήµατα της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας, ενώ έδειξε αδυναµία στην επίλυση του 2
ου

 γεωµετρικού 

προβλήµατος. Επίσης, το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα δεν 

µπόρεσε να λύσει κανένα από τα 2 προβλήµατα. Το 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το 

λογισµικό έλυσε σωστά και τα δύο γεωµετρικά προβλήµατα χρησιµοποιώντας 

λεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, ενώ αντίλετα το 2
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε 

µε τα γεωµετρικά όργανα δεν µπόρεσε να λύσει κανένα από τα 2 προβλήµατα. Όλα 

τα υπόλοιπα ζευγάρια έδειξαν αδυναµία στην επίλυση των γεωµετρικών 

προβληµάτων. Εδώ λα πρέπει να σηµειωλεί ότι όλα τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε 

τα γεωµετρικά όργανα προσπάλησαν να λύσουν τα προβλήµατα, κάνοντας µετρήσεις 

µε τη χρήση γεωµετρικών οργάνων και ψηλαφώντας το σχήµα και δεν 

προσανατολίστηκαν στο να χρησιµοποιήσουν λεωρήµατα της Ευκλείδειας 

γεωµετρίας τα οποία είχανε διδαχλεί. Όλα τα παραπάνω στοιχεία συνοψίζονται στον 

πίνακα (βλ. σχετικό πίνακα 5, παράρτηµα 2). 

Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το 

λογισµικό έλυσαν πιο αποτελεσµατικά τα γεωµετρικά προβλήµατα του 2
ου

 φύλλου 

εργασίας σε σχέση µε τα ζευγάρια του ίδιου επιπέδου που ασχολήληκαν µε τα 

όργανα. Επίσης, όλα τα ζευγάρια κατασκεύασαν σωστά τα σχήµατα που απαιτούσαν 

τα δύο γεωµετρικά προβλήµατα. 

4.5 Αποτελέσµατα από το ερωτηµατολόγιο µετά τις δραστηριότητες 

Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του τεστ αξιολόγησης, τα ζευγάρια που δούλεψαν µε 

λογισµικό και τα ζευγάρια που δούλεψαν µε όργανα, απάντησαν σε κάλε µία από τις 

οκτώ ιδιότητες γωνιών και πλευρών, καλώς και σε κάλε µία από τις 4 διαγώνιες 

ιδιότητες. Η επεξεργασία των απαντήσεων αναλύεται διεξοδικά στην ενότητα 3.3 

2ο ζευγάρι 1ο ζευγάρι 3ο ζευγάρι 4ο ζευγάρι 
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“εργαλεία µέτρησης” και για κάλε ιδιότητα αναλύονται οι απαντήσεις των οκτώ 

ζευγαριών ως εξής: 

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.1 ∆ύο πλευρές είναι παράλληλες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 2 είδη τετραπλεύρων (τραπέζιο και ισοσκελές τραπέζιο), από 

την 1
η 

οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ µόνο το ένα ζευγάρι 

απάντησε µερικώς. Από την 2
η 

οµάδα τα δύο ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, 

ενώ τα άλλα δύο απάντησαν µερικώς.  

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.2 Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 4 είδη τετραπλεύρων (παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβος 

και τετράγωνο) και οι 2 οµάδες απάντησαν σωστά.  

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.3 Οι γωνίες που πρόσκεινται στη βάση είναι ίσες) η 

οποία αντιστοιχίζεται σε 3 είδη τετραπλεύρων (ισοσκελές τραπέζιο, ορλογώνιο και 

τετράγωνο), από την 1
η 

οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ 

µόνο το ένα ζευγάρι απάντησε λάλος. Από την 2
η
 οµάδα το ένα ζευγάρι έδωσε 

σωστή απάντηση, τα δύο έδωσαν ηµιτελή απάντηση µε δύο σωστά,  ενώ το ένα 

απάντησε λάλος.  

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.4 Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 4 είδη τετραπλεύρων (παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβο 

και τετράγωνο), από την 1
η 

οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση,  ενώ 

µόνο το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή απάντηση µε 3 σωστά. Από την 2
η 

οµάδα τα 

τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ µόνο το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή 

απάντηση µε 1 σωστό. 

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.5 Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 4 είδη τετραπλεύρων (παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβο 

και τετράγωνο), από την 1
η
 οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση. Από 

την 2
η 

οµάδα τα δύο ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ τα υπόλοιπα δύο 

έδωσαν ηµιτελή απάντηση µε 2 σωστά. 

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.6 Όλες οι γωνίες είναι ορλές) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 2 είδη τετραπλεύρων (ορλογώνιο και τετράγωνο) και οι 2 

οµάδες απάντησαν σωστά.  

- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.7 Όλες οι πλευρές είναι ίσες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 2 είδη τετραπλεύρων (ρόµβο και τετράγωνο) και οι 2 οµάδες 

απάντησαν σωστά.  
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- σχετικά µε την ιδιότητα (Ι.Π.Γ.8 ∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 1 είδος τετραπλεύρου (ισοσκελές τραπέζιο), από την 1η οµάδα 

όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση. Από την 2
η
 οµάδα τα 3 ζευγάρια 

απάντησαν σωστά και το 1 ζευγάρι έδωσε λάλος απάντηση. 

- σχετικά µε την ιδιότητα (∆.Ι.1 Οι διαγώνιοί διχοτοµούνται) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 4 είδη τετραπλεύρων (παραλληλόγραµµο, ορλογώνιο, ρόµβο 

και τετράγωνο), από την 1
η
 οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ 

το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή απάντηση µε ένα σωστό. Από την 2
η
 οµάδα όλα τα 

ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την ιδιότητα (∆.Ι.2 Οι διαγώνιοί είναι ίσες) η οποία αντιστοιχίζεται σε 

3 είδη τετραπλεύρων (ισοσκελές τραπέζιο, ορλογώνιο και τετράγωνο), από την 1
η
 

οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ το ένα ζευγάρια έδωσαν 

ηµιτελή απάντηση µε ένα 2 σωστά. Από την 2
η
 οµάδα το ένα ζευγάρι έδωσε 

σωστή απάντηση, το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή απάντηση µε ένα 2 σωστά, ενώ τα 

δύο ζευγάρια έδωσαν ηµιτελή απάντηση µε ένα 1 σωστό. 

- σχετικά µε την ιδιότητα (∆.Ι.3 Οι διαγώνιοί του τέµνονται κάλετα) η οποία 

αντιστοιχίζεται σε 2 είδη τετραπλεύρων (ρόµβο και τετράγωνο), από την 1
η 

οµάδα                              

τα δύο ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή 

απάντηση και το άλλο ζευγάρι έδωσε λάλος απάντηση. Από την 2
η
 οµάδα τα τρία 

ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή απάντηση. 

- τέλος, σχετικά µε την ιδιότητα (∆.Ι.4 Οι διαγώνιοί διχοτοµούν τις γωνίες του) η 

οποία αντιστοιχίζεται σε 2 είδη τετραπλεύρων (ρόµβο και τετράγωνο), από την 1
η
 

οµάδα τα τρία ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, το ένα ζευγάρι έδωσε ηµιτελή 

απάντηση. Από την 2
η
 οµάδα το ένα ζευγάρι έδωσε σωστή απάντηση, τα δύο 

ζευγάρια έδωσαν ηµιτελή απάντηση, ενώ το ένα ζευγάρι έδωσε λάλος απάντηση. 

Όλα τα παραπάνω στοιχεία συνοψίζονται στον πίνακα (βλ. σχετικό πίνακα. 6, 

παράρτηµα 2). Επίσης, στον πίνακα που ακολουλεί ο οποίος είναι ένας 

συγκεντρωτικός πίνακας, αποτυπώνονται οι σωστές και οι ηµιτελείς απαντήσεις στις 

ιδιότητες αντιστοίχισης του τεστ αξιολόγησης που έδωσαν συνολικά τα ζευγάρια που 

ασχολήληκαν µε το λογισµικό και τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά 

όργανα. Οι λάλος απαντήσεις δεν αναφέρονται, όµως είναι προφανείς και οι ιδιότητες 

έχουν οµαδοποιηλεί σε τρεις κατηγορίες, ιδιότητες πλευρών, γωνιών και διαγώνιες 

ιδιότητες.  
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Συγκεντρωτικός πίνακας µε σωστές απαντήσεις στις ιδιότητες αντιστοίχησης  

      µε λογισµικό µε όργανα 

Ιδ
ιό

τη
τε

ς 
π

λ
ε

υ
ρ

ώ
ν

 

 

   

Ι.Π.Γ.1 ∆ύο πλευρές είναι παράλληλες 3  (1)* 2  (2)* 

Ι.Π.Γ.2 Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 4 4 

Ι.Π.Γ.5 Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες 4 2  (2)* 

Ι.Π.Γ.7 Όλες οι πλευρές είναι ίσες 4 3 

Ι.Π.Γ.8 ∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες 4 3  (1)* 

          

Ιδ
ιό

τη
τε

ς 

γω
ν

ιώ
ν

 

 

   

Ι.Π.Γ.3 Οι γωνίες που πρόσκεινται στη βάση 

είναι ίσες 
3 1  (2)* 

Ι.Π.Γ.4 Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες 3  (1)* 3  (1)* 

Ι.Π.Γ.6 Όλες οι γωνίες είναι ορλές 4 4 

          

Δ
ια

γώ
ν

ιε
ς 

ιδ
ιό

τη
τε

ς  

   

∆.Ι.1 Οι διαγώνιοι διχοτοµούνται 3  (1)* 4 

∆.Ι.2 Οι διαγώνιοι είναι ίσες 3  (1)* 1  (3)* 

∆.Ι.3 Οι διαγώνιοί του τέµνονται κάλετα 2  (1)* 3  (1)* 

∆.Ι.4 Οι διαγώνιοι διχοτοµούν τις γωνίες του 3  (1)* 1  (2)* 

 

* Ηµιτελής απάντηση 

Έτσι µπορούµε να πούµε ότι: 

- σχετικά µε τις ιδιότητες πλευρών, τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό 

είχανε µία µόνο ηµιτελή απάντηση, ενώ τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα 

όργανα είχανε πέντε ηµιτελείς απαντήσεις και µία λάλος απάντηση. 

- σχετικά µε τις ιδιότητες γωνιών, τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό 

είχανε µία µόνο ηµιτελή και µία λάλος απάντηση, ενώ τα ζευγάρια που 

ασχολήληκαν µε τα όργανα είχανε τρεις ηµιτελείς και µία λάλος απάντηση. 

- τέλος, σχετικά µε τις διαγώνιες ιδιότητες, τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το 

λογισµικό είχανε τέσσερις ηµιτελείς και µία λάλος απάντηση, ενώ τα ζευγάρια που 

ασχολήληκαν µε τα όργανα είχανε έξι ηµιτελείς και µία λάλος απάντηση. 

Επίσης, στον παρακάτω συγκεντρωτικό πίνακα αναλύονται οι σωστές απαντήσεις 

που έδωσαν σε κάλε µία από τις επτά προτάσεις σωστού λάλους, οι οποίες 

αναδεικνύουν σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων, τα ζευγάρια που δούλεψαν µε 

λογισµικό και τα ζευγάρια που δούλεψαν µε όργανα. 
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Συγκεντρωτικός πίνακας µε σωστές απαντήσεις στις προτάσεις τύπου σωστού 

λάθους 

      µε λογισµικό µε όργανα 

Σ
χέ

σ
ει

ς 
 

  
 

Σ_1 Το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο; 4 2 

Σ_2 Το ορλογώνιο είναι ρόµβος; 4 3 

Σ_3 Το παραλληλόγραµµο είναι τραπέζιο; 4 2 

Σ_4 Το τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο; 4 1 

Σ_5 Ο ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο; 4 3 

Σ_6 Το τετράγωνο είναι ρόµβος; 1 3 

Σ_7 Το παραλληλόγραµµο είναι ορλογώνιο; 1 1 

 
Πιο συγκεκριµένα: 

- σχετικά µε την πρόταση (το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο) η οποία είναι σωστή, από 

την 1
η 

οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ από την 2
η 

οµάδα 

µόνο τα δύο ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (το ορλογώνιο είναι ρόµβος), η οποία είναι λάλος, από 

την 1
η 

οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ από την 2
η
 οµάδα τα 

3 ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (το παραλληλόγραµµο είναι τραπέζιο;) η οποία είναι 

λάλος, από την 1
η
 οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ από την 

2
η
 οµάδα µόνο τα δύο ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (το τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο) η οποία είναι 

σωστή, από την 1
η 

οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ από την 

2
η
 οµάδα µόνο το ένα ζευγάρι απάντησε σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (ο ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο) η οποία είναι σωστή, 

από την 1
η 

οµάδα όλα τα ζευγάρια έδωσαν σωστή απάντηση, ενώ από την 2
η 

οµάδα τα τρία ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (το τετράγωνο είναι ρόµβος) η οποία είναι σωστή, από 

την 1
η 

οµάδα µόνο το ένα ζευγάρι απάντησε σωστά, ενώ από την 2
η 

οµάδα τα τρία 

ζευγάρια απάντησαν σωστά. 

- σχετικά µε την πρόταση (το παραλληλόγραµµο είναι ορλογώνιο) η οποία είναι 

λάλος, από την 1
η 

οµάδα µόνο το ένα ζευγάρι απάντησε σωστά, ενώ από την 2
η 

οµάδα µόνο το ένα ζευγάρι απάντησε σωστά. 

Έτσι, µπορούµε να πούµε ότι τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό έδειξαν 

πολύ περισσότερες κατανοήσεις στις σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων. 
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Τέλος, πραγµατοποιήληκε σύγκριση µεταξύ των ζευγαριών που βρίσκονται στο ίδιο 

περίπου γνωστικό και αντιληπτικό επίπεδο σχετικά µε τις κατανοήσεις που είχαν στις 

ιδιότητες και στις σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων. Σύµφωνα µε το σχετικό πίνακα 

(βλ. σχετικό πίνακα 8, παράρτηµα 2), το κάλε ζευγάρι ξεχωριστά απάντησε σε κάλε 

µία από τις οκτώ ιδιότητες γωνιών και πλευρών καλώς και σε κάλε µία από τις 4 

διαγώνιες ιδιότητες. Τα 4 ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό 

κωδικοποιούνται µε αύξουσα σειρά ως Λ.1, Λ.2, Λ.3 και Λ.4, ενώ τα 4 ζευγάρια που 

ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα κωδικοποιούνται µε αύξουσα σειρά ως Ο.1, 

Ο.2, Ο.3 και Ο.4 

Ξεκινώντας από το 1
ο 

ζευγάρι (Λ.1) που ασχολήληκε µε το λογισµικό και το 1
ο
 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα όργανα (Ο.1) µπορούµε να πούµε ότι απάντησαν 

σωστά στις περισσότερες αντιστοιχίσεις όµως το 1
ο
 ζευγάρι (Λ.1) έκανε µόνο 2 λάλη 

(στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.1 και Ι.Π.Γ.7 έδωσε ηµιτελή απάντηση), ενώ το 1
ο
 ζευγάρι 

(Ο.1), έκανε 4 λάλη (στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.1, Ι.Π.Γ.3 και Ι.Π.Γ.5 έδωσε ηµιτελή 

απάντηση και στην ιδιότητα Ι.Π.Γ.8 έδωσε λάλος απάντηση). 

Το 2
ο
 ζευγάρι (Λ.2) και το 2

ο
 ζευγάρι (Ο.2), απάντησαν σωστά σε όλες τις ερωτήσεις 

αντιστοίχισης και το 3
ο
 ζευγάρι (Λ.3), έκανε µόνο 3 λάλη (στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.4, 

Ι.Π.Γ.7 και ∆.Ι.3 έδωσε ηµιτελή απάντηση), ενώ το 3
ο
 ζευγάρι (Ο.3) έκανε 4 λάλη 

(στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.3, ∆.Ι.2, ∆.Ι.3 και ∆.Ι.4 έδωσε ηµιτελή απάντηση). 

Τέλος, το 4
ο
 ζευγάρι (Λ.4) έκανε 5 λάλη (στις ιδιότητες ∆.Ι.1, ∆.Ι.2 και ∆.Ι.4 έδωσε 

ηµιτελή απάντηση και στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.3 και ∆.Ι.3έδωσε λάλος απάντηση), ενώ το 

4
ο
 ζευγάρι (Ο.4) έκανε 7 λάλη (στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.1, Ι.Π.Γ.4, Ι.Π.Γ.5,∆.Ι.2 και ∆.Ι.3 

έδωσε ηµιτελή απάντηση και στις ιδιότητες Ι.Π.Γ.3 και ∆.Ι.4 έδωσε λάλος απάντηση). 

Για να υπάρχει για πιο σφαιρική εικόνα σχετικά µε την κατανόηση των ιδιοτήτων και 

των σχέσεων ανά ζευγάρι µαλητών, ο πίνακας που ακολουλεί είναι ένας 

συγκεντρωτικός πίνακας, στον οποίο αποτυπώνονται οι σωστές και οι ηµιτελείς 

απαντήσεις στις ιδιότητες αντιστοίχισης του ερωτηµατολογίου, που έδωσε το κάλε 

ζευγάρι ξεχωριστά που ασχολήληκε µε το λογισµικό και το κάλε ζευγάρι ξεχωριστά 

που ασχολήληκε µε τα γεωµετρικά όργανα. Οι ιδιότητες έχουν οµαδοποιηλεί σε τρεις 

κατηγορίες: ιδιότητες πλευρών, γωνιών και διαγώνιες ιδιότητες.  
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Συγκεντρωτικός πίνακας µε σωστές απαντήσεις στις ιδιότητες αντιστοίχισης ανά 

ζευγάρι 

      Λ.1 Ο.1 Λ.2 Ο.2 Λ.3 Ο.3 Λ.4 Ο.4 

Ιδ
ιό

τη
τε

ς 
π

λ
ε

υ
ρ

ώ
ν

 

 

   

Ι.Π.Γ.1 ∆ύο πλευρές είναι 

παράλληλες 
Η Η Σ Σ Σ Σ Σ Η 

Ι.Π.Γ.2 Οι απέναντι πλευρές 

είναι παράλληλες 
Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

Ι.Π.Γ.5 Οι απέναντι πλευρές 

είναι ίσες 
Σ Η Σ Σ Σ Σ Σ Η 

Ι.Π.Γ.7 Όλες οι πλευρές είναι 
ίσες 

Σ Σ Σ Σ Η Σ Σ Σ 

Ι.Π.Γ.8 ∆ύο απέναντι πλευρές 

είναι ίσες 
Σ Λ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

                      

Ιδ
ιό

τη
τε

ς 
γω

ν
ιώ

ν
 

 

   

Ι.Π.Γ.3 Οι γωνίες που 

πρόσκεινται στη βάση είναι 

ίσες 

Σ Η Σ Σ Σ Η Λ Λ 

Ι.Π.Γ.4 Οι απέναντι γωνίες 

είναι ίσες 
Σ Σ Σ Σ Η Σ Σ Η 

Ι.Π.Γ.6 Όλες οι γωνίες είναι 

ορλές 
Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

                      

Δ
ια

γώ
ν

ιε
ς 

ιδ
ιό

τη
τε

ς 

 

   

∆.Ι.1 Οι διαγώνιοι 

διχοτοµούνται 
Σ Σ Σ Σ Σ Σ Η Σ 

∆.Ι.2 Οι διαγώνιοι είναι ίσες Σ Η Σ Σ Σ Η Η Η 

∆.Ι.3 Οι διαγώνιοί του 

τέµνονται κάλετα 
Σ Σ Σ Σ Η Η Λ Η 

∆.Ι.4 Οι διαγώνιοι διχοτοµούν 

τις γωνίες του 
Σ Η Σ Σ Σ Η Η Λ 

Σ:σωστή απάντηση – Η: ηµιτελής απάντηση – Λ:λάθος απάντηση 

Έτσι, µπορούµε να πούµε, όπως φαίνεται και στον παραπάνω πίνακα, ότι κατά τη 

σύγκριση των ζευγαριών µεταξύ τους προέκυψαν τα παρακάτω ευρήµατα: 

- το Λ.1 ζευγάρι είχε µία ηµιτελή απάντηση στις ιδιότητες πλευρών, ενώ το Ο.1 

ζευγάρι είχε 5 ηµιτελείς απαντήσεις (από τις οποίες οι δύο αφορούσαν ιδιότητες 

πλευρών, η µία ιδιότητες γωνιών και οι δύο διαγώνιες ιδιότητες) και µία λάλος 

απάντηση στις ιδιότητες πλευρών. 

- τα Λ.2 και το Ο.2 ζευγάρια απάντησαν σωστά σε όλες τις ιδιότητες αντιστοίχισης.  

- το Λ.3 ζευγάρι είχε τρεις ηµιτελείς απαντήσεις, µία στις ιδιότητες πλευρών, µία 

στις ιδιότητες γωνιών και µία στις διαγώνιες ιδιότητες. Αντίλετα, το Ο.3 ζευγάρι 

είχε 4 ηµιτελείς απαντήσεις από τις οποίες η µία αφορούσε ιδιότητες γωνιών, οι 

τρεις διαγώνιες ιδιότητες. 

- τέλος το Λ.4 ζευγάρι είχε τρεις ηµιτελείς απαντήσεις στις διαγώνιες ιδιότητες και 

µία λάλος απάντηση στις ιδιότητες γωνιών. Αντίλετα, το Ο.4 ζευγάρι είχε 5 



96 

 

ηµιτελείς απαντήσεις (από τις οποίες οι δύο αφορούσαν ιδιότητες πλευρών, η µία 

ιδιότητες γωνιών, οι δύο διαγώνιες ιδιότητες) και δύο λάλος απαντήσεις από τις 

οποίες η µία αφορούσε ιδιότητες γωνιών και η άλλη διαγώνιες ιδιότητες. 

Τέλος, στον παρακάτω συγκεντρωτικό πίνακα αναλύονται οι σωστές απαντήσεις και 

οι λάλος απαντήσεις που έδωσε σε κάλε µία από τις επτά προτάσεις σωστού λάλους, 

οι οποίες αναδεικνύουν σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων, το κάλε ζευγάρι που 

δούλεψε µε το λογισµικό και κάλε ζευγάρι που δούλεψε µε τα όργανα.  

Συγκεντρωτικός πίνακας στις προτάσεις τύπου σωστού λάθους, ανά ζευγάρι 

      Λ.1 Ο.1 Λ.2 Ο.2 Λ.3 Ο.3 Λ.4 Ο.4 

Σ
χέ

σ
ει

ς 

 

  

 

Σ_1 Το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο; Σ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Λ 

Σ_2 Το ορλογώνιο είναι ρόµβος; Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ 

Σ_3 Το παραλληλόγραµµο είναι 

τραπέζιο; 
Σ Λ Σ Σ Σ Λ Σ Σ 

Σ_4 Το τετράγωνο είναι 
παραλληλόγραµµο; 

Σ Σ Σ Λ Σ Λ Σ Λ 

Σ_5 Ο ρόµβος είναι 

παραλληλόγραµµο; 
Σ Σ Σ Λ Σ Σ Σ Σ 

Σ_6 Το τετράγωνο είναι ρόµβος; Σ Σ Λ Σ Λ Σ Λ Λ 

Σ_7 Το παραλληλόγραµµο είναι 
ορλογώνιο; 

Σ Σ Λ Λ Λ Λ Λ Λ 

Σ: σωστή απάντηση – Λ: λάθος απάντηση 

Πιο αναλυτικά: 

- το 1
ο 

ζευγάρι (Λ.1) που ασχολήληκε µε το λογισµικό απάντησε σωστά σε όλες τις 

προτάσεις, ενώ το 1
ο
ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα όργανα (Ο.1) έκανε λάλος 

στην πρόταση Σ_3 (το παραλληλόγραµµο είναι τραπέζιο).  

- Το 2
ο 

ζευγάρι (Λ.2) που ασχολήληκε µε το λογισµικό έκανε λάλος σε δύο 

προτάσεις τη  Σ_6 (ο τετράγωνο είναι ρόµβος) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο 

είναι ορλογώνιο), ενώ το 2
ο
ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα όργανα (Ο.2) έκανε 

λάλος σε 3 προτάσεις τη  Σ_4 (το τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο;), τη Σ_5 (ο 

ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο είναι 

ορλογώνιο). 

- Το 3
ο 

ζευγάρι (Λ.1) που ασχολήληκε µε το λογισµικό έκανε λάλος σε δύο 

προτάσεις: τη  Σ_6 (ο τετράγωνο είναι ρόµβος) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο 

είναι ορλογώνιο), ενώ το 3
ο
ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα όργανα (Ο.3) έκανε 

λάλος σε 4 προτάσεις: τη  Σ_1 (το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο), τη Σ_3 (το 
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παραλληλόγραµµο είναι τραπέζιο), τηΣ_4 (το τετράγωνο είναι 

παραλληλόγραµµο;) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο είναι ορλογώνιο). 

- Τέλος, το 4
ο 

ζευγάρι (Λ.4) που ασχολήληκε µε το λογισµικό έκανε λάλος σε 2 

προτάσεις: τη Σ_6 (ο τετράγωνο είναι ρόµβος) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο 

είναι ορλογώνιο), ενώ το 4ο ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα όργανα (Ο.4) έκανε 

λάλος σε 5 προτάσεις: τη  Σ_1 (το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο), τη Σ_2 (το 

ορλογώνιο είναι ρόµβος), τη Σ_4 (το τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο),  Σ_6 (ο 

τετράγωνο είναι ρόµβος) και τη Σ_7 (το παραλληλόγραµµο είναι ορλογώνιο). 

Συµπερασµατικά, µπορούµε να πούµε ότι, κατά τη σύγκριση µεταξύ των ζευγαριών 

τα οποία κατατάχτηκαν στο ίδιο γνωστικό και αντιληπτικό επίπεδο, τα ζευγάρια που 

ασχολήληκαν µε το λογισµικό έδειξαν πολύ περισσότερες κατανοήσεις στις σχέσεις 

µεταξύ των τετραπλεύρων σε σχέση µε τα αντίστοιχα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε 

τα όργανα. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5
ο
: ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

Για την ερµηνεία των αποτελεσµάτων της έρευνας, όπως αυτά παρουσιάστηκαν στο 

4
ο
 κεφάλαιο, λα αναλυλεί το κάλε φύλλο εργασίας ξεχωριστά και λα γίνει σύνδεσή 

του µε τη βιβλιογραφία.  

Κατά τη διάρκεια των δραστηριοτήτων του 1
ου

 φύλλου εργασίας, το οποίο συνδέεται 

µε το 1
ο
 ερευνητικό ερώτηµα, τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το λογισµικό 

µπόρεσαν και κατασκεύασαν σωστά τα περισσότερα είδη τετραπλεύρων ορίζοντας 

κατασκευαστικά τις ιδιότητες στις περισσότερες κατασκευές και βοηλήληκαν πολύ 

από τις δυνατότητες που δίνει το ίδιο το λογισµικό. Κατά τη διάρκεια της 2
ης

 

δραστηριότητας, ανακάλυψαν περισσότερα είδη τετραπλεύρων και τεκµηρίωσαν 

καλύτερα σε σχέση µε τις ιδιότητες τα ευρήµατα αυτά. Το αποτέλεσµα αυτό συνάδει 

και µε τη βιβλιογραφία (Hölzl, 1996), διότι µε τη χρήση του λογισµικού οι 

κατασκευές είναι δυναµικές, αφού µια γεωµετρική κατασκευή µπορεί να µετακινηλεί, 

να συρρικνωλεί, να µεγελυνλεί ή να µεταβληλεί µε άλλους τρόπους διατηρώντας 

ανέπαφες όλες τις µαληµατικές ιδιότητες. Ο µαλητής κατά την κατασκευή του 

σχήµατος µε το λογισµικό µπορεί να εισάγει περιορισµούς δύσκολα προσπελάσιµους 

και η χάραξη ενός σχήµατος πρακτικά µετατρέπεται σε µια πραγµατική µαληµατική 

διαδικασία. Εποµένως, υπάρχει η δυνατότητα να διερευνηλούν πολλές από τις 

πιλανές µορφές που µπορεί να λάβει το σχήµα κάτω από ορισµένες προϋπολέσεις. 



98 

 

Αυτό διευκολύνει τη διάκριση των ιδιοτήτων, οι οποίες ορισµένες φορές είναι 

αληλείς από τις ιδιότητες που είναι πάντα αληλείς (Morris, 2002). 

Σύµφωνα µε τους Healy και Hoyles (2002), τα εργαλεία που παρέχονται από τα 

συστήµατα δυναµικής γεωµετρίας (DGS) βοηλούν τους µαλητές στην καλύτερη 

προσέγγιση των µαληµατικών εννοιών και πιο συγκεκριµένα, η οπτική έξοδος του 

εργαλείου δυναµικής γεωµετρίας δεν είναι ένα σχέδιο µιας εµφάνισης γεωµετρίας, 

αλλά µπορεί να µετακινηλεί ή να τραβηχτεί - γύρω από την ολόνη µε τις 

κατασκευασµένες ιδιότητές της να διατηρούνται. Έτσι, το σύστηµα προσφέρει 

ανατροφοδότηση που µπορεί να χρησιµοποιηλεί για να διακρίνει διαγράµµατα που 

σχεδιάζονται µε το λογισµικό από διαγράµµατα που προκύπτουν από τη χρήση 

γεωµετρικών παραδοσιακών εργαλείων  

Αντίλετα, τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα ολοκλήρωσαν 

σωστά λιγότερες κατασκευές και κατέληξαν και στην κατασκευή σταλερών 

σχηµάτων κυρίως στην περίπτωση κατασκευής τετραγώνου. Ενώ η κατασκευή του 

τετραγώνου φαίνεται πολύ εύκολη, µε τη χρήση γεωµετρικών οργάνων, το σχήµα που 

κατασκευάστηκε είναι συγκεκριµένο (καλορισµένων διαστάσεων) και αν υπήρχε η 

δυνατότητα δεν λα µπορούσε να αυξοµειωλεί. Κατά τη διάρκεια της 2
ης

 

δραστηριότητας, ανακάλυψαν λιγότερα είδη τετραπλεύρων και είχαν ελλείψεις στην 

τεκµηρίωση σε σχέση µε τις ιδιότητες των τετραπλεύρων που ανακάλυψαν. Σύµφωνα 

µε τη βιβλιογραφία (Τζεκάκη, 1991), το µέσο πάνω στο οποίο πραγµατοποιείται η 

χάραξη είναι το φύλλο σχεδίασης. Τα αποτελέσµατα της χάραξης είναι επίσης ένα 

σύνολο από γραµµές συνήλως συνεχείς που καλορίζονται από τη λέση και τον 

προσανατολισµό τους µέσα στο χώρο του χαρτιού και είναι στατικά αντικείµενα.  

Έτσι, δεν υπάρχει η δυνατότητα µετακίνησης του σχήµατος ώστε να αντιληφλεί ο 

µαλητής αν το σχήµα που κατασκεύασε είναι όντως, για παράδειγµα, ένα 

παραλληλόγραµµο και όχι ένα σχήµα που φαίνεται παραλληλόγραµµο αλλά στην 

πραγµατικότητα δεν είναι. 

Σχετικά µε το 2
ο
 φύλλο εργασίας το οποίο συνδέεται µε το 2

ο
 ερευνητικό ερώτηµα, τα 

δύο πρώτα ζευγάρια που έλυσαν σωστά τα πρόβληµα (το 1
ο
 ζευγάρι έλυσε το 1

ο
 

γεωµετρικό πρόβληµα και το 2
ο
 ζευγάρι έλυσε τα δύο γεωµετρικά προβλήµατα)και 

βρήκαν τις περισσότερες ιδιότητες του διαγνωστικού τεστ, σύµφωνα µε τη 

βιβλιογραφία βρίσκονται στο 3
ο 

επίπεδο van Hiele. Στο επίπεδο αυτό οι µαλητές 
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αναγνωρίζουν τις σχέσεις υποκατηγοριών µεταξύ διαφορετικών τύπων τετραπλεύρων 

και επίσης έχουν κατακτήσει τη λειτουργική κατανόηση του Duval, η οποία 

εξασφαλίζει πρόσβαση στην επίλυση του προβλήµατος.  

Στο ίδιο επίπεδο βρίσκονται και το 1
ο
 και 2

ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε τα 

γεωµετρικά όργανα, παρόλα αυτά δεν µπόρεσαν να λύσουν κανένα από τα 2 

γεωµετρικά προβλήµατα του 2
ου

 φύλλου εργασίας, διότι δεν είχαν την επιπλέον 

βοήλεια που ήταν η χρήση του λογισµικού. Σύµφωνα µε έρευνες (Christou, 

Mousoulides, Pittalis, & Pitta-Pantazi, 2005), τα  λογισµικά, µπορούν να 

διαδραµατίσουν σηµαντικό ρόλο, διότι οι µαλητές  βοηλιούνται στο να κατανοήσουν 

τα προβλήµατα και να εξερευνούν τις πιλανές απαντήσεις σε ένα πρόβληµα µε 

σηµαντικό εργαλείο το σύρσιµο. Επίσης, αποτελούν µέσο διαµεσολάβησης 

ενλαρρύνοντας τους µαλητές να τα χρησιµοποιήσουν στην επίλυση προβληµάτων 

λέτοντας τις διαδικασίες µοντελοποίησης, εικασίας, πειραµατισµού και γενίκευσης. 

Σύµφωνα µε έρευνες (Suwito, Yuwono, Parta, Irawati, & Oktavianingtyas, 2016), που 

σχετίζονται µε το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης, µαλητές που βρίσκονται στο επίπεδο 

γεωµετρικής σκέψης 3 van Hiele έχουν καλή ικανότητα να λύσουν προβλήµατα 

αλγεβρικής γεωµετρίας χρησιµοποιώντας τις δεξιότητες σκέψης αφαίρεσης. Σύµφωνα 

µε τους Yerushalmy και Chazan (1990), οι µαλητές που χρησιµοποίησαν το 

λογισµικό έγιναν πιο ευέλικτοι στη χρήση διαγραµµάτων και ήταν σε λέση να 

ξεπεράσουν τα τρία εµπόδια και να δουν ένα διάγραµµα µε διαφορετικούς τρόπους. 

Έτσι, το 1
ο
 ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό και έλυσε το 1

ο
 πρόβληµα του 

1
ου

 φύλλου εργασίας µπόρεσε και ξεπέρασε το 2
ο
εµπόδιο σύµφωνα µε το οποίο οι 

µαλητές δυσκολεύονται να αποµονώσουν µια περιοχή του διαγράµµατος, διότι εξ 

ορισµού µία περιοχή είναι µια συλλογή σηµείων και µπορεί να λεωρηλεί ως 

αποτέλεσµα της επικάλυψης της σε πολλά διαγράµµατα ή ως µεταβολή σε ένα µόνο 

διάγραµµα. Πιο συγκεκριµένα, αποµόνωσε τις διαγώνιους Β∆ και ΑΓ όπως φαίνεται 

στο σχηµατικό παράδειγµα 23, προσέγγισε καλύτερα την επίλυση του προβλήµατος, 

διότι µπορούσε καλύτερα να αντιληφλεί το σχήµα και να χρησιµοποιήσει τα 

λεωρήµατα του σχολικού εγχειριδίου. Τέλος, ορισµένες από τις στρατηγικές που 

ακολούλησε το 2
ο 

ζευγάρι που ασχολήληκε µε το λογισµικό, όπως το να φέρει 

παράλληλες, να χρωµατίσει ευλείες και ευλύγραµµα τµήµατα, να µετακινήσει το 

σχήµα, βοήλησαν στην κατανόηση περιοχών του σχήµατος που τους δυσκόλευαν και 

στην καλύτερη προσέγγιση του προβλήµατος. Αντίλετα, το 1
ο
 και το 2

ο
 ζευγάρι που 
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ασχολήληκαν µε τα γεωµετρικά όργανα, τα οποία βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο 

γεωµετρικής σκέψης Van Hiele 3 µε αυτό των δύο πρώτων ζευγαριών που 

ασχολήληκαν µε το λογισµικό, προσπάλησαν να λύσουν τα προβλήµατα κάνοντας 

µετρήσεις µε τη χρήση γεωµετρικών οργάνων και ψηλαφώντας το σχήµα και δεν 

προσανατολίστηκαν στο να χρησιµοποιήσουν λεωρήµατα της Ευκλείδειας 

γεωµετρίας τα οποία είχανε διδαχλεί. Έτσι, αυτό επιβεβαιώνεται και από τη 

βιβλιογραφία (Morris, 2002), διότι είναι πολύ δύσκολο να διακρίνουµε αυτό που 

είναι πολλές φορές αληλές από αυτό που είναι πάντα αληλές, χωρίς να γίνουν 

περισσότερες κατασκευές. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6
ο
: ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Η παρούσα µελέτη, στη βάση των ποιοτικών δεδοµένων που συνέλεξε, κατέληξε σε 

αρκετά συµπεράσµατα. Τα ζευγάρια που χρησιµοποίησαν το Geogebra προσέγγισαν 

µε µεγαλύτερη κατανόηση τις ιδιότητες κάλε τύπου τετραπλεύρου, αλλά και τις 

σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων. Τα ευρήµατα της έρευνας συνάδουν µε 

ερευνητικές µελέτες (Han, 2007) στο γεγονός πως η χρήση του λογισµικού ενλάρρυνε 

τους µαλητές να αναπτύξουν µια πιο ευέλικτη σκέψη στην εκµάληση των ιδιοτήτων 

των σχηµάτων και των σχέσεων µεταξύ τους.  

Η διαφορά των µαλητών που εργάστηκαν µε το λογισµικό σε σχέση µε τους µαλητές 

που εργάστηκαν µε τα όργανα είναι ότι διαπίστωσαν ότι δεν µπορούν να ερευνήσουν 

και να αναδείξουν τις ιδιότητες και τις σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων µε τη 

διαδικασία της οπτικής αντίληψης. Έτσι, καλώς προσπάλησαν να κάνουν την 

κατασκευή (1
η
 δραστηριότητα του 1

ου
 φύλλου εργασίας) ή να βρουν είδη 

τετραπλεύρων και να τεκµηριώσουν το πώς τα βρήκαν (2
η
 δραστηριότητα του 1

ου
 

φύλλου εργασίας) µε το λογισµικό, ανακάλυψαν ιδιότητες και σχέσεις.  

Επίσης, τα ζευγάρια που δούλεψαν µε το λογισµικό για την επίλυση των δύο 

γεωµετρικών προβληµάτων (1
η
 και 2

η
 δραστηριότητα του 2

ου
 φύλλου εργασίας) 

µπόρεσαν να προσεγγίσουν τη λύση του προβλήµατος, ακολουλώντας διάφορες 

δυνατότητες που τους δίνει το λογισµικό, όπως το σύρσιµο (dragging), η αποµόνωση 

κάποιων περιοχών του γεωµετρικού σχήµατος, ο χρωµατισµός ευλειών και 

ευλυγράµµων τµηµάτων κ.α. Τα ζευγάρια που χρησιµοποίησαν τα όργανα 

επικεντρώληκαν µόνο στις µετρήσεις και δεν βοηλήληκαν από το στατικό σχήµα της 

κατασκευής  µε συνέπεια να καταλήξουν σε λάλος συµπεράσµατα. Τέλος, όλες οι 
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ιδιότητες και σχέσεις που αναδείχληκαν στο 1
ο
 φύλλο εργασίας χρησιµοποιήληκαν 

για τις αποδείξεις στις δραστηριότητες του 2
ου

 φύλλου εργασίας. 

Εδώ λα πρέπει να σηµειωλεί ότι για την επίλυση προβλήµατος σηµαντικό ρόλο 

έπαιξε και το επίπεδο της γεωµετρικής σκέψης των µαλητών. Έρευνες έχουν δείξει 

ότι µαλητές που βρίσκονται στο επίπεδο γεωµετρικής σκέψης 3 van Hiele έχουν καλή 

ικανότητα να λύσουν προβλήµατα αλγεβρικής γεωµετρίας χρησιµοποιώντας τις 

δεξιότητες σκέψης αφαίρεσης (Suwito, Yuwono, Parta, Irawati, & Oktavianingtyas, 

2016). Παράλληλα, όσοι µαλητές έχουν κατακτήσει τη λειτουργική κατανόηση του 

Duval έχουν εξασφαλίσει πρόσβαση στην επίλυση του προβλήµατος.  

Συµπερασµατικά, µπορούµε να πούµε ότι τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε το 

λογισµικό απέκτησαν κατά πολύ περισσότερες κατανοήσεις στις ιδιότητες και 

σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων και έλυσαν µε µεγαλύτερη ευχέρεια τα 

γεωµετρικά προβλήµατα σε σχέση µε  τα ζευγάρια που ασχολήληκαν µε τα όργανα. 

Από την παρούσα έρευνα διαφαίνεται πως η εφαρµογή εναλλακτικών µελόδων 

διδασκαλίας και η χρήση καινοτόµων εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων (π.χ. χρήση 

λογισµικών) σε αντιδιαστολή µε την παραδοσιακή µέλοδο διδασκαλίας (π.χ. χρήση 

παραδοσιακών εργαλείων) είναι δυνατό να συµβάλει στη βελτίωση της κατανόησης 

των γεωµετρικών εννοιών από τους µαλητές. Η παρούσα έρευνα αποτελεί µία 

πιλοτική εφαρµογή η οποία υλοποιήληκε για µικρό χρονικό διάστηµα σε 

περιορισµένο αριλµό µαλητών. Συνεπώς, τα συµπεράσµατα αυτής δεν είναι δυνατόν 

να οδηγήσουν σε γενικεύσεις σχετικά µε τη λετική ή όχι συµβολή της χρήσης των 

λογισµικών δυναµικής γεωµετρίας, στην καλύτερη κατανόηση του συνόλου της 

διδακτέας ύλης στο µάληµα της γεωµετρίας. Ωστόσο τα αποτελέσµατά της λα 

µπορούσαν να επιβεβαιωλούν σε µελλοντικές έρευνες, οι οποίες λα χρησιµοποιούσαν 

αφενός µεγαλύτερο δείγµα µαλητών και αφετέρου λα µπορούσαν να επεκταλούν και 

σε άλλες ενότητες της διδακτέας ύλης των σχολικών εγχειριδίων της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας στην Α΄ αλλά και στη Β΄ Λυκείου, όπως για παράδειγµα στο 11
ο
 

κεφάλαιο του σχολικού εγχειριδίου της Β΄ Λυκείου µε τίτλο “Μέτρηση κύκλου”. Με 

τον τρόπο αυτό ενδεχοµένως ακόµα και οι πιο αδύναµοι µαλητές λα ήταν πιλανό να 

αντιµετωπίζουν µε µεγαλύτερο ενδιαφέρον το µάληµα της γεωµετρίας, 

συµµετέχοντας πιο ενεργά σε δραστηριότητες που απαιτούν τη χρήση λογισµικών, 

διευρύνοντας παράλληλα το γνωστικό τους επίπεδο.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ1 

∆ιαγνωστικό τεστ 

1. Να συµπληρώσετε τα κενά, ώστε να είναι ορλές οι παρακάτω προτάσεις: 

α) Οι απέναντι γωνίες ενός παραλληλογράµµου είναι  ........................ 

β) Οι διαγώνιοι ενός ορλογωνίου είναι ................................................... 

γ) Σε ένα τραπέζιο οι γωνίες µεταξύ των παραλλήλων πλευρών είναι 

...........................................            

δ) Οι διαδοχικές πλευρές ενός ρόµβου είναι .......................................... 

ε) Οι διαγώνιοι ενός παραλληλογράµµου …………………………………. 

ζ) Οι πλευρές ενός τετραγώνου είναι ……………. και οι γωνίες του είναι 

…………………………… 

η) Σε ένα ισοσκελές τραπέζιο οι διαγώνιοι και οι µη παράλληλες πλευρές  είναι 

…………………....... 

λ) Οι διαδοχικές γωνίες ενός ρόµβου είναι ……………………………… 

 

2. Να αναφέρετε τις κοινές ιδιότητες που αφορούν τις πλευρές, γωνίες και  

διαγωνίους για τα παρακάτω ζεύγη σχηµάτων: 

α) παραλληλόγραµµο – ρόµβος 

β) ορλογώνιο - τετράγωνο 

γ) τετράγωνο – ρόµβος 

 

3.  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως σωστές (Σ) ή λανλασµένες (Λ):  

α) Κάλε ρόµβος είναι και ορλογώνιο 

β) Κάλε τετράγωνο είναι και παραλληλόγραµµο 

γ) Κάλε τετράγωνο είναι και ορλογώνιο 

δ) Κάλε παραλληλόγραµµο είναι και ορλογώνιο  

ε) Κάλε παραλληλόγραµµο είναι και τραπέζιο 

 

4. ∆ίνεται ρόµβος ΑΒΓ∆ µε κέντρο Ο. Παίρνουµε δύο σηµεία Ε και Ζ της ΑΓ,  ώστε ΟΕ 

= ΟΖ = ΟΒ = Ο∆. Να αποδείξετε ότι το ∆ΕΒΖ είναι τετράγωνο.  

 

 



∆ραστηριότητες φύλλων εργασίας 

 

 

1
η 

δραστηριότητα 
 

Έχοντας ως βάση το παρακάτω ευλύγραµµο τµήµα 

παραλληλόγραµµο, ένα ορλογώνιο, ένα ρόµβο και ένα τετράγωνο, µε βάση τις 

ιδιότητες που γνωρίζετε. 

 

2
η
 δραστηριότητα  

Στο παρακάτω  σχήµα οι ευλείες f και g είναι παράλληλες. Να ονοµάσετε τα είδη 

τετράπλευρων που διακρίνετε και να δικ

ιδιότητες των πλευρών και των γωνιών.

∆ραστηριότητες φύλλων εργασίας  

1
ο 

φύλλο εργασίας 

Έχοντας ως βάση το παρακάτω ευλύγραµµο τµήµα ΑΒ, κατασκευάστε ένα 

παραλληλόγραµµο, ένα ορλογώνιο, ένα ρόµβο και ένα τετράγωνο, µε βάση τις 

 

Στο παρακάτω  σχήµα οι ευλείες f και g είναι παράλληλες. Να ονοµάσετε τα είδη 

τετράπλευρων που διακρίνετε και να δικαιολογήσετε την απάντηση σας µε βάση τις 

ιδιότητες των πλευρών και των γωνιών. 
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ΑΒ, κατασκευάστε ένα 

παραλληλόγραµµο, ένα ορλογώνιο, ένα ρόµβο και ένα τετράγωνο, µε βάση τις 

Στο παρακάτω  σχήµα οι ευλείες f και g είναι παράλληλες. Να ονοµάσετε τα είδη 

αιολογήσετε την απάντηση σας µε βάση τις 
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2
ο
 φύλλο εργασίας 

 

1
ο
 πρόβληµα 

Κατασκευάστε ένα τετράπλευρο  ΑΒΓ∆. Αν Ε, Ζ, Η και Θ, είναι τα µέσα των 

πλευρών ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα, τι σχήµα πιστεύετε ότι είναι το ΕΖΗΘ; 

Μπορείτε να το αποδείξετε; 

 

2
ο
 πρόβληµα 

Κατασκευάστε ένα ορλογώνιο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆. Αν Ε, Ζ, Η και Θ, είναι τα 

µέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ και ∆Α αντίστοιχα, τι σχήµα πιστεύετε ότι είναι το 

ΕΖΗΘ; Μπορείτε να το αποδείξετε; 
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Ερωτήσεις που αναδεικνύουν ιδιότητες και σχέσεις µεταξύ των τετραπλεύρων 

 

A. Λαµβάνοντας υπόψη τις δραστηριότητες και τα προβλήµατα των 2 φύλλων 

εργασίας, να συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας την κάλε 

ιδιότητα σε ένα ή και περισσότερα είδη τετραπλεύρων.  

Είδη τετραπλεύρων 

Τ
ρ

α
π

έζ
ιο

 

Ισ
ο

σ
κ

ελ
ές

 τ
ρ

α
π

έζ
ιο

 

Π
α

ρ
α

λ
λ

η
λ
ό

γ
ρ

α
µ

µ
ο

 

Ο
ρ

θ
ο

γ
ώ

ν
ιο

 

Ρ
ό

µ
β

ο
ς 

Τ
ετ

ρ
ά

γ
ω

νο
 

Ιδιότητες πλευρών και γωνιών 

∆ύο πλευρές είναι παράλληλες             

Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες             

Οι γωνίες που πρόσκεινται στη βάση είναι ίσες             

Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες             

Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες             

Όλες οι γωνίες είναι ορλές             

Όλες οι πλευρές είναι ίσες             

∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες             

∆ιαγώνιες ιδιότητες 

Οι διαγώνιοί διχοτοµούνται             

Οι διαγώνιοί είναι ίσες             

Οι διαγώνιοί του τέµνονται κάλετα             

Οι διαγώνιοί διχοτοµούν τις γωνίες του             

 

 

B. Για τις ερωτήσεις 1 έως 7, απαντήστε εάν κάλε πρόταση είναι σωστή ή λάλος.  

α/α Σχέσεις µεταξύ των ειδών τετραπλεύρων Σωστό Λάθος 

1 Το τετράγωνο, ένα ορλογώνιο;     

2 Το ορλογώνιο είναι ρόµβος;     

3 Το παραλληλόγραµµο είναι τραπέζιο;     

4 Το τετράγωνο είναι παραλληλόγραµµο;     

5 Ο ρόµβος είναι παραλληλόγραµµο;     

6 Το τετράγωνο είναι ρόµβος;     

7 Το παραλληλόγραµµο είναι ορλογώνιο;     
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2 

Πίνακας 1: Επεξεργασία διαγνωστικού τεστ µε αναλυτικές απαντήσεις ανά ενότητα 

1η ενότητα - συµπλήρωση κενών 

  
Λ

.1
.1

 

Λ
.1

.2
 

Λ
.2

.1
 

Λ
.2

.2
 

Λ
.3

.1
 

Λ
.3

.2
 

Λ
.4

.1
 

Λ
.4

.2
 

Ο
.1

.1
 

Ο
.1

.2
 

Ο
.2

.1
 

Ο
.2

.2
 

Ο
.3

.1
 

Ο
.3

.2
 

Ο
.4

.1
 

Ο
.4

.2
 

1_α Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

1_β Σ Σ Σ Σ Σ Σ _ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

1_γ Σ Σ Σ Λ Λ Λ Σ Σ Λ Σ Λ Λ Λ Λ Λ Λ 

1_δ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Σ Σ _ Λ Σ Σ Λ Λ 

1_ε Σ Σ Λ Σ Λ Λ Σ Λ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

1_ζ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ _ Σ 

1_η Σ Σ Σ Σ Σ _ _ Σ Σ Λ Σ Λ Σ Σ Σ _ 

1_λ Λ Σ Σ Σ Λ Λ Σ _ Σ Λ Σ Λ Λ Λ Λ _ 

2η ενότητα - εύρεση ιδιοτήτων 

2_α 1 2 3 3 1 1 2 3 2 2 1 2 1 2 1 1 

2_β 3 2 1 3 2 1 1 1 2 3 2 3 1 3 1 1 

2_γ 2 2 3 2 1 1 1 1 2 3 1 2 3 3 1 1 

3η ενότητα - σχέσεις σωστού λάθους 

3_α Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ 

3_β Σ Σ Λ Λ Σ Σ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Λ Λ 

3_γ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Σ Λ 

3_δ Σ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Λ Σ 

3_ε Σ Σ Λ Λ Σ Σ Σ Σ Λ Λ Σ Λ Λ Λ Σ Σ 

3η ενότητα - επίλυση προβλήµατος 

Σχήµα Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ Σ 

Λύση Σ Σ Η Η Η Η Λ Λ Σ Σ Η Η Η Η Λ Λ 

 

Πίνακας 2: Επεξεργασία διαγνωστικού τεστ µε συγκεντρωτικές απαντήσεις ανά ενότητα 

  

Λ
.1

.1
 

Λ
.1

.2
 

Λ
.2

.1
 

Λ
.2

.2
 

Λ
.3

.1
 

Λ
.3

.2
 

Λ
.4

.1
 

Λ
.4

.2
 

Ο
.1

.1
 

Ο
.1

.2
 

Ο
.2

.1
 

Ο
.2

.2
 

Ο
.3

.1
 

Ο
.3

.2
 

Ο
.4

.1
 

Ο
.4

.2
 

1η ενότητα 7 8 7 7 5 4 5 5 7 6 6 4 6 6 4 4 

2η ενότητα 6 6 7 8 4 3 4 5 6 8 4 7 5 8 3 3 

3η ενότητα 5 5 3 3 5 4 3 3 3 4 5 4 2 2 3 2 

4η ενότητα 3 3 2 2 2 2 1 1 3 3 2 2 2 2 1 1 
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Πίνακας 3: Ανάλυση κατασκευών ανά ζευγάρι 

 

Π
α

ρ
α

λ
λ
η

λ
ό
γρ

α
µ

µ
ο

 

Ο
ρ

λ
ο
γώ

νι
ο

 

Ρ
ό
µ

β
ο
ς 

Τ
ετ

ρ
ά

γω
νο

 

1ο ζευγάρι 
Λογισµικό 

Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή Σωστή κατασκευή Σωστή κατασκευή 

Όργανα 
Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

2ο ζευγάρι 
Λογισµικό 

Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή Σωστή κατασκευή 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

Όργανα 
Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή 

∆εν ορίστηκαν 

σωστά οι ιδιότητες 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

3ο ζευγάρι 

Λογισµικό 
Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή Σωστή κατασκευή 

∆εν ορίστηκαν 
σωστά οι ιδιότητες 

Όργανα 
∆εν ορίστηκαν 

σωστά οι 
ιδιότητες 

Σωστή κατασκευή Σωστή κατασκευή 
Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

4ο ζευγάρι 

Λογισµικό 
Σωστή 

κατασκευή 
Σωστή κατασκευή 

∆εν µπόρεσαν να 

κατασκευάσουν 

Τυχαία σωστή 

κατασκευή  

Όργανα 
∆εν ορίστηκαν 

σωστά οι 

ιδιότητες 

∆εν ορίστηκαν 

σωστά οι 

ιδιότητες 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

Σωστή κατασκευή 

σταλερό σχήµα 

 

Πίνακας 4: Εύρεση ειδών τετραπλεύρων ανά ζευγάρι 

 

Τ
ρ
α

π
έζ

ιο
 

Ισ
ο
σ

κ
ελ

ές
 τ

ρ
α

π
έζ

ιο
 

Π
α

ρ
α

λ
λ
η

λ
ό
γρ

α
µ

µ
ο
 

Ο
ρ
λ
ο
γώ

νι
ο

 

Ρ
ό
µ

β
ο

ς 

Τ
ετ

ρ
ά

γω
νο

 

Σ
ύ
νο

λ
ο
 

1ο ζευγάρι 
Λογισµικό 4 1   2   1 8 

Όργανα     2 2   1 5 

2ο ζευγάρι 
Λογισµικό 1 1 1 1   1 5 

Όργανα     1 1   1 3 

3ο ζευγάρι 

Λογισµικό 1     1   1 3 

Όργανα   1 1 2 1 1 6 

4ο ζευγάρι 
Λογισµικό 1     1   1 3 

Όργανα 1 1   1   1 4 
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Πίνακας 5: Ανάλυση για κατασκευή σχήµατος και επίλυση γεωµετρικού προβλήµατος 

ανά ζευγάρι 

 

Επίλυση 1
ου

γεωµετρικού 

προβλήµατος 

Επίλυση 2
ου

γεωµετρικού 

προβλήµατος 

1ο ζευγάρι 
Λογισµικό Σωστό σχήµα - Σωστή λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

Όργανα Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

2ο ζευγάρι 
Λογισµικό Σωστό σχήµα - Σωστή λύση Σωστό σχήµα - Σωστή λύση 

Όργανα Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

3ο ζευγάρι 

Λογισµικό Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

Όργανα Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

4ο ζευγάρι 
Λογισµικό Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

Όργανα Σωστό σχήµα - Λάλος λύση Σωστό σχήµα - Λάλος λύση 

 

Πίνακας 6: Επεξεργασία ερωτηµατολογίου για τις ιδιότητες αντιστοίχησηςανά οµάδα 

  µε λογισµικό µε όργανα 

Ι.Π.Γ.1 ∆ύο πλευρές είναι παράλληλες     

Σωστή απάντηση 3 2 

Ηµιτελής απάντηση 1 2 

Ι.Π.Γ.2 Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες     

Σωστή απάντηση 4 4 

Ι.Π.Γ.3 Οι γωνίες που πρόσκεινται στη βάση είναι 

ίσες 
    

Σωστή απάντηση 3 1 

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά 0 2 

Λάλος απάντηση 1 1 

Ι.Π.Γ.4 Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες     

Σωστή απάντηση 3 3 

Ηµιτελής απάντηση µε 3 σωστά 1 0 

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό 0 1 

Ι.Π.Γ.5 Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες     

Σωστή απάντηση 4 2 

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά 0 2 

Ι.Π.Γ.6 Όλες οι γωνίες είναι ορλές     

Σωστή απάντηση 4 4 

Ι.Π.Γ.7 Όλες οι πλευρές είναι ίσες     

Σωστή απάντηση 4 4 

Ι.Π.Γ.8 ∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες     



114 

 

Σωστή απάντηση 4 3 

Λάλος απάντηση 0 1 

∆.Ι.1 Οι διαγώνιοί διχοτοµούνται     

Σωστή απάντηση 3 4 

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό 1 0 

∆.Ι.2 Οι διαγώνιοί είναι ίσες     

Σωστή απάντηση 3 1 

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά 1 1 

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό 0 2 

∆.Ι.3 Οι διαγώνιοί του τέµνονται κάλετα     

Σωστή απάντηση 2 3 

Ηµιτελής απάντηση 1 1 

Λάλος απάντηση 1 0 

∆.Ι.4 Οι διαγώνιοί διχοτοµούν τις γωνίες του     

Σωστή απάντηση 3 1 

Ηµιτελής απάντηση 1 2 

Λάλος απάντηση 0 1 

 

Πίνακας : Επεξεργασία ερωτηµατολογίου για τις ιδιότητες αντιστοίχησης ανά ζευγάρι 

  Λ.1 Ο.1 Λ.2 Ο.2 Λ.3 Ο.3 Λ.4 Ο.4 

Ι.Π.Γ.1 ∆ύο πλευρές είναι παράλληλες                 

Σωστή απάντηση     1 1 1 1 1   

Ηµιτελής απάντηση 1 1           1 

Ι.Π.Γ.2 Οι απέναντι πλευρές είναι 

παράλληλες 
                

Σωστή απάντηση 1 1 1 1 1 1 1 1 

Ι.Π.Γ.3 Οι γωνίες που πρόσκεινται στη 

βάση είναι ίσες 
                

Σωστή απάντηση 1   1 1 1       

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά   1       1     

Λάλος απάντηση             1 1 

Ι.Π.Γ.4 Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες                 

Σωστή απάντηση 1 1 1 1   1 1   

Ηµιτελής απάντηση µε 3 σωστά         1       

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό               1 

Ι.Π.Γ.5 Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες                 

Σωστή απάντηση 1   1 1 1 1 1   

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά   1           1 

Ι.Π.Γ.6 Όλες οι γωνίες είναι ορλές                 

Σωστή απάντηση 1 1 1 1 1 1 1 1 

Ηµιτελής απάντηση                 

Ι.Π.Γ.7 Όλες οι πλευρές είναι ίσες                 
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Σωστή απάντηση 1 1 1 1   1 1 1 

Ηµιτελής απάντηση         1       

Ι.Π.Γ.8 ∆ύο απέναντι πλευρές είναι ίσες                 

Σωστή απάντηση 1   1 1 1 1 1 1 

Λάλος απάντηση   1             

∆.Ι.1 Οι διαγώνιοί διχοτοµούνται                 

Σωστή απάντηση 1 1 1 1 1 1   1 

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό             1   

∆.Ι.2 Οι διαγώνιοί είναι ίσες                 

Σωστή απάντηση 1   1 1 1       

Ηµιτελής απάντηση µε 2 σωστά   1         1   

Ηµιτελής απάντηση µε 1 σωστό           1   1 

∆.Ι.3 Οι διαγώνιοί του τέµνονται κάλετα                 

Σωστή απάντηση 1 1 1 1         

Ηµιτελής απάντηση         1 1   1 

Λάλος απάντηση             1   

∆.Ι.4 Οι διαγώνιοί διχοτοµούν τις γωνίες 

του 
                

Σωστή απάντηση 1   1 1 1       

Ηµιτελής απάντηση   1       1 1   

Λάλος απάντηση               1 

 

 

 

 

 

 


