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Πξόινγνο 

    Καηά ηελ δηάξθεηα ησλ βαζηθψλ κνπ ζπνπδψλ, ελδηαθέξνλ πξνθάιεζε ε πεξηνρή 

ηεο Γηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Με ηε βνήζεηα ησλ εηδηθψλ θαζεγεηψλ απηφ ην 

ελδηαθέξνλ έιαβε εηδηθφ εξεπλεηηθφ θαη επηζηεκνληθφ ραξαθηήξα. Ζ θαζεγήηξηα Μ. 

Καιδξπκίδνπ είρε ηελ θαινζχλε λα αλαιάβεη λα κε ζηεξίμεη θαη λα κε θαζνδεγήζεη 

λα δηεξεπλήζσ έλα εηδηθφ ζέκα απηήο ηεο πεξηνρήο. 

    Καη απφ ηελ ζέζε απηή έρσ ρξένο λα ηεο εθθξάζσ ηηο βαζχηαηεο επραξηζηίεο κνπ: 

- γηα ηε ζπλερή θαζνδήγεζε 

- ηελ αδηάιεηπηε ζηήξημε 

- ηελ αλζξψπηλε θαηαλφεζε 

    πνπ κνπ έδεημε θαζ‘ φιε ηε δηάξθεηα ηεο κειέηεο. 

    Θα ήζεια επίζεο λα επραξηζηήζσ ηα άιια δχν κέιε ηεο Δπηηξνπήο Καζεγεηή θ. 

Υαξάιακπν ΢αθνλίδε θαη Αλαπιεξψηξηα Καζεγήηξηα θ. Ξέληα Βακβαθνχζε γηα ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο θαη ηε ζπκβνιή ηνπο ζηελ νινθιήξσζε ηεο δηπισκαηηθήο. 

    Δπραξηζηίεο νθείισ θαη ζηελ νηθνγέλεηά κνπ πνπ κνπ εμαζθάιηζε επλντθέο 

ζπλζήθεο κειέηεο πξνθεηκέλνπ λα αζρνιεζψ κε ηελ εθπφλεζε ηεο εξγαζίαο κνπ. 

    Σέινο, νθείισ λα νκνινγήζσ φηη επεηδή γλσξίδσ φηη ν γξαπηφο κνπ ιφγνο δελ 

είλαη ηνπ επηπέδνπ πνπ ζα ηαίξηαδε ζε δηπισκαηηθή εξγαζία, γη‘ απηφ δέρηεθα ηε 

βνήζεηα ζπγγεληθνχ κνπ πξνζψπνπ πξνθεηκέλνπ ε ηειηθή γισζζηθή κνξθή ηεο 

κειέηεο λα αληαπνθξίλεηαη ζηνηρεησδψο ζηηο απαηηήζεηο κίαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 

                                                  Γ.Λ.΢. 
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Πεξίιεςε 

΢ηελ παξνχζα κειέηε επηρεηξείηαη ε δηεξεχλεζε ηεο ηθαλφηεηαο ησλ καζεηψλ Γ‘ 

Λπθείνπ λα ζπζρεηίδνπλ ηε ζπλάξηεζε θαη ηελ παξάγσγφ ηεο ζην πιαίζην ησλ 

γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα ζε δείγκα 33 καζεηψλ Γ‘ Λπθείνπ 

(Πξνζαλαηνιηζκνχ ζεηηθψλ ζπνπδψλ, νηθνλνκίαο θαη πιεξνθνξηθήο) δφζεθαλ 

εξσηεκαηνιφγηα νθηψ εξσηήζεσλ πνπ πεξηειάκβαλαλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 1νπ έσο θαη 5νπ βαζκνχ. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα 

αλαγλσξίζνπλ νιηθά ηελ παξάγσγν θαη ηελ παξάγνπζα ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο 

θαζψο θαη λα αλαγλσξίζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο. Οη απαληήζεηο ησλ καζεηψλ 

νκαδνπνηήζεθαλ κε θξηηήξην ηα είδε ησλ θακππιψλ θαη ηελ θαηάζηαζε ε νπνία ηνπο 

δεηήζεθε (παξάγσγνο ή παξάγνπζα). Απφ ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο 

δηαπηζηψζεθε φηη νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα ζπλδέζνπλ ζε 

ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο κίαο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγψγνπ 

ηεο. Δηδηθφηεξα, δελ κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ f' θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο, φηαλ ηνπο δίλεηαη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο f, θαζψο θαη ην αληίζηξνθν (αλαγλψξηζε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο παξάγνπζαο, δνζείζεο ηεο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ). Μέζα απφ 

ηελ κειέηε ησλ ιαλζαζκέλσλ απαληήζεσλ αλαδείρζεθαλ δχν ηάζεηο ησλ καζεηψλ. Ζ 

κία ηάζε είλαη λα ζηεξίδνληαη ζηελ δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. Ζ 

άιιε ηάζε είλαη λα επηιέγνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ φηαλ ηνπο 

δεηείηαη ε παξάζηαζε ηεο παξάγνπζαο θαζψο θαη ην αληίζηξνθν. 

Λέμεηο θιεηδηά: ΢πλάξηεζε, παξάγσγνο, γξαθηθή αλαπαξάζηαζε, γξαθηθή 

παξάζηαζε ζπλάξηεζεο, γξαθηθή παξάζηαζε παξαγψγνπ, εξκελεία γξαθηθήο 

παξάζηαζεο, ζπζρέηηζε γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ, καζεηέο Γ‘ Λπθείνπ. 

Abstract 

In this study we focused on, and tried to check, the ability of high school students to 

relate a function with its derivative while plotting their graphs and vice versa. In 

particular, we worked on a sample of 33 students who were attending 12 grade, and in 

which we share a short questionnaire. The questionnaire had only 8 main questions, 

while in each of them the student had to deal with 1st to 5th grade polynomial 

functions graphs. The students were asked to find the derivative and/or the integration 

of the given function plus underline their properties. Their answers were grouped 

based on the curves and also by the function‘s form (derivative or integration). The 

research outcomes that most of the students did find it difficult to relate the graphs of 

the given function with its derivative. Given the graph of a function, the students are 

not able to easily recognize the derivative‘s graph and all the properties that come up 

from it, and vice versa (given the derivative‘s graph to find the integration‘s graph 

and properties). Through their wrong answers, we summarized that there are two 

basic patterns. The first is that some students use to focus only on the given graph. 

The second pattern has to do with those students who strongly mess it up and choose 
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the graph of the derivative f‘ while asking for the integration and vice versa (they 

choose the graph of the integration F when they‘ve been asked to find the derivative‘s 

graph). 

Key-words: Function, derivative, graphic representation, graph of function, graph of 

derivative, interpretation of graph, correlation of graphs, students of 12
th

 grade. 

 

Δηζαγσγή 

Σν εμεηαζηηθφ εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα ηεο δεπηεξνβάζκηαο θαη ηξηηνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο, ζηελ Διιάδα, δελ ρξεζηκνπνηεί ζπρλά ηελ γξαθηθή αλαπαξάζηαζε 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ πνπ ζπλαληψληαη ζηα πξνγξάκκαηα θαη ηνπο νδεγνχο ζπνπδψλ 

ηνπο. Πξνηηκάηαη λα εμεηάδνληαη ζέκαηα πνπ πξνζεγγίδνληαη κε αζθήζεηο θαη 

εθαξκνγέο ησλ ελλνηψλ θπξίσο απφ ηελ αλαιπηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπο (ηχπνη θαη 

ιεθηηθή δηαηχπσζε ζεσξεκάησλ). Καηά ζπλέπεηα νη θαζεγεηέο ζρνιείσλ θαη 

παλεπηζηεκίσλ εζηηάδνπλ ζηηο παξαδφζεηο ηνπο ζε φκνηεο αζθήζεηο κε απηέο ησλ 

εμεηάζεσλ. Ζ αλάγθε λα κειεηεζεί θαη ε κνξθή ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο ησλ 

ελλνηψλ απηψλ πξνθχπηεη απφ ηε ρακειή βαζκνινγία καζεηψλ θαη θνηηεηψλ ζηηο 

δηάθνξεο κνξθέο εμεηάζεσλ. 
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1. Θεσξεηηθό Πιαίζην 

1.1 Η έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγώγνπ:  

Ιζηνξηθή εμέιημε θαη επηζηεκνινγηθή πξνζέγγηζε 

1.1.1 Πεξί ζπλάξηεζεο 

    Πνιιέο καζεκαηηθέο έλλνηεο είραλ ζπιιεθζεί ππνινγηζηηθά πνιχ πξνηνχ νξηζηνχλ 

θαη αλαπαξαζηαζνχλ κε απζηεξφ καζεκαηηθφ ηξφπν. (Sfard, 1988; 1991 φπσο 

αλαθέξεηαη ζηελ Sfard, 1992). Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, αξρηθά πξνζεγγίζηεθε σο 

ζρέζε αξηζκψλ. Όπσο αλαθέξεηαη ζηνπο Boyer & Merzbach (2011) ε πξψηε 

πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζπλαληάηαη ζηνπο Βαβπισλίνπο (2000 π.Υ) 

κε ηε κνξθή πηλάθσλ. Απηνί πεξηείραλ δεχγε αξηζκψλ νη νπνίνη παξίζηαλαλ ηα 

ηεηξάγσλα ησλ αξηζκψλ ή ηηο ηεηξαγσληθέο ηνπο ξίδεο. Έπεηηα νη αξραίνη Έιιελεο 

(165 π.Υ) αζρνινχκελνη κε ηελ αζηξνλνκία, πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο 

ζέζεηο ησλ πιαλεηψλ, θαηαζθεχαζαλ πίλαθεο κε δεχγε αξηζκψλ νη νπνίνη παξίζηαλαλ 

ηα εκίηνλα ησλ γσληαθψλ ζέζεσλ ησλ πιαλεηψλ. Αξγφηεξα ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο 

πξνζεγγίζηεθε σο ζρέζε πνζνηήησλ ζηελ πεξηνρή ηεο γεσκεηξίαο. Οη αξραίνη 

Έιιελεο, κειεηψληαο ηε γεσκεηξία ησλ ζρεκάησλ, ζπζρέηηζαλ πνζά φπσο, γηα 

παξάδεηγκα, είλαη ε αθηίλα ελφο θχθινπ κε ην εκβαδφλ ηεο.  

    Καηά ηνλ 17ν αηψλα, νη Δπξσπαίνη καζεκαηηθνί πξνζπάζεζαλ λα νξίζνπλ ηελ 

έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο. Με βάζε απηήλ επεδίσμαλ ζηαδηαθά λα νξίζνπλ θαη ηελ 

έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο (Sfard, 1992). Απηή ε ζρέζε ησλ δχν ελλνηψλ άιινηε 

ιεηηνχξγεζε βνεζεηηθά θαη άιινηε αλαζηαιηηθά ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο έλλνηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο. ΢πγθεθξηκέλα ν Frege (ζχκθσλα κε ηελ παξάζεζε ηεο Sfard, 1992) 

ππνζηεξίδεη: 

Σηνπο δηάθνξνπο νξηζκνύο ηεο ζπλάξηεζεο ζπλαληνύκε δύν εθθξάζεηο 

νη νπνίεο ζπρλά ζπλππάξρνπλ είηε ζπλδπαζηηθά είηε ρωξηζηά: 

«καζεκαηηθή έθθξαζε» θαη «κεηαβιεηή». Επηζεκαίλνπκε όηη ε ρξήζε 

ηνπο παξνπζηάδεη δηαθπκάλζεηο: ν όξνο «ζπλάξηεζε» ρξεζηκνπνηείηαη 

θάπνηεο θνξέο πξνθεηκέλνπ λα θαζνξίζεη ηνλ ηξόπν εμάξηεζεο θαη 

άιινηε ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Είλαη νη κεηαβιεηέο ηεο Αλάιπζεο 

κεηαβιεηνί αξηζκνί;… Τη παξακέλεη ίδην όηαλ έλαο αξηζκόο αιιάδεη; 

Τίπνηα!... Γηα απηό δελ ππάξρνπλ κεηαβιεηνί αξηζκνί (Frege, 1970; 

107-9). 

    Απφ ηελ Αλαγέλλεζε θαη χζηεξα έγηλαλ ζεκαληηθά βήκαηα πξνο ηελ θαηεχζπλζε 

ηνπ αθξηβέζηεξνπ πξνζδηνξηζκνχ ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο. Δηδηθφηεξα κε ηε 

βνήζεηα ησλ ζπκβφισλ ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο απέθηεζε αιγεβξηθφ ηχπν (Selden, 

1991). Πην ζπγθεθξηκέλα ηνλ 18ν θαη 19ν αηψλα νη Bernoulli, Euler, Cauchy, Fourier 

θαη Dirichlet επεμεξγάζηεθαλ αθφκε πεξηζζφηεξν ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

νδεγήζεθαλ ζηε δηαηχπσζε νξηζκψλ. Παξαζέηνπκε δχν απφ απηνχο: α) «Κάζε 

απζαίξεηε θακπχιε κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί απφ κία ηξηγσλνκεηξηθή ζεηξά» 
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(Fourier), β) «Σν y είλαη ζπλάξηεζε x αλ ππάξρεη έλα θαλφλαο πνπ γηα θάζε ηηκή ηνπ 

x καο δίλεη κία κνλαδηθή ηηκή ηνπ y» (Dirichlet). Οη πεξηζζφηεξνη νξηζκνί πνπ 

δφζεθαλ ζε εθείλε ηελ πεξίνδν ζπκπεξηέιαβαλ ηελ έθθξαζε «ζρέζε - εμάξηεζε 

πνζνηήησλ». ΢εκαληηθή πξνζζήθε ζηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο απνηέιεζε ε 

εηζαγσγή ηεο κνλνζήκαληεο αληηζηνηρίαο σο πξνο y ηελ νπνία έθαλε ν Dirichlet ηνλ 

19ν αηψλα (Boyer, 2011). Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο απνδφζεθε νξηζηηθφηεξα κέζσ 

ηνπ ζπλνινζεσξεηηθνχ νξηζκνχ ησλ Bourbaki (1939). ΢πγθεθξηκέλα, νη Bourbaki 

γελίθεπζαλ ηνλ νξηζκφ ηνπ Dirichlet, πεξίπνπ εθαηφ ρξφληα αξγφηεξα, κε ηε βνήζεηα 

ηεο αθεξεκέλεο άιγεβξαο θαη φξηζαλ σο ζπλάξηεζε ηελ αληηζηνηρία κεηαμχ δχν 

ζπλφισλ (Kleiner, 1989). Ο ζπλνινζεσξεηηθφο νξηζκφο ησλ Bourbaki δηαθέξεη πνιχ 

απφ ηνλ αξρηθφ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο σο εμάξηεζεο κεηαβιεηψλ. Οη Dirichlet-

Bourbaki νξίδνπλ πιένλ ηε ζπλάξηεζε σο απηνηειέο καζεκαηηθφ αληηθείκελν 

(Κνιεδά & Φαθνχδεο, 2008). Σν κεγάιν ρξνληθφ δηάζηεκα πνπ ρξεηάζηεθε λα 

αλαιπζεί θαζψο θαη ην γεγνλφο φηη σο καζεκαηηθή έλλνηα νινθιεξψζεθε πξφζθαηα 

θαλεξψλνπλ ηελ ηζηνξηθή ηεο εμέιημε θαη ηελ επηζηεκνινγηθή ηεο δηάζηαζε. 

1.1.2 Πεξί παξαγώγνπ 

    Ζ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ, φπσο αλαθέξεη ν Grabiner (1983), θαίλεηαη λα 

πξνζεγγίζηεθε γηα πξψηε θνξά απφ ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο θαη ηνπο Άξαβεο νη 

νπνίνη αζρνιήζεθαλ κε ηηο θακπχιεο θαη ηηο εθαπηνκέλεο ηνπο ζην πιαίζην ηεο 

γεσκεηξίαο. Ο Δπξσπαίνη επηζηήκνλεο αμηνπνίεζαλ ηηο κεζφδνπο ησλ δχν πνιηηηζκψλ 

–ηεο γεσκεηξίαο ησλ αξραίσλ Διιήλσλ θαη ηεο άιγεβξαο ησλ Αξάβσλ- ηηο 

ζπλέζεζαλ θαη έβαιαλ ηα ζεκέιηα ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ. Απηφ έγηλε κεηά ηελ 

Αλαγέλλεζε θαη θπξίσο θαηά ηνλ 17ν αηψλα κε ηε βνήζεηα ηεο ζπκβνιηθήο άιγεβξαο 

θαη ηεο αλαιπηηθήο γεσκεηξίαο.  

   Ζ πξψηε νπζηαζηηθή πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ επηρεηξήζεθε απφ ηνλ 

Fermat to 1630 (Struik, 1969). Απηφο κειέηεζε ηα κέγηζηα θαη ηα ειάρηζηα κίαο 

πνζφηεηαο βαζηδφκελνο ζε αληίζηνηρεο κειέηεο ησλ αξραίσλ Διιήλσλ. Σν αξρηθφ 

πξφβιεκα πνπ ηνλ απαζρφιεζε ήηαλ ε δηαίξεζε ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο κε 

ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε ν πνιιαπιαζηαζκφο ησλ κεθψλ ησλ δχν ηκεκάησλ λα είλαη ν 

κέγηζηνο. ΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα εληνπίζεη ην κέγηζην ρξεζηκνπνίεζε θαηά ηελ 

επίιπζε ηχπνπ ηνλ κεδεληζκφ ακειεηέαο πνζφηεηαο. Γελ δηεπθξίληζε αλ 

ρξεζηκνπνίεζε θάπνην φξην πξνθεηκέλνπ λα ην εμαθαλίζεη. ΢ηε ζπλέρεηα ν Fermat 

αζρνιήζεθε θαη κε άιια πξνβιήκαηα κεγηζηνπνίεζεο θαη ειαρηζηνπνίεζεο θαη 

θαζηέξσζε ηε δηθή ηνπ κέζνδν εχξεζεο κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ αληίζηνηρα.  Απηήλ 

εθήξκνζε θαη γηα ηελ εχξεζε ηεο πην ζχληνκεο πνξείαο ηεο αθηίλαο θσηφο 

πξνθεηκέλνπ λα κεηαβεί απφ έλα κέζν ζε άιιν. Παξ‘ φια απηά ν Fermat δελ 

ζπλέδεζε ηελ κειέηε ηνπ κε ηελ εχξεζε θιίζεο εθαπηνκέλεο (Boyer, 1959). ΢ηελ 

ζπλέρεηα,  νη Descartes, Wallis θαη Barrow πξνζδηφξηζαλ ηελ εθαπηνκέλε θακπχιεο 

(ε νπνία θακπχιε δίλεηαη ππφ κνξθή εμίζσζεο y=f(x)).Τπνιφγηζαλ ηελ θιίζε ηεο 

ηέκλνπζαο κε ηε βνήζεηα ηνπ πειίθνπ 
𝑓 𝑥+𝑦 −𝑓(𝑥)

ℎ
 θαζψο ην h ηείλεη λα πάξεη ηε 

κεδεληθή ηηκή.  
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    Μεηά ην 1660 έγηλε θαλεξή ε ζρέζε ησλ ππνινγηζηηθψλ θαη γεσκεηξηθψλ κεζφδσλ 

κεηαμχ ηεο εχξεζεο αθξνηάησλ (κεγίζησλ θαη ειαρίζησλ κίαο πνζφηεηαο) θαη ηεο 

εχξεζεο ηεο θιίζεο εθαπηνκέλεο. Αθνινχζεζε ν Newton, ν νπνίνο πξνζέγγηζε ηελ 

παξάγσγν κέζσ ηεο επηζηήκεο ηεο θπζηθήο. Απηφο εζηίαζε ζηελ έλλνηα ηεο 

«αιιαγήο» νξίδνληαο ην ξπζκφ κεηαβνιήο. Απηή ε έλλνηα κειεηήζεθε θαη απφ ηνλ 

Αξηζηνηέιε. Μαδί κε ηνλ Γαιηιαίν θαηάθεξαλ λα κειεηήζνπλ θαη λα πξνζδηνξίζνπλ 

νξηζκέλεο ηδηφηεηεο ηεο παξαγψγνπ (Boyer, 1959). Παξ‘ φιν πνπ ππάξρεη ε 

πεπνίζεζε φηη ε κειέηε θαη ε πξνζέγγηζε ηεο παξαγψγνπ ππνθηλήζεθε απφ ηελ 

επηζηήκε ηεο θπζηθήο, θάηη ηέηνην δελ ηζρχεη απφιπηα, θαζψο ηα πξνβιήκαηα ηεο 

γεσκεηξίαο ήηαλ απηά πνπ έζεζαλ ηα αξρηθά εξσηήκαηα. Παξ‘ φια απηά νη 

επηζηήκνλεο ηεο Φπζηθήο πξνεηνίκαζαλ ηελ ζπιινγηζηηθή ησλ αλζξψπσλ ψζηε λα 

δερηεί θάπνηεο απφ ηηο ηδηφηεηεο ηεο παξαγψγνπ θαη λα εηζαγάγνπλ ηελ έλλνηα ηεο 

κεηαβνιήο ζηα καζεκαηηθά (Baron, 1969).  

    Ο Newton (1669) ινηπφλ θαη ν Leibniz (1684) ζπληέιεζαλ ζε πνιχ κεγάιν βαζκφ 

ζηε ζεκειίσζε ηνπ Λνγηζκνχ θαη θαηά ζπλέπεηα ζηε ζεκειίσζε ηεο έλλνηαο ηεο 

παξαγψγνπ. Απηνί έιαβαλ φιεο ηηο κεζφδνπο πνπ είραλ αλαπηπρζεί κέρξη ηφηε θαη ηηο 

ζπζρέηηζαλ κε δχν βαζηθέο έλλνηεο: ηεο παξαγψγηζεο θαη ηεο νινθιήξσζεο. Πέξα 

απφ απηφ, δηαηχπσζαλ ζηνηρεία επηρεηξεκαηνινγίαο ζρεηηθά κε ηελ απφδεημε ηνπ 

Θεκειηψδνπο ζεσξήκαηνο ηνπ Λνγηζκνχ, πνπ ζπλδέεη απηέο ηηο δχν έλλνηεο, θαη 

θαηνρπξψλεη ηελ αληίζηξνθε ζρέζε ηνπο. Μεξηθνί απφ ηνπο ζπκβνιηζκνχο πνπ 

φξηζαλ, φπσο ν 
dx

dy
, ρξεζηκνπνηνχληαη κέρξη θαη ζήκεξα (Grabiner, 1983). Ο δεχηεξνο 

λφκνο ηνπ Newton θαη ν λφκνο ηεο ειαζηηθφηεηαο ηνπ Hooke παξαθίλεζαλ ηνλ Euler 

(1739) λα δηαηππψζεη θαη λα επηιχζεη κία εμίζσζε πνπ πεξηειάκβαλε παξαγψγνπο: 

m𝑥 + kx = 0. Ζ εμίζσζε απηή αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ νλνκαδφκελσλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ θαη πεξηγξάθεη ηελ θίλεζε κίαο παιιφκελεο ρνξδήο. Ο Euler 

ρξεζηκνπνίεζε ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο πξνθεηκέλνπ λα ηελ ιχζεη (Kline, 

1972). Ο επφκελνο ζεκαληηθφο ζηαζκφο γηα ηελ ελλνηνινγηθή πξνζέγγηζε ηεο 

παξαγψγνπ, είλαη ε πεξίνδνο ζηελ νπνία νη Taylor, Euler θαη Maclaurin (1715) 

αζρνιήζεθαλ κε ηε ιχζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Ο Taylor κπφξεζε λα 

πξνζδηνξίζεη ηηο ιχζεηο ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ κε ρξήζε ησλ κεξηθψλ 

παξαγψγσλ θαη κε ηε ρξήζε ησλ  ζεηξψλ πνπ θέξνπλ ην φλνκά ηνπ. Σε γεσκεηξηθή 

δηάζηαζε φισλ απηψλ πξνζέγγηζε ν Maclaurin κε ηα αλαπηχγκαηα πνπ θέξνπλ 

επίζεο ην φλνκά ηνπ.  

    Ο Euler βεβαίσο έδσζε ζεκαληηθή ψζεζε ζηελ εχξεζε κεγίζησλ θαη ειαρίζησλ, 

σζηφζν δελ ζπλέβαιε νπζηαζηηθά ζηελ θαηαλφεζε ηεο θχζεο παξαγψγνπ. Απηφ 

θαζψο θαη φηη νη ζεηξέο Taylor απαηηνχζαλ ηνλ ππνινγηζκφ φρη κφλν ηεο πξψηεο θαη 

δεχηεξεο παξαγψγνπ αιιά θαη παξαγψγνπο αλψηεξεο ηάμεο παξέκελαλ δχν αλνηρηά 

δεηήκαηα. Ο πξψηνο καζεκαηηθφο πνπ αζρνιήζεθε νπζηαζηηθά κε απηά ηα 

εξσηήκαηα ήηαλ ν Lagrange (1797). Ο ίδηνο επεδίσμε λα δψζεη αιγεβξηθή κνξθή 

ζηελ πξνζέγγηζε ηεο παξαγψγνπ. Γηα απηφ ην ιφγν ρξεζηκνπνίεζε ηηο απεηξνζεηξέο 

πξάγκα πνπ ν Newton πξνζέγγηζε βαζηδφκελνο ζε φξηα. Ο Lagrange θαηάθεξε λα 

νξίζεη θάζε ζπλάξηεζε κε αλαπηχγκαηα δπλακνζεηξψλ: 
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f(x+h)=f(x)+p(x)h+q(x)h
2
+r(x)h

3
+... Απηφ απνηέιεζε ην εθαιηήξην γηα λα νξηζηεί γηα 

πξψηε θνξά ε ζπλάξηεζε ηεο παξαγψγνπ κε έλαλ αλαιπηηθφ ηχπν ζπλάξηεζεο κε ηε 

ρξήζε δπλακνζεηξψλ. Ο ζπκβνιηζκφο ηεο παξαγψγνπ: f΄(x), πνπ ρξεζηκνπνίεζε ν 

Lagrange, θπξηαξρεί κέρξη ζήκεξα. Με ηελ βνήζεηα ηνπ ηχπνπ ηεο πξψηεο 

παξαγψγνπ, νξίζηεθαλ θαη νη παξάγσγνη αλψηεξεο ηάμεο (Lagrange, 1813).  

    Ωο ηειεπηαίνο ζηαζκφο ηεο ρξνλνινγηθήο εμέιημεο ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ 

ζεσξείηαη ε δηαηχπσζε ηνπ νξηζκνχ ηεο, πξάγκα πνπ γίλεηαη γηα πξψηε θνξά. Απηφ 

επηρεηξήζεθε απφ ηνλ Cauchy (1823) φηαλ φξηζε ηελ παξάγσγν σο ην φξην ηνπ 

πειίθνπ [f(x+h)-f(x)]/h, κε ηε κεηαβιεηή h λα ηείλεη λα πάξεη ηε κεδεληθή ηηκή, φηαλ 

ην φξην ππάξρεη (Cauchy, 1823). Ο Cauchy έδσζε δηαθνξεηηθή εξκελεία ζηελ έλλνηα 

ηνπ νξίνπ απφ απηήλ πνπ έδσζαλ νη πξνεγνχκελνη. Απηφ ηνλ θαηέζηεζε πην 

«ειεχζεξν» ζπγθξηηηθά κε ηνλ Lagrange, ψζηε λα κπνξεί λα γεληθεχζεη θαη λα 

εθαξκφζεη ηνλ νξηζκφ απηφ θαη ζε άιιεο πεξηπηψζεηο. Γηα παξάδεηγκα, θαηάθεξε λα 

ππνινγίζεη εκβαδά ρσξίσλ. Αθφκε, θαηέζεζε  κία αμηφινγε απφδεημε ηνπ 

Θεκειηψδνπο ζεσξήκαηνο ηνπ Λνγηζκνχ, δηαηππψλνληαο θαη απνδεηθλχνληαο 

πξσηχηεξα ην εμήο ζεψξεκα:  

Έζησ κία ζπλάξηεζε f ε νπνία είλαη ζπλερήο ζε έλα δηάζηεκα [x,x+a], ηφηε 

ηζρχεη φηη  minf΄(x) ≤
𝑓 𝑥+𝑎 −𝑓(𝑥)

𝑎
 ≤ maxf΄(x) 

Δπίζεο, ν Cauchy απέδεημε ηελ χπαξμε ξίδαο ζηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ζέκα ην 

νπνίν έγηλε αληηθείκελν κειέηεο απφ ηνπο Stokes θαη Weierstrass, νη νπνίνη 

αζρνιήζεθαλ κε ηελ νκνηφκνξθε ή κε ζχγθιηζε.  

    Ο Cauchy αμηνπνίεζε πνιιέο απφ ηηο κεζφδνπο θαη ηα επξήκαηα ησλ 

πξνγελέζηεξσλ καζεκαηηθψλ. Υξεζηκνπνίεζε ηελ αληζφηεηα κε ηελ νπνία ν 

Lagrange ραξαθηήξηζε ηελ παξάγσγν αιιά ηελ κεηέηξεςε ζε νξηζκφ (Grabiner, 

1981). Αθφκε δαλείζηεθε απφ ηνλ Lagrange ην φλνκα ηεο παξαγψγνπ θαη ηνλ 

ζπκβνιηζκφ ηεο, f΄(x), δίλνληαο έκθαζε ζηε ζπλαξηεζηαθή θχζε ηεο παξαγψγνπ.  

    ΢πλνςίδνληαο, ζα ιέγακε φηη ε έλλνηα ηεο παξαγψγνπ αλαπηχρζεθε θπξίσο ζε έλα 

ρξνληθφ δηάζηεκα δηάξθεηαο δηαθνζίσλ ρξφλσλ. Όπσο ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη ν 

Grabiner (1983) ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ, ν Fermat ηελ ρξεζηκνπνίεζε 

(1630), νη Newton (1669) θαη Leibniz (1684) ηελ αλαθάιπςαλ, ν Lagrange (1797) ηελ 

νλφκαζε θαη ηε ραξαθηήξηζε θαη νη Cauchy (1823) θαη Weierstrass (1861) ηελ 

φξηζαλ. 
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Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ηα βηβιία καζεκαηηθψλ παξνπζηάδνπλ ηελ 

εμέιημε ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ κε ηελ αθξηβψο αληίζεηε ζεηξά απφ απηήλ πνπ 

αθνινπζήζεθε ζηελ ηζηνξηθή ηεο δηαδξνκή. Ξεθηλνχλ κε ηνλ νξηζκφ, δηεξεπλνχλ 

κεξηθά απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ απηήλ, θαη ηφηε κφλν πξνηείλνπλ 

εθαξκνγέο ηεο. Όκσο έλαο θαζεγεηήο καζεκαηηθψλ ζα πξέπεη λα γλσξίδεη ηελ 

ηζηνξηθή ηεο δηαδξνκή πξνθεηκέλνπ κε βάζε απηήλ λα δηδάμεη θαη λα πξνθαιέζεη ηε 

δεκηνπξγηθφηεηα θαη ηε θαληαζία ησλ καζεηψλ ηνπ (Grabiner, 1983). 

 

1.2 Υαξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ: γλσζηηθή πνιπκνξθία, επηζηεκνινγηθή 

πνιπκνξθία θαη αλαπαξαζηαηηθή πνιπκνξθία 

    Πξνζεγγίδνληαο ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο εηδηθφηεξα κέζσ ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο, γίλεηαη αληηιεπηή ε πνιπκνξθία πνπ δηαθαηέρεη ηε θχζε ηεο. 

΢πγθεθξηκέλα έρεη γλσζηηθή, επηζηεκνινγηθή θαη αλαπαξαζηαηηθή πνιπκνξθία. Ζ 

γλσζηηθή πνιπκνξθία ηεο έγθεηηαη ζην φηη ε ζπλάξηεζε εκπεξηέρεη έλα ζχλνιν 

ελλνηψλ (πεδίν νξηζκνχ, πεδίν ηηκψλ, αληηζηξνθή, ζχλζεζε θηι) θαη ζπλδέεηαη άκεζα 

κε άιιεο έλλνηεο (πνζφηεηα, κεηαβιεηή, ιφγνο θιπ) (Κνιεδά & Φαθνχδεο, 2008).. 

Όζνλ αθνξά ηελ επηζηεκνινγηθή ηεο πνιπκνξθία, απηή απνθαιχπηεηαη απφ ην 

γεγνλφο φηη ζε δηαθνξεηηθά πιαίζηα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ζρέζε, απεηθφληζε, 

κεηαζρεκαηηζκφο ή αληηθείκελν (Eisenberg, 2002). Καηά ζπλέπεηα νη νξηζκνί πνπ ηεο 

απνδίδνληαη είλαη αξθεηνί (ζρέζε εμάξηεζεο, αληηζηνίρηζε, ζχλνιν δηαηεηαγκέλσλ 

δεπγψλ) νη νπνίνη είλαη κελ καζεκαηηθά ηζνδχλακνη αιιά δελ είλαη γλσζηηθά 

ηζνδχλακνη (Κνιεδά & Φαθνχδεο, 2008). Ζ αλαπαξαζηαηηθή πνιπκνξθία ηεο 

Φσηνγξαθία.  Ηκεξνκελίεο ησλ θπξηόηεξσλ έξγσλ ησλ καζεκαηηθώλ πνπ ζπλέβαιαλ ζηελ εμέιημε ηεο 

έλλνηαο ηεο παξαγώγνπ (Grabiner, 1983). 
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ζπλάξηεζεο επηηξέπεη λα αλαπαξαζηαζεί σο ηχπνο, (αιγεβξηθφο ηξφπνο), σο γξαθηθή 

παξάζηαζε (γξαθηθφο ηξφπνο) θαη σο πίλαθαο ηηκψλ (αξηζκεηηθφο ηξφπνο) 

(Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Sierpinska, 1992). Κάζε κνξθή αλαπαξάζηαζεο 

απαηηεί δηαθνξεηηθφ γλσζηηθφ πιαίζην πιεξνθνξίαο θαη δίλεη πιεξνθνξίεο γηα 

νξηζκέλεο κφλν πιεπξέο ηεο, ρσξίο λα κπνξεί λα ηελ πεξηγξάςεη πιήξσο 

(Καιδξπκίδνπ, Μνξφγινπ, 2007).  

    Όια απηά θαζηζηνχλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο δπζλφεηε, εηδηθά απφ ηνπο 

καζεηέο. Πνιινί εξεπλεηέο δηέγλσζαλ φηη νη καζεηέο ζπρλά θαηαιήγνπλ λα έρνπλ 

κία πεπεξαζκέλε εηθφλα ηεο ζπλάξηεζεο, ή κε άιια ιφγηα, κία αδχλακε 

ελλνηνινγηθή εηθφλα ηεο ζπλάξηεζεο (Tall &Vinner, 1981; Leinhardt, Zaslavsky & 

Stein, 1990; Dubinsky & Harel, 1992; Sfard, 1992;  Sierpinska, 1992; Kalchman & 

Case, 1998; Eisenberg, 2002; Rabadi, 2015). 

1.3 Λάζε θαη παξαλνήζεηο ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο  

    Όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο είλαη  δχζθνιε σο πξνο ηελ 

θαηαλφεζε, φπσο παξαηεξνχλ πνιινί εξεπλεηέο (Freudental, 1973; Janvier, 1978, 

Tall & Vinner, 1982, Dubinsky, Sfard, Sierpinska, 1993; Eisenberg, 2002; Rabadi, 

2015). Οη αηηίεο ηεο δπζθνιίαο απηήο έγθεηληαη αθελφο ζηελ ηδηαηηεξφηεηα ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο θαη αθεηέξνπ ζηε δηδαθηηθή ηεο πξνζέγγηζε. ΢ην αλαιπηηθφ 

πξφγξακκα ησλ ζρνιείσλ, ζπλαληάηαη ζε δηαθνξεηηθέο κνξθέο απφ ην δεκνηηθφ έσο 

θαη ην ιχθεην θαη κεηέπεηηα ζηα πξνγξάκκαηα ζπνπδψλ νξηζκέλσλ παλεπηζηεκηαθψλ 

ηδξπκάησλ. 

    Δηδηθφηεξα αξθεηνί εξεπλεηέο ζηνλ ηνκέα ηεο δηδαθηηθήο ησλ Μαζεκαηηθψλ έρνπλ 

κειεηήζεη ηε δηδαθηηθή κεηαθνξά ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ 

νη καζεηέο. (Freudenthal, 1973; Janvier, 1978; Tall & Vinner, 1982; Freudenthal, 

1983; Dubinsky & Harel, 1992; Sierpinska, 1992;  Dubinsky, Sfard, Sierpinska, 1993; 

Βαζάθνο, 1995; Αζβεζηά & Γαγάηζεο 1995; Kalchman & Case, 1998; Gagatsis & 

Christou, 2000). Ζ Sierpinska (1992) επηζεκαίλεη φηη νη δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη 

καζεηέο ζηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο είλαη παξφκνηεο κε ηηο ελλνηνινγηθέο δπζθνιίεο 

πνπ ζπλάληεζαλ νη καζεκαηηθνί ζην πέξαζκα ησλ αηψλσλ θαηά ηελ πξνζπάζεηά ηνπο 

λα πξνζεγγίζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. Οη πξναπαηηνχκελεο θαη 

πξνυπάξρνπζεο γλψζεηο θαη αληηιήςεηο, ηα επηζηεκνινγηθά θαη αλαπαξαζηαηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο θαζψο θαη ε νξγάλσζε θαη ν πεξηνξηζκφο ηνπ 

ελλνηνινγηθνχ πεδίνπ επζχλνληαη γηα ηε δεκηνπξγία παξαλνήζεσλ απφ ηνπο καζεηέο 

(Καιδξπκίδνπ, 2017). Αλαιπηηθφηεξα, πνιινί εξεπλεηέο κειέηεζαλ ηηο αληηιήςεηο 

ησλ καζεηψλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πξνθεηκέλνπ λα πξνζδηνξίζνπλ ηηο παξαλνήζεηο 

πνπ απηέο δεκηνπξγνχλ (Tall & Vinner, 1982; Vinner & Dreyfus, 1989; Markovitz, 

Eylon & Bruckheimer, 1986; Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990; Linchevski & 

Herscovics, 1996). ΢εκεηψλνπκε κεξηθέο απφ απηέο. 

    Οη καζεηέο ηείλνπλ λα ζεσξνχλ απνδεθηή κφλν ηελ θαλνληθφηεηα ησλ κνξθψλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα ε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο είλαη απνδεθηή 
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αλ έρεη «θπζηνινγηθή ζπκπεξηθνξά» (αλ είλαη νκαιή, ζπκκεηξηθή) (Leinhardt, 

Zaslavsky & Stein, 1990). Αθφκε νη καζεηέο δέρνληαη ηνλ νξηζκφ σο κνλαδηθφ ηξφπν 

λα πεξηγξαθεί έλα καζεκαηηθφ αληηθείκελν. Αγλννχλ ηνπο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο 

αλαπαξάζηαζήο ηεο πνπ βνεζνχλ ζεκαληηθά ζηελ ελλνηνινγηθή ηεο πξνζέγγηζε απφ 

δηαθνξεηηθέο γλσζηηθέο δηεξγαζίεο (Tall & Vinner, 1982). Οη καζεηέο, ηείλνπλ λα 

απνδέρνληαη σο ζπλαξηήζεηο κφλν απηέο πνπ έρνπλ αλαιπηηθφ ηχπν θαη κάιηζηα 

απιφ. Όζεο έρνπλ πνιιαπιφ ηχπν -πνιχθιαδεο ζπλαξηήζεηο- ζεσξνχληαη φηη είλαη 

πνιιέο ζπλαξηήζεηο καδί. Όπσο επηζεκαίλνπλ νη Markovitz, Eylon & Bruckheimer 

(1986), φηαλ νη ζπλαξηήζεηο δελ δίλνληαη κε ηε κνξθή ησλ αλαιπηηθψλ ηνπο ηχπσλ 

αιιά σο έλα ζχλνιν δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ, ηφηε νη καζεηέο δελ ηηο αλαγλσξίδνπλ σο 

ζπλαξηήζεηο. Όκσο, αθφκε θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε δνζεί σο 

αλαιπηηθφο ηχπνο, νη καζεηέο αδπλαηνχλ λα θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο 

θαη ηνπ αξηζκνχ πνπ εκπιέθνληαη. ΢χκθσλα κε ηνπο Linchevski & Herscovics 

(1996), κία απφ ηηο παξαλνήζεηο πνπ νη καζεηέο παξνπζηάδνπλ ζρεηηθά κε ηελ 

κεηάβαζε απφ ηελ αξηζκεηηθή ζηελ άιγεβξα είλαη φηη πηζηεχνπλ φηη ε κεηαβιεηή 

είλαη πάληα ν άγλσζηνο θαη ν αξηζκφο είλαη κία πνζφηεηα. Οη καζεηέο ζεσξνχλ 

αθφκε φηη νη ζπλαξηεζηαθέο ζρέζεηο είλαη απαξαηηήησο αηηηψδεηο ζρέζεηο. Θεσξνχλ 

δειαδή φηη ζα πξέπεη απαξαηηήησο λα ππάξρεη θάπνηα πξάμε ζην x ψζηε λα 

επεξεάζεη ην y. Καηά ζπλέπεηα δελ απνδέρνληαη ηηο ζηαζεξέο ζπλαξηήζεηο επεηδή 

απηνί ζεσξνχλ θαζφηη αλαγθαίν ζηνηρείν ζηνλ ηχπν κηαο ζπλάξηεζεο λα ππάξρεη ην x 

(Markovitz, Eylon & Bruckheimer, 1986). Δλψ ζεσξνχλ απαξαίηεηε ηελ εμάξηεζε 

πξνθεηκέλνπ λα πξνζεγγίζνπλ ππνινγηζηηθά ηε ζπλάξηεζε, παξαηεξείηαη φηη ζε 

αζθήζεηο πνπ απαηηνχλ βαζχηεξε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε εζηηάδνπλ ζπλήζσο κφλν 

ζηε κία απφ ηηο δχν κεηαβιεηέο (εμαξηεκέλε, αλεμάξηεηε) (Leinhardt, Zaslavsky & 

Stein, 1990). Αθφκε, νη ίδηνη εξεπλεηέο ηνλίδνπλ φηη νη καζεηέο δελ αληηκεησπίδνπλ 

κε ηνλ ίδην ηξφπν ηηο ζπλερείο θαη ηηο δηαθξηηέο κεηαβιεηέο ζηηο ζπλαξηήζεηο.  

    Γχν άιια ραξαθηεξηζηηθά ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ θαίλνληαη λα δεκηνπξγνχλ 

δπζθνιίεο ζηνπο καζεηέο είλαη ην γεγνλφο φηη ε ζπλάξηεζε είλαη ακθηκνλφηηκε θαη 

αζπλερήο (Vinner & Dreyfus, 1989). Όζνλ αθνξά ηα επηζηεκνινγηθά ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο ζπλάξηεζεο, ζπρλά νη καζεηέο ηαπηίδνπλ ηελ αλαπαξάζηαζε κε ηελ ζπλάξηεζε. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ζπλήζσο δέρνληαη σο ζπλάξηεζε κφλν ηελ ζπκβνιηθή 

αλαπαξάζηαζε. Θεσξνχλ ηε γξαθηθή αλαπαξάζηαζή ηεο θαζαξά γεσκεηξηθή 

θαηαζθεπή. Όζνλ αθνξά ινηπφλ ηα αλαπαξαζηαηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο ζπλάξηεζεο 

νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα θαηαλνήζνπλ φηη νη πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο 

ζπλζέηνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη είλαη απαξαίηεην λα ζπλππάξρνπλ 

(Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990).     

1.4 Γπζθνιίεο πνπ πξνέξρνληαη από ηα ραξαθηεξηζηηθά θαη ηε θύζε ηεο εηθόλαο 

    Οη Pintó & Ametller (2002) εληφπηζαλ θαη ζπλέιεμαλ νξηζκέλνπο ηξφπνπο πνπ 

επηιέγνπλ νη καζεηέο πξνθεηκέλνπ λα εξκελεχζνπλ κία εηθφλα. Μεξηθέο απφ απηέο 

είλαη νη εμήο: α) ε ππεξνρή ηεο δηεγεκαηηθήο αλάγλσζεο ‗Pre-eminence of narrative 

readings‘. Οη καζεηέο ηείλνπλ λα δηαβάδνπλ κία εηθφλα εξκελεχνληάο ηελ σο ηζηνξία 

πνπ εκπεξηέρεη ην ρξφλν. Αθφκε ηε κειεηνχλ κε ζπγθεθξηκέλεο δνκέο φπσο είλαη ε 
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αλάγλσζε απφ ηα αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά. Απηφ κπνξεί είηε λα βνεζά είηε λα θσιχεη 

ηε εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ. β) Γηαβάδνπλ ιαλζαζκέλα ηελ εηθφλα φηαλ «ιείπνπλ» 

πιεξνθνξίεο ‗Misreading when information is missing‘. Όηαλ νη καζεηέο αληηθξίδνπλ 

κία εηθφλα ζηελ νπνία ππάξρεη θάπνην θελφ (γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε είλαη 

αζπλερήο) ή θάπνηα έλδεημε απφ άιιεο καζεκαηηθέο έλλνηεο πνπ δελ γλσξίδνπλ (γηα 

παξάδεηγκα κε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε), ηφηε είηε πξνζπεξλνχλ απηφ ην θελφ ή ηελ 

έλδεημε είηε επηρεηξνχλ λα θαηαζθεπάζνπλ κεραληζκνχο πξνθεηκέλνπ λα ηα 

μεπεξάζνπλ. Απηνί νη κεραληζκνί βαζίδνληαη θπξίσο ζε πξφηεξε δηθή ηνπο γλψζε. Ζ 

αληηκεηψπηζε ησλ εηθφλσλ απφ ηνπο καζεηέο φπσο παξνπζηάζηεθε ζρεκαηηθά 

παξαπάλσ, δεκηνπξγεί ζπρλά δπζθνιίεο θαζψο νη καζεηέο θαινχληαη λα εμαγάγνπλ 

πνιιαπιά ζπκπεξάζκαηα απφ κία εηθφλα. 

    Όζνλ αθνξά ηε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ησλ ελλνηψλ ηνπ Λνγηζκνχ είλαη γεγνλφο 

φηη πνιινί καζεηέο ζπλαληνχλ δπζθνιίεο φηαλ απαηηείηαη λα επηιέμνπλ θαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο θαηάιιειεο αλαπαξαζηάζεηο. ΢χκθσλα κε ηνπο Robert & 

Boschet (1984), νη καζεηέο πνπ επηηπγράλνπλ ζπζηεκαηηθά είλαη απηνί νη νπνίνη 

κπνξνχλ κε κεγάιε επειημία λα ρξεζηκνπνηήζνπλ πνιιέο θαη δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο πνπ κειεηνχλ: ζπκβνιηθή, αξηζκεηηθή θαη νπηηθή. 

Γπζηπρψο φκσο νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δηζηάδνπλ λα νπηηθνπνηήζνπλ ηηο έλλνηεο 

ηνπ Λνγηζκνχ. Οη Dreyfus & Eisenberg (1991) αλαθέξνπλ παξαδείγκαηα ζηα νπνία 

νη καζεηέο θαινχληαη λα ιχζνπλ ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα φπνπ αλ θαη ε ρξήζε ησλ 

νπηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ (ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ γξαθηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ) ζα ηνπο εμαζθάιηδε κία πνιχ γξήγνξε θαη εχθνιε ιχζε, απηνί 

επηιέγνπλ λα κελ ηηο αμηνπνηνχλ θαζφινπ. Οη εξεπλεηέο απνδίδνπλ ηελ αηηία ζην 

γεγνλφο φηη γηα πνιιά ρξφληα ε αξηζκεηηθή θαη ζπκβνιηθή αλαπαξάζηαζε σο ηξφπνο 

πξνζέγγηζεο νπνηνπδήπνηε πξνβιήκαηνο ήηαλ θπξίαξρε. Πνιιέο έξεπλεο δείρλνπλ 

φηη νη νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ―visual images‖, φπσο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο, 

κπνξνχλ λα ζπληειέζνπλ ζε πνιχ κεγάιν βαζκφ ζηε βαζχηεξε θαηαλφεζε 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ (Vinner & Dreyfus, 1989; Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990; 

Hitt, 1998; Gagatsis & Shiakalli, 2004). Γεληθφηεξα ε ρξήζε πεξηζζφηεξσλ ηνπ ελφο 

ηξφπσλ αλαπαξάζηαζεο βνεζά λα ζπιιάβνπλ θαιχηεξα κία καζεκαηηθή έλλνηα 

(Kaput, 1992). Πην ζπγθεθξηκέλα, ν Kaput (1989) εξεχλεζε θαη βεβαίσζε φηη ε 

ρξήζε πνιιψλ αλαπαξαζηάζεσλ θαιχπηεη ηηο δηαθνξεηηθέο εξκελείεο κίαο 

καζεκαηηθήο έλλνηαο. Δπίζεο αλαδεηθλχεη ηηο δηαζηάζεηο ησλ πεξίπινθσλ ελλνηψλ 

αιιά θαη ηε γλσζηηθή ζχλδεζε κεηαμχ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ.  

1.5 Λάζε θαη παξαλνήζεηο ζρεηηθά κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

    Οη καζεηέο θνηηεηέο απνθεχγνπλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζπγθεθξηκέλνπο ηξφπνπο 

αλαπαξάζηαζεο ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο, φπσο ηε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε, ελψ 

πξνηηκνχλ άιιεο, φπσο ε αιγεβξηθή αλαπαξάζηαζε (Hitt, 1998). Οη Leinhardt, 

Zaslavsky & Stein (1990) ζπλφςηζαλ ηηο παξαλνήζεηο ησλ καζεηψλ, φπσο 

αλαθέξνληαη ζηελ βηβιηνγξαθία, ζε ηέζζεξηο θαηεγνξίεο: α) Οη καζεηέο ζπγρένπλ ηε 

κειέηε ζε δηάζηεκα/ζεκείν. Οη καζεηέο ζπρλά πξνζθνιιψληαη ζε έλα ζεκείν ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο θαη φρη ζηελ ζπκπεξηθνξά ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ζε 
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δηάζηεκα. β) Σαπηίδνπλ ηελ θιίζε κίαο γξαθηθήο παξάζηαζεο κε ην χςνο ηεο (ηελ 

ηεηαγκέλε). Όηαλ δίλνληαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ ζέζεσο δχν θηλεηψλ, 

νη καζεηέο, πξνθεηκέλνπ λα βξνπλ πνην απφ ηα δχν θηλεηά έρεη κεγαιχηεξε ηαρχηεηα, 

επηιέγνπλ ην θηλεηφ κε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πεξηέρεη ηε κεγαιχηεξε ηεηαγκέλε. 

γ) Πξνζθφιιεζε ζε πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο. ΢πρλά δηεπθνιχλεη ηνπο καζεηέο λα 

κεηαθξάδνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζε θαηαζηάζεηο ξεαιηζηηθέο, φπσο είλαη ε 

δηαδξνκή ελφο ηαμηδηνχ, αθφκε θαη ζε πεξηπηψζεηο πνπ ε παξάζηαζε είλαη αζπλερήο. 

Αθφκε δελ κπνξνχλ λα θαηαλνήζνπλ ηε ζρέζε ηεο αλεμάξηεηεο θαη εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηήο φπσο απηή πεξηγξάθεηαη απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο 

(Janvier, 1978; Eisenberg, 2002).  

    Όζνλ αθνξά ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα ζρεδηάδνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ζπλαξηήζεσλ, νη Tall & Vinner (1982) εληφπηζαλ ηε δπζθνιία ησλ καζεηψλ λα 

ζρεδηάζνπλ γξαθηθή παξάζηαζε αζπλερνχο θαη πνιχθιαδεο ζπλάξηεζεο θαζψο θαη 

ζπλάξηεζεο κε πεδίν νξηζκνχ πνπ πεξηέρεη άξξεηνπο αξηζκνχο. 

    Πνιινί εξεπλεηέο έρνπλ εμεηάζεη ηνλ ξφιν πνπ δηαδξακαηίδνπλ νη δηαθνξεηηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ζηελ θαηαλφεζε θαη ηελ εξκελεία ησλ ζπλαξηήζεσλ (Evangelidou, 

Spyrou, Elia, & Gagatsis, 2004; Hitt, 1998). Ζ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο δέρεηαη κία 

πνηθηιία αλαπαξαζηάζεσλ θαη ζπλεπψο κπνξεί λα δηδαρζεί  κέζσ απηψλ. Ζ θάζε κία 

απφ ηεο νπνίεο δίλεη πιεξνθνξίεο γηα νξηζκέλεο πιεπξέο ηεο έλλνηαο ρσξίο θακία λα 

κπνξέζεη λα ηελ πεξηγξάςεη νινθιεξσηηθά (Kaput, 1992). Οη κεηαβάζεηο απφ ηε κία 

αλαπαξάζηαζε ζηελ άιιε, έρνπλ ζπλδεζεί κε ηελ πεξίπινθε δηαδηθαζία κάζεζεο ζηα 

καζεκαηηθά. ΢πγθεθξηκέλα ζπληεινχλ ζηελ βαζχηεξε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε 

ελλνηψλ ηνπ Λνγηζκνχ φπσο ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο (Duval, 2002; Romberg, 

Fennema, & Carpenter, 1993, φπσο αλαθέξεηαη ζηνπο Gagatsis, Elia, Panaoura, 

Gravvani & Spyrou, 2006). Μία κεηάβαζε πεξηιακβάλεη δχν κνξθέο 

αλαπαξάζηαζεο: ηελ «πεγή» (αξρηθή αλαπαξάζηαζε) θαη ην «ζηφρν» (ηειηθή 

αλαπαξάζηαζε) (Janvier, 1987, φπσο αλαθέξεηαη ζηνπ Γαγάηζε, 2000). ΢ην 

παξάδεηγκα κίαο εμίζσζεο θαη ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ δχν ζπλαξηήζεσλ ζε 

θνηλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ε πεγή θαη ζηφρνο ζπρλά ελαιιάζζνληαη ζηηο 

αζθήζεηο ησλ ζρνιηθψλ εγρεηξηδίσλ. Οη ζηξαηεγηθέο κεηάθξαζεο ζπρλά δελ 

αλαπηχζζνληαη ζην πιαίζην κίαο ζρνιηθήο ηάμεο (Αζβεζηά & Γαγάηζεο, 1995; 

Janvier, 1987; Lesh et al, 1987). Κάπνηνη εξεπλεηέο εξκελεχνπλ ην ιάζε ησλ 

καζεηψλ σο απνηέιεζκα ηεο αδπλακίαο ρεηξηζκνχ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη ηεο 

έιιεηςεο ζπληνληζκνχ κεηαμχ ηνπο (Duval, 2002; Greeno & Hall, 1997). .  

    Αλαιπηηθφηεξα ε δπζθνιία απηή εμεγείηαη ίζσο απφ ηηο δηαθνξεηηθέο δηαδηθαζίεο 

πνπ θαιείηαη ν καζεηήο λα πξαγκαηνπνηήζεη, πξνθεηκέλνπ λα κειεηήζεη ηηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο. Οη δηαδηθαζίεο απηέο επεξεάδνληαη απφ ηηο δηαθνξεηηθέο αληηιήςεηο 

πνπ ππάξρνπλ γηα ηελ ελλνηνινγηθή αληίιεςε ηεο ζπλάξηεζεο. ΢χκθσλα κε ηνπο 

Καιδξπκίδνπ & Οηθνλφκνπ (1992), απηέο είλαη: ε γεσκεηξηθή αληίιεςε (ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ζεσξείηαη σο θακπχιε αλεμάξηεηα απφ ηνπο άμνλεο), ε αιγεβξηθή 

αληίιεςε (ε γξαθηθή παξάζηαζε ζεσξείηαη σο θακπχιε ζε ζρέζε κφλν κε ηνλ άμνλα 

Ox) θαη ε ζπλαξηεζηαθή αληίιεςε (ε γξαθηθή παξάζηαζε ζεσξείηαη σο θακπχιε ζε 
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ζρέζε κε ηνπο δχν άμνλεο Ox θαη Oy). Όζνλ αθνξά ηνπο ηξφπνπο επεμεξγαζίαο κίαο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο έρνπλ εληνπηζηεί νη αθφινπζνη ηξεηο ηξφπνη: ε ζεκεηαθή 

επεμεξγαζία (ππνινγηζκφο ζεκείσλ γηα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε), ε βεκαηηθή 

επεμεξγαζία (επεμεξγαζία κέζσ ηχπνπ «κειέηεο» ζπλάξηεζεο) θαη ε νιηζηηθή 

επεμεξγαζία (θαηεγνξία ζπλάξηεζεο θαη κεηαθνξά αμφλσλ) (Καιδξπκίδνπ & 

Οηθνλφκνπ, 1992). Απφ ηε ζρεηηθή έξεπλα πξνέθπςε φηη ε θαηεγνξία αληηιήςεσλ 

ζπζρεηίδεηαη κε ηνλ ηξφπν επεμεξγαζίαο ησλ δεδνκέλσλ θπξίσο ζην γξαθηθφ 

αλαπαξαζηαηηθφ πιαίζην (Καιδξπκίδνπ, Μνξφγινπ, 2007). 

1.6 Παξάγσγνο 

1.6.1 Γηδαζθαιία ηεο παξαγώγνπ 

    Ζ παξάγσγνο σο βαζηθή έλλνηα ηνπ ινγηζκνχ δηδάζθεηαη ζε ιχθεηα θαη 

παλεπηζηήκηα ζε φιν ηνλ θφζκν ιφγσ ηεο ζπνπδαίαο εθαξκνγήο ηεο ζε αξθεηνχο 

θιάδνπο ηεο επηζηήκεο. ΢ε θάπνηεο ρψξεο ε παξάγσγνο, φπσο θαη άιιεο βαζηθέο 

έλλνηεο ηνπ Λνγηζκνχ, δηδάζθνληαη γηα πξψηε θνξά ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε 

θαη έπεηηα αλαιχνληαη πεξηζζφηεξν ζε παλεπηζηεκηαθά ηδξχκαηα ησλ νπνίσλ νη 

νδεγνί ζπνπδψλ πεξηιακβάλνπλ καζήκαηα καζεκαηηθψλ. ΢ε άιιεο ρψξεο 

παξεκβάιιεηαη κία ππνρξεσηηθή ζεηξά καζεκάησλ κεηά ηε δεπηεξνβάζκηα 

εθπαίδεπζε θαη πξηλ ηελ ηξηηνβάζκηα πξνθεηκέλνπ νη ζπνπδαζηέο λα θαηαλνήζνπλ ζε 

κεγαιχηεξν βάζνο ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο.  

    ΢ε αξθεηέο επξσπατθέο ρψξεο, ζηελ Ακεξηθή θαη ζηελ Νφηηα Αθξηθή νη καζεηέο 

ζπλαληνχλ πξψηε θνξά ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ ζηελ ηειεπηαία ηάμε ηεο 

δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζήο ηνπο (grade 12, εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα κε 12 βαζκίδεο 

K-12) (Maharaj, 2013). Ο βαζκφο απζηεξφηεηαο ηεο θάζε πξνζέγγηζεο θαη νη ηξφπνη 

αλαπαξάζηαζήο ηεο (αξηζκεηηθή, ζπκβνιηθή, ρξήζε ζπλαξηήζεσλ ή εμαξηεκέλσλ 

θαη αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ) δηαθέξνπλ αλά εθπαηδεπηηθφ ζχζηεκα (Tall, 1993). Οη 

βαζηθνί θαλφλεο παξαγψγηζεο θαζψο θαη ηα είδε ζπλαξηήζεσλ πνπ δηδάζθνληαη 

δηαθέξνπλ επίζεο θαηά πεξίπησζε. Γηα παξάδεηγκα, ζηε Νφηηα Αθξηθή νη καζεηέο 

ζην ζρνιείν δηδάζθνληαη ηελ παξαγψγηζε πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαη ζην 

παλεπηζηήκην ησλ ππφινηπσλ ζπλαξηήζεσλ (Maharaj, 2013). 

    Δηδηθφηεξα ζηελ Διιάδα θαη φζνλ αθνξά ηελ δηδαζθαιία ηεο «παξαγψγνπ», νη 

καζεηέο δηδάζθνληαη γηα πξψηε θνξά ηελ έλλνηα ζηε Γ΄ Λπθείνπ ζηα καζεκαηηθά 

πξνζαλαηνιηζκνχ ζεηηθψλ ζπνπδψλ, νηθνλνκίαο θαη πιεξνθνξηθήο. Οη καζεηέο πξηλ 

λα δηδαρζνχλ ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ έρνπλ κειεηήζεη ηελ έλλνηα ηνπ νξίνπ, θαη 

ελ ζπλερεία εηζάγνληαη ζηελ έλλνηα ηνπ νξηζκέλνπ νινθιεξψκαηνο (θαη αφξηζηνπ). 

΢πγθεθξηκέλα, δηδάζθνληαη ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ κε ηηο εμήο εξκελείεο: α) σο 

θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ζε ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f θαη β) 

σο ξπζκφ κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο f σο πξνο x. Ο ζπκβνιηζκφο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη παγθνζκίσο γηα ηελ ζπλάξηεζε είλαη ην γξάκκα f θαη γηα ηελ 

παξάγσγν : f΄(x). 
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1.6.2 Γπζθνιίεο θαη παξαλνήζεηο ζηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ      

    Σν δήηεκα ηεο θαηαλφεζεο ηεο παξαγψγνπ κηαο ζπλάξηεζεο απαζρνιεί αθφκε ηελ 

εξεπλεηηθή θνηλφηεηα. ΢ηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία ζπλαληνχκε κειέηεο ζηηο νπνίεο 

εξεπλψληαη ζέκαηα φπσο:  

 ε πνιπκνξθηθή ζχζηαζε ηεο έλλνηαο,  

 νη ηξφπνη αλαπαξάζηαζήο ηεο,  

 ε ζχλδεζε κε άιιεο καζεκαηηθέο έλλνηεο,  

 νη αληηιήςεηο ησλ καζεηψλ, θνηηεηψλ θαη θαζεγεηψλ γηα ηελ έλλνηα ηεο 

παξαγψγνπ,  

 νη δπζθνιίεο θαη νη παξαλνήζεηο ησλ καζεηψλ θαη θνηηεηψλ ζρεηηθά κε 

απηήλ,  

 νη δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο έλλνηαο απφ ηνπο εθπαηδεπηηθνχο,   

 ηα δηδαθηηθά ζελάξηα πνπ πξνηείλνληαη ζηνπο εθπαηδεπηηθνχο θαη 

 ε παξνπζίαζε ηεο ηζηνξηθήο δηακφξθσζεο ηεο έλλνηαο σο βάζε δηδαζθαιίαο  

(Orton, 1983; Grabiner, 1983; Tall, 1993; Aspinwall, Shaw & Presmeg, 1997; Asiala, 

Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf 1997; Ubuz, 2007; Pino-Fan, Godino, Font & 

Castro, 2012; Fuantealba et al, 2016). 

    Δξεπλεηέο ππνζηεξίδνπλ φηη ε παξάγσγνο είλαη κία έλλνηα ηελ νπνία νη καζεηέο 

δπζθνιεχνληαη λα θαηαλνήζνπλ (Orton, 1983; Uygur & Özdaş, 2005, φπσο 

αλαθέξεηαη ζην Maharaj, 2013; Fuantealba et al, 2016). Έλα κεγάιν πιήζνο εξεπλψλ 

ζηνλ ηνκέα ηεο δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ αλαθέξεηαη ζηνλ εληνπηζκφ ησλ 

παξαλνήζεσλ ησλ καζεηψλ θαη ησλ θνηηεηψλ ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ 

(Tall, 1993; Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Fuentealba, 

2017;Borji, et al, 2018; Ryberg, 2018).  

    ΢ρεηηθά κε ηελ αλαιπηηθή κνξθή ηεο παξαγψγνπ έρεη βξεζεί φηη νη παξαλνήζεηο 

ησλ καζεηψλ/θνηηεηψλ ζρεηίδνληαη κε:  

 ην ζπκβνιηζκφ ηεο παξαγψγνπ,  

 ηνλ νξηζκφ ηεο παξαγψγνπ,  

 ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο (θαλφλαο παξαγψγηζεο ηεο ζχλζεηεο ζπλάξηεζεο), 

 ηελ θαηαλφεζε θαη ηελ εξκελεία ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο ηεο 

παξαγψγνπ,  

 ηελ παξάγσγν σο ζπλάξηεζε ρξφλνπ (ζε πξνβιήκαηα θίλεζεο),  

 ην ξπζκφ κεηαβνιήο θαη 

 ηα ζεσξήκαηα πνπ εκπεξηέρνπλ ηελ παξάγσγν  

(Tall, 1993; Rabadi, 2015; Fuentealba, et al, 2017). 

    Δηδηθφηεξα ν Tall (1993) αλαθέξεη φηη ν ζπκβνιηζκφο ηεο παξαγψγνπ θαηά ηνλ 

Leinbiz: 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
 ελψ είλαη θαζνξηζηηθφο γηα ηνλ Λνγηζκφ πξνθαιεί ζνβαξά πξνβιήκαηα 
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ζηνπο καζεηέο. Δλδεηθηηθά έλα απφ απηά είλαη ην αλ ν ζπκβνιηζκφο απηφο παξηζηάλεη 

θιάζκα ή έλα αλεμάξηεην ζχκβνιν. Δπίζεο νη δηάθνξνη νξηζκνί ηεο παξαγψγνπ σο 

φξην, θιίζε εθαπηνκέλεο ζπλάξηεζεο θαη σο ξπζκφο κεηαβνιήο δεκηνπξγνχλ 

δπζθνιίεο ζηελ θαηαλφεζή ηεο (Park, 2015). ΢πγθεθξηκέλα ν νξηζκφο ηεο παξαγψγνπ 

σο φξην, φπσο δίλεηαη απφ ηε ζπκβνιηθή κνξθή ηνπ: f΄(x) = lim
ℎ 0

𝑓 𝑥+ℎ −𝑓(𝑥)

ℎ
, 

δεκηνπξγεί ζχγρπζε. Οη καζεηέο αδπλαηνχλ λα δηαθξίλνπλ πνηα είλαη ε κεηαβιεηή 

θαη πνηα ε ζηαζεξά. Όηαλ ν ηχπνο πεξηιακβάλεη ην x0 αληί ηνπ x, νη καζεηέο 

δπζθνιεχνληαη λα αλαγλσξίζνπλ ηελ f‘(x) σο ζπλάξηεζε θαη ηελ βιέπνπλ σο κία 

ηηκή (Tall, 1997). Κάπνηεο παξαλνήζεηο, φπσο ν θαλφλαο αιπζίδαο (chain rule), έρνπλ 

κειεηεζεί πεξηζζφηεξν ζε έξεπλεο. Καηά ηελ παξαγψγηζε ζχλζεησλ ζπλαξηήζεσλ νη 

καζεηέο θαινχληαη λα εθαξκφζνπλ απηφλ ηνλ θαλφλα (Tall, 1993, φπσο αλαθέξεηαη 

ζην Maharaj, 2013). Όκσο ν θαλφλαο απηφο έρεη ραξαθηεξηζηεί απφ ηνπο εξεπλεηέο 

εμαηξεηηθά δχζθνινο λα δηδαρζεί θαη λα θαηαλνεζεί απφ ηνπο καζεηέο (Gordon, 

2005; Uygur & Özdaş, 2007, φπσο αλαθέξεηαη ζην Maharaj, 2013). Οη ηειεπηαίνη 

ζπλαληνχλ δπζθνιίεο φηαλ θαινχληαη λα ρεηξηζηνχλ ηελ παξάγσγν σο ζπλάξηεζε 

ρξφλνπ ζε ιεθηηθά πξνβιήκαηα ξπζκνχ κεηαβνιήο (Tall, 1992; Rabadi, 2015). 

Αθφκε νη εξεπλεηέο επηζεκαίλνπλ ην γεγνλφο φηη νη καζεηέο ζπρλά ρξεζηκνπνηνχλ ηα 

ζεσξήκαηα γηα λα ιχζνπλ κφλν έλαο είδνο αζθήζεσλ. Απηφ, ζχκθσλα κε ηνπο 

Fuentealba et al (2017) θαλεξψλεη φηη νη καζεηέο δελ έρνπλ θαηαθηήζεη ηε 

ζεκαηνπνίεζε ‗thematization‘ ηεο παξαγψγνπ. 

    Οη ιφγνη γηα ηνπο νπνίνπο νη καζεηέο ζπλαληνχλ απηέο ηηο δπζθνιίεο είλαη: ε 

πνιπδηάζηαηε ζχζηαζή ηεο, νη δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηεο θαη ε ζρέζε ηεο κε 

πνιιέο ηδηφηεηεο άιισλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ θαη ελλνηψλ. Οη εξεπλεηέο 

ππνζηεξίδνπλ φηη νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ 

ιφγσ ησλ πεξηνξηζκέλσλ λνεηηθψλ εηθφλσλ πνπ έρνπλ επξχηεξα γηα ηηο ζπλαξηήζεηο. 

Αθφκε νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα επηιέμνπλ ηελ θαηάιιειε αλαπαξάζηαζε θάζε 

θνξά. ΢πρλά πξνηηκνχλ ηηο δηαδηθαζηηθέο κεζφδνπο έλαληη ηεο ελλνηνινγηθήο 

θαηαλφεζεο. (Tall, 1993; Eisenburg & Dreyfus, 1991 φπσο αλαθέξεηαη ζην Stringer 

III, 2011).  

Δλ ζπλφςεη ζα κπνξνχζακε λα ππνζηεξίμνπκε φηη ηα ραξαθηεξηζηηθά κηαο ηππηθήο 

ζπκπεξηθνξάο καζεηή απέλαληη ζηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ είλαη ε θαιή 

δηαδηθαζηηθή απφδνζε, ε ρακειή ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε θαη ε ειιηπήο ζχλδεζε 

αλαπαξαζηάζεσλ θαη θπζηθψλ εθαξκνγψλ. (Borji et al, 2018) 

1.7 Γξαθηθή παξάζηαζε παξαγώγνπ: 

Δξεπλεηηθή δξαζηεξηόηεηα ζρεηηθά κε ηελ εξκελεία γξαθηθήο παξάζηαζεο 

παξαγώγνπ 

    Δλψ έρνπλ πξνεγεζεί άιιεο κία αθφκε παξαλφεζε πνπ παξνπζηάδεη εμαηξεηηθφ 

εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ θαη αξθεηνί εξεπλεηέο έρνπλ ήδε αζρνιεζεί κε απηήλ, είλαη ε 

δπζθνιία εξκελείαο ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ.Aspinwall, et al, 

1997; Ubuz, 2007; Stringer ΗΗΗ, 2011; Maharaj, 2013; Borji, et al, 2018; Ryberg, 



23 
 

2018). ΢ρεηηθά κε ηηο γξαθηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηεο παξαγψγνπ, ε ρακειή απφδνζε 

ησλ καζεηψλ ζε αζθήζεηο πνπ ηελ εκπεξηέρνπλ θαλεξψλεη ηε ζπλνιηθή αδπλακία 

ησλ καζεηψλ λα ζπλδέζνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f κε απηήλ ηεο 

παξαγψγνπ ηεο (Asiala et al, 1997). Όπσο παξνπζηάδεηαη ζηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία, 

νη εξεπλεηέο επέιεμαλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ζηα εξεπλεηηθά ηνπο εξγαιεία εηδηθέο 

θαηεγνξίεο ζπλαξηήζεσλ πξνθεηκέλνπ λα αληρλεχζνπλ ηηο παξαλνήζεηο ησλ καζεηψλ 

ζηε κειέηε γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ θαη ηεο παξάγνπζαο. Σα είδε απηά 

είλαη ηα εμήο: 

1) Πνιπσλπκηθέο κεδεληθνύ, πξώηνπ, δεπηέξνπ, ηξίηνπ, ηέηαξηνπ 

βαζκνύ (Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 2011; Maharaj, 2013; 

Borji, et al, 2018; Ryberg, 2018)  

2) Ρεηέο (Stringer ΗΗΗ, 2011)  

3) Σξηγσλνκεηξηθέο (εκx, ζπλx) (Borji, et al, 2018; Rabadi, 2015; 

Stringer ΗΗΗ, 2011)   

4) Δθζεηηθέο (Rabadi, 2015; Stringer ΗΗΗ, 2011) 

Δπηπξνζζέησο κειεηήζεθαλ ζπλαξηήζεηο πνπ δελ είλαη 

παξαγσγίζηκεο ζε ζεκεία (Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; 

Fuentealba, et al, 2017; Borji, et al, 2018), ζπλαξηήζεηο κε γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο πνπ δελ πξνέξρνληαλ από αλαιπηηθό ηύπν, δίθιαδεο 

ζπλαξηήζεηο, θαζψο επίζεο θαη ζπλαξηήζεηο κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

πνπ ζρεδηάδνληαλ εθ λένπ γηα λα  δηεπξεπλεζνχλ ηα εξσηήκαηα ηνπ 

εξεπλεηή (Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Fuentealba, et al, 2017; 

Borji, et al, 2018).   

    Οη εξεπλεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηέζζεξηο ηχπνπο αζθήζεσλ – εξσηήζεσλ, 

πξνθεηκέλνπ λα κειεηήζνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ θαη ην βαζκφ ζηνλ νπνίν 

έρνπλ θαηαλνήζεη ελλνηνινγηθά ηελ παξάγσγν ζην πιαίζην ησλ γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ. ΢ηηο αζθήζεηο απηέο δφζεθαλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο θαη νη ίδηνη 

θιήζεθαλ λα αληιήζνπλ πιεξνθνξίεο απφ απηέο πξνθεηκέλνπ λα απαληήζνπλ ζηα 

εξσηήκαηα ζρεηηθά κε ηελ ζπλάξηεζε f θαη ηελ παξάγσγφ ηεο, f΄. Αθνινπζνχλ νη 

θαηεγνξίεο ησλ αζθήζεσλ. 

Ζ πξψηε θαηεγνξία πεξηιακβάλεη φιεο ηηο αζθήζεηο ζηηο νπνίεο ε δνζείζα γξαθηθή 

παξάζηαζε ήηαλ ηεο ζπλάξηεζεο f, θαη ε δεηνχκελε ηεο παξαγψγνπ ηεο, f‘ 

(Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Fuentealba, et al, 2017; 

Borji, et al, 2018; Ryberg, 2018).  

Ζ δεχηεξε θαηεγνξία πεξηέρεη ηελ αληίζηξνθε δνκή δεδνκέλσλ θαη δεηνχκελσλ ησλ 

αζθήζεσλ ηεο πξνεγνχκελεο θαηεγνξίαο: ε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε είλαη ηεο 

παξαγψγνπ, f‘ θαη ε δεηνχκελε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο f. (Aspinwall, et al, 1997; 

Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Fuentealba, et al, 2017; Ryberg, 2018).  
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΢ηελ ηξίηε θαηεγνξία αλήθνπλ φιεο νη αζθήζεηο ζηηο νπνίεο νη δνζείζεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο είλαη δχν θαη δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα ειέγμνπλ αλ ππάξρεη ε 

ζρέζε γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ζπλάξηεζεο θαη παξαγψγνπ (f θαη f‘) (Stringer ΗΗΗ, 

2011; Rabadi, 2015; Ryberg, 2018).      

΢ηελ ηέηαξηε θαηεγνξία εληάζζνληαη νη αζθήζεηο ζηηο νπνίεο δεηείηαη ε αλαγλψξηζε 

ραξαθηεξηζηηθψλ (πξφζεκν παξαγψγνπ, κνλνηνλία παξάγνπζαο, αθξφηαηα) ηεο 

παξαγψγνπ ή ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζεο γξαθηθήο παξάζηαζεο (Stringer ΗΗΗ, 2011; 

Orhun, 2012; Maharaj, 2013).     

Παξνπζηάδνπκε ηα απνηειέζκαηα απηψλ ησλ κειεηψλ ζηε ζπλέρεηα. Έρνπλ 

εληνπηζηεί δχν βαζηθέο αδπλακίεο ησλ καζεηψλ ζρεηηθά κε ηνλ ρεηξηζκφ ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ: 

α) Αδπλακία ζχλδεζεο γξαθηθήο παξάζηαζεο παξαγψγνπ κε θιίζε εθαπηνκέλεο 

    Οη δηεζλείο έξεπλεο  δείρλνπλ φηη νη καζεηέο-θνηηεηέο πξνθεηκέλνπ λα 

αληαπνθξηζνχλ ζε κία άζθεζε πνπ σο δεηνχκελν έρεη ηελ εχξεζε ή ζρεδίαζε ηεο 

παξαγψγνπ f‘ κηαο ζπλάξηεζεο δνζείζαο ηεο ζπλάξηεζεο f  ε θαη αληίζηξνθα, 

ηείλνπλ λα ρξεζηκνπνηνχλ ηελ αλαιπηηθή-ζπκβνιηθή  κνξθή ησλ ζπλαξηήζεσλ 

θαζψο θαη ηελ εθαξκνγή ησλ θαλφλσλ παξαγψγηζεο πξνθεηκέλνπ κέζσ ησλ ηχπσλ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ γλσζηψλ ηνπο γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ λα ηηο ζρεδηάζνπλ 

θαη λα ηηο βξνπλ. Απνθεχγνπλ λα αμηνπνηήζνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ηεο 

εθαπηνκέλεο. Γηα παξάδεηγκα δελ εζηηάδνπλ ζηε κνλνηνλία ή ηελ θπξηφηεηα κηαο 

ζπλάξηεζεο πξνθεηκέλνπ λα εμαγάγνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο παξαγψγνπ ηεο, f‘. ΢πγθεθξηκέλα ηα ζεσξήκαηα ηα νπνία νη καζεηέο δηδάζθνληαη 

θαη ζα κπνξνχζαλ λα αμηνπνηήζνπλ ζρεηηθά κε ηε κειέηε θαη ηε ζπζρέηηζε ησλ 

γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηνπ δεχγνπο f θαη f΄ είλαη ηα εμήο: αλ κία ζπλάξηεζε είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα (ή γλεζίσο θζίλνπζα) ηφηε ε παξάγσγνο ηεο είλαη ζεηηθή (ή 

αξλεηηθή) ή κεδέλ. Αλ είλαη θπξηή (ή θνίιε) ηφηε ε f‘ είλαη γλεζίσο αχμνπζα (ή 

γλεζίσο θζίλνπζα).Σα αθξφηαηα θαη ηα ζεκεία θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο f είλαη ηα 

ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ ηεο f κε ηνλ άμνλα x‘x θαη ηα 

αθξφηαηά ηεο, αληίζηνηρα. Πνιινί καζεηέο, παξ‘ φια απηά, δελ έρνπλ ηε δπλαηφηεηα 

λα αληηιεθζνχλ απηέο ηηο δηαζπλδέζεηο. Σν θαηλφκελν απηφ αλαιχεηαη ζε αξθεηέο 

έξεπλεο. Γίλεηαη κάιηζηα πην έληνλν ζε απηέο ζηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηνχληαη σο 

εξεπλεηηθφ εξγαιείν εξσηήζεηο κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο πνπ δελ έρνπλ πξνέιζεη 

απφ γλσζηφ ηχπν ζπλάξηεζεο (Asiala, Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997).  

    Μία ελδηαθέξνπζα έξεπλα απφ ηελ νπνία ιάβακε γφληκεο εξεπλεηηθέο αθνξκέο 

είλαη ε έξεπλα ηνπ Stringer III (2011). ΢ε απηήλ κειεηήζεθε ε ελλνηνινγηθή 

θαηαλφεζε ηεο παξαγψγνπ απφ θνηηεηέο, φπσο πξνζεγγίδεηαη κε ηελ εξκελεία 

γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ζπλάξηεζεο θαη παξαγψγνπ. Ο ζηφρνο ηεο έξεπλαο ήηαλ λα 

κειεηεζεί ν ξφινο πνπ δηαδξακαηίδνπλ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζηε δηαδηθαζία 

θαηάθηεζεο ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ ζηελ αλδξηθή αθξηθαληθή θνηλφηεηα 

θνηηεηψλ. Πην ζπγθεθξηκέλα ζηε κειέηε  εξεπλήζεθε ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν νη 
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θνηηεηέο ζπλζέηνπλ θαη ζπλδπάδνπλ ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν έθθξαζεο ηεο παξαγψγνπ 

κε ηνλ γξαθηθφ. Ο εξεπλεηήο έδσζε ζε καζεηέο πνπ είραλ δηαθξηζεί γηα ηηο 

καζεκαηηθέο ηνπο επηδφζεηο εξσηεκαηνιφγηα ζηα νπνία δεηνχληαλ λα ππνινγηζηεί ε 

παξάγσγνο ή ε παξάγνπζα απφ δχν αθεηεξίεο. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε δφζεθε ηχπνο 

(αλαιπηηθφο ηξφπνο αλαπαξάζηαζεο) θαη ζηελ άιιε πεξίπησζε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Σα είδε ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ήηαλ πνιπσλπκηθέο έσο ηεηάξηνπ 

βαζκνχ, ξεηέο, ηξηγσλνκεηξηθέο, εθζεηηθέο, ζπλαξηήζεηο πνπ δελ είλαη 

παξαγσγίζηκεο ζε νξηζκέλα ζεκεία, θαζψο θαη πνιχθιαδεο. Σα επξήκαηα ηεο 

έξεπλαο έδεημαλ γηα αθφκε κία θνξά φηη νη καζεηέο πξνηίκεζαλ ηνλ αλαιπηηθφ ηξφπν 

έλαληη ηνπ γξαθηθνχ. Ο εξεπλεηήο ζεκεηψλεη φηη ε ζπλερήο ρξήζε αλαιπηηθψλ 

παξαδεηγκάησλ ζηελ ηάμε πνπ δηδάζθεηαη ν ινγηζκφο κπνξεί λα κεηψζεη ηελ 

ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ γηα βαζχηεξε θαη νπζηαζηηθφηεξε θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ 

ηνπ Λνγηζκνχ. Δίλαη ζεκαληηθφ λα δίλεηαη ε επθαηξία ζηνπο καζεηέο λα αηηηνινγνχλ 

ηηο απαληήζεηο ηνπο βάζεη ηεο πξφηεξεο γλψζεο ηνπο. Γίλνληαο γξαθηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ θαη δεηψληαο λα ζρεδηάζνπλ ή λα πεξηγξάςνπλ ηελ 

παξάγσγφ ηνπο (ή θαη αληίζηξνθα) δηαπηζηψζεθε φηη νη καζεηέο ή νη ζπνπδαζηέο 

βνεζηνχληαη λα θαηαθηήζνπλ ελλνηνινγηθά ηελ παξάγσγν αθφκα θαη απηνί πνπ είλαη 

απφ ηελ θχζε ηνπο  αλαιπηηθνί (one – sided thinking) (Stringer III, 2011). 

    ΢ε κία αθφκε κειέηε εξεπλήζεθε ε ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα ζπλδέζνπλ ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο κίαο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγψγνπ ηεο. Απηή είλαη ηνπ 

Orhun (2012) ζηελ νπνία εμέηαζε 102 καζεηέο ιπθείνπ (grade 11) κνηξάδνληάο ηνπο 

πέληε δηαγλσζηηθά εξσηεκαηνιφγηα κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο παξαγψγσλ 

ζπλαξηήζεσλ. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα εξκελεχζνπλ ηελ κεηαβνιή ηεο θιίζεο ησλ 

εθαπηνκέλσλ ησλ ζεκείσλ (x, f‘(x)), ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε f είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα, γλεζίσο θζίλνπζα, λα βξνπλ ηα ηνπηθά κέγηζηα ηα ηνπηθά ειάρηζηα 

θαη ηα ζεκεία θακπήο ηεο. Σα είδε ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ήηαλ 

πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ. Απφ ηε δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο 

πξνέθπςαλ ηα εμήο ζπκπεξάζκαηα. Οη καζεηέο δπζθνιεχηεθαλ λα βξνπλ ηηο 

ζπλδέζεηο κεηαμχ ησλ δχν γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ θαζψο ζπρλά αληηκεηψπηδαλ θαη 

εξκήλεπαλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ σο ηελ παξάζηαζε ηεο αξρηθήο 

ζπλάξηεζεο. ΢ηηο αηηηνινγήζεηο ησλ απαληήζεψλ ηνπο εληνπίζηεθαλ ελλνηνινγηθά 

θαη δηαδηθαζηηθά ιάζε. Έγηλε αληηιεπηή ε αδπλακία ηνπο λα κειεηνχλ θαη λα 

εξκελεχνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε. Αηηία απηνχ είλαη ην γεγνλφο φηη  νη καζεηέο 

ζπρλά αγλννχλ ηελ δηαθνξά ηεο ηηκήο ηεο παξαγψγνπ ζε έλα ζεκείν θαη ηεο 

παξαγψγνπ σο ζπλάξηεζεο (ζε δηάζηεκα) (Fuentealba, et al, 2017). 

   Με βάζε απηά ζα κπνξνχζακε λα ζπκπεξάλνπκε φηη νη καζεηέο παξνπζηάδνπλ κία 

ζεκαληηθή δπζθνιία φζνλ αθνξά ηελ εξκελεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

παξαγψγνπ σο ζπλφινπ ζεκείσλ ησλ νπνίσλ ε ηεηαγκέλε δειψλεη ηελ θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζην εθάζηνηε ζεκείν. 

β) Αδπλακία ρεηξηζκνχ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ζπλαξηήζεσλ, νη νπνίεο είλαη 

αζπλερείο ή κε παξαγσγίζηκεο. 
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Αξθεηέο αζθήζεηο πνπ θαινχληαη νη καζεηέο λα ιχζνπλ ζην πιαίζηα εξεπλψλ 

πεξηιακβάλνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο δελ είλαη ζπλερείο ζε 

φιν ην πεδίν νξηζκνχ ηνπο ή δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζε θάπνηα ζεκεία ηνπο. Ζ 

δπζθνιία απηψλ ησλ πεξηπηψζεσλ αλάγεηαη γηα αθφκε κία θνξά ζηε κνλφπιεπξε 

πξνζέγγηζε απηψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ θαζαξά κε αιγεβξηθφ ηξφπν. Οη καζεηέο κπνξεί 

λα δπζθνιεχνληαη αθφκα θαη κε ηελ αλαιπηηθή πξνζέγγηζε παξφκνησλ θαηαζηάζεσλ, 

φκσο έρνπλ σο εξγαιεία ζεσξήκαηα κεηαθξαζκέλα ζε αιγνξίζκνπο θαη θαλφλεο ηνπο 

νπνίνπο κπνξνχλ λα αλαθαιέζνπλ ζηε κλήκε ηνπο θαη λα ιχζνπλ πξνζσξηλά κία 

άζθεζε ρακειήο ελλνηνινγηθήο ζεκαζίαο. Μία απφ ηηο έξεπλεο πνπ αλαθέξεη ηε 

ζχγρπζε ησλ καζεηψλ ζρεηηθά κε ηελ αλαπαξάζηαζε απηψλ ησλ ζεκείσλ ηεο 

ζπλάξηεζεο f ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ ηεο, f΄ είλαη θαη ηνπ Stringer 

ΗΗΗ (2011). Οη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα επηιέμνπλ αλ απηά ηα ζεκεία ηεο 

ζπλάξηεζεο f ζα εκθαληζηνχλ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ σο «ζεκεία 

απνπζίαο» (αλνηρηνί θχθινη), ζεκεία αζπλέρεηαο ή σο αζχκπησηεο. Ζ ίδηα δπζθνιία 

εκθαλίδεηαη θαη ζηελ αληίζηξνθε δηαδηθαζία, δειαδή δνζείζεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ λα ζπκπεξάλνπλ ζηνηρεία γηα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο (παξάγνπζαο). Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο ζε απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο ζπκπεξηθέξνληαη θπξίσο κε δχν ηξφπνπο: είηε απνθεχγνπλ λα ιχζνπλ ηηο 

αζθήζεηο ζηηο νπνίεο νη ζπλαξηήζεηο δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζε φιν ην πεδίν 

νξηζκνχ ηνπο, είηε πξνζπαζνχλ λα ηηο ιχζνπλ αιιά δελ επηρεηξεκαηνινγνχλ γηα ηελ 

επηινγή ηνπο ή ηε ζρεδίαζή ηνπο (Stringer ΗΗΗ, 2011; Borji, et al, 2018). 

Απηήλ ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ επεξεάδεη θαη ην καζεζηαθφ πξνθίι ησλ 

καζεηψλ. Οη εξεπλεηέο κειεηψληαο δείγκαηα καζεηψλ, φξηζαλ ηξεηο θαηεγνξίεο 

καζεηψλ φζνλ αθνξά ηνλ «ηχπν» ηνπο (type). Οη καζεηέο πνπ πξνηηκνχλ ηελ 

αλαιπηηθή, ζπκβνιηθή αλαπαξάζηαζε σο ηξφπν αληηκεηψπηζεο αζθήζεσλ αλήθνπλ 

ζηελ θαηεγνξία «Αλαιπηηθνί» ηχπνη (Analytic Type). Όζνη πξνηηκνχλ λα ζθέπηνληαη, 

λα πξνζεγγίδνπλ θαη λα κειεηνχλ ηηο αζθήζεηο θαη ηα εξσηήκαηα «κεηαθξάδνληαο» 

θαη θαηαζθεπάδνληαο ζρήκαηα θαη γξαθηθέο παξαζηάζεηο δηαζέηνπλ ραξαθηεξηζηηθά 

ηνπ «Γεσκεηξηθνχ» ηχπνπ (Geometric Type). Σέινο, φζνη ζπλδπάδνπλ θαη ηηο δχν 

ζηξαηεγηθέο θαη είλαη ζε ζέζε λα επηιέγνπλ πφηε ηνπο εμππεξεηεί λα εθαξκφζνπλ ηελ 

θαζεκία απφ απηέο γηα λα θηάζνπλ πην ζχληνκα θαη κε κεγαιχηεξε αζθάιεηα ζηε 

ιχζε αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ηνπ «αξκνληθνχ» ηχπνπ (Harmonic  Type) (Asiala et 

al, 1997; Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 2011).  

    Μία απφ ηηο θπξίαξρεο αηηίεο ησλ αδπλακηψλ απηψλ είλαη ε πεπνίζεζε καζεηψλ 

θαη θαζεγεηψλ φηη ε ελαζρφιεζε κε ηνλ Λνγηζκφ ζρεηίδεηαη κε ηνλ ηθαλφ ρεηξηζκφ 

ζπκβφισλ θαη αξηζκψλ (Aspinwall, 1997). ΢ην ζρνιηθφ θαη παλεπηζηεκηαθφ 

πεξηβάιινλ κηαο ηάμεο θαη ελφο ακθηζέαηξνπ αληίζηνηρα, θαηά ηελ δηδαζθαιία ηεο 

παξαγψγνπ, επηιέγνληαη παξαδείγκαηα πνπ πεξηέρνπλ απνθιεηζηηθά ζπλαξηήζεηο 

αλαιπηηθήο κνξθήο, γεγνλφο πνπ δελ βνεζά ηελ ελλνηνινγηθή θαηαλφεζή ηεο. 

(Asiala, Cottrill, Dubinsky & Schwingendorf, 1997). Σν εμεηαζηηθφ ζχζηεκα, ηα 

ζέκαηα πξνζνκνίσζεο, ηα δηαγσλίζκαηα θαη ε πξνζέγγηζε ηεο χιεο γίλνληαη ζρεδφλ 

απνθιεηζηηθά κε ιχζεηο αζθήζεσλ πνπ αλάγνληαη ζε αιγνξηζκηθέο θαη αιγεβξηθέο 
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κεζφδνπο. Απνπζηάδνπλ ηα ιεθηηθά πξνβιήκαηα, ηα ζέκαηα κειέηεο γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ θαη ηίζεληαη ιηγφηεξεο εξσηήζεηο ζεσξίαο ζε ζρέζε κε ηηο πξαθηηθέο 

αζθήζεηο. Σα ηειεπηαία ρξφληα έρνπλ ζπκπεξηιεθζεί νη ζρεδηάζεηο γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ αιιά ζπαλίδνπλ απηέο ησλ παξαγψγσλ ηνπο. Όπσο 

αλαθέξεηαη θαη ζηνπο Leinhardt, Zaslavsky θαη Stein (1990) νη δηδάζθνληεο, φηαλ 

επηιέγνπλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο πξνθεηκέλνπ λα δηδάμνπλ 

καζεκαηηθέο έλλνηεο ηνπ Λνγηζκνχ, έρνπλ επηιέμεη λα αλαθέξνπλ πξψηα ηελ 

ζπκβνιηθή ηνπο κνξθή (ηχπνη), ελψ ζπαλίσο επηιέγνπλ ηελ αληίζηξνθε πνξεία 

(Asiala et al, 1997). Οη αιγνξηζκηθέο πξαθηηθέο κε έληνλν δηαδηθαζηηθφ ραξαθηήξα 

είλαη ζπλήζσο ην κνλαδηθφ εξγαιείν ζηα ρέξηα ηνπ δηδαζθφκελνπ πξνθεηκέλνπ λα 

αληαπνθξηζεί ζε δεηήκαηα πνπ εκπεξηέρνπλ ηελ παξάγσγν. ΢χκθσλα κε ηνλ 

Zimmerman (1991), έρεη δνζεί ηφζε έκθαζε ζηε ρξήζε ζπκβφισλ κε απνηέιεζκα λα 

έρεη ραζεί ε νπζία ηνπ Λνγηζκνχ. ΢ηνλ αληίπνδα, ε επηινγή ηεο νπηηθνπνίεζεο είλαη 

κία ζπνπδαία ιχζε δηδαθηηθήο πξνζέγγηζεο ηεο παξαγψγνπ, ε νπνία παίδεη 

ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ θαηαλφεζε ησλ ελλνηψλ (Presmeg, 1986). ΢ε απηφ 

ζπκθψλεζαλ θαη νη Hughes-Hallet et al. (1994) νη νπνίνη ηζρπξίδνληαη φηη ε 

δηδαζθαιία ησλ ελλνηψλ ηνπ Λνγηζκνχ ζα κπνξνχζε λα βειηησζεί κε ηε βνήζεηα ηνπ 

«Καλφλα ησλ Σξηψλ»: νπνηαδήπνηε ζέκαηα ηνπ ινγηζκνχ πξέπεη λα δηδάζθνληαη θαη 

κε ηνπο ηξεηο ηξφπνπο: γξαθηθά, αξηζκεηηθά θαη αλαιπηηθά. ΢πλεπψο νη καζεηέο 

ιεηηνπξγνχλ κε ιίγεο λνεξέο εηθφλεο θαη δελ καζαίλνπλ πξαγκαηηθά ηα καζεκαηηθά. 

Πξνζεγγίδνπλ ηνλ Λνγηζκφ κε κία επξεία ζεηξά αιγνξίζκσλ θαη κε έλα ζχλζεην 

ζχζηεκα θαλφλσλ θαη θαηαιφγσλ πνπ ηνπο θαζνδεγνχλ λα βξνπλ ηελ δηαδηθαζία πνπ 

πξέπεη λα αθνινπζήζνπλ θάζε θνξά (Hallet, 1991, φπσο αλαθέξεηαη ζην Tall, 1992).  

«Υπάξρνπλ πνιινί καζεηέο πνπ έρνπλ ηελ ηθαλόηεηα λα ππνινγίζνπλ ηηο 

παξαγώγνπο εμαηξεηηθά πεξίπινθωλ ζπλαξηήζεωλ θαη όκωο λα κελ 

κπνξνύλ, θνηηάδνληαο κία γξαθηθή παξάζηαζε, λα εληνπίζνπλ ζε πνηα 

δηαζηήκαηα ε παξάγωγνο είλαη ζεηηθή θαη ζε πνηα αξλεηηθή. Αθόκε 

ιηγόηεξνη καζεηέο είλαη ζε ζέζε λα εξκελεύζνπλ ζε πνηα δηαζηήκαηα ε 

αξρηθή (παξάγνπζα) απμάλεηαη θαη ζε πνηα κεηώλεηαη» (p.121).  

    ΢πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη νη καζεηέο ηείλνπλ λα 

ρεηξίδνληαη άςνγα ηα πξνβιήκαηα πνπ πεξηέρνπλ ηε ζπκβνιηθή αλαπαξάζηαζε ηεο 

παξαγψγνπ, φκσο δπζθνιεχνληαη λα ρεηξηζηνχλ πξνβιήκαηα κε γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο νη νπνίεο απαηηνχλ ρεηξηζκνχο πνπ πξνυπνζέηνπλ ηελ ελλνηνινγηθή 

θαηαλφεζε. Με ην πέξαζκα ηνπ ρξφλνπ ηαπηίδνπλ ηελ παξάγσγν κε ηελ εθαξκνγή 

απνθιεηζηηθά αιγεβξηθψλ θαλφλσλ θαη απηφ επεξεάδεη άκεζα ηελ επίδνζε ησλ 

καζεηψλ ζηηο αζθήζεηο θαη ζηα πξνβιήκαηα πνπ είλαη πην απαηηεηηθά (cognitive) 

(Fuantealba et al, 2016).  

1.8 Έξεπλεο πνπ πξνηείλνπλ δηδαθηηθό κνληέιν γηα ηελ έλλνηα ηεο παξαγώγνπ 

ζην πιαίζην ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ.  

    Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ελψ ηηο ηειεπηαίεο δεθαεηίεο έρνπλ γίλεη  

πνιιέο έξεπλεο πνπ εζηηάδνπλ ζηε κειέηε ηεο θαηαλφεζεο ηεο παξαγψγνπ απφ ηνπο 
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καζεηέο ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ (Asiala, Cottrill, Dubinsky, & 

Schwingendorf, 1997; Orton, 1983; Park, 2013; Zandieh, 2000), ιίγεο είλαη νη 

βηβιηνγξαθηθέο πεγέο πνπ πξνηείλνπλ κία θαηάιιειε κέζνδν δηδαζθαιίαο (Ryberg, 

2018). ΢πγθεθξηκέλα ζηελ έξεπλα ηνπ Ryberg (2018) κειεηήζεθαλ νη ηξφπνη 

δηδαζθαιίαο πνπ βνεζνχλ ηνπο καζεηέο λα ζπλδέζνπλ απνδνηηθφηεξα ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f θαη απηή ηεο παξαγψγνπ ηεο. Ζ έξεπλα ήηαλ 

νπζηαζηηθά δχν δηδαθηηθέο παξεκβάζεηο νη νπνίεο είραλ πνιχ θαιά απνηειέζκαηα θαη 

θαλέξσζαλ ηελ αλάγθε λα εζηηάδεη ε δηδαζθαιία απηνχ ηνπ αληηθεηκέλνπ ζε 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ θαη κάιηζηα λα πεξηιακβάλεη έλα κεγάιν εχξνο 

γξαθεκάησλ.  

    ΢ηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ έξεπλεο νη νπνίεο είηε κε ηε κνξθή 

δηδαθηηθψλ ζελαξίσλ είηε κε ηε κνξθή δηαγλσζηηθψλ εξεπλεηηθψλ δηαδηθαζηψλ 

αλαδεηθλχνπλ ην ξφιν ηεο ηερλνινγίαο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ θαη 

εηδηθφηεξα ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ. Παξαηεξήζεθε φηη ε ρξήζε ππνινγηζηψλ θαη 

ε πξνζσπηθή εκπινθή ησλ καζεηψλ ζε πξνγξάκκαηα πνπ πξνζθέξνπλ γξαθηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο καζεκαηηθψλ ελλνηψλ βνεζά ζεκαληηθά ζηελ θαηάθηεζε ησλ 

ελλνηψλ ηνπ Λνγηζκνχ. ΢πγθεθξηκέλα γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ 

θαη άιισλ ελλνηψλ ηνπ Λνγηζκνχ κέζσ ηεο ηερλνινγίαο αζρνιήζεθαλ αξθεηέο 

έξεπλεο (Dick et al, 1996; Hillel, 1993; Tall, 1996, φπσο αλαθέξεηαη ζην Lavicza, 

2006; Kendal & Stacey, 2001; Hohenwarter, Preiner & Yi, 2007; Borji, Alamolhodaei 

& Radmehr, 2018). Λφγσ ηεο ηαρχηαηεο εμέιημεο ηεο ηερλνινγίαο ηα ηειεπηαία 

ρξφληα, πξνηηκήζεθε ε ζπλνπηηθή πεξηγξαθή κίαο πξφζθαηεο έξεπλαο ζηελ νπνία 

εθαξκφζηεθε ε ζεσξία APOS θαη δηεξεπλήζεθε ε δηδαζθαιία θαη ε κάζεζε ηεο 

παξαγψγνπ κε έκθαζε ζηελ γξαθηθή θαηαλφεζή ηεο (Borji, Alamolhodaei & 

Radmehr, 2018). Γχν νκάδεο θνηηεηψλ (ειεθηξνιφγνη κεραληθνί) δηδάρηεθαλ ηελ 

παξάγσγν. Ζ κία νκάδα δηδάρζεθε  ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ κε ηε ζεσξία APOS-

ACE πνπ ζπκπεξηιάκβαλε ψξεο δηδαζθαιίαο κε ππνινγηζηή θαζψο επίζεο ελεξγή θαη 

πξνγξακκαηηζκέλε ζπκκεηνρή ησλ θνηηεηψλ. Ζ άιιε νκάδα ρξεζηκνπνηήζεθε σο 

νκάδα ειέγρνπ θαη δηδάρηεθε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ κε ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν. 

Σα επξήκαηα ηεο έξεπλαο ήηαλ εληππσζηαθά θαζψο νη καζεηέο ηεο νκάδαο πνπ 

δηδάρηεθαλ ηελ παξάγσγν κε ηελ θαηλνχξηα κέζνδν είραλ θαιχηεξα απνηειέζκαηα 

ζηηο ηειηθέο δνθηκαζίεο. Αθφκε, ν ζπγθεθξηκέλνο ηξφπνο δηεμαγσγήο ηεο έξεπλαο 

ζπλέβαιε ζην λα εληνπηζηνχλ δηάθνξεο παξαλνήζεηο πνπ είραλ δεκηνπξγήζεη νη 

καζεηέο ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ. 

    Τπάξρνπλ έξεπλεο πνπ ππνζηεξίδνπλ κελ ηε ρξήζε ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαζθαιίαο ηεο έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ βνεζά ζηελ θαηάθηεζε 

βαζχηεξεο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο, αιιά ηνλίδνπλ ηε ζεκαζία ηεο πξνζεθηηθήο 

επηινγήο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ θαη ηνλ ηξφπν δηαρείξηζήο ηνπο θαηά ηελ 

δηδαζθαιία. Οη εξεπλεηέο ππελζπκίδνπλ ηνλ θίλδπλν νη καζεηέο λα παξεξκελεχνπλ 

ινγηθά ζρήκαηα θαη λα δεκηνπξγνχλ παξαλνήζεηο. ΢πλεπψο απηφ αλάγεηαη ζηε 

ιαλζαζκέλε ρξήζε γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηεο παξαγψγνπ ζηελ δηδαζθαιία ηεο 

έλλνηαο ηεο παξαγψγνπ. Μία απφ απηέο ηηο έξεπλεο πνπ ζηεξίδνπλ απηή ηελ 
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ηνπνζέηεζε είλαη θαη ε έξεπλα ησλ Aspinwall, Sha & Presmeg (1997). Οη εξεπλεηέο 

ζέιεζαλ λα πξνζδηνξίζνπλ ην ξφιν πνπ δηαδξακαηίδεη ην ζχλνιν ησλ εηθφλσλ πνπ 

έρεη ήδε ζρεκαηίζεη έλαο καζεηήο ζηε κάζεζε ηνπ. Δπίζεο επηρείξεζαλ λα 

δηαηππψζνπλ ζεσξεηηθέο πξνηάζεηο ζρεηηθά κε ηε δηαδηθαζία κάζεζεο. ΢ηελ ίδηα 

πξνζπάζεηα ζπκπεξηέιαβαλ θαη ην εξψηεκα αλ απηέο νη εηθφλεο ζηέθνληαη εκπφδην 

ζηελ θαηαλφεζε ελλνηψλ. Σα επξήκαηα ηεο έξεπλαο ήηαλ αξθεηά ελδηαθέξνληα 

θαζψο έγεηξαλ ηελ ακθηβνιία γηα ηελ επηθξαηνχζα άπνςε φηη ε ρξήζε εηθφλσλ έρεη 

απνθιεηζηηθά σθέιηκν ραξαθηήξα. Πην εηδηθά ζε νξηζκέλεο εξσηήζεηο νη καζεηέο, 

θαζψο «δηάβαδαλ» κία γξαθηθή παξάζηαζε, δελ ιάκβαλαλ ηηο ζσζηέο πιεξνθνξίεο. 

Απηή ε θαηάζηαζε νλνκάδεηαη «αλεμέιεγθηε εηθφλα» ―uncontrollable image‖. 

Δξκήλεπαλ ιαλζαζκέλα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε θαη δπζθνιεχνληαλ αξθεηά λα 

θαηαιάβνπλ γηα πνην ιφγν ε απάληεζή ηνπο ήηαλ ιαλζαζκέλε απαζρνιψληαο ηνπο 

γηα αξθεηέο κέξεο. Ζ έξεπλα θαηαιήγεη φηη ε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε παίδεη κελ 

νπζηαζηηθφ ξφιν ζηε δηδαζθαιία ηνπ Λνγηζκνχ θαη πνιιά ζρνιεία πξέπεη λα ηελ 

ζπκπεξηιάβνπλ, σζηφζν ελέρεη θηλδχλνπο φπσο ε παξεξκελεία ησλ αλαπαξαζηάζεσλ 

θαη ε ιαλζαζκέλε απνζήθεπζε εηθφλσλ ζηε κλήκε ησλ παηδηψλ. Γη‘ απηφ νη 

δηδάζθνληεο πξέπεη λα επηκέλνπλ ζηε ζσζηή αλάγλσζε ησλ εηθφλσλ- παξαζηάζεσλ 

(Aspinwall, 1994) 

1.9 ΢ύλνςε 

    ΢πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ θαη  ιακβάλνληαο ππφςε ηηο παξαλνήζεηο θαη ηηο 

δπζθνιίεο ζρεηηθά κε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ φπσο απηέο ήδε 

παξνπζηάζηεθαλ, κπνξνχκε λα ππνζηεξίμνπκε ηελ άπνςε φηη νη καζεηέο θαη νη 

θνηηεηέο αδπλαηνχλ λα εξκελεχζνπλ ζσζηά ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ. 

Οη αηηίεο εληνπίδνληαη ζε παξαλνήζεηο πνπ έρνπλ δεκηνπξγεζεί ζηνπο καζεηέο 

ζρεηηθά κε ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγψγνπ. Δπίζεο εληνπίδνληαη ζηελ 

αδπλακία ησλ καζεηψλ λα ρξεζηκνπνηνχλ ζσζηά ηνλ γξαθηθφ αλαπαξαζηαηηθφ 

ηξφπν. Αξρηθά νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο σο ηξφπνο αλαπαξάζηαζεο δελ ηνπο βνεζά 

λα κειεηήζνπλ ηελ έλλνηα, θαζψο έρνπλ εμνηθεησζεί πεξηζζφηεξν κε ην ζπκβνιηθφ 

αλαπαξαζηαηηθφ ηξφπν. Έπεηηα ε έλλνηα ηεο παξαγψγνπ είλαη πνιπδηάζηαηε 

δεκηνπξγψληαο αξθεηέο παξαλνήζεηο θαη δπζθνιίεο. Δηδηθά φηαλ απηή παξνπζηάδεηαη 

γξαθηθά, νη καζεηέο αδπλαηνχλ αθφκα πεξηζζφηεξν λα ηελ πξνζεγγίζνπλ. Σέινο, ε 

παξάγσγνο σο ζπλάξηεζε εκπεξηέρεη θαη δπζθνιίεο θαηαλφεζεο, φκνηεο κε απηέο πνπ 

εκθαλίδνληαη ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο γεληθά. Όκσο, φπσο 

ηνλίδνπλ νη Tall (1993) θαη Aspinwall et al (1997) νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ζπλεηζθέξνπλ ζηε βαζχηεξε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε ηεο παξαγψγνπ θαζψο 

πξνζθέξνληαη γηα ηελ κεηάδνζε πνιιαπιήο θαη ζπλδπαζηηθήο πιεξνθνξίαο . 

1.10 Θέκα δηεξεύλεζεο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο 

    Με βάζε ηηο παξαπάλσ βηβιηνγξαθηθέο αλαθνξέο αλαγλσξίδεηαη ε αλάγθε λα 

δηεξεπλεζεί ε ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ Γ΄ Λπθείνπ λα ζπζρεηίδνπλ ηε ζπλάξηεζε θαη 

ηελ παξάγσγφ ηεο ζην πιαίζην ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. Ζ έξεπλα ινηπφλ πνπ 

αθνινπζεί, έρεη ζηφρν λα πξνζεγγίζεη ην παξαπάλσ δήηεκα κέζσ ηεο νιηθήο 
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αλαγλψξηζεο γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ παξαγψγσλ θαη παξαγνπζψλ πνιπσλπκηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ απφ ηνπο καζεηέο θαη κέζσ ηεο αλαγλψξηζεο ραξαθηεξηζηηθψλ ηνπο.   

2. ΢ηόρνο ηεο έξεπλαο - Δξεπλεηηθά εξσηήκαηα 

    ΢ηφρνο απηήο ηεο έξεπλαο είλαη λα δηεξεπλεζεί ε ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα 

ζπζρεηίδνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο f κε ηελ παξάζηαζε ηεο 

παξαγψγνπ ηεο, f΄. 

Γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ ζα πξέπεη λα απαληεζνχλ ηα παξαθάησ εξσηήκαηα:  

1) ΢ε ηη βαζκφ αλαγλσξίδνπλ ή φρη νη καζεηέο ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δνζείζεο 

ηεο f΄ θαη αληίζηξνθα (νιηθή αλαγλψξηζε). 

2) ΢ε ηη βαζκφ αλαγλσξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f 

δνζείζεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f (πξφζεκν θαη ξίδεο ηεο 

παξαγψγνπ) θαη ζε ηη βαζκφ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξάγνπζαο (κνλνηνλία θαη 

αθξφηαηα ηεο παξάγνπζαο). 

3) ΢ε ηη βαζκφ επεξεάδεηαη ε απφδνζε ησλ καζεηψλ απφ ην είδνο ηεο δνζείζεο 

θακπχιεο. 

4) ΢ε ηη βαζκφ επεξεάδεηαη ε απφδνζε ησλ καζεηψλ απφ ην αλ ηνπο δεηείηαη ε 

παξάγσγνο κίαο ζπλάξηεζεο ή ε παξάγνπζά ηεο. 

3. Μεζνδνινγία 

3.1 Πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ, ηνπ δείγκαηνο θαη ηεο εξεπλεηηθήο δηαδηθαζίαο 

Πιεζπζκόο (ή Γείγκα) - Γηαδηθαζία 

Ζ κέζνδνο επηινγήο ηνπ δείγκαηνο είλαη ε βνιηθή δεηγκαηνιεςία. 

    Ζ έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε θαηά ην ζρνιηθφ έηνο 2018-2019 ζε δεκφζην ζρνιείν 

ηεο Γπηηθήο Θεζζαινλίθεο. ΢πκκεηείραλ 33 καζεηέο ηξηψλ ηκεκάησλ 

πξνζαλαηνιηζκνχ Γ‘ Λπθείνπ, έλα ζεηηθψλ ζπνπδψλ θαη δχν νηθνλνκίαο θαη 

πιεξνθνξηθήο. Σα εξσηεκαηνιφγηα δηαλεκήζεθαλ ζηνπο καζεηέο κεηά απφ 

ζπλελλφεζε κε ηνπο δηδάζθνληεο θαζεγεηέο. Ζ ζπκπιήξσζε ησλ εξσηεκαηνινγίσλ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ζε δηάξθεηα κίαο δηδαθηηθήο ψξαο. Καηά ηελ δηάξθεηα απηήο, δελ 

δφζεθαλ εμεγήζεηο θαη δηεπθξηλίζηεθε φηη ηα εξσηεκαηνιφγηα είλαη αλψλπκα. Ζ 

ρξνληθή πεξίνδνο πνπ επηιέρζεθε λα δνζνχλ ηα εξσηεκαηνιφγηα ήηαλ ηέιε Απξηιίνπ 

πξνθεηκέλνπ νη καζεηέο λα έρνπλ δηδαρζεί ζηελ χιε ηνπο ηηο αληίζηνηρεο καζεκαηηθέο 

έλλνηεο. Ζ αληηζηνίρηζε κε ην ζρνιηθφ βηβιίν πεξηιακβάλεη ηελ νινθιήξσζε ηνπ 

θεθαιαίνπ 2: Γηαθνξηθφο ινγηζκφο ηνπ κέξνπο Β: αλάιπζε ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ ηεο 

Γ‘ ιπθείνπ. Γηα ηελ ζηαηηζηηθή αλάιπζε ησλ πνζνηηθψλ δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηήζεθε 

ην ζηαηηζηηθφ παθέην SPSS. 
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3.2 Αλάιπζε ηνπ εξεπλεηηθνύ εξγαιείνπ 

    Γηα ηε ζπιινγή ησλ εξεπλεηηθψλ δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηήζεθε ην εξσηεκαηνιφγην 

ην νπνίν παξνπζηάδεηαη ζην παξάξηεκα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο.  

    Σν εξσηεκαηνιφγην απνηειείηαη απφ 8 εξσηήζεηο νη νπνίεο αθνξνχλ ηε ζπζρέηηζε 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θαη απηήο ηεο παξαγψγνπ ηεο. Οη 

εξσηήζεηο απηέο βαζίδνληαη ζηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα σο εμήο: 

Δξεπλεηηθφ εξψηεκα 1: 

1) Δχξεζε γξαθηθήο παξάζηαζεο παξαγψγνπ ηεο f‘, αλ δίλεηαη ηεο f θαη αληίζηξνθα 

(εξσηήζεηο 1,4,5)  

Δξεπλεηηθφ εξψηεκα 2: 

2) Αλαγλψξηζε ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο παξαγψγνπ f‘ ή ηεο παξάγνπζαο F ηεο δνζείζεο 

ζπλάξηεζεο f: 

   α) Πξφζεκν θαη ξίδεο παξαγψγνπ (Δξσηήζεηο 2,6,8) 

   β) Μνλνηνλία θαη αθξφηαηα παξάγνπζαο (Δξσηήζεηο 3,7) 

Σα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα 3 θαη 4 ζα πξνζεγγηζηνχλ απφ ηελ ζχγθξηζε ησλ 

απαληήζεσλ ζηηο εξσηήζεηο 1-8. 

    Δπηιέρζεθαλ  λα εμεηαζηνχλ νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο  κεδεληθνχ έσο 

πέκπηνπ βαζκνχ θαη πνιχθιαδεο απηψλ, νη νπνίεο είλαη φιεο ζπλερείο ζην πεδίν 

νξηζκνχ ηνπο αιιά φρη πάληνηε παξαγσγίζηκεο (Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 

2011; Borji, et al, 2018; Ryberg, 2018). Ζ επηινγή ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ έγηλε 

κε θξηηήξην ην λα απνθεπρζεί ε ρξήζε ηεο ζπκβνιηθήο κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο απφ 

ηνπο καζεηέο θαη ζπλεπψο ην λα απνθεπρζεί ε δηαδηθαζία ηεο παξαγψγηζεο ή 

νινθιήξσζεο κε αιγεβξηθνχο θαλφλεο. ΢πλεπψο ζε φιεο ηηο εξσηήζεηο ηνπ 

εξσηεκαηνινγίνπ δίλνληαη θαη δεηνχληαη κφλν νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ (γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ζπλαξηήζεσλ) θαη φρη νη ηχπνη ηνπο 

(αλαιπηηθή κνξθή ζπλαξηήζεσλ). Πην εηδηθά: 
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Δξώηεζε 1: 

    ΢ηελ πξψηε εξψηεζε, δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα αλαγλσξίζνπλ ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ ηεο δνζείζεο ζπλάξηεζεο ζε θάζε ππνεξψηεκα. 

Δηδηθφηεξα, ε εξψηεζε απηή πεξηιακβάλεη 5 ζπλαξηήζεηο γηα ηηο νπνίεο δίλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηνπο ζην δηάζηεκα (0,+∞). Οη ζπλαξηήζεηο απηέο φπσο 

παξνπζηάδνληαη ζην εξσηεκαηνιφγην είλαη: 5
νπ

 βαζκνχ, 3
νπ

 βαζκνχ (κε πιήξεο),  1
νπ

 

βαζκνχ (δίθιαδε), 3
νπ

 βαζκνχ (πιήξεο) θαη 2
νπ

 βαζκνχ (παξαβνιή). 

Απηφ ην είδνο άζθεζεο επηιέρζεθε σο ε πξψηε άζθεζε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ γηαηί 

ζε αξθεηέο έξεπλεο ζηε βηβιηνγξαθία ην εξεπλεηηθφ εξγαιείν πεξηειάκβαλε κία 

ηέηνηνπ είδνπο άζθεζε σο πξψηε (Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Ryberg, 2018)  
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Δξσηήζεηο 2 θαη 6: 

    ΢ηηο εξσηήζεηο 2 θαη 6 δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο ζπλάξηεζεο θαη δεηείηαη 

απφ ηνπο καζεηέο λα εληνπίζνπλ ηα ζεκεία ζηα νπνία ε παξάγσγφο ηεο είλαη ζεηηθή 

θαη κεδεληθή. Δηδηθφηεξα ζηελ εξψηεζε 2 δίλεηαη έλα ηκήκα γξαθηθήο παξάζηαζεο  

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ, ελψ ζηελ εξψηεζε 6 ε δνζείζα γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη πνιχθιαδε απνηεινχκελε απφ πνιπσλπκηθέο 

ζπλαξηήζεηο βαζκνχ κεδεληθνχ έσο ηξίηνπ θαη ζε νξηζκέλα ζεκεία κε παξαγσγίζηκε 

(Stringer ΗΗΗ, 2011 ; Rabadi, 2015; Fuentealba, et al, 2017; Borji, et al, 2018). Ζ 

επηινγή ησλ δχν εξσηήζεσλ έγηλε κε ζθνπφ λα ζπγθξηζνχλ νη επηδφζεηο ησλ καζεηψλ 

ζηηο νηθείεο (πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο έσο 3νπ βαζκνχ) θαη ζηηο κε νηθείεο 

ζπλαξηήζεηο (πνιχθιαδεο πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο έσο 3νπ βαζκνχ). Μέζσ ηεο 

ζχγθξηζεο απηήο ζα επηρεηξεζεί λα απαληεζεί ην ηξίην εξεπλεηηθφ εξψηεκα.  
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Δξσηήζεηο 3 θαη 7 

    ΢ηηο εξσηήζεηο 3 θαη 7 δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο παξαγψγνπ, f‘ θαη 

δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα εληνπίζνπλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε f 

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαζψο θαη ηα αθξφηαηα απηήο. Οη δνζείζεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο είλαη πνιχθιαδεο πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο θαη ε δηαθνξά ηνπο είλαη 

φηη ε δεχηεξε γξαθηθή παξάζηαζε πεξηέρεη ζεκεία ζηα νπνία δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε. Ζ επηινγή ησλ δχν εξσηήζεσλ έγηλε πξνθεηκέλνπ λα εμεηαζηεί ην αλ 

ε κνξθή ηεο δνζείζεο γξαθηθήο παξάζηαζεο επεξεάδεη ηνπο καζεηέο, φηαλ απηή δελ 

είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάπνηα ζεκεία θαη ζπλεπψο λα εμεηαζηεί ην ηξίην εξεπλεηηθφ 

εξψηεκα.  
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Δξώηεζε 4:  

    ΢ηελ εξψηεζε απηή δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 

3νπ βαζκνχ θαη δεηείηαη λα αλαγλσξηζηνχλ ε παξάγσγνο θαη ε παξάγνπζά ηεο, απφ 

ηηο παξαζηάζεηο πνπ ηνπο δίλνληαη. ΢πλεπψο νη καζεηέο θαινχληαη ηελ πξψηε θνξά 

λα ηελ αληηκεησπίζνπλ σο ζπλάξηεζε f αλαδεηψληαο ηελ παξάγσγφ ηεο, f΄ θαη ηελ 

δεχηεξε θνξά λα ηελ αμηνπνηήζνπλ σο παξάγσγν f΄ επηιέγνληαο θαηάιιεια  ηελ 

ζπλάξηεζε f. Απφ ηε ζχγθξηζε ησλ δχν ππνεξσηεκάησλ ηεο, ζα επηρεηξεζεί λα 

απαληεζεί ην ηέηαξην εξεπλεηηθφ εξψηεκα.  
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Δξώηεζε 5: 

     ΢ηελ εξψηεζε απηή δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κίαο πνιπσλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο 1νπ βαζκνχ ε νπνία εθθξάδεη ηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο f. 

Εεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα επηιέμνπλ ηηο παξάγνπζέο ηεο, απφ ηηο παξαζηάζεηο 

πνπ ηνπο δίλνληαη. 
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Δξώηεζε 8:. 

    ΢ηελ εξψηεζε 8 δίλεηαη έλα δηάγξακκα ηαρχηεηαο ρξφλνπ. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε 

απνηειεί ηκήκα πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ. Εεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο 

λα εληνπίζνπλ ηα ζεκεία ζηα νπνία ε θνξά ηνπ θηλεηνχ είλαη ζεηηθή θαη αξλεηηθή, ηα 

ζεκεία ζηα νπνία ην ζψκα είλαη ζηηγκηαία αθίλεην θαζψο θαη ηα ζεκεία ζηα νπνία 

απηφ επηηαρχλεη θαη επηβξαδχλεη. ΢χκθσλα κε ηε βηβιηνγξαθία κία ηέηνηνπ είδνπο 

εξψηεζε θαηαηάζζεηαη ζηελ επξχηεξε θαηεγνξία ησλ «ξεαιηζηηθψλ πξνβιεκάησλ» 

(Gainsburg, 2008).  
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Κσδηθνπνίεζε απαληήζεσλ εξσηεκαηνινγίνπ 

Γηα φιεο ηηο εξσηήζεηο εθαξκφζηεθε ην αθφινπζν ζχζηεκα θσδηθνπνίεζεο. 

Οη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ζσζηά θαηαρσξήζεθαλ κε ηελ ηηκή 4 ζηελ 

θαηεγνξία κε φλνκα: «΢σζηφ». 

Όζνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα επηιέγνληαο κία απφ ηηο ππφινηπεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο θσδηθνπνηήζεθαλ κε ηελ ηηκή 1 θαη ηίηιν: «Λάζνο». 

Όζνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα επηιέγνληαο ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξάγνπζαο 

αληί ηεο παξαγψγνπ ηεο δνζείζεο ζπλάξηεζεο θαη φζνη ηεο παξαγψγνπ αληί ηεο 

παξαγνχζεο θσδηθνπνηήζεθαλ κε ηελ ηηκή 3 θαη σο θαηεγνξία ηηηινθνξήζεθε κε ην 

φλνκα «Παξάγνπζα/Παξάγσγνο». 

Απηνί πνπ απάληεζαλ ιαλζαζκέλα βαζηδφκελνη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

δνζείζεο ζπλάξηεζεο θσδηθνπνηήζεθαλ κε ηελ ηηκή 2 θαη σο θαηεγνξία 

ηηηινθνξήζεθε κε ην φλνκα «Με βάζε ηελ δνζείζα». 

Οη καζεηέο πνπ επέιεμαλ λα κελ απαληήζνπλ θαηαρσξήζεθαλ κε ηελ ηηκή 0 ζηελ 

θαηεγνξία κε ηίηιν: «Με απάληεζε». 

3.3 Αμηνπηζηία θαη εγθπξόηεηα 

    ΢ρεηηθά κε ην εξσηεκαηνιφγην, αθφηνπ ζρεδηάζηεθε, έπεηηα ειέγρζεθε απφ ηελ 

εξεπλήηξηα θαη ηελ επηβιέπνπζα θαζεγήηξηα, κνηξάζηεθε δνθηκαζηηθά ζε καζεηέο 

θαη έπεηηα απφ ηελ ζπκπιήξσζε ηνπ, βειηηψζεθε έσο φηνπ πήξε ηελ ηειηθή κνξθή. 

Δηδηθφηεξα, ν αξηζκφο ησλ εξσηήζεσλ απνθαζίζηεθε έπεηηα απφ ηελ ρξνλνκέηξεζε 

ζπκπιήξσζεο θαηά ηελ δνθηκαζηηθή ρξήζε ηνπ θαη ε δπζθνιία ησλ εξσηήζεσλ 

πξνζαξκφζηεθε ζην επίπεδν ησλ ζρνιηθψλ γλψζεσλ. Οη ππνςήθηνη ελεκεξψζεθαλ 

γηα ην ζέκα θαη ηνπο ζηφρνπο ηεο έξεπλαο, αιιά δελ δφζεθαλ πεξαηηέξσ εμεγήζεηο 

ζρεηηθά κε ηελ ζπκπιήξσζε. Οη εθθσλήζεηο θαη ηα δεδνκέλα ηεο θάζε εξψηεζεο 

ήηαλ ζαθή θαη νη δεηνχκελεο πιεξνθνξίεο ήηαλ δηαηππσκέλεο κε αθξίβεηα, 

πξνθεηκέλνπ λα κελ ππάξμνπλ αλαθξίβεηεο. Οη καζεηέο ζπκπιήξσζαλ ην 

εξσηεκαηνιφγην αλψλπκα θαη ζε δηάξθεηα κίαο δηδαθηηθήο ψξαο, έηζη ψζηε λα έρνπλ 

ηελ δπλαηφηεηα ζε απηφ ην ρξνληθφ δηάζηεκα λα ειέμρνπλ ηηο απαληήζεηο ηνπο. 

    Ζ επεμεξγαζία θαη ε αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ έγηλε κε ρξήζε θαηάιιεινπ 

ζηαηηζηηθνπ ινγηζκηθνχ (SPSS) θαη θαηά ηελ παξνπζίαζή ηνπο, έγηλε πξνζπάζεηα λα 

απνθεπρζνχλ ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία δελ ζηεξίδνληαλ ηθαλνπνηεηηθά ζηα δεδνκέλα. 

Αθφκε, απνθεχρζεθε ε ρξήζε ησλ δεδνκέλσλ θαηά επηιεθηηθφ θαη κε 

αληηπξνζσπεπηηθφ ηξφπν. Ζ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ νδήγεζε ζηελ απάληεζε ησλ 

εξεπλεηηθψλ εξσηεκάησλ. 

    Έλα κέηξν ειέγρνπ ηεο αμηνπηζηίαο, ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηηο έξεπλεο, 

είλαη ν ζπληειεζηήο εζσηεξηθήο ζπλέπεηαο Cronbach‘s Alpha. Μέζσ ηνπ 

πξνγξάκκαηνο SPSS ππνινγίζηεθε ν ζπγθεθξηκέλνο ζπληειεζηήο γηα ηηο 8 εξσηήζεηο 
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(ζπλνιηθά 27 ππνεξσηεκάησλ) ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ θαη παξνπζηάδεηαη ζηνλ πίλαθα 

1. 

Cronbach's 

Alpha 
N 

,918 27 

Πίλαθαο 1: Αλάιπζε Αμηνπηζηίαο (Δξσηήζεηο 1-8)  

    Ο ζπληειεζηήο α εζσηεξηθήο ζπλέπεηαο ησλ 8 εξσηήζεσλ είλαη 0,918. Ζ 

εζσηεξηθή ζπλέπεηα είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή θαζψο ν ζπγθεθξηκέλνο ζπληειεζηήο 

παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα [0,1]. Όζν πεξηζζφηεξν ε ηηκή ηνπ πξνζεγγίδεη ην 1 ηφζν 

πεξηζζφηεξν εμαζθαιίδεηαη ε εζσηεξηθή ζπλέπεηα.  

4. Απνηειέζκαηα 

4.1. Οιηζηηθή αλαγλώξηζε 

4.1.1 Απφ ηε ζπλάξηεζε ζηελ παξάγσγν 

Αξρηθά παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο εξσηήζεηο φπνπ δεηείηαη ε 

αλαγλψξηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ κε βάζε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

α. ζε νηθείεο 

΢ρεηηθά κε ηελ πεξίπησζε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ φπσο νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

1
νπ

, 2
νπ

 θαη 3
νπ

 βαζκνχ (εξσηήζεηο 1.β,1.γ,1.δ,1.ε,4α) ηα απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ 

πίλαθα 2. 

 
1

νπ
 βαζκνχ 

(δίθιαδε) 

2
νπ

 

βαζκνχ  

3
νπ

 βαζκνχ 

κε πιήξεο 

3
νπ

 βαζκνχ 

πιήξεο 

3
νπ

 βαζκνχ 

πιήξεο
1 

Με απάληεζε 2 2 2 2 8 

Λάζνο
2
 3 11 8 12 4 

Με βάζε ηε  

δνζείζα 
9 6 0 0 0 

Παξάγνπζα
3
 10 0 5 6 14 

΢σζηφ 9 14 18 13 7 

                                                           
1 ΢ε απηήλ ηελ εξψηεζε δεηήζεθε ε παξάγσγνο ηεο ηξηηνβάζκηαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο θαη ζηελ 

ζπλέρεηα ε παξάγνπζά ηεο. 

2 
Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε.  

3 
΢ηελ θαηεγνξία «Παξάγνπζα» ζπκπεξηιήθζεθαλ νη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα 

επηιέγνληαο ηελ παξάγνπζα ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο έλαληη ηεο παξαγψγνπ 
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Πίλαθαο 1: Οιηθή αλαγλώξηζε ησλ παξαγώγσλ νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ  

Παξαηεξνχκε φηη νη καζεηέο αλαγλψξηζαλ κε κεγαιχηεξε επθνιία ηελ παξάγσγν ηεο 

δνζείζεο ζπλάξηεζεο φηαλ απηή ήηαλ 2νπ βαζκνχ (παξαβνιή) θαη 3νπ βαζκνχ κε 

πιήξνπο κνξθήο. Παξ‘ φια απηά, ζηελ εξψηεζε ε νπνία πεξηιάκβαλε ηελ ζπλάξηεζε 

2νπ βαζκνχ, 11 άηνκα επέιεμαλ ιαλζαζκέλα γηα παξάγσγφ ηεο, ηηο ζπλαξηήζεηο 

κεδεληθνχ θαη 4νπ βαζκνχ.  Ζ εξψηεζε, ε νπνία πεξηείρε γξαθηθή παξάζηαζε 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 1νπ βαζκνχ, κε ηκήκαηα επζεηψλ θαη ζεκείν ζην νπνίν 

δελ ήηαλ παξαγσγίζηκε (δίθιαδε), ζπγθέληξσζε έλα κηθξφ αξηζκφ ζσζηψλ 

απαληήζεσλ. ΢ε απηήλ ηελ εξψηεζε έλαο κεγάινο αξηζκφο καζεηψλ απάληεζε κε 

θξηηήξην ηε κνξθνινγία ηεο δνζείζαο (δειαδή επέιεμε κία γξαθηθή παξάζηαζε ίδηνπ 

ηχπνπ κε ηελ δνζείζα) θαη έλαο άιινο κεγάινο αξηζκφο επέιεμε λα απαληήζεη 

επηιέγνληαο ηελ παξαβνιή (δειαδή εληφπηζε γξαθηθή παξάζηαζε ίδηνπ ηχπνπ κε ηελ 

παξάγνπζα θαη φρη ηεο παξαγψγνπ). Όζνλ αθνξά ηηο δχν εξσηήζεηο πνπ αληηζηνηρνχλ 

ζε δνζείζεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηξίηνπ βαζκνχ (πιήξεηο) νη καζεηέο δελ 

απάληεζαλ κε ηνλ ίδην ηξφπν. ΢πγθεθξηκέλα ζηελ πξψηε εξψηεζε (εξψηεζε 1.δ) 

ππήξμαλ πεξηζζφηεξεο ζσζηέο απαληήζεηο. Απφ ηνπο 12 καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θάπνηνη απφ απηνχο επέιεμαλ ηελ παξαβνιή ε νπνία είρε 

κέγηζην (αληί γηα ειάρηζην), θάπνηνη επέιεμαλ ηελ 1νπ βαζκνχ θαη θάπνηνη ηε 

κεδεληθνχ βαζκνχ. Έλαο κηθξφο αξηζκφο καζεηψλ απάληεζε ιαλζαζκέλα 

επηιέγνληαο ηελ παξάγνπζα. Όζνλ αθνξά ηε δεχηεξε εξψηεζε (εξψηεζε 4α) 

παξαηεξήζεθε κεγαιχηεξε απνρή. Ο δηπιάζηνο αξηζκφο καζεηψλ επέιεμε ηελ 

παξάγνπζα αληί ηεο παξαγψγνπ ζε απηήλ ηελ εξψηεζε απφ φ, ηη ζηελ εξψηεζε 1.δ.  

β. ζε κε νηθείεο 

΢ρεηηθά κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ζα κπνξνχζε λα ραξαθηεξηζηεί κε νηθεία, 

φπσο ε γξαθηθή παξάζηαζε πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 5
νπ

 βαζκνχ (εξψηεζε 1α) ηα 

απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ πίλαθα 3. 

 
  5

νπ
 βαζκνχ 

Με απάληεζε 3 

Λάζνο
2
 20 

΢σζηφ 10 

Πίλαθαο 3: Οιηθή αλαγλώξηζε ηεο παξαγώγνπ κε νηθείαο ζπλάξηεζεο  

Έλα κεγάιν πιήζνο ησλ καζεηψλ απάληεζε ιαλζαζκέλα ζηελ εξψηεζε θαηά ηελ 

νπνία δεηήζεθε ε παξάγσγνο κε νηθείαο ζπλάξηεζεο, δειαδή ηεο πνιπσλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο 5
νπ

 βαζκνχ. Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε αλνκνηνγέλεηα ησλ ιαλζαζκέλσλ 

απαληήζεσλ. Οξηζκέλνη καζεηέο απάληεζαλ επηιέγνληαο ζπλαξηήζεηο κεδεληθνχ 

βαζκνχ (δίθιαδεο) θαζψο θαη ζπλαξηήζεηο 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ.  

 

                                                           
2   

Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε. 
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4.1.2 Απφ ηελ παξάγσγν ζηελ ζπλάξηεζε (παξάγνπζα) 

΢ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο εξσηήζεηο φπνπ δεηείηαη ε 

αλαγλψξηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξάγνπζαο κε βάζε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο δνζείζεο ζπλάξηεζεο. 

-ζε νηθείεο 

΢ρεηηθά κε ηελ πεξίπησζε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ φπσο νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

1
νπ

 θαη 3
νπ

 βαζκνχ (εξσηήζεηο 4.β, 5) ηα απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ πίλαθα 4. 

 

1
νπ

 βαζκνχ  

 

3
νπ

 βαζκνχ 

πιήξεο 

Με απάληεζε 8 8 

Λάζνο
1
 10 4 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
0 10 

Παξάγσγνο
2
 7 5 

΢σζηφ 8 6 

Πίλαθαο 4: Οιηθή αλαγλώξηζε ησλ παξαγνπζώλ νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ  

Οη καζεηέο, θαηά ηελ εχξεζε ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο θαη ζηηο δχν 

ζπλαξηήζεηο (1
νπ

 βαζκνχ θαη 3
νπ

 βαζκνχ) ζεκείσζαλ ιίγεο ζσζηέο απαληήζεηο. Απφ 

ηνπο καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα αξθεηνί ήηαλ απηνί νη νπνίνη 

επέιεμαλ ηηο παξαβνιέο πνπ δελ είραλ ζρέζε θαηαθφξπθεο κεηαηφπηζεο κε ηε ζσζηή, 

ελψ νη ππφινηπνη απάληεζαλ επηιέγνληαο ηελ παξάγσγν αληί ηεο παξάγνπζαο. Δίλαη 

αμηνζεκείσην φηη ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε (3
νπ

 βαζκνχ) αξθεηνί καζεηέο (10) 

απάληεζαλ κε βάζε ηελ κνξθνινγία ηεο δνζείζαο. Σέινο, θαη ζηηο δχν ζπλαξηήζεηο 

ζρεδφλ ην ίδην πιήζνο καζεηψλ (7 θαη 5 αληίζηνηρα) απάληεζαλ βξίζθνληαο ηελ 

παξάγσγν (παξαβνιή) αληί γηα ηελ παξάγνπζα θαζψο θαη ην ίδην πιήζνο καζεηψλ (8) 

επέιεμαλ λα κελ απαληήζνπλ θαζφινπ θαη ζηηο δχν εξσηήζεηο. 

4.2. Αλαγλώξηζε ραξαθηεξηζηηθώλ (ζε ζεκεία) 

4.2.1 Απφ ηε ζπλάξηεζε ζηελ παξάγσγν 

Αθνινπζνχλ ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ εξψηεζε φπνπ δεηείηαη ε αλαγλψξηζε 

ραξαθηεξηζηηθψλ (ζεκείσλ) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ κε βάζε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο. 

                                                           
1
 Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε.  

2  
΢ηελ θαηεγνξία «Παξάγσγνο» ζπκπεξηιήθζεθαλ νη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα 

επηιέγνληαο ηελ παξάγσγν ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο έλαληη ηεο παξάγνπζαο. 
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α. ζε νηθείεο 

΢ρεηηθά κε ηελ πεξίπησζε ηεο νηθείαο ζπλάξηεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηεο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3
νπ

 βαζκνχ (εξψηεζε 2) ηα απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ 

πίλαθα 5. 

 3
νπ

 βαζκνχ 

 πιήξεο 

Παξάγσγνο 

Θεηηθή 

Παξάγσγνο 

Μεδεληθή 

Λάζνο
1
 11 7 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
15 17 

΢σζηφ 7 9 

Πίλαθαο 5: Αλαγλώξηζε πξνζήκνπ θαη ξηδώλ παξαγώγνπ νηθείαο ζπλάξηεζεο 

Παξαηεξείηαη φκνηα ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ θαη ζηα δχν ππνεξσηήκαηα. 

Υαξαθηεξηζηηθή είλαη ε πιήξεο ζπκκεηνρή ησλ καζεηψλ. Παξ‘ φια απηά ιίγνη 

καζεηέο απάληεζαλ ζσζηά, ελψ αξθεηνί απάληεζαλ γηα ηελ δνζείζα ζπλάξηεζε θαη 

φρη γηα απηήλ πνπ ηνπο δεηήζεθε. Οη ππφινηπνη απφ απηνχο πνπ απάληεζαλ 

ιαλζαζκέλα επέιεμαλ έλα ζπλδπαζκφ ζεκείσλ εθ ησλ νπνίσλ νξηζκέλα ήηαλ νη 

ζσζηέο απαληήζεηο, κεξηθά ήηαλ νη απαληήζεηο κε βάζε ηε δνζείζα θαη θάπνηα ήηαλ 

ηα ππφινηπα ζεκεία ηεο δνζείζαο γξαθηθήο παξάζηαζεο.   

β. ζε κε νηθείεο 

΢ηελ ζπλέρεηα, ζηνλ πίλαθα 6 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ εξψηεζε 

φπνπ δεηείηαη ε αλαγλψξηζε ραξαθηεξηζηηθψλ (ζεκείσλ) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο παξαγψγνπ κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο ζηελ 

πεξίπησζε ηεο κε νηθείαο ζπλάξηεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα κίαο πνιχθιαδεο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο ε νπνία απνηειείηαη απφ ηκήκαηα πνιπσλπκηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ βαζκψλ 1
νπ

 έσο 5
νπ

 (εξψηεζε 6). Ζ παξάζηαζε απηή πεξηιακβάλεη 

ζεκεία ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε δελ είλαη παξαγσγίζηκε.  

 

 

 

 

 

                                                           
1  

Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε. 

2  
Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε. 

 Πνιχθιαδε 

 

Παξάγσγνο 

Θεηηθή 

Παξάγσγνο 

Μεδεληθή 

Με απάληεζε 5 4 

Λάζνο
2
 2 1 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
18 20 

΢σζηφ 8 8 
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Πίλαθαο 6: Αλαγλώξηζε πξνζήκνπ θαη ξηδώλ παξαγώγνπ κε νηθείαο ζπλάξηεζεο 

Κάπνηνη καζεηέο επέιεμαλ λα κελ απαληήζνπλ θαζφινπ ζε απηήλ ηελ εξψηεζε. Απφ 

ηνπο καζεηέο πνπ απάληεζαλ έλαο πνιχ κεγάινο αξηζκφο απάληεζε κε βάζε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ηνπο δφζεθε θαη φρη κε απηήλ πνπ ηνπο δεηήζεθε θαη έλαο 

κηθξφο αξηζκφο απάληεζε ζσζηά. Γεληθφηεξα, δελ παξαηεξήζεθε δηαθνξεηηθή 

αληηκεηψπηζε ησλ δχν ππνεξσηεκάησλ.  

Παξαηεξψληαο ηνπο δχν ηειεπηαίνπο πίλαθεο, ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη φηη ε κνξθή 

ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο (νηθεία – κε νηθεία) θαίλεηαη λα κελ επεξεάδεη ηελ 

απφδνζε ησλ καζεηψλ.  

4.2.2 Απφ ηελ παξάγσγν ζηελ ζπλάξηεζε (παξάγνπζα) 

Αθνινπζεί ε παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ γηα ηηο εξσηήζεηο φπνπ δεηείηαη ε 

αλαγλψξηζε ραξαθηεξηζηηθψλ (ζεκείσλ) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξάγνπζαο 

κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξίπησζε ησλ κε 

νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ θαη ζπγθεθξηκέλα δχν πνιχθιαδσλ πνιπσλπκηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ ηκήκαηα πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 

βαζκψλ 1
νπ

 έσο 5
νπ

 (εξσηήζεηο 3.2, 3.3, 7.2, 7.3). Δηδηθά ε παξάζηαζε ηεο δεχηεξεο 

εξψηεζεο πεξηιακβάλεη ζεκεία ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε f΄ δελ είλαη παξαγσγίζηκε. 

Σα απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνπο πίλαθεο 7 θαη 8. 

 

Πνιχθιαδεο 

 

 

Παξαγσγίζηκε 

Σνπηθφ 

αθξφηαην γηα 

x=3 

Αηηηνιφγεζε 

Με 

παξαγσγίζηκε 

Σνπηθφ 

αθξφηαην γηα 

x=0 

Αηηηνιφγεζε 

Με απάληεζε 3 11 12 17 

Λάζνο
1
 1 0 3 0 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
15 15 11 11 

΢σζηφ 14 7 7 5 

Πίλαθαο 7: Αθξόηαηα παξάγνπζαο κε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ (κε αηηηνιόγεζε) 

 

Παξαηεξήζεθε δηαθνξεηηθή αληηκεηψπηζε ησλ δχν εξσηήζεσλ απφ ηνπο καζεηέο. 

΢ηελ εξψηεζε ζηελ νπνία ε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ έρεη ζεκεία 

ζηα νπνία δελ είλαη παξαγσγίζηκε νη καζεηέο δίζηαζαλ πνιχ πεξηζζφηεξν λα 

απαληήζνπλ. Δπηπιένλ, ππήξμαλ ιίγνη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ζσζηά. 

΢πγθξηηηθά κε ηελ απφδνζε ηνπο ζηελ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε, ζηε κε 

παξαγσγίζηκε, απάληεζαλ ζσζηά κφλν νη κηζνί. Παξαηεξήζεθε φηη θαη ζηηο δχν 

                                                           
1  

Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 

απάληεζαλ ιαλζαζκέλα θαη κε ηξφπν πνπ δελ ππνδεηθλχεη θάπνηα εηδηθή παξαλφεζε. 
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εξσηήζεηο, ε αηηηνιφγεζε δφζεθε ιαλζαζκέλα βάζεη ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο, απφ 

έλα κεγάιν αξηζκφ καζεηψλ.  

 

Πνιχθιαδεο 

    Παξαγσγίζηκε 

 

Σνπηθά κέγηζηα 

Σνπηθά 

ειάρηζηα 

Με παξαγσγίζηκε 

 

Σνπηθά κέγηζηα 

Σνπηθά 

ειάρηζηα 

Με απάληεζε 10 11 15 15 

Λάζνο
1
 9 4 2 2 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
8 12 11 11 

΢σζηφ 6 6 5 5 

Πίλαθαο 8: Αθξόηαηα παξάγνπζαο κε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

 

Καη ζηηο δχν εξσηήζεηο έλαο πνιχ κηθξφο αξηζκφο καζεηψλ απάληεζε ζσζηά. Πην 

εηδηθά, ζηελ εξψηεζε κε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε κε παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο 

νη κηζνί καζεηέο δελ απάληεζαλ, ελψ ζηελ εξψηεζε κε ηελ παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε 

απάληεζαλ νη πεξηζζφηεξνη. Έλαο κεγάινο αξηζκφο καζεηψλ θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο απάληεζαλ κε βάζε ηελ κνξθνινγία ηεο δνζείζαο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο. Οη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα ζηελ εχξεζε ησλ ηνπηθψλ 

κεγίζησλ επέιεμαλ κία ζεηξά ζεκείσλ ε νπνία ήηαλ ζπλδπαζκφο απφ ζεκεία ηα νπνία 

ήηαλ νη ζσζηέο απαληήζεηο, απαληήζεηο κε βάζε ηελ δνζείζα, θαζψο θαη απφ ηα 

ππφινηπα ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. 

4.3. Αλαγλώξηζε ραξαθηεξηζηηθώλ (ζε δηαζηήκαηα) 

- Απφ ηελ παξάγσγν ζηελ ζπλάξηεζε (παξάγνπζα) 

΢ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο εξσηήζεηο φπνπ δεηείηαη ε 

αλαγλψξηζε ραξαθηεξηζηηθψλ (δηαζηεκάησλ) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

παξάγνπζαο κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο ζηελ 

πεξίπησζε ησλ κε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ θαη ζπγθεθξηκέλα δχν πνιχθιαδσλ 

πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ ηκήκαηα πνιπσλπκηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ βαζκψλ 1
νπ

 έσο 5
νπ

 (εξσηήζεηο 3.1, 7.1). Δηδηθά ζηελ δεχηεξε 

παξάζηαζε (εξψηεζε 7) πεξηιακβάλνληαη ζεκεία ζηα νπνία ε ζπλάξηεζε δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε. Σα απνηειέζκαηα δίλνληαη ζηνλ πίλαθα 9. 
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Πνιχθιαδεο 

Παξαγσγίζηκε 

f γλεζίσο 

θζίλνπζα 

Με παξαγσγίζηκε 

f γλεζίσο 

θζίλνπζα 

Με απάληεζε 4 10 

Λάζνο
1
 3 1 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
18 14 

΢σζηφ 8 8 

Πίλαθαο 9: Μνλνηνλία παξάγνπζαο κε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ  

΢ηηο εξσηήζεηο απηέο, ιίγνη καζεηέο απάληεζαλ ζσζηά θαζψο επίζεο θάπνηνη 

επέιεμαλ λα κελ απαληήζνπλ θαζφινπ. Δηδηθά ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ε νπνία είρε ζεκεία κε παξαγσγηζηκφηεηαο έλαο αξθεηά κεγάινο 

αξηζκφο δελ ζεκείσζε θάπνηα απάληεζε. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο έλαο πνιχ 

κεγάινο αξηζκφο καζεηψλ απάληεζαλ κε βάζε ηε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ρσξίο 

λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηηο πιεξνθνξίεο γηα απηήλ πνπ ηνπο δεηήζεθε. 

Όζνλ αθνξά ηα απνηειέζκαηα ηεο εξψηεζεο 8 ζηελ νπνία δηλφηαλ έλα δηάγξακκα 

ηαρχηεηαο – ρξφλνπ, απηά παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 10. 

 
Καηά ζεηηθή 

θνξά 

Καηά 

αξλεηηθή 

θνξά 

΢ηηγκηαία 

αθίλεην 
Δπηηαρχλεη Δπηβξαδχλεη 

Με απάληεζε 6 8 9 8 8 

Λάζνο
2
 12 12 6 13 13 

΢σζηφ 15 13 18 12 12 

Πίλαθαο 10: Γηάγξακκα ηαρύηεηαο – ρξόλνπ   

Έλαο κεγάινο αξηζκφο καζεηψλ (πεξίπνπ νη κηζνί) απάληεζε ζσζηά ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε εξψηεζε ζρεδφλ ζε φια ηα ππνεξσηήκαηα. Απφ ηνπο ππφινηπνπο έλαο 

κηθξφο αξηζκφο επέιεμε λα κελ απαληήζεη θαζφινπ θαη νη ππφινηπνη απάληεζαλ 

ιαλζαζκέλα κε ηξφπν πνπ δελ θαλέξσλε θάπνηα ηδηαίηεξε ηάζε ή θάπνηα παξαλφεζε. 

 

 

 

 

                                                           
1
 Ζ θαηεγνξία «Λάζνο» δεκηνπξγήζεθε πξνθεηκέλνπ λα ζπκπεξηιάβεη ηνπο καζεηέο νη νπνίνη 
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2
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4.4 ΢πγθξίζεηο 

΢ηελ ζπλέρεηα επηρεηξείηαη λα εμεηαζηεί ε ζρέζε ησλ απνηειεζκάησλ νξηζκέλσλ 

εξσηήζεσλ. Ζ επηινγή ηνπο, αλά δχν, έγηλε κε θξηηήξην ηελ αλακελφκελε εμάξηεζε 

ζε νξηζκέλεο απφ απηέο θαη ηελ κε αλακελφκελε εμάξηεζε ζε άιιεο. Ζ παξνπζίαζε 

ησλ απνηειεζκάησλ, φπσο απηή πξνεγήζεθε, θαηά νκάδεο, ζπληέιεζε ζην λα 

αλαδεηρζνχλ ελδηαθέξνπζεο ζρέζεηο ή κε, κεηαμχ ηνπο.  

Γηα θάζε δεχγνο εξσηήζεσλ, παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ θαη ε γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζή ηνπ. ΢ηελ ζπλέρεηα, νη δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο ιαζψλ 

ζπγρσλεχνληαη ζε κία θαη εμεηάδεηαη εθ λένπ ε εμάξηεζή ησλ δχν εξσηήζεσλ κε ηε 

ρξήζε ηνπ ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ x
2
 πξνθεηκέλνπ λα είλαη έγθπξνο κε ην ζπγθεθξηκέλν 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο. 

4.4.1 Οιηζηηθή αλαγλώξηζε ζε νηθείεο  

α. από ηελ ζπλάξηεζε ζηελ παξάγωγν 

-Δχξεζε παξαγψγσλ δχν πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 3νπ βαζκνχ (πιήξσλ) 

(Δξσηήζεηο 1.δ-4.α)  

 

3νπ βαζκνχ πιήξεο (4.α) 
 

΢χλνιν 
Με 

απάληεζε 
Λάζνο Παξάγνπζα ΢σζηφ 

3νπ βαζκνχ 

πιήξεο 

(1.δ) 

Με απάληεζε 2 0 0 0 2 

Λάζνο 1 4 6 1 12 

Παξάγνπζα 0 0 6 0 6 

΢σζηφ 5 0 2 6 13 

                      ΢χλνιν 8 4 14 7 33 

Πίλαθαο 11. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγώγσλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ  

 

Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ηνλ πίλαθα δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 11), νη καζεηέο 

δπζθνιεχηεθαλ πεξηζζφηεξν λα βξνπλ ηελ παξάγσγν ηεο ηξηηνβάζκηαο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο ζηελ δεχηεξε εξψηεζε (4.α) απφ φ, ηη ζηελ πξψηε 

εξψηεζε (1.δ). ΢πγθεθξηκέλα, ε δεχηεξε εξψηεζε δεηνχζε ζηελ ζπλέρεηα λα βξεζεί ε 

παξάγνπζα ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο. Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ηεο δηαθνξεηηθήο 

ηνπο ζπκπεξηθνξάο είλαη φηη ζηελ δεχηεξε εξψηεζε πεξηζζφηεξνη καζεηέο εληφπηζαλ 

ηελ παξάγνπζα αληί γηα ηελ παξάγσγν. Απηά απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 1.  
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Γξάθεκα 1. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγώγσλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ  

 

Αλ ζπγθεληξψζνπκε κφλν ηηο ζσζηέο θαη ηηο ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο πξνθχπηεη ν 

πίλαθαο 12. 

 

 
3νπ βαζκνχ πιήξεο (4.α) 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

3νπ 

βαζκνχ 

πιήξεο 

(1.δ) 

Λάζνο 19 1 20 

΢σζηφ 7 6 13 

                   ΢χλνιν 26 7 33 

Πίλαθαο 12. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγώγσλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό- Λάζνο) 

 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Όκσο ε ηηκή 

p=0.05 δελ καο επέηξεςε λα βγάινπκε θάπνην ζπκπέξαζκα εμάξηεζεο (ρ
2
(1)= 7,984, 

p=0,05, V=0,492). Γεγνλφο πνπ είλαη αμηνζεκείσην γηαηί ζα ήηαλ αλακελφκελε κία 

ζρέζε εμάξηεζεο θαζψο δεηείηαη αθξηβψο ην ίδην πξάγκα θαη ζηηο δχν εξσηήζεηο 

δνζέλησλ ησλ ίδησλ αθξηβψο παξαζηάζεσλ.
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β. από ηελ παξάγωγν ζηελ ζπλάξηεζε (παξάγνπζα) 

- Δχξεζε παξαγνπζψλ δχν πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 1νπ θαη 3νπ βαζκνχ 

(πιήξνπο) (Δξσηήζεηο 5 θαη 4β) 

 

 3νπ βαζκνχ (4.β) 

 

΢χλνιν 

 

Με 

απάληεζε 

Λάζνο 

Με βάζε 

ηε 

δνζείζα 

Παξάγσγνο ΢σζηφ 

1νπ 

βαζκνχ 

(5) 

Με 

απάληεζε 
4 1 2 1 0 8 

Λάζνο 1 1 2 4 2 10 

Παξάγσγνο 0 2 4 0 1 7 

΢σζηφ 3 0 2 0 3 8 

              ΢χλνιν 8 4 10 5 6 33 

Πίλαθαο 13. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγνπζώλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ  

Όπσο θαίλεηαη θαη απφ ηνλ πίλαθα δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 13), νη καζεηέο 

δπζθνιεχηεθαλ πεξηζζφηεξν λα βξνπλ ηελ παξάγνπζα ηεο ηξηηνβάζκηαο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο απφ φ, ηη ηεο πξσηνβάζκηαο. Πην εηδηθά,  ζηελ ηξίηνπ 

βαζκνχ, πνιινί απφ ηνπο καζεηέο απάληεζαλ ιαλζαζκέλα γηαηί απάληεζαλ κε βάζε 

ηελ δνζείζα ζπλάξηεζε, δειαδή εληφπηζαλ θάπνηα ε νπνία είρε ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο δνζείζαο. Απηά απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γξάθεκα 2. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγνπζώλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ  



49 
 

΢ηελ ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 14) φπνπ νη 

απαληήζεηο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθθξάδνληαη κε ζσζηφ - ιάζνο.    

 

 
3νπ βαζκνχ (4.β)  

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

1νπ βαζκνχ 

(5) 

Λάζνο 22 3 25 

΢σζηφ 5 3 8 

                     ΢χλνιν 27 6 33 

Πίλαθαο 14. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ησλ παξαγνπζώλ νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό –Λάζνο) 

 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Όκσο ε ηηκή 

p=0.10 δελ καο επέηξεςε λα βγάινπκε θάπνην ζπκπέξαζκα εμάξηεζεο (ρ
2
(1)= 2,649, 

p>0,05, V=0,283). Απηφ είλαη έλα γεγνλφο ην νπνίν παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ γηαηί 

πηζαλφλ λα δείρλεη φηη νη καζεηέο δελ έρνπλ θαηαλνήζεη ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν 

κπνξνχλ λα εληνπίδνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξάγνπζαο κηα ζπλάξηεζεο θαη 

ζπλεπψο ν δηαθνξεηηθφο βαζκφο ησλ πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ πνπ εμεηάζηεθαλ 

δελ θαίλεηαη αλ επεξεάδεη ηελ απφδνζε ησλ καζεηψλ. 

γ. ζύγθξηζε ηωλ δύν πεξηπηώζεωλ (παξάγωγνο θαη παξάγνπζα) 

-Δχξεζε παξαγψγνπ θαη παξάγνπζαο δχν πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 3νπ βαζκνχ 

(πιήξσλ) (Δξσηήζεηο 4.α θαη 4.β)  

 

 

Παξάγνπζα 3νπ βαζκνχ (4.β) 

 

΢χλ/ιν 

 

Με 

απάληεζε 

Λάζνο 

Με βάζε 

ηε 

δνζείζα 

Παξάγσγνο ΢σζηφ 

Παξάγσγνο 

3νπ βαζκνχ 

(4.α) 

Με 

απάληεζε 
8 0 0 0 0 8 

Λάζνο 0 3 1 0 0 4 

Παξάγνπζα 0 1 6 5 2 14 

΢σζηφ 0 0 3 0 4 7 

                     ΢χλνιν 8 4 10 5 6 33 

Πίλαθαο 15. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ  

 

Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ γξαθηθή αλαπαξάζηαζε (γξάθεκα 3) ηνπ πίλαθα δηπιήο 

εηζφδνπ (πίλαθαο 15), νη ίδηνη καζεηέο ηείλνπλ λα απαληνχλ θαη ζηα δχν εξσηήκαηα 

κε φκνην ηξφπν φηαλ απαληνχλ ζσζηά, ιάζνο ή φηαλ επηιέγνπλ λα κελ απαληήζνπλ. 

΢ηελ πεξίπησζε φκσο, πνπ δεηήζεθε ε παξάγνπζα, θαίλεηαη λα πξνβιεκαηίζηεθαλ 
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πεξηζζφηεξν γηαηί πνιινί απφ απηνχο πνπ απάληεζαλ ιαλζαζκέλα ζηεξίρζεθαλ ζηελ 

κνξθή ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο απαληψληαο κε κία φκνηα απηήο.  

Γξάθεκα 3. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ  

 

΢ηελ ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 16) φπνπ νη 

απαληήζεηο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθθξάδνληαη κε ζσζηφ - ιάζνο.  

 

 

Παξάγνπζα 3νπ 

βαζκνχ (4.β) 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

Παξάγσγνο 

3νπ βαζκνχ 

(4.α) 

 Λάζνο 24 2 26 

 ΢σζηφ 3 4 7 

                      ΢χλνιν 27 6 33 

Πίλαθαο 16. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό – Λάζνο) 

 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Ζ ζρέζε 

αλάκεζα ζηηο δχν εξσηήζεηο βξέζεθε ηζρπξή θαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή (ρ
2
(1)= 

9,066, p<0,05, V=0,524). Απηφ ζα κπνξνχζακε λα ην εθθξάζνπκε θαη έηζη: νη 

καζεηέο απάληεζαλ θαη ζηα δχν εξσηήκαηα κε ηνλ ίδην ηξφπν φζνλ αθνξά ζπλνιηθά 

ηηο ζσζηέο θαη ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο ηνπο, δείρλνληαο έηζη, φηη έρνπλ ζεκαληηθή 

δπζθνιία ζην λα αλαγλσξίδνπλ θαη ηελ παξάγσγν κηαο ζπλάξηεζεο θαη ηελ 



51 
 

παξάγνπζα, εηδηθά  φηαλ ε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε είλαη ε ίδηα θαη γηα ηηο δχν 

πεξηπηψζεηο. 

4.4.2 Αλαγλώξηζε ραξαθηεξηζηηθώλ (ζε ζεκεία) ζε νηθεία θαη ζε κε νηθεία 

- Δχξεζε πξνζήκνπ παξαγψγνπ δχν πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ νηθείαο (3νπ 

βαζκνχ, πιήξνπο) θαη κε νηθείαο (Δξσηήζεηο 2.α θαη 6.α) 

 

         Παξάγσγνο ζεηηθή (Με νηθεία) (6.α) 
 

΢χλνιν 
Με 

απάληεζε 
Λάζνο 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
΢σζηφ 

Παξάγσγνο 

ζεηηθή 

(Οηθεία) 

(2.α) 

Λάζνο 1 1 5 4 11 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
3 1 11 0 15 

΢σζηφ 1 0 2 4 7 

                           ΢χλνιν 5 2 18 8 33 

Πίλαθαο 17. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηνπ πξνζήκνπ ηεο παξαγώγνπ νηθείαο 

θαη κε νηθείαο ζπλάξηεζεο  

 

Οη καζεηέο, φπσο παξνπζηάδεηαη θαη ζηνλ πίλαθα 17, θαίλεηαη λα απάληεζαλ κε 

φκνην ηξφπν ζηηο δχν εξσηήζεηο πνπ αθνξνχζαλ ην πξφζεκν ηεο παξαγψγνπ f΄ 

δνζείζεο ηεο ζπλάξηεζεο f (εξσηήζεηο 2.α θαη 6.α). Οη δχν ζπλαξηήζεηο δηέθεξαλ 

κεηαμχ ηνπο, θαζψο ε πξψηε είλαη πνιπσλπκηθή 3
νπ

 βαζκνχ ελψ ε δεχηεξε είλαη κία 

πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε ε νπνία πεξηιακβάλεη ζεκεία ζηα νπνία ε f δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε. Ζ δηαθνξά απηή, απφ φ, ηη καο πιεξνθνξεί ν πίλαθαο 17 θαίλεηαη λα 

κελ επεξέαζε ζε κεγάιν βαζκφ ηνπο καζεηέο ζηηο απαληήζεηο ηνπο. Οη καζεηέο 

κπνξεί λα δίζηαζαλ πεξηζζφηεξν λα απαληήζνπλ ζηελ δεχηεξε ζπλάξηεζε, αιιά έλα 

κηθξφ πιήζνο απάληεζε θαη ζηηο δχν εξσηήζεηο ζσζηά, ελψ πνιινί ήηαλ απηνί πνπ 

θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο ζηεξίρζεθαλ εμ νινθιήξνπ ζηελ παξάζηαζε ηεο δνζείζαο. 

΢πγθεθξηκέλα φζνλ αθνξά ηνπο ηειεπηαίνπο, νη 11 καζεηέο ήηαλ νη ίδηνη θαη ζηηο δχν 

εξσηήζεηο. Απηά απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 4. 
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Γξάθεκα 4. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηνπ πξνζήκνπ ηεο παξαγώγνπ νηθείαο 

θαη κε νηθείαο ζπλάξηεζεο  

 

΢ηελ ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 18) φπνπ νη 

απαληήζεηο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθθξάδνληαη κε ζσζηφ - ιάζνο.  

 

 

Παξάγσγνο ζεηηθή  

(Με νηθεία) (6.α) 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

Παξάγσγνο ζεηηθή 

(Οηθεία) (2.α) 

 

Λάζνο 22 4 26 

΢σζηφ 3 4 7 

                                   ΢χλνιν 25 8 33 

Πίλαθαο 18. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηνπ πξνζήκνπ ηεο παξαγώγνπ νηθείαο 

θαη κε νηθείαο ζπλάξηεζεο (΢σζηό – Λάζνο) 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Ζ ζρέζε 

αλάκεζα ζηηο δχν εξσηήζεηο βξέζεθε ηζρπξή θαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή (ρ
2
(1)= 

5,236, p<0,05, V=0,3). Απηφ ζα κπνξνχζακε λα ην εθθξάζνπκε δηαθνξεηηθά θαη σο 

εμήο: νη καζεηέο απάληεζαλ θαη ζηα δχν εξσηήκαηα κε ηνλ ίδην ηξφπν φζνλ αθνξά 

ζπλνιηθά ηηο ζσζηέο θαη ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο ηνπο, δείρλνληαο έηζη, φηη έρνπλ 

ζεκαληηθή δπζθνιία ζην λα αλαγλσξίδνπλ ην πξφζεκν ηεο παξαγψγνπ f΄, δνζείζεο 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f. 
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4.4.3 Αλαγλώξηζε ραξαθηεξηζηηθώλ (ζε δηαζηήκαηα) ζε κε νηθείεο 

Δχξεζε κνλνηνλίαο παξάγνπζαο δχν πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ κε νηθείσλ 

(Δξσηήζεηο 3.1 θαη 7.1)  

 

 

 

 

Με παξαγσγίζηκε 

Μνλνηνλία παξάγνπζαο                                 

(7.1) 

 

 

 

 ΢χλνιν 

 

Με 

απάληεζε 

Λάζνο 

 

Με βάζε 

ηε δνζείζα 

΢σζηφ 

Παξαγσγίζηκε 

Μνλνηνλία 

παξάγνπζαο 

(3.1) 

 

 

Με απάληεζε 3 1 0 0 4 

Λάζνο 0 0 2 1 3 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
6 0 11 1 18 

΢σζηφ 1 0 1 6 8 

                           ΢χλνιν 10 1 14 8 33 

Πίλαθαο 19. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο κνλνηνλίαο ηεο παξάγνπζαο κε 

νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

Οη καζεηέο θαίλεηαη λα απάληεζαλ κε φκνην ηξφπν ζηηο δχν εξσηήζεηο πνπ 

αθνξνχζαλ ηε κνλνηνλία ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο (εξσηήζεηο 3.1 

θαη 7.1). Οη δχν ζπλαξηήζεηο ήηαλ κε νηθείεο θαη ε δηαθνξά ηνπο ήηαλ φηη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο δεχηεξεο εξψηεζεο πεξηείρε ηκήκαηα επζεηψλ κε νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ. Ζ δηαθνξά απηή, απφ φ, ηη καο πιεξνθνξεί ν πίλαθαο 19 δελ θαίλεηαη 

λα επεξέαζε ηηο απαληήζεηο ηνπο ζε κεγάιν βαζκφ, θαζψο έλα κηθξφ πιήζνο 

απάληεζε θαη ζηηο δχν εξσηήζεηο ζσζηά, ελψ πνιινί ήηαλ απηνί πνπ θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο ζηεξίρζεθαλ εμνινθιήξνπ ζηελ παξάζηαζε ηεο δνζείζαο. Απηά 

απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 5. 
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Γξάθεκα 5. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο κνλνηνλίαο ηεο παξάγνπζαο κε 

νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

΢ηελ ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 20) φπνπ νη 

απαληήζεηο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθθξάδνληαη κε ζσζηφ - ιάζνο. 

 

 

Με       παξαγσγίζηκε 

Μνλνηνλία      παξάγνπζαο  

(7.1)               

 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

Παξαγσγίζηκε 

Μνλνηνλία 

παξάγνπζαο 

(3.1) 

 

 Λάζνο 23 2 25 

΢σζηφ 2 6 8 

                            ΢χλνιν 25 8 33 

Πίλαθαο 20: ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο κνλνηνλίαο ηεο παξάγνπζαο κε 

νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό- Λάζνο) 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Ζ ζρέζε 

αλάκεζα ζηηο δχν εξσηήζεηο βξέζεθε ηζρπξή θαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή 

(ρ
2
(1)=14,814, p<0,05, V=0,6). ΢πλεπψο νη καζεηέο απάληεζαλ θαη ζηηο δχν 

εξσηήζεηο κε ηνλ ίδην πεξίπνπ ηξφπν. 
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4.4.4 ΢ύγθξηζε αλαγλώξηζεο παξαγώγνπ πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνύ 

νιηθά θαη θαηά ζεκεία 

-Δχξεζε παξαγψγνπ θαη εχξεζε πξνζήκνπ παξαγψγνπ πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 

3νπ βαζκνχ (πιήξσλ) (Δξσηήζεηο 1.δ θαη 2.α) 

 

 

Παξάγσγνο ζεηηθή 3νπ βαζκνχ (2.α)  

 

΢χλνιν Λάζνο 
Με βάζε ηε 

δνζείζα 
΢σζηφ 

Παξάγσγνο 

3νπ βαζκνχ 

(1.δ) 

Με απάληεζε 1 1 0 2 

Λάζνο 3 9 0 12 

Παξάγνπζα 3 3 0 6 

΢σζηφ 4 2 7 13 

                           ΢χλνιν 11 15 7 33 

Πίλαθαο 21. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ νιηθά θαη θαηά ζεκεία 

(πξόζεκν παξαγώγνπ) νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

Πεξηζζφηεξνη (νη δηπιάζηνη) αλαγλψξηζαλ ηελ παξάγσγν ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο 

σο γξαθηθή παξάζηαζε παξά ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο. Όπσο καο δείρλνπλ θαη ηα 

απνηειέζκαηα ζηνλ πίλαθα 21, ζηε δεχηεξε πεξίπησζε νη καζεηέο ζηεξίρζεθαλ 

εμνινθιήξνπ ζηελ κνξθή ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο απαληψληαο ην δηθφ ηεο 

πξφζεκν θαη φρη ηεο παξαγψγνπ. Απηά απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 6. 

 
Γξάθεκα 6. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ νιηθά θαη θαηά ζεκεία 

(πξόζεκν παξαγώγνπ) νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 
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Όζνλ αθνξά ην πιήζνο ησλ καζεηψλ πνπ απάληεζαλ ζπλνιηθά ζσζηά θαη ην πιήζνο 

νη νπνίνη απάληεζαλ ιαλζαζκέλα ηα απνηειέζκαηα θαίλνληαη ζηνλ πίλαθα 22.   

 

 

 Παξάγσγνο ζεηηθή  

3νπ βαζκνχ (2.α) 

 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

Παξάγσγνο 

3νπ βαζκνχ 

(1.δ) 

Λάζνο 20 0 20 

΢σζηφ 6 7 13 

                     ΢χλνιν 26 7 33 

Πίλαθαο 22. ΢ύγθξηζε ηεο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ νιηθά θαη θαηά ζεκεία 

(πξόζεκν παξαγώγνπ) νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό – Λάζνο) 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Ζ ζρέζε 

αλάκεζα ζηηο δχν εξσηήζεηο βξέζεθε ηζρπξή θαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή (ρ
2
(1)= 

13,669, p<0,05, V=0,6). Απηφ πηζαλφλ θαλεξψλεη φηη νη καζεηέο πνπ απαληνχλ 

ζσζηά έρνπλ ηελ ίδηα αληηκεηψπηζε ζηηο πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 3νπ βαζκνχ 

αθφκε θαη αλ αιιάδεη ην είδνο ησλ πιεξνθνξηψλ ην νπνίν ηνπο δεηείηαη.  

4.4.5 ΢ύγθξηζε εύξεζε παξαγώγνπ πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 2νπ βαζκνύ θαη 

εύξεζε παξάγνπζαο 1νπ βαζκνύ 

-Δχξεζε παξαγψγνπ πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 2νπ βαζκνχ θαη παξάγνπζαο 1νπ 

βαζκνχ (Δξσηήζεηο 1.ε θαη 5) 

 

1νπ βαζκνχ (παξάγνπζα) (5) 
 

΢χλνιν 
Με 

απάληεζε 
Λάζνο Παξάγσγνο ΢σζηφ 

2νπ βαζκνχ 

(παξάγσγνο)  

(1.ε) 

Με απάληεζε 1 1 0 0 2 

Λάζνο 5 4 2 0 11 

Με βάζε ηε 

δνζείζα 
0 1 4 1 6 

΢σζηφ 2 4 1 7 14 

                        ΢χλνιν 8 10 7 8 33 

Πίλαθαο 23. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

΢χκθσλα κε ηνλ πίλαθα 23, πεξηζζφηεξνη καζεηέο απάληεζαλ ζσζηά ζηελ εξψηεζε 

ε νπνία δεηνχζε ηελ παξάγσγν ηεο παξαβνιήο (πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 2
νπ

 

βαζκνχ) απφ φ, ηη ζηελ εξψηεζε ζηελ νπνία δεηήζεθε ε παξάγνπζα ηεο επζείαο 

(πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 1
νπ

 βαζκνχ). Θα κπνξνχζακε λα ζπκπεξάλνπκε ινηπφλ 
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φηη είλαη πεξηζζφηεξν εμνηθεησκέλνη κε ηελ δηαδηθαζία εχξεζεο ηεο παξαγψγνπ παξά 

κε ηελ δηαδηθαζία εχξεζεο παξάγνπζαο αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε νηθείσλ 

ζπλαξηήζεσλ. Απηά απνηππψλνληαη θαη ζην γξάθεκα 7.  

 
Γξάθεκα 7. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ 

΢ηελ ζπλέρεηα παξαηίζεηαη ν πίλαθαο δηπιήο εηζφδνπ (πίλαθαο 24) φπνπ νη 

απαληήζεηο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθθξάδνληαη κε ζσζηφ - ιάζνο.  

 

 
1νπ βαζκνχ (παξάγνπζα) (5) 

 

 

΢χλνιν Λάζνο ΢σζηφ 

2νπ βαζκνχ 

(παξάγσγνο) 

(1.ε)  

Λάζνο 18 1 19 

΢σζηφ 7 7 14 

                        ΢χλνιν 25 8 33 

Πίλαθαο 24. ΢ύγθξηζε ηεο νιηθήο αλαγλώξηζεο ηεο παξαγώγνπ θαη ηεο 

παξάγνπζαο νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ (΢σζηό – Λάζνο) 

Γηα ηε δηεξεχλεζε ηεο ζρέζεο ησλ δχν εξσηήζεσλ εθαξκφζηεθε ν έιεγρνο 

αλεμαξηεζίαο ρ
2
, αθνχ ειέγρζεθαλ νη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηνπ. Ζ ζρέζε 

αλάκεζα ζηηο δχν εξσηήζεηο βξέζεθε ηζρπξή θαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή (ρ
2
(1)= 

8,784, p<0,05, V=0,5). Απηφ έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηνλ ζρνιηαζκφ ησλ 

απνηειεζκάησλ ησλ δχν εξσηήζεσλ, φπνπ παξαηεξήζεθε ε πξνηίκεζε ησλ καζεηψλ 

λα αλαγλσξίδνπλ ηελ παξάγσγν έλαληη ηεο παξάγνπζαο, θαη δεκηνπξγεί ηελ αλάγθε 

πεξαηηέξσ δηεξεχλεζεο. 
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5. ΢πδήηεζε - ΢πκπεξάζκαηα 

     ΢ηελ παξνχζα έξεπλα δηεξεπλήζεθε ε ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ ηεο Γ΄ ιπθείνπ λα 

ζπζρεηίδνπλ ηε ζπλάξηεζε θαη ηελ παξάγσγφ ηεο ζην πιαίζην ησλ γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ. Ζ έξεπλα απηή πξνζέγγηζε ην βαζκφ ζηνλ νπνίν, νη καζεηέο ηεο Γ‘ 

Λπθείνπ, πξνζαλαηνιηζκνχ ζεηηθψλ ζπνπδψλ, νηθνλνκίαο θαη πιεξνθνξηθήο, 

κπνξνχλ λα ζπλδέζνπλ  ηηο δχν γξαθηθέο παξαζηάζεηο  θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο 

δηδαζθαιίαο ηνπ δηαθνξηθνχ ινγηζκνχ κέζσ ησλ αληίζηνηρσλ ζεσξεκάησλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζην ζρνιηθφ βηβιίν. 

    Απφ ηα απνηειέζκαηα αλαδεηθλχεηαη φηη νη καζεηέο δπζθνιεχνληαη λα 

εθκαηεχζνπλ πιεξνθνξίεο απφ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f 

πξνθεηκέλνπ λα εμαγάγνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ παξάγσγφ ηεο θαζψο θαη ην 

αληίζηξνθν. Αθφκε ζπγρένπλ απηέο ηηο πιεξνθνξίεο φηαλ πξέπεη λα ηηο κεηαθξάζνπλ 

ζε ηδηφηεηεο θαη ραξαθηεξηζηηθά ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ θαη 

αληηζηξφθσο. Ζ δπζθνιία απηή κπνξεί λα απνδνζεί ζην γεγνλφο φηη ζπρλά νη καζεηέο 

ηαπηίδνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο γεληθά θαη ηηο παξαγψγνπο εηδηθά κε ηελ εθαξκνγή 

αιγεβξηθψλ θαλφλσλ (αιγνξηζκηθέο πξαθηηθέο κε δηαδηθαζηηθφ ραξαθηήξα) (Asiala, 

et al 1997;Aspinwall, et al, 1997; Stringer ΗΗΗ, 2011; Rabadi, 2015; Fuentealba, 2017; 

Borji, et al, 2018; Ryberg, 2018). 

    Όζνλ αθνξά ην πξψην εξεπλεηηθφ εξψηεκα ηεο εξγαζίαο: «΢ε ηη βαζκφ 

αλαγλσξίδνπλ ή φρη νη καζεηέο ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δνζείζεο ηεο f΄ θαη 

αληίζηξνθα (νιηθή αλαγλψξηζε)» ε πιεηνςεθία ησλ ππνθεηκέλσλ θαίλεηαη λα κελ 

αλαγλσξίδνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ θαη 

αληίζηξνθα. Δηδηθφηεξα νη καζεηέο θαίλεηαη φηη δπζθνιεχνληαη λα αλαγλσξίζνπλ ηελ 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ δνζείζεο ηεο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f., 

φπσο θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα 1. Σν κεγαιχηεξν πιήζνο ζσζηψλ απαληήζεσλ ήηαλ 18, 

δειαδή πεξίπνπ νη κηζνί καζεηέο θαηάθεξαλ λα εληνπίζνπλ ηελ παξάγσγν κίαο 

πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ κε πιήξνπο. ΢ηηο ππφινηπεο ζπλαξηήζεηο, νη 

νπνίεο ήηαλ 1νπ βαζκνχ δίθιαδε, 2νπ βαζκνχ θαη 3νπ βαζκνχ πιήξεο, νη ζσζηέο 

απαληήζεηο ήηαλ ιηγφηεξεο κε ειάρηζηεο ζσζηέο απαληήζεηο, 7. Όζνλ αθνξά ηηο 

πεξηπηψζεηο φπνπ δεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο ην αληίζηξνθν, δειαδή λα 

αλαγλσξίζνπλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζεο ζπλάξηεζεο, 

φπσο θαίλεηαη θαη ζηνλ πίλαθα 3 θαη εδψ έλα κηθξφ, κφλν, πιήζνο καζεηψλ απάληεζε 

ζσζηά. Οη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δελ βξήθαλ ηελ παξάγνπζα ησλ ζπλαξηήζεσλ 1νπ 

θαη 3νπ βαζκνχ, παξά κφλν 8 θαη 6 καζεηέο αληίζηνηρα ΢ε απηέο ηηο εξσηήζεηο, 

ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη φηη 8 καζεηέο δελ απάληεζαλ θαζφινπ. Απαληψληαο ινηπφλ 

ζην πξψην εξεπλεηηθφ εξψηεκα, ζα ιέγακε φηη ε κεηνςεθία ησλ καζεηψλ 

αλαγλσξίδεη νιηθά ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ κε κεγαιχηεξε επηηπρία 

ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπλάξηεζεο 3νπ θαη 2νπ βαζκνχ. Δπίζεο ε κεηνςεθία ησλ 

καζεηψλ αλαγλσξίδεη ηελ παξάγνπζα ηεο δνζείζεο γξαθηθήο παξάζηαζεο φηαλ απηή 

είλαη 1νπ θαη 3νπ βαζκνχ. Γεληθφηεξα σο πξνο ηελ ρακειή απφδνζε ησλ καζεηψλ ζε 

ζρεηηθέο εξσηήζεηο έρνπκε λα παξαηεξήζνπκε φηη ζε παξφκνην ζπκπέξαζκα έρνπλ 
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θαηαιήμεη θαη νη έξεπλεο ησλ Aspinwall et al (1997), Stringer ΗΗΗ  (2011) θαη  Rabadi 

(2015). ΢πγθεθξηκέλα, νη Aspinwall et al (1997) αλαθέξνπλ φηη νη πεξηζζφηεξνη 

καζεηέο εξκελεχνπλ ιαλζαζκέλα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ 

πξνθεηκέλνπ λα εμαγάγνπλ ζπκπεξάζκαηα γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο. Ο Stringer III (2011) κειέηεζε ηελ ηάζε ησλ καζεηψλ λα κειεηνχλ 

αιγεβξηθά θαη φρη γξαθηθά ηελ παξάγσγν θαη απηφ είρε σο απνηέιεζκα ηελ ρακειή 

απφδνζε ηνπο ζε εξσηήζεηο πνπ πεξηειάκβαλαλ ηελ εχξεζε ή ηελ ζρεδίαζε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ. Σέινο, ν Rabadi (2015) ηφληζε ηελ αδπλακία 

ησλ καζεηψλ λα κεηαθξάδνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο παξαγψγσλ ζε γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ. 

    Όζνλ αθνξά ην δεχηεξν εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «΢ε ηη βαζκφ αλαγλσξίδνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξαγψγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f δνζείζεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f (πξφζεκν θαη ξίδεο ηεο παξαγψγνπ) θαη ζε ηη βαζκφ 

ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξάγνπζαο (κνλνηνλία θαη αθξφηαηα ηεο παξάγνπζαο)», 

φπσο θαίλεηαη απφ ηα απνηειέζκαηα, νη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ ζε 

ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ 

δνζείζεο ηεο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f, θαζψο θαη ην αληίζηξνθν. Δηδηθφηεξα 

γίλεηαη θαλεξή ε δπζθνιία ησλ καζεηψλ λα αλαγλσξίζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

παξαγψγνπ δνζείζεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f θαη ζπγθεθξηκέλα 

ην πξφζεκν θαη ηηο ξίδεο ηεο παξαγψγνπ. Απηφ θαίλεηαη απφ ηνπο πίλαθεο 4 θαη 5 

φπνπ νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δελ θαηάθεξαλ λα εληνπίζνπλ ηα ζεκεία ζηα νπνία ε 

παξάγσγνο κίαο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ πιήξνπο θαη κίαο πνιχθιαδεο ζπλάξηεζεο 

ήηαλ ζεηηθή θαη κεδέλ, θαζψο νη ζσζηέο απαληήζεηο ήηαλ ιίγεο θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο (θαηά κέζν φξν 8). Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ζηελ 

ζπλάξηεζε 3νπ βαζκνχ απάληεζαλ φινη νη καζεηέο, παξά ην γεγνλφο φηη πνιινί απφ 

απηνχο απάληεζαλ ιαλζαζκέλα. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο πνιχθιαδεο ζπλάξηεζεο φκσο, 

ππήξμαλ θάπνηνη καζεηέο πνπ δελ απάληεζαλ. ΢ρεηηθά κε ηελ εχξεζε ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηε 

κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο παξάγνπζαο, φπσο θαίλεηαη ζηνπο πίλαθεο 6, 7 θαη 8, 

νη καζεηέο ζεκείσζαλ, γηα αθφκε κία θνξά, ρακειή απφδνζε. Τπήξμε κεγάιε απνρή 

κε ην κεγαιχηεξν πιήζνο κε απαληήζεσλ ζηελ πεξίπησζε ζπλάξηεζεο πνπ δελ είλαη 

παξαγσγίζηκε (17 καζεηέο). Οη ζσζηέο απαληήζεηο ήηαλ ιίγεο. ΢ηελ πεξίπησζε 

παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο ζηελ νπνία ζεκεηψζεθαλ 14 ζσζηέο απαληήζεηο. 

΢πλεπψο ε παξαγσγηζηκφηεηα ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο επεξεάδεη ηνπο καζεηέο θαη 

ηελ απφδνζε ηνπο, φηαλ θαινχληαη λα αλαγλσξίζνπλ ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

παξάγνπζαο ηεο δνζείζαο ζπλάξηεζεο. Απαληψληαο ινηπφλ ζην δεχηεξν εξεπλεηηθφ 

εξψηεκα, νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δελ είλαη ζε ζέζε λα αλαγλσξίζνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξαγψγνπ  δνζείζεο ηεο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f, θαζψο 

θαη ην αληίζηξνθν. ΢ε απηφ ην ζεκείν ε έξεπλα έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηηο έξεπλεο 

ησλ Asiala et al (1997), Stringer ΗΗΗ  (2011),  Rabadi (2015) θαη Fuentealba (2017). 

΢χκθσλα κε απηνχο, νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ παξαγψγσλ θαη ησλ παξαγνπζψλ δνζεηζψλ γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ.  
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    Όζνλ αθνξά ην ηξίην εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «΢ε ηη βαζκφ επεξεάδεηαη ε απφδνζε 

ησλ καζεηψλ απφ ην είδνο ηεο δνζείζεο θακπχιεο» κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη 

νη καζεηέο επεξεάδνληαη αξθεηά απφ ηε κνξθή ηεο θακπχιεο ζηελ πεξίπησζε πνπ 

κειεηνχλ νηθείεο ζπλαξηήζεηο. 

    ΢ρεηηθά κε ηηο νηθείεο ζπλαξηήζεηο (πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 1νπ έσο 3 βαζκνχ) 

πεξηζζφηεξνη ήηαλ νη καζεηέο νη νπνίνη απάληεζαλ ζσζηά φηαλ ε δνζείζα γξαθηθή 

παξάζηαζε ήηαλ 2νπ βαζκνχ θαη 3νπ βαζκνχ (κε πιήξεο) θαη ιηγφηεξνη φηαλ απηή 

ήηαλ 1νπ βαζκνχ (δίθιαδε) θαη 3νπ βαζκνχ πιήξεο. Όπσο θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα 1 νη 

καζεηέο ζεκείσζαλ πιήζνο ζσζηψλ απαληήζεσλ, 14 θαη 18 αληίζηνηρα ζηηο 

ζπλαξηήζεηο 2νπ θαη 3νπ βαζκνχ έλαληη ηνπ πιήζνπο ζσζηψλ απαληήζεσλ 9 θαη 13 

ζηηο ζπλαξηήζεηο 1νπ (δίθιαδε) θαη 3νπ βαζκνχ πιήξνπο αληίζηνηρα. Αμηνζεκείσην 

είλαη φηη ελψ δεηήζεθε απφ ηνπο καζεηέο λα αλαγλσξίζνπλ ηελ παξάγσγν ηεο ίδηαο 

δνζείζεο ζπλάξηεζεο (3νπ βαζκνχ πιήξεο) ζε δχν δηαθνξεηηθέο εξσηήζεηο, ζηελ 

πξψηε πεξίπησζε απάληεζαλ ζσζηά 13 καζεηέο θαη δελ απάληεζαλ νη 2, ελψ ζηελ 

δεχηεξε απάληεζαλ ζσζηά 7 καζεηέο θαη δελ απάληεζαλ νη 8. Σν γεγνλφο απηφ ίζσο 

νθείιεηαη φηη ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε, δεηήζεθε απφ ηνπο καζεηέο ζηε ζπλέρεηα λα 

επαλεμεηάζνπλ ηε δνζείζα ζπλάξηεζε ζεσξψληαο ηελ γξαθηθή παξάζηαζε 

παξαγψγνπ. 

    ΢ρεηηθά κε ηηο κε νηθείεο ζπλαξηήζεηο (πνιχθιαδεο ζπλαξηήζεηο απνηεινχκελεο 

απφ ηκήκαηα πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ έσο 3νπ βαζκνχ), ζα κπνξνχζακε λα 

δηαρσξίζνπκε ηηο θακπχιεο ζε δχν είδε: ηηο παξαγσγίζηκεο θαη ηηο κε παξαγσγίζηκεο. 

Γελ παξαηεξήζεθε δηαθνξεηηθή ζπκπεξηθνξά ησλ καζεηψλ, ζε απηά ηα δχν είδε, 

φπσο απηφ θαίλεηαη ζηνπο πίλαθεο 6,7 θαη 8. Καη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο νη καζεηέο 

απάληεζαλ κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν. Ο αξηζκφο ησλ καζεηψλ πνπ απάληεζαλ ζσζηά 

ήηαλ θαηά κέζν φξν 7. Απηνί πνπ απάληεζαλ ιαλζαζκέλα κε βάζε ηε δνζείζα 

γξαθηθή παξάζηαζε ήηαλ θαηά κέζν φξν 16 θαη απηνί πνπ δελ απάληεζαλ ήηαλ θαηά 

κέζν φξν 12. Δπνκέλσο ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη ε έξεπλα δελ έξρεηαη ζε 

ζπκθσλία κε ηελ έξεπλα ησλ Borji et al (2018), ζηελ νπνία  ζπκπέξαλαλ φηη νη 

καζεηέο παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξε δπζθνιία ζηελ εξκελεία ηεο παξαγψγνπ, φηαλ απηή 

δίλεηαη κέζσ γξαθηθήο παξάζηαζεο θαη δελ είλαη παξαγσγίζηκε. Ωο γεληθφ 

ζπκπέξαζκα φκσο, ζηηο κε νηθείεο ζπλαξηήζεηο (παξαγσγίζηκεο θαη κε 

παξαγσγίζηκεο), νη καζεηέο δελ είραλ ρεηξφηεξεο επηδφζεηο απφ ηηο νηθείεο, φπσο απηφ 

θαίλεηαη απφ ηνπο πίλαθεο 4 θαη 5. ΢πγθεθξηκέλα. ζπγθξίλνληαο ηα απνηειέζκαηα 

ζηελ νηθεία (3νπ βαζκνχ πιήξε) θαη κε νηθεία (πνιχθιαδε, κε παξαγσγίζηκε) ν 

αξηζκφο ησλ καζεηψλ πνπ απάληεζε ζσζηά είλαη 8 θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο (θαηά 

κέζν φξν). Θα κπνξνχζακε λα πνχκε, ινηπφλ, φηη ε έξεπλα δελ έξρεηαη ζε ζπκθσλία 

κε ηελ έξεπλα ηνπ Stringer III (2011). ΢ηελ έξεπλα απηή θαη ζηηο εξσηήζεηο νη νπνίεο 

πεξηείραλ δνζείζεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο κε νηθείσλ ζπλαξηήζεσλ, δειαδή 

ζπλαξηήζεηο ησλ νπνίσλ ν ηχπνο δελ γηλφηαλ άκεζα αλαγλσξίζηκνο, νη καζεηέο δελ 

ήηαλ ζε ζέζε λα αλαγλσξίζνπλ ηηο ηδηφηεηεο θαη ηηο καζεκαηηθέο πξνηάζεηο πνπ ζα 

κπνξνχζαλ λα εθαξκφζνπλ ψζηε λα ζπλδέζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δεχγνπο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f θαη f΄. 
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    ΢ρεηηθά κε ην ηέηαξην εξεπλεηηθφ εξψηεκα «΢ε ηη βαζκφ επεξεάδεηαη ε απφδνζε 

ησλ καζεηψλ απφ ην αλ ηνπο δεηείηαη ε παξάγσγνο κίαο ζπλάξηεζεο ή ε παξάγνπζά 

ηεο»  νη καζεηέο δελ θαίλεηαη λα επεξεάζηεθαλ ζε ζεκαληηθφ βαζκφ απφ ην είδνο ηεο 

θαηάζηαζεο πνπ ηνπο δεηήζεθε. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα επηιέμνπλ ηελ παξάγσγν 

θαη ηελ παξάγνπζα κίαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ. Όπσο θαίλεηαη θαη 

ζηνλ πίλαθα 14 ην πιήζνο ησλ ζσζηψλ απαληήζεσλ, ησλ κε απαληήζεσλ θαη ησλ 

ιαλζαζκέλσλ απαληήζεσλ (νη νπνίεο δελ πξφδηδαλ θάπνηα ηάζε), ήηαλ ην ίδην θαη 

ζηηο δχν εξσηήζεηο, κε ηηκέο 6, 8 θαη 4 αληίζηνηρα.  

    Μία κηθξή δηαθνξά απφδνζεο ησλ καζεηψλ ζηηο δχν θαηαζηάζεηο γίλεηαη θαλεξή 

ζηηο εξσηήζεηο φπνπ νη δνζείζεο ζπλαξηήζεηο παξαζηάζεθαλ απφ δηαθνξεηηθά είδε 

θακππιψλ (νηθείεο θαη κε νηθείεο). Όπσο θαίλεηαη ζηνπο πίλαθεο 1 θαη 6, νη καζεηέο 

θαίλεηαη λα είραλ θαιχηεξε απφδνζε φηαλ ηνπο δεηήζεθε ε παξάγσγνο (13 ζσζηέο 

απαληήζεηο) απφ φηαλ ηνπο δεηήζεθε ε παξάγνπζα (8 ζσζηέο απαληήζεηο). Θα 

κπνξνχζακε ινηπφλ λα ηζρπξηζηνχκε φηη ζηελ ηειεπηαία πεξίπησζε νη καζεηέο 

δπζθνιεχηεθαλ έλα βαζκφ παξαπάλσ λα εθκαηεχζνπλ πιεξνθνξίεο γηα ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f, απφ φζν δπζθνιεχηεθαλ ζην αληίζηξνθν. Γελ 

κπνξνχκε λα ηζρπξηζηνχκε φηη νη καζεηέο επεξεάδνληαη γεληθά απφ ην είδνο ηεο 

θαηάζηαζεο (δειαδή αλ δεηείηαη  ε παξάγσγνο ή ε παξάγνπζα) θαζψο νη δχν 

εξσηήζεηο εκπιέθνπλ δηαθνξεηηθά είδε θακππιψλ (νηθεία-κε νηθεία) θαη δεηνχληαη 

δηαθνξεηηθά πξάγκαηα (νιηθή αλαγλψξηζε θαη ραξαθηεξηζηηθά). Σν ζπκπέξαζκα 

απηφ δελ έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηελ έξεπλα ηνπ Rabadi (2015), ζηελ νπνία 

επηζεκαίλεηαη φηη νη καζεηέο ηείλνπλ λα απνδίδνπλ θαιχηεξα φηαλ ηνπο δεηνχληαη 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ παξάγσγν ηεο δνζείζεο ζπλάξηεζεο απφ φηη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ηνπο δεηνχληαη πιεξνθνξίεο γηα ηελ παξάγνπζά ηεο. 

    Καηά ηελ αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ αλαδείρζεθαλ θαη ηξία αθφκε ζεκαληηθά 

δεηήκαηα. Οη καζεηέο φηαλ απαληνχζαλ ιαλζαζκέλα, επέιεγαλ ζε αξθεηέο εξσηήζεηο 

λα απαληήζνπλ κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ηνπο δίλεηαη , ζε άιιεο επέιεγαλ 

ηελ αληίζηξνθε θαηάζηαζε απφ φηη ηνπο δεηήζεθε (παξάγσγνο αληί γηα παξάγνπζα 

θαη ην αληίζηξνθν) θαη ζε άιιεο δελ απάληεζαλ θαζφινπ. Ο αξηζκφο ησλ καζεηψλ 

πνπ απαληνχζαλ κε ηνλ θάζε ηξφπν  ήηαλ ζε θάπνηεο εξσηήζεηο αξθεηά κεγάινο. 

Απηέο νη δηαπηζηψζεηο θαζηζηνχλ αλαγθαίν έλαλ ιεπηνκεξέζηεξν ζρνιηαζκφ ηνπο. 

    Δηδηθφηεξα γηα ηνπο καζεηέο πνπ απάληεζαλ ιαλζαζκέλα πξνζθνιιψκελνη ζηε 

δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο παξαηεξήζεθε φηη ήηαλ πνιινί θαη φηη 

ζρεδφλ ζε φια ηα ππνεξσηήκαηα απάληεζαλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν. Πην ζπγθεθξηκέλα, 

νη πεξηζζφηεξεο απαληήζεηο κε βάζε ηε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλαληήζεθαλ 

ζε δχν εξσηήζεηο. Ζ κία εξψηεζε ήηαλ απηή ζηελ νπνία δεηήζεθαλ ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο παξαγψγνπ f΄, δνζείζεο ηεο ζπλάξηεζεο f (κε νηθείαο). Ζ άιιε εξψηεζε ήηαλ 

απηή ζηελ νπνία δεηήζεθαλ ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξάγνπζαο ηεο δνζείζαο 

ζπλάξηεζεο, f΄(κε νηθεία). Όπσο θαίλεηαη ζηνπο πίλαθεο 4 θαη 8 νη καζεηέο πνπ 

απάληεζαλ κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ηνπο δφζεθε ήηαλ 18 θαη ζηηο δχν 

εξσηήζεηο. ΢ηηο ππφινηπεο πεξηπηψζεηο ην πιήζνο απηνχ ηνπ είδνπο απαληήζεσλ ήηαλ 

θαη πάιη αξθεηά πςειφ (θαηά κέζν φξν 12). Οη κφλεο εξσηήζεηο ζηηο νπνίεο νη 



62 
 

καζεηέο δελ απάληεζαλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν ήηαλ απηέο ζηηο νπνίεο δεηήζεθαλ νη 

παξάγσγνη ησλ πνιπσλπκηθψλ ζπλαξηήζεσλ 5νπ, 3νπ θαη 1νπ βαζκνχ, θαη νη 

παξάγνπζεο 1νπ βαζκνχ θαζψο θαη ε εξψηεζε ζηελ νπνία δφζεθε ην δηάγξακκα 

ηαρχηεηαο - ρξφλνπ ελφο θηλεηνχ. ΢πλεπψο ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο 

νη καζεηέο απάληεζαλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν, δεηήζεθαλ ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

παξάγνπζαο. ΢πλνιηθά ζα κπνξνχζακε ελδερνκέλσο λα ζπκπεξάλνπκε φηη νη καζεηέο 

ηείλνπλ λα ζηεξίδνληαη ζηε δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε φηαλ εθκαηεχνπλ 

πιεξνθνξίεο απφ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ θαη φηαλ ηνπο δεηνχληαη λα 

αλαγλσξίζνπλ επηκέξνπο ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξάγνπζαο. ΢πρλά ινηπφλ, νη καζεηέο 

αληηκεηψπηζαλ ηελ δνζείζα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο σο ηελ παξάζηαζε γηα 

ηελ νπνία δεηνχληαλ πιεξνθνξίεο απφ ηελ εθθψλεζε. ΢ε απηφ ην ζεκείν ε 

πξνθείκελε έξεπλα έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηηο έξεπλεο ησλ Asiala et al (1997) θαη 

Orhun (2012) πνπ ππνζηεξίδνπλ φηη νη καζεηέο ζπρλά αληηκεησπίδνπλ θαη 

εξκελεχνπλ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ σο ηελ παξάζηαζε ηεο αξρηθήο 

ζπλάξηεζεο. Ζ αληηκεηψπηζε απηή, ησλ καζεηψλ, απνθαιχπηεη ελδερνκέλσο ηελ 

αδπλακία ηνπο λα «κεηαθέξνπλ» ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο εηθνληδφκελεο ζηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο δεηνχκελεο. Με άιια ιφγηα απηήλ ηελ αδπλακία ζα κπνξνχζακε 

λα ηελ εξκελεχζνπκε σο δπζθνιία ρεηξηζκνχ θαη κεηαζρεκαηηζκνχ γξαθηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ.  

    Όζνλ αθνξά ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπο λα επηιέγνπλ ηελ αληίζηξνθε θαηάζηαζε απφ 

απηήλ πνπ ηνπο δεηείηαη (παξάγσγν αληί γηα παξάγνπζα ή ην αληίζηξνθν), απηφ έγηλε 

έληνλα θαλεξφ ζηνλ πίλαθα 1. ΢ηηο πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο ηνπο δφζεθαλ 

ζπλαξηήζεηο 3νπ θαη 1νπ βαζκνχ (δίθιαδε) θαη ηνπο δεηήζεθε ε παξάγσγφο ηνπο, 

πνιινί καζεηέο επέιεμαλ ηελ παξάγνπζα (14 θαη 10 αληίζηνηρα). Δλδηαθέξνλ 

παξνπζηάδεη ην γεγνλφο φηη ζε δχν άιιεο εξσηήζεηο ζηηο νπνίεο δεηήζεθε ε 

παξάγσγνο ηεο ίδηαο ζπλάξηεζεο (3νπ βαζκνχ πιήξνπο) νη καζεηέο δελ απάληεζαλ 

κε ηνλ ίδην ηξφπν. ΢πγθεθξηκέλα ζηε κία εξψηεζε, νη καζεηέο πνπ απάληεζαλ 

επηιέγνληαο ηελ παξάγνπζα αληί ηεο παξαγψγνπ ήηαλ 6 θαη ζηελ άιιε εξψηεζε 14. 

Όζνλ αθνξά ηηο εξσηήζεηο ζηηο νπνίεο δεηήζεθε ε παξάγνπζα κίαο πνιπσλπκηθήο 

ζπλάξηεζεο 1νπ βαζκνχ θαη κίαο ζπλάξηεζεο 3νπ βαζκνχ πιήξνπο κνξθήο νη 

καζεηέο πνπ επέιεμαλ ηελ παξάγσγν αληί ηηο παξάγνπζαο ήηαλ 7 θαη 5 αληίζηνηρα, 

φπσο θαίλεηαη ζηνλ πίλαθα 3. ΢πγθεθαιαηψλνληαο ηα παξαπάλσ ζα κπνξνχζακε λα 

ππνζέζνπκε φηη νη καζεηέο έρνπλ κία ηάζε λα επηιέγνπλ ηελ παξάγσγν αληί ηεο 

παξάγνπζαο ζηελ πεξίπησζε ηεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο 1νπ θαη 3νπ βαζκνχ.     

    Όζνλ αθνξά ηελ εξψηεζε ζηελ νπνία δφζεθε έλα δηάγξακκα ηαρχηεηαο - ρξφλνπ 

ελφο θηλεηνχ, νη καζεηέο ζεκείσζαλ ηθαλνπνηεηηθή απφδνζε κε κέζν πιήζνο ζσζηψλ 

απαληήζεσλ (12) θαη κέγηζην πιήζνο ζσζηψλ απαληήζεσλ 18. Απηφ θαλεξψλεη φηη 

φηαλ ππάξρεη πιαίζην αλαθνξάο, νη εκπιεθφκελεο έλλνηεο απνθηνχλ ίζσο λφεκα γηα 

ηνπο καζεηέο. Άξα ζε απηφ ην πιαίζην νη καζεηέο επηηπγράλνπλ λα ζπλδέζνπλ ηε 

ζρέζε ζέζεο - ηαρχηεηαο ελφο θηλεηνχ κε ηε ζρέζε ζπλάξηεζεο – παξαγψγνπ. 

    Τπήξμαλ πνιινί καζεηέο πνπ απέθπγαλ λα απαληήζνπλ ζε αξθεηέο εξσηήζεηο. 

Όπσο θαίλεηαη ζηνπο πίλαθεο, ζρεδφλ ζε θάζε εξψηεζε ππήξμαλ καζεηέο πνπ 
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απέθπγαλ λα απαληήζνπλ. Απηφ έγηλε πην έληνλν ζηηο πεξηπηψζεηο φπνπ δεηήζεθαλ 

ραξαθηεξηζηηθά παξάγνπζαο κε νηθείαο θαη κε παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο. Όπσο 

θαίλεηαη θαη ζηνπο πίλαθεο 6 θαη 7 ν αξηζκφο ησλ καζεηψλ πνπ δελ απάληεζαλ ζε 

απηέο ηηο πεξηπηψζεηο ήηαλ θαηά κέζν φξν 15. ΢ε απηφ ην ζεκείν ε έξεπλα έξρεηαη ζε 

ζπκθσλία κε ηηο έξεπλεο ησλ Stringer III (2011) θαη Borji et al (2018), ζηηο νπνίεο νη 

εξεπλεηέο ζεκεηψλνπλ φηη νη καζεηέο απνθεχγνπλ λα ιχζνπλ ηηο εξσηήζεηο πνπ 

πεξηιακβάλνπλ ζπλαξηήζεηο νη νπνίεο δελ είλαη παξαγσγίζηκεο ζε φιν ην πεδίν 

νξηζκνχ ηνπο. 

    Αλαθεθαιαηψλνληαο θαη ζπλνςίδνληαο φια ηα παξαπάλσ επηκέξνπο 

ζπκπεξάζκαηα ζα κπνξνχζακε λα θαηαιήμνπκε ζηα αθφινπζα. Οη καζεηέο θαίλεηαη 

λα κελ κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο παξαγψγνπ θαη αληίζηξνθα, θαζψο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο. Ζ απφδνζή ηνπο 

θαίλεηαη λα επεξεάδεηαη απφ ηε κνξθή θακπχιεο θπξίσο ζηηο νηθείεο ζπλαξηήζεηο 

(απνδίδνπλ θαιχηεξα ζηηο ζπλαξηήζεηο 2νπ θαη 3νπ βαζκνχ). Δπηπιένλ θαίλεηαη λα 

κελ επεξεάδνληαη ζε ζεκαληηθφ βαζκφ απφ ην είδνο ηεο θαηάζηαζεο πνπ ηνπο 

δεηείηαη (παξάγσγν ή παξάγνπζα). ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηνπο δεηείηαη ε παξάγνπζα 

αξθεηνί καζεηέο επηιέγνπλ λα απαληήζνπλ κε βάζε ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ηνπο 

δίλεηαη θαη αξθεηνί απαληνχλ επηιέγνληαο ηελ παξάγσγν αληί ηεο παξάγνπζαο. 

Δηδηθφηεξα ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, θαηά ηελ εχξεζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο 

παξάγνπζαο πνιινί καζεηέο επηιέγνπλ λα κελ απαληήζνπλ.  

    Οδεγνχκαζηε λα δηαηππψζνπκε ηελ εθηίκεζε φηη νη καζεηέο (ηνπ δείγκαηνο) 

θαίλεηαη λα κελ δείρλνπλ ηνλ απαηηνχκελν βαζκφ ηθαλφηεηαο λα ζπζρεηίδνπλ ηε 

ζπλάξηεζε θαη ηελ παξάγσγφ ηεο φηαλ απηέο δίλνληαη κε κνξθή γξαθηθψλ 

παξαζηάζεσλ. 

    Οη καζεηέο θαίλεηαη λα κελ έρνπλ ζηέξεα ζεκέιηα ζηηο καζεκαηηθέο γλψζεηο ηνπο 

φζνλ αθνξά ηα ζεσξήκαηα πνπ ζπλδένπλ ηελ ζπλάξηεζε κε ηελ παξάγσγφ ηεο. Γη‘ 

απηφλ, ινηπφλ, ελδερνκέλσο ηνλ ιφγν ηα γλσζηηθά ηνπο ζεκέιηα δελ έδεημαλ ηελ 

απαξαίηεηε αλνρή φηαλ ηνπο παξνπζηάζηεθαλ γλσζηέο κελ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

αιιά εληαγκέλεο ζε άιιν πιαίζην (Fuentealba et al, 2017).  

΢πκπεξάζκαηα 

΢πλνπηηθά, νη απαληήζεηο ησλ εξεπλεηηθψλ εξσηεκάησλ δηακνξθψλνληαη σο εμήο: 

1ν εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «Σε ηη βαζκό αλαγλωξίδνπλ ή όρη νη καζεηέο ηελ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο f δνζείζεο ηεο f΄ θαη αληίζηξνθα (νιηθή αλαγλώξηζε)» 

Ζ πιεηνςεθία ησλ ππνθεηκέλσλ θαίλεηαη λα κελ αλαγλσξίδνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ 

βαζκφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο παξαγψγνπ θαη αληίζηξνθα.  

Ζ έξεπλα έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηηο έξεπλεο ησλ Aspinwall et al (1997), Stringer ΗΗΗ 

(2011) θαη Rabadi (2015). 
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2ν εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «Σε ηη βαζκό αλαγλωξίδνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

παξαγώγνπ ηεο ζπλάξηεζεο f δνζείζεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f 

(πξόζεκν θαη ξίδεο ηεο παξαγώγνπ) θαη ζε ηη βαζκό ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο παξάγνπζαο 

(κνλνηνλία θαη αθξόηαηα ηεο παξάγνπζαο)»  

Οη καζεηέο δελ κπνξνχλ λα αλαγλσξίζνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο παξαγψγνπ δνζείζεο ηεο παξάζηαζεο 

ηεο ζπλάξηεζεο f, θαζψο θαη ην αληίζηξνθν. 

Ζ έξεπλα έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηηο έξεπλεο ησλ Asiala et al (1997), Stringer ΗΗΗ 

(2011), Rabadi (2015) θαη Fuentealba (2017).     

3ν εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «Σε ηη βαζκό επεξεάδεηαη ε απόδνζε ηωλ καζεηώλ από ην 

είδνο ηεο δνζείζεο θακπύιεο»  

Οη καζεηέο επεξεάδνληαη αξθεηά απφ ηε κνξθή ηεο θακπχιεο ζηελ πεξίπησζε πνπ 

κειεηνχλ νηθείεο ζπλαξηήζεηο. 

Ζ έξεπλα δελ έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηελ έξεπλα ησλ Borji et al (2018) θαη Stringer 

III (2011) (ζηηο νπνίεο νη καζεηέο επεξεάδνληαη απφ ηε κνξθή ηεο θακπχιεο ζηηο κε 

νηθείεο θαη κε παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο). 

4ν εξεπλεηηθφ εξψηεκα: «Σε ηη βαζκό επεξεάδεηαη ε απόδνζε ηωλ καζεηώλ από ην αλ 

ηνπο δεηείηαη ε παξάγωγνο κίαο ζπλάξηεζεο ή ε παξάγνπζά ηεο»  

Οη καζεηέο δελ θαίλεηαη λα επεξεάζηεθαλ ζε ζεκαληηθφ βαζκφ απφ ην είδνο ηεο 

θαηάζηαζεο πνπ ηνπο δεηήζεθε.  

Ζ έξεπλα δελ έξρεηαη ζε ζπκθσλία κε ηελ έξεπλα ηνπ Rabadi (2015) (νη εξεπλεηέο 

θαηέιεμαλ φηη νη καζεηέο απνδίδνπλ θαιχηεξα ζηελ εχξεζε ηεο παξαγψγνπ). 
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6. Πεξηνξηζκνί ηεο έξεπλαο 

    Έλαο απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηεο έξεπλαο είλαη φηη πξαγκαηνπνηήζεθε βνιηθή 

δεηγκαηνιεςία θαη φρη ηπραία, θαζψο επίζεο θαη φηη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ήηαλ 

κηθξφ. Απηά κπνξεί λα έρνπλ ζαλ απνηέιεζκα φηη ην δείγκα δελ είλαη θαηά αλάγθε 

αληηπξνζσπεπηηθφ ηνπ πιεζπζκνχ. 

    Όζνλ αθνξά ηελ επηινγή ηνπ εξγαιείνπ νη εξσηήζεηο πνπ επηιέρζεθαλ αθνξνχλ 

απνθιεηζηηθά πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο, γεγνλφο πνπ επεξεάδεη ελδερνκέλσο ηελ 

απφδνζε ησλ παηδηψλ. Αθφκε, δελ ζπκπεξηιήθζεθαλ εξσηήζεηο ζηηο νπνίεο δεηείηαη 

ε ζρεδίαζε γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ φπσο επίζεο θαη εξσηήζεηο ζηηο νπνίεο δεηείηαη ε 

θαηαγξαθή ηεο ζπιινγηζηηθήο ηνπο πνξείαο, θαηαζηάζεηο νη νπνίεο ζα βνεζνχζαλ 

ηελ αθξηβέζηεξε δηαηχπσζε ζπκπεξαζκάησλ. 

 

7. Πξνηάζεηο γηα Μειινληηθή έξεπλα 

    Σα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο ζπληεινχλ ζην λα αλαδείμνπλ ζεκεία ηα νπνία είλαη 

πξφζθνξα λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο αθνξκέο γηα θαηλνχξηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα ζε 

άιιεο έξεπλεο. Γχν απφ απηά ηα ζεκεία είλαη ηα αθφινπζα: α) ε ζπκπεξηθνξά ησλ 

καζεηψλ λα ζηεξίδνληαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε πνπ ηνπο δίλεηαη πξνθεηκέλνπ λα 

απαληήζνπλ ζε εξσηήκαηα ζρεηηθά κε ηελ παξάγσγν ή ηελ παξάγνπζα ηεο δνζείζαο 

ζπλάξηεζεο θαη β) ε ηάζε νξηζκέλσλ καζεηψλ λα αλαγλσξίδνπλ ηελ παξάγσγν κίαο 

δνζείζεο ζπλάξηεζεο (ή ηελ παξάγνπζα) ελψ ηνπο έρεη δεηεζεί ε παξάγνπζα (ή ε 

παξάγσγνο) ζην πιαίζην ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. Ζ κειέηε ησλ παξαπάλσ 

ζεκείσλ ζα απνθηνχζε πξφζζεην ελδηαθέξνλ αλ ζηα λέα εξεπλεηηθά εξγαιεία 

ζπκπεξηιακβάλνληαλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο θαη άιινπ είδνπο ζπλαξηήζεσλ πέξαλ 

ησλ πνιπσλπκηθψλ. Αθφκε ζα ήηαλ γφληκν λα θαηαζθεπαζηνχλ θαη άιιεο εξσηήζεηο 

εξεπλεηηθψλ εξγαιείσλ πέξαλ ηεο αλαγλψξηζεο (νιηθά θαη θαηά ζεκεία) ηεο 

παξαγψγνπ θαη ηεο παξάγνπζαο. Μία απφ απηέο ζα κπνξνχζε λα είλαη ε ζρεδίαζε 

γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ.  

    Οη εξσηήζεηο ηνπ παξφληνο εξσηεκαηνινγίνπ ζα κπνξνχζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

απφ καζεηέο θαη εθπαηδεπηηθνχο, θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο πξνεηνηκαζίαο γηα ηηο 

παλειιήληεο εμεηάζεηο. Μία ελαιιαθηηθή πξφηαζε ζα ήηαλ λα δεκηνπξγεζνχλ 

θαηλνχξηεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο πνπ άιινηε ζα πξνέξρνληαη απφ ηχπν κε νηθείαο 

ζπλάξηεζεο θαη άιινηε απφ απηνζρέδηεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο. ΢ηελ πξψηε 

πεξίπησζε ην φθεινο ζα είλαη εληζρπκέλν θαζψο νη καζεηέο κε ηελ βνήζεηα ελφο 

πξνγξάκκαηνο ζρεδίαζεο (πρ desmos graphing calculator) ζα έρνπλ ηελ δπλαηφηεηα 

λα επαιεζεχζνπλ ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο θαη έπεηηα ζα έρνπλ ηελ δπλαηφηεηα λα ηα 

απνδείμνπλ κε ηελ αιγεβξηθή πξνζέγγηζε, εθαξκφδνληαο δηαδηθαζηηθνχο 

αιγνξίζκνπο παξαγσγίζεσλ θαη επίιπζεο εμηζψζεσλ θαη αληζψζεσλ (Dick et al, 

1996; Hillel, 1993; Tall, 1996, φπσο αλαθέξεηαη ζην Lavicza, 2006; Kendal & Stacey, 

2001; Hohenwarter, Preiner & Yi, 2007; Borji, Alamolhodaei & Radmehr, 2018). 
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΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε ζα θιεζνχλ λα θαηαζθεπάζνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

γεγνλφο πνπ ζα έρεη σο απνηέιεζκα λα θαηαλνήζνπλ φηη κηα απιή ζρεδίαζε δελ είλαη 

πάληα ν εχθνινο ηξφπνο γηα λα εθθξάζνπλ ηε κνλνηνλία, ηελ θπξηφηεηα, ηα 

αθξφηαηα θαη ζεκεία θακπήο κηαο ζπλάξηεζεο, ρσξίο πξψηα  λα έρνπλ ζπλεθηηκήζεη 

θαη άιινπο παξάγνληεο. 

    Δπνκέλσο, απνηειεί έλα θίλεηξν, αθελφο γηα ηνπο εθπαηδεπηηθνχο, ην λα 

ζπκπεξηιάβνπλ ζηελ δηδαζθαιία ηεο παξαγψγνπ παξφκνηα παξαδείγκαηα εξσηήζεσλ 

πνπ πεξηέρνπλ ηελ νπηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο παξαγψγνπ ηεο 

(Stringer III, 2011) θαη αθεηέξνπ γηα ηνπο εξεπλεηέο ην λα κειεηήζνπλ θαη λα 

αλαπηχμνπλ είηε δηδαθηηθέο παξεκβάζεηο γηα λα βνεζήζνπλ ηνπο πξψηνπο είηε 

έξεπλεο πξνθεηκέλνπ λα αλαδεηρζνχλ πεξηζζφηεξα ζεκεία θαη αηηίεο νη νπνίεο 

εκπνδίδνπλ ηνπο καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ ελλνηνινγηθά ηελ έλλνηα ηεο παξαγψγνπ. 

Απηή ε θαηεχζπλζε ησλ λέσλ θηλήζεσλ ζα ζπληειέζεη σο έλα κηθξφ ζθαινπάηη γηα 

ηελ πηνζέηεζε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο πνπ βαζίδεηαη ζηελ αθαηξεηηθή ζθέςε, ζηνλ 

ζπλδπαζκφ πιεξνθνξηψλ θαη ζηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ απφ ην νξαηφ ζην 

ηδεαηφ (αφξαην).   
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Παξάξηεκα Β 

Οξηζκνί 

 (ζρνιηθφ βηβιίν καζεηή :Μαζεκαηηθά (Γ Λπθείνπ Θεηηθψλ ΢πνπδψλ / Οηθνλνκίαο & 

Πιεξνθνξηθήο) 

 

Πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε: 

Έζησ Α έλα ππνζχλνιν ηνπ R. Ολνκάδνπκε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε κε πεδίν 

νξηζκνχ ην Α κηα δηαδηθαζία (θαλφλα) f , κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν x ϵ A 

αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κφλν πξαγκαηηθφ αξηζκφ y. Σν y νλνκάδεηαη ηηκή ηεο f ζην x 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε f(x).  

Παξάγσγνο πξαγκαηηθήο ζπλάξηεζεο: 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέκε φηη είλαη παξαγσγίζηκε ζ' έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ 

ηεο, αλ 

ππάξρεη ην θαη είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

 

Σν φξην απηφ νλνκάδεηαη παξάγσγνο ηεο f ζην x0 θαη ζπκβνιίδεηαη κε f ʹ(x0). 

Γειαδή: 

 

 

Γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο: 

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ Α θαη Oxy έλα ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην 

επίπεδν. Σν ζχλνιν ησλ ζεκείσλ M(x, y) γηα ηα νπνία ηζρχεη y = f(x), δειαδή ην 

ζχλνιν ησλ ζεκείσλ M(x, f(x)), x ϵ A, ιέγεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f θαη 

ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε Cf. Ζ εμίζσζε, ινηπφλ, y = f(x) επαιεζεχεηαη κφλν απφ ηα 

ζεκεία ηεο Cf. Δπνκέλσο, ε y = f(x) είλαη ε εμίζσζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. 

 

Δθαπηνκέλε γξαθηθήο παξάζηαζεο ζπλάξηεζεο  

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε θαη  Α(x0, f(x0))  έλα ζεκείν ηεο  Cf . Αλ ππάξρεη 

ην  θαη είλαη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο ι, ηφηε νξίδνπκε σο 
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εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ δηέξρεηαη απφ ην Α θαη έρεη 

ζπληειεζηή δηεχζπλζεο ι. 

 

Δπνκέλσο, ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α(x0, f(x0))  είλαη 

y − f(x0) = ι (x − x0) , 

φπνπ 

 

 

Πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

Μνλνηνλία ζπλάξηεζεο 

-Γλεζίσο αύμνπζα 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη : 

- γλεζίσο αχμνπζα ζ' έλα δ η ά ζ η ε κ α Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, φηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε 

x1, x2 ϵ Γ   κε   x1 < x2 ηζρχεη : f(x1) < f(x2)     (΢ρ. α) 

-γλεζίσο θζίλνπζα ζ' έλα δ η ά ζ η ε κ α Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, φηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε  

x1, x2 ϵ Γ   κε   x1 < x2 ηζρχεη : f(x1) > f(x2)     (΢ρ. β) 

 

Αθξόηαηα ζπλάξηεζεο 

Οιηθά 

Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ Α ζα ιέκε φηη : 
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-Παξνπζηάδεη ζην x0 ϵ A (νιηθφ) κέγηζην, ην f(x0), φηαλ  f(x)  ≤  f(x0)     γηα θάζε x ϵ 

A    (΢ρ. α) 

-Παξνπζηάδεη ζην x0 ϵ A (νιηθφ) ειάρηζην, ην f(x0), φηαλ f(x)  ≥  f(x0)     γηα θάζε x ϵ 

A    (΢ρ. β) 

 

 

 

 

Σνπηθά αθξόηαηα 

-Μηα ζπλάξηεζε f, κε πεδίν νξηζκνχ Α, ζα ιέκε φηη παξνπζηάδεη ζην  x0 ϵ A  ηνπηθφ 

κέγηζην, φηαλ ππάξρεη δ > 0, ηέηνην ψζηε  f(x) ≤ f(x0)    γηα θάζε   x ϵ A ∩ (x0 − δ , x0 

+ δ). 

Σν  x0  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνχ κεγίζηνπ, ελψ ην  f(x0)  ηνπηθφ κέγηζην ηεο f. 

 

-Μηα ζπλάξηεζε f, κε πεδίν νξηζκνχ Α, ζα ιέκε φηη παξνπζηάδεη ζην  x0 ϵ A  ηνπηθφ 

ειάρηζην, φηαλ ππάξρεη δ > 0, ηέηνην ψζηε 

f(x) ≥ f(x0) ,   γηα θάζε   x ϵ A ∩ (x0 − δ , x0 + δ). 

Σν  x0  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν ηνπηθνχ ειαρίζηνπ, ελψ ην  f(x0)  ηνπηθφ ειάρηζην ηεο 

f. 
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Κπξηόηεηα ζπλάξηεζεο 

Έζησ κία ζπλάξηεζε f  ζ π λ ε ρ ή ο  ζ' έλα δηάζηεκα Γ θαη  π α ξ α γ σ γ ί ζ η κ ε  

ζην  ε ζ σ η ε ξ η θ φ  ηνπ Γ. Θα ιέκε φηη : 

- Ζ ζπλάξηεζε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ή είλαη θπξηή ζην Γ, αλ ε f ʹ είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα ζην  ε ζ σ η ε ξ η θ φ  ηνπ Γ. 

-Ζ ζπλάξηεζε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ή είλαη θνίιε ζην Γ, αλ ε f ʹ είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ε ζ σ η ε ξ η θ φ  ηνπ Γ. 

 

Καζψο ην x απμάλεηαη: 

— ε θιίζε  f ʹ(x)  ηεο  Cf  απμάλεηαη, δειαδή ε f ʹ είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην  

[0,+∞), ελψ 

— ε θιίζε  ηεο  gʹ(x)  ηεο  Cg  ειαηηψλεηαη, δειαδή ε gʹ είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

[0,+∞). 

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε ιέκε φηη ε ζπλάξηεζε f ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλσ ζην  

[0,+∞), ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε ιέκε φηη ε g ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάησ ζην  

[0,+∞). 

΢εκεία θακπήο 
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Έζησ κηα ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζ' έλα δηάζηεκα (α,β) , κε εμαίξεζε ίζσο έλα 

ζεκείν ηνπ x0 . Αλ 

- ε f είλαη θπξηή ζην  (α, x0)  θαη θνίιε ζην  (x0,β) , ή αληηζηξφθσο, θαη 

- ε Cf έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Α(x0, f(x0)), 

ηφηε ην ζεκείν  Α(x0, f(x0))  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο f. 

 

Πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 

,  

Πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ πξέπεη λα ζεσξνύληαη γλσζηέο κε ηελ έλαξμε 

ηεο Γ’ Λπθείνπ 

(ζρνιηθφ βηβιίν καζεηή :Μαζεκαηηθά (Γ Λπθείνπ Θεηηθψλ ΢πνπδψλ / Οηθνλνκίαο & 

Πιεξνθνξηθήο) 

 

Ζ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε f(x) = αx + β 

 

 

Ζ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε f(x) = αx
2
 , α ≠ 0 . 
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Ζ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε f(x) = αx
3
 , α ≠ 0 . 

 

 


