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Περίληψη 

Στην παρούσα εργασία µελετούµε τη συµπεριφορά δροµέων που εκτελούν τυχαίου ς 

περιπάτους σε πολυπληθή περιβάλλοντα εντός µίας πεπερασµένου µήκους ουρά αναµονής για 

διάφορα µήκη ουράς. Μοντελοποιούµε την κίνηση των δροµέων χρησιµοποιώντας κλασµατική 

κίνηση Brown (fBM) όπου η προτεραιότητα στην ουρά ορίζεται από το συντελεστή Hurst. 

Χρησιµοποιούµε συντελεστές Hurst<0.5 για να µοντελοποιήσουµε συστήµατα τα οποί 

ακολουθούν υποδιαχυτικές συµπεριφορές. 

 

Λέξεις-κλειδιά: ουρές αναµονής, στοχαστικές διεργασίες, κλασµατική κίνηση Brown, υπο-

διάχυση, πολυπληθή περιβάλλοντα 
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Abstract 

In this thesis we study the stochastic motion of random walkers in a finite queueing 

system for different queue lengths. Based on fractional Brownian motion (fBM) we describe 

the motion for a given priority, which is defined by the value of the Hurst exponent. We obtain 

characteristics of the motion, namely, exponent of the mean square displacement for each 

walker and for different queue lengths. In all experiments we use Hurst exponents<0.5 in order 

to study sub-diffusional motion in a crowded environment. Quantitatively, the model predicts 

the existence of an optimal length that leads to faster motion for a given number of walkers. 

 

Keywords: Queueing system, stochastic processes, fractional Brownian motion, sub-diffusion, 

crowded environment 
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1 Εισαγωγή 

 

Η Θεωρία Ουρών ασχολείται µε τη µελέτη συστηµάτων τα οποία 

περιλαµβάνουν χρόνο αναµονής. Οι ουρές επιτρέπουν την καλύτερη οργάνωση των 

συστηµάτων ορίζοντας «κανόνες συµπεριφοράς» µε στόχο την βελτίωση της 

απόδοσης του µοντέλου εξυπηρετούµενου - ουράς αναµονής - εξυπηρετητή. Από τα 

πρώτα συστήµατα αναµονής που µελετήθηκαν ήταν το τηλεφωνικό δίκτυο για να 

αντιµετωπιστεί η τηλεπικοινωνιακή συµφόρηση στις αρχές του 20ου αιώνα. Στην 

περίπτωση αυτή ο Erlang [1] απέδειξε ότι η κατανοµή Poisson µπορεί να περιγράψει 

τυχαία τηλεπικοινωνιακή κίνηση [2]. Η Θεωρία ουρών εφαρµόζει αρχές της Θεωρίας 

πιθανοτήτων και το πεδίο εφαρµογής της εκτείνεται σε διάφορους τοµείς όπως 

τηλεπικοινωνιακά δίκτυα, εφοδιαστικές αλυσίδες, µεταφορές, κυτταρικές διεργασίες 

και εν δυνάµει µπορεί να εφαρµοστεί σε διεργασίες που περιγράφονται πιθανοκρατικά 

και περιέχουν χρόνους αναµονής [3][4][5][6]. Αξίζει να σηµειωθεί ότι συστήµατα 

ουρών πέραν των κλασσικών στοχαστικών διεργασιών µπορούν να εφαρµοσθούν και 

σε αιτιοκρατικά (ντετερµινιστικά) συστήµατα. Στην παρούσα εργασία κάνοντας χρήση 

στοχαστικών µοντέλων µελετούµε συστήµατα ουρών µικρού µήκους όπου η κίνηση 

κάθε δροµέα περιορίζεται από γειτονικούς δροµείς (neighbors), τα οποία καθιστούν 

την κίνηση αντικείµενο πιθανοκρατικών παρά αιτιοκρατικών µεταβολών. Σκοπός µας 

είναι η διερεύνηση πιθανής συσχέτισης του µήκους της ουράς µε τον αριθµό των 

δροµέων εντός αυτής, η οποία οδηγεί στη βέλτιστη εξυπηρέτηση. Γνωρίζοντας ότι η 

µοντελοποίηση ενός ρεαλιστικού µοντέλου απαιτεί πεπερασµένο µήκος ουράς, το 

οποίο µε τη σειρά του απαιτεί χρήση πιθανοκρατικών µοντέλων που εµπεριέχουν στην 

κατασκευή τους χρόνους αναµονής και κατά συνέπεια φαινοµένων γήρανσης, π.χ. 

Continuous Time Random Walks (CTRW), βλέπε συζήτηση στη συνέχεια, 

ακολουθούµε αρκετά διαφορετική προσέγγιση. Συγκεκριµένα, εφαρµόζουµε 

πιθανοκρατικά µοντέλα που βασίζονται στην κλασµατική κίνηση Brown (fBM), η 

οποία είναι αυτοόµοια διεργασία, δεν υποφέρει από φαινόµενα γήρανσης(ensemble 

average is not equal to time average for large time), αλλά απαιτεί µία χαλάρωση του 

ενός πεπερασµένου άκρου της ουράς και µας επιτρέπει την ποιοτική συσχέτιση µεταξύ 

µήκους ουράς και αριθµού δροµέων. 

Για να περιγράψουµε και να ερµηνεύσουµε κατ’ επέκταση την δυναµική µιας 

ουράς ή ενός συστήµατος ουρών είναι αναγκαίο να προσδιορίσουµε ή να θέσουµε την 
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ή τις στοχαστική/στοχαστικές διεργασία/διεργασίες που περιγράφει τη ροή των 

δροµέων (πελατών) που εισέρχονται στο σύστηµα καθώς και τους κανόνες/τρόπους 

εξυπηρέτησης που ισχύουν στο σύστηµα [7]. Η διαδικασία άφιξης ενός δροµέα στην 

ουρά παίρνει τιµές από µία κατανοµή πιθανότητας των χρόνων µεταξύ των διαδοχικών 

αφίξεων και η κατανοµή αυτή συνήθως ακολουθεί µία αντίστροφη δύναµη του χρόνου 

εισόδου. Βασική ιδιότητα του συστήµατος είναι ο χρόνος εξυπηρέτησης του κάθε 

δροµέα από την ουρά. Το τελευταίο σχετίζεται και µε τα τεχνικά χαρακτηριστικά της 

ουράς, για παράδειγµα, η χωρητικότητα του συστήµατος αναµονής η οποία µπορεί να 

διαµοιράζεται σε ένα µοναδικό εξυπηρετητή ή ένα σύνολο εξυπηρετητών[8][9][10] . 

Οι χρόνοι αναµονής επηρεάζουν τους αλγόριθµους που χρησιµοποιούνται για 

την βελτιστοποίηση της δροµολόγησης και ελέγχου ροής. Η είσοδος των πακέτων σε 

ένα σύστηµα ουράς µπορεί να ακολουθεί κατανοµή Poisson, Erlang ή µοντέλο 

Markov. Σε ένα σύστηµα η κατανοµή/συµπεριφορά κατά την έξοδο των πακέτων από 

το σύστηµα συνήθως διαφέρει από αυτή κατά την είσοδο σε ένα σύστηµα ουράς 

αναµονής [9] . 

Οι τυχαίοι περίπατοι αποτελούν µία εναλλακτική στοχαστική µοντελοποίηση 

όπου ανάλογα µε τις ιδιότητες που έχουν αποδοθεί στον περίπατο µπορούν να 

οδηγήσουν σε πλήθος διαφορετικών κατανοµών πιθανοτήτων [19] και κατά συνέπεια  

µπορούν να περιγράψουν τόσο κατανοµές αφίξεων όσο και αναχωρήσεων/εξόδων από 

το σύστηµα. Οι δροµείς είναι οι πελάτες που εισέρχονται στο σύστηµα ουράς και 

αναµένουν να εξυπηρετηθούν από αυτό και κινούνται σύµφωνα µε µία τυχαία 

διεργασία. Τα περισσότερα µοντέλα στη βιβλιογραφία ασχολούνται µε τις κατανοµές 

άφιξης και εξυπηρέτησης στην ουρά για διαφορετικούς µηχανισµούς εξυπηρέτησης. 

Οι αλγόριθµοι που εφαρµόζονται µέχρι τώρα σε συστήµατα ουράς δίνουν πληροφορία 

για το εάν η ουρά είναι κατειληµµένη και δεν εξυπηρετεί ή κατειληµµένη για κάποιο 

χρονικό διάστηµα χωρίς να εξυπηρετεί χωρίς να παρέχει επιπλέον πληροφορία για το 

τι συµβαίνει εντός της ουράς.  

Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιώντας τυχαίους περιπάτους περιγράφουµε την 

κίνηση των πελατών σε µία πεπερασµένη ουρά που εξυπηρετεί κατά FIFO (First In 

First Out). Χρησιµοποιούµε πολλαπλούς πελάτες που διεκδικούν την εξυπηρέτησή 

τους από την ουρά για να είναι πιο ρεαλιστική η απόδοση του ανταγωνισµού µεταξύ 

των δροµέων σε µία ουρά. Έτσι προσπαθούµε να εξάγουµε πληροφορία για την 

κίνηση των πελατών εντός της ουράς. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, στόχος µας είναι να 

αποτυπώσουµε την σχέση µεταξύ του µεγέθους της ουράς και του αριθµού των 
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πελατών που κινούνται εντός αυτής που οδηγεί στη βελτίωση της αποδοτικότητας του 

συστήµατος ουράς. Η γνώση αυτή επιτρέπει την επιτάχυνση της διαδικασίας 

εξυπηρέτησης των πελατών και ταυτόχρονα λαµβάνει υπόψη της την χωρητικότητα 

της ουράς έτσι ώστε να είναι επαρκής για να καλύπτει τις ανάγκες του συστήµατος σε 

κάθε χρονική στιγµή της ροής πελατών. Μοντελοποιώντας την κίνηση των δροµέων 

εντός ουράς θεωρούµε ότι σε κάθε ενδιάµεση θέση, όχι τα σηµεία εισόδου και εξόδου, 

ο πελάτης/δροµέας έχει µία πιθανότητα µετάβασης να πάει αριστερά, δεξιά (κίνηση 

προς την κατεύθυνση εξόδου) ή και να παραµείνει στην θέση του. Αντίθετα, εάν ο 

δροµέας βρίσκεται στο σηµείο εισόδου µπορεί να πάει µόνο δεξιά ή να παραµείνει στη 

θέση του. ∆ροµέας στο σηµείο εξόδου εξέρχεται µε πιθανότητα ένα. Για κάθε 

ενδιάµεση θέση οι πιθανότητες µετάβασης τροποποιούνται σε κάθε βήµα λαµβάνοντας 

υπόψη και την θέση των γειτόνων τους. Μελετούµε τη συµφόρηση και τον 

ανταγωνισµό των πελατών για την εξυπηρέτηση/έξοδό τους από την ουρά για διάφορα 

µήκη ουράς και διαφορετικές συνθήκες που επηρεάζουν την κινητικότητα των 

δροµέων εντός της ουράς. 
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2 Βασικές έννοιες Θεωρίας Ουρών 

 

Μία ουρά είναι µία γραµµή αναµονής. Οι ουρές σχηµατίζονται οποτεδήποτε η 

ζήτηση για εξυπηρέτηση ξεπερνά τη διαθεσιµότητα της υπηρεσίας. Ένα σύστηµα 

ουράς αναµονής αποτελείται από τους πελάτες που καταφθάνουν για να 

εξυπηρετηθούν, περιµένοντας σε µία ουρά για την υπηρεσία αν αυτό είναι απαραίτητο, 

και µετά την εξυπηρέτησή τους αφήνουν/φεύγουν από το σύστηµα. Ο όρος πελάτης 

είναι γενικός και δεν υπονοεί απαραίτητα πελάτη-άνθρωπο. Οποιαδήποτε 

µονάδα/οντότητα απαιτεί κάποια µορφή υπηρεσίας θεωρείται πελάτης. 

Ένα σύστηµα ουρών περιγράφεται συνήθως από πέντε βασικά χαρακτηριστικά 

των διαδικασιών ουράς: 

i. το πρότυπο της άφιξης των πελατών, 

ii.  το πρότυπο εξυπηρέτησης για τους πελάτες, 

iii.  τους κανόνες της ουράς (discipline), 

iv. τη χωρητικότητα του συστήµατος και 

v. τον αριθµό των καναλιών εξυπηρέτησης. 

Στα περισσότερα συστήµατα ουρών το πρότυπο των αφίξεων θα είναι 

στοχαστικό. Εποµένως, επιθυµούµε να γνωρίζουµε την κατανοµή πιθανότητας που 

περιγράφει τους χρόνους µεταξύ των αφίξεων των διαδοχικών πελατών και 

επιθυµούµε επίσης, να γνωρίζουµε αν οι αφίξεις είναι µεµονωµένες ή σε σύνολα. Αν 

ένα πρότυπο/κανόνας αφίξεων δεν βασίζεται στο χρόνο (δηλαδή, η κατανοµή 

πιθανότητας είναι χρονικά ανεξάρτητη) τότε ονοµάζεται stationary/στάσιµο πρότυπο 

αφίξεων. Ένα πρότυπο αφίξεων που είναι χρονικά εξαρτηµένο ονοµάζεται µη στάσιµο, 

δηλαδή η επιλογή µεταξύ δύο διαφορετικών αφίξεων σε τυχαίες χρονικές στιγµές 

οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσµα. 

Όσον αφορά τα πρότυπα αφίξεων, ο πιο σηµαντικό παράγοντας στη µελέτη 

προτύπων εξυπηρέτησης είναι η κατανοµή πιθανότητας που περιγράφει την ακολουθία 

των χρόνων εξυπηρέτησης των πελατών. Η εξυπηρέτηση µπορεί να γίνεται είτε 

επιµέρους είτε σε παρτίδες. Η διαδικασία εξυπηρέτησης µπορεί να εξαρτάται από τον 

αριθµό των πελατών που αναµένουν να εξυπηρετηθούν: ένας εξυπηρετητής µπορεί να 
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αποδίδει επαρκέστερα καθώς η ουρά αυξάνει ή να διαταράσσεται η καλή λειτουργία 

του και να γίνεται λιγότερο παραγωγικός. Αυτό ονοµάζεται εξυπηρέτηση εξαρτηµένη 

από την κατάσταση. Η εξυπηρέτηση µπορεί να είναι επίσης στάσιµη ή µη-στάσιµη 

ανάλογα µε το χρόνο. Για παράδειγµα, η εξυπηρέτηση µπορεί να δείχνει σηµάδια 

µάθησης (self-learning), έτσι ώστε µετά από χρόνο να γίνεται πιο επαρκής . 

Αν οι χρόνοι άφιξης και εξυπηρέτησης δεν είναι ντετερµινιστικοί, το µήκος της 

ουράς δε θα έχει καθορισµένο πρότυπο. Προκύπτει ότι µία κατανοµή πιθανότητας για 

το µήκος των ουρών θα εξαρτάται σε δύο ξεχωριστές διεργασίες: την κατανοµή των 

αφίξεων και την κατανοµή της εξυπηρέτησης. Οι δύο αυτές διεργασίες θεωρούνται ότι 

είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. 

Οι κανόνες της ουράς ορίζουν τον τρόπο µε τον οποίο οι πελάτες θα 

εξυπηρετούνται. Ο πιο κοινός κανόνας είναι ο FCFS ή FIFO (First Come First Served 

ή First In First Out). Υπάρχουν ωστόσο και άλλοι κανόνες εξυπηρέτησης όπως ο 

LCFS (Last Come First Served) ή κανόνες που περιέχουν την έννοια της 

προτεραιότητας [11]. 

Ένα σύστηµα µπορεί να έχει άπειρη χωρητικότητα, ή µπορεί να υπάρχει 

περιορισµός στον αριθµό πελατών που µπορούν να εξυπηρετηθούν/να εισέλθουν στην 

ουρά. Σε µία κατάσταση µε πεπερασµένη ουρά, όπου υπάρχει ένα άνω όριο 

εξυπηρέτησης, οι πελάτες αναγκάζονται να αποφύγουν την ουρά όταν η ουρά φτάνει 

στο όριό της. Αν το σύστηµα έχει πεπερασµένη χωρητικότητα/ικανότητα 

εξυπηρέτησης θα ήταν σχετικό να γνωρίζουµε τη µέγιστη δυνατότητα εξυπηρέτησης. 

Εµείς θα ασχοληθούµε µε έναν µοναδικό εξυπηρετητή παρόλο που ένα 

ρεαλιστικό σύστηµα µπορεί να διαθέτει πολλούς παράλληλους εξυπηρετητές [12][13]. 

Ένας πελάτης που φθάνει και βρίσκει περισσότερους από έναν ελεύθερους 

εξυπηρετητές µπορεί να διαλέξει τυχαία µεταξύ τους ώστε να εξυπηρετηθεί. Αν όλοι 

οι εξυπηρετητές είναι απασχοληµένοι, τότε ο πελάτης µπαίνει σε µία ουρά η οποία 

είναι κοινή για όλους τους εξυπηρετητές. Ο πελάτης στην κορυφή της ουράς θα 

εξυπηρετηθεί στον πρώτο ελεύθερο εξυπηρετητή. Σε άλλες περιπτώσεις κάθε 

παράλληλος εξυπηρετητής µπορεί να έχει επιµέρους ουρά αναµονής. Υποθέτουµε 

γενικά, ότι τα παράλληλα κανάλια εξυπηρέτησης λειτουργούν ανεξάρτητα µεταξύ 

τους. 
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2.1 Συµβολισµός 

 

Ο βασικός συµβολισµός που περιγράφει µια διεργασία ουράς (queuing 

process) είναι ο συµβολισµός Kendall [14] / / / /A B X Y Z, όπου A συµβολίζει το 

χρόνο µεταξύ των αφίξεων στην ουρά, B συµβολίζει την κατανοµή πιθανότητας που 

περιγράφει το χρόνο εξυπηρέτησης, X  είναι ο αριθµός των παράλληλων καναλιών 

εξυπηρέτησης, Y  είναι ο περιορισµός στη χωρητικότητα του συστήµατος και Z  ο 

κανόνας της ουράς. Τα X  και Y  µπορούν να λάβουν οποιαδήποτε τιµή στο [ , )∞1 , 

αλλά τα A και B περιγράφονται από σύµβολα που παριστάνουν της κατανοµές 

πιθανότητας. Για παράδειγµα M είναι µία εκθετική κατανοµή, D  είναι 

ντετερµινιστική και GD  είναι µία (αυθαίρετη) γενική κατανοµή. Στην τελευταία 

περίπτωση δεν έχει γίνει υπόθεση όσον αφορά τη µορφή της κατανοµής. Τα 

αποτελέσµατα σε αυτήν την περίπτωση είναι εφαρµόσιµα σε κατανοµές πιθανότητας . 

Στις περισσότερες περιπτώσεις, χρησιµοποιούµε µόνο τα τρία πρώτα σύµβολα 

για την περιγραφή των συστηµάτων ουράς. Αν δεν υπάρχει περιορισµός στο σύστηµα, 

δηλαδή Y →∞  , παραβλέπουµε το σύµβολο. Μία ακόµη σύµβαση είναι ότι 

παραλείπουµε τον κανόνα της ουράς αν είναι FCFS. Για παράδειγµα, / /M D 2  

συµβολίζει ένα σύστηµα ουράς µε εκθετική κατανοµή του χρόνου µεταξύ των αφίξεων 

(είσοδος Poisson), ντετερµινιστική κατανοµή εξυπηρέτησης, 2 εξυπηρετητές, χωρίς 

περιορισµό στη χωρητικότητα του συστήµατος και κανόνα FCFS στην ουρά [15]. 

 

2.2 Απόδοση συστήµατος 

 

Στην ανάλυση των συστηµάτων ουρών αναµονής πρέπει να βρίσκουµε τρόπους 

να ενισχύουµε την απόδοση του συστήµατος σε διάφορους τοµείς. Υπάρχουν τρία 

κυρίως χαρακτηριστικά που µας ενδιαφέρουν. Πρώτα, το µέτρο του τυπικού χρόνου 

αναµονής των πελατών, δεύτερον, ο τρόπος µε τον οποίο οι πελάτες συσσωρεύονται 

και τρίτον, το µέτρο του χρόνου που οι εξυπηρετητές παραµένουν αδρανείς. Επειδή 

είναι πολύ πιθανό να αντιµετωπίζουµε στοχαστικές διεργασίες επιθυµούµε να 

γνωρίζουµε της κατανοµές πιθανότητάς της ή τουλάχιστον τη µέση τιµή της. 

Υπάρχουν δύο είδη χρόνου αναµονής των πελατών: ο χρόνος που ο πελάτης 

περνά στην ίδια την ουρά και ο χρόνος που περνά σε ολόκληρο το σύστηµα µέχρι την 
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εξυπηρέτησή του. Οµοίως υπάρχουν δύο είδη συσσώρευσης πελατών: ο αριθµός τον 

πελατών στην ουρά και ο συνολικός αριθµός πελατών στο σύστηµα. Μετρώντας τον 

αδρανή χρόνο των εξυπηρετητών της ουράς µπορεί να σηµαίνει ότι είτε κάποιος 

συγκεκριµένος εξυπηρετητής είναι αδρανής (χωρίς πελάτες) ή ολόκληρο το σύστηµα 

είναι σε αδράνεια. 

 

2.3 Γενικοί συσχετισµοί και αποτελέσµατα 

 

Παρακάτω παρουσιάζονται κάποιες σχέσεις και αποτελέσµατα για τα / /G G 1   

και / /G G c συστήµατα ουρών. Έστω ο µέσος ρυθµός άφιξης των πελατών που 

φτάνουν στο σύστηµα είναι λ  και ο µέσος ρυθµός εξυπηρέτησης των πελατών µ . 

Τότε το µέτρο της συµφόρησης της κίνησης σε ένα σύστηµα µε c εξυπηρετητές είναι 

/ cρ λ µ=  . όταν ( )cρ λ µ> >1  ο µέσος αριθµός των αφίξεων στο σύστηµα ξεπερνά 

το µέγιστο ρυθµό εξυπηρέτησης του συστήµατος και το µέγεθος της ουράς αυξάνει 

χωρίς όριο καθώς ο χρόνος περνά (εκτός αν το σύστηµα είναι πεπερασµένης 

χωρητικότητας). Προκύπτει ότι όταν ρ > 1  , δεν υπάρχει κατάσταση ισορροπίας 

(steady state solution) για το µέγεθος της ουράς [11]. Ο µόνος τρόπος να βρεθούν 

αποτελέσµατα σε κατάσταση ισορροπίας είναι να ισχύει ρ < 1 . Όταν ρ = 1 , εκτός αν 

οι αφίξεις και η εξυπηρέτηση είναι ντετερµινιστικά, δεν υπάρχει κατάσταση 

ισορροπίας, διότι η τυχαιότητα αποτρέπει την ουρά να αδειάζει για κάποια χρονική 

στιγµή και οι εξυπηρετητές είναι συνεχώς πίσω, προκαλώντας την αύξηση της ουράς 

χωρίς όριο. Εποµένως, αν είναι γνωστά ο µέσος ρυθµός αφίξεων και ο µέσος ρυθµός 

εξυπηρέτησης, ο ελάχιστος αριθµός των παράλληλων εξυπηρετητών που απαιτείται 

για να έχουµε λύση/κατάσταση ισορροπίας είναι το µήκος της ουράς να βρίσκεται 

µέσω της λύσης για το µικρότερο c έτσι ώστε / cλ µ < 1. 

Συχνά θέλουµε να βρούµε την κατανοµή πιθανότητας για το συνολικό αριθµό 

( )N t  των πελατών στο σύστηµα σε χρόνο t . Ο ( )N t  είναι ο αριθµός των πελατών 

που αναµένουν σε µία ουρά, ( )qN t  και οι πελάτες που εξυπηρετούνται ( )sN t . Έστω 

( ) ( ){ }np t P N t n= = , και { }np P N n= =  στην κατάσταση ισορροπίας. Υποθέτοντας 

ότι υπάρχουν ουρές c-εξυπηρετητών στην κατάσταση ισορροπίας, µπορούµε να 

βρούµε το µέσο αριθµό στο σύστηµα, 
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[ ] ,n
n

L E N np
∞

=

= =∑
0

  (2.1) 

 

και ο προσδοκώµενος αριθµός στην ουρά, 

( ) ,q q n
n c

L E N n c p
∞

= +

 = = −  ∑
1

  (2.2) 

 

Μεταξύ των πιο σηµαντικών αποτελεσµάτων στην θεωρία ουρών είναι και ο τύπος του 

Little [], που σχετίζει τα µέσα µεγέθη των συστηµάτων σε κατάσταση ισορροπίας µε 

της µέσους χρόνους αναµονής των πελατών σε κατάσταση ισορροπίας. Έστω 

qT T S= =  ο συνολικός χρόνος που περνά της πελάτης στο σύστηµα. Τότε ο µέσος 

χρόνος αναµονής στην ουρά είναι q qW E T =    , και ο µέσος χρόνος αναµονής στο 

σύστηµα είναι [ ]W E T= . Οι τύποι του Little είναι 

q q

L W

L W

λ
λ

=

=
  (2.3) 

 

Εποµένως είναι απαραίτητο να βρεθεί µόνο ένα από τα τέσσερα αναµενόµενα µέτρα 

αξίας [ ] [ ]( ), , ,q qE N E N E T E T        επειδή ο τύπος του Little και η σχέση 

[ ] [ ]qE T E T E S = +   , ή ισοδύναµα /qW W µ= +1   όπου µ  είναι ο µέσος ρυθµός 

εξυπηρέτησης. Από αυτό µπορούµε να βρούµε τη σχέση µεταξύ W  και qW  ως 

( ) ( )/ /q qL L W Wλ λ µ λ µ− = − = =1   (2.4) 

 

Της [ ] [ ]q q qL L E N E N E N N E S   − = − = − =     κι έτσι ο αναµενόµενος αριθµός 

των πελατών που εξυπηρετούνται στην κατάσταση ισορροπίας είναι /r λ µ= . Σε ένα 

σύστηµα µε έναν µόνο εξυπηρετητή, r ρ=  και 

 ( )q n n n
n n n

L L np n p p p
∞ ∞ ∞

= = =

− = − − = = −∑ ∑ ∑ 0

1 1 1

1 1   (2.5) 

 

Έστω η πιθανότητα οποιοσδήποτε εξυπηρετητής να είναι απασχοληµένος σε ένα 

σύστηµα πολλών εξυπηρετητών σε κατάσταση ισορροπίας να είναι bp . Γνωρίζουµε 

ότι ο αναµενόµενος αριθµός των πελατών σε εξυπηρέτηση σε οποιοδήποτε 
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στιγµιότυπο στην κατάσταση ισορροπίας είναι /r c  . Eποµένως, µε µία σχέση της 

µέσης τιµής βλέπουµε ότι 

( )/ b br c p pρ= = ⋅ − + ⋅0 1 1   (2.6) 

 

Άρα, bp ρ= . Για σύστηµα ουράς / /G G 1  , η πιθανότητα του συστήµατος να 

βρίσκεται σε αδράνεια ( )N = 0  είναι η ίδια µε την πιθανότητα της εξυπηρετητή να 

είναι αδρανής. Έτσι, θα είναι bp p= −
0
1  , οπότε /p rρ λ µ= − = − = −

0
1 1 1  . H 

ποσότητα / rλ µ =  ονοµάζεται προσφερόµενος φόρτος, καθώς κατά µέσο όρο κάθε 

πελάτης έχει / µ1  µονάδες χρόνου εξυπηρέτησης και ο µέσος ρυθµός αφίξεων είναιλ . 

Εποµένως /λ µ  είναι το ποσοστό φόρτου που καταφθάνει στο σύστηµα ανά µονάδα 

χρόνου. ∆ιαιρώντας το µε τον αριθµό των εξυπηρετητών, λαµβάνουµε το µέσο φόρτο 

εργασίας ανά εξυπηρετητή ανά µονάδα χρόνου. 

 

2.4 Η ουρά M/M/1 

 

Το µοντέλο / /Μ Μ 1  έχει είσοδο Poisson, εκθετική κατανοµή εξυπηρέτησης 

και ουρά µε έναν εξυπηρετητή. Οι συναρτήσεις πυκνότητας για της χρόνους µεταξύ 

των αφίξεων και της χρόνους εξυπηρέτησης δίνονται αντίστοιχα από 

( )
( )

,

,

t

t

a t e

b t e

λ

µ

λ

µ

−

−

=

=
  (2.7) 

 

Όπου / λ1  είναι ο µέσος χρόνος µεταξύ των αφίξεων και / µ1 είναι ο µέσος χρόνος 

εξυπηρέτησης. Και οι χρόνοι µεταξύ των αφίξεων και οι χρόνοι εξυπηρέτησης είναι 

εκθετικοί, και οι ρυθµοί άφιξης και υπό συνθήκη ρυθµοί εξυπηρέτησης είναι Poisson, 

το οποίο της δίνει 

{ } ( )
{ } ( )

( )

P ί ί ά ά t t o t

P ύ ό ό ί ί ά t o t

ί ί έ t
P t o t

έ ό ύ ί ά

ό ό ί ή
P

νασυµβε µ α ϕιξησε δι στηµα λ

νασυµβο ν περισσ τερες απ µ ααϕ ξεις σε δι στηµα

ναολοκληρωθε µ α εξυπηρ τησησε
µ

δεδοµ νου τιτοσ στηµα δεν ε ναι δειο

περισσ τερες απ µ α εξυπηρετ σεις

∆ = ∆ + ∆

∆ = ∆

∆ 
= ∆ + ∆ 

 

( )
t

o t
έ ό ί ά έ

σε
δεδοµ νου τι εξυπηρετε ταιτουλ χιστον νας

∆ 
= ∆ 

 
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Το µοντέλο / /Μ Μ 1είναι µία απλή διεργασία γεννήσεων-θανάτων (birth-

death) µε nλ λ=  και nµ µ=  για κάθε n . Οι αφίξεις είναι οι «γεννήσεις» στο 

σύστηµα, καθώς εάν το σύστηµα βρισκόταν στην κατάσταση n µε την νέα άφιξη 

µεταβαίνει στην n+1 

Οµοίως οι αναχωρήσεις από το σύστηµα είναι οι «θάνατοι», µεταβαίνοντας 

από κατάσταση n  σε κατάσταση n−1 . Εποµένως, οι εξισώσεις στην κατάσταση 

ισορροπίας θα είναι 

( ) ,n n n

n n n

p p p

p p

ή

p p p

p p

λ µ µ λ

λ µ

λ µ λ
µ µ

λ
µ

+ −

+ −

= − + + +

= − +

+
= −

=

1 1

0 1

1 1

1 0

0

0

  (2.8) 

 

Θεωρώντας ότι το σύστηµα ουράς / /Μ Μ 1  είναι µία διεργασία γεννήσεων-

θανάτων µε σταθερούς ρυθµούς γεννήσεων και θανάτων, κάνοντας χρήση της 

παραπάνω αναδροµικής σχέσης µε nλ λ=  και nµ µ=  για κάθε n  καταλήγουµε στην 

παρακάτω έκφραση 

nn

n
i

p p p
λ λ
µ µ=

 
= =  

 
∏0 0

1

  (2.9) 

Για να βρούµε το p
0
 χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι οι πιθανότητες πρέπει να έχουν 

άθροισµα 1 και προκύπτει ότι 

`n

n

p
λ
µ

∞

=

 
=  

 
∑ 0

0

1   (2.10) 

 

Ορίσαµε 
λ

ρ
µ

=  το ρυθµό κίνησης για συστήµατα ουρών µε έναν εξυπηρετητή. 

Έχουµε τότε 

n

n

p
ρ

∞

=

=
∑

0

0

1
  (2.11) 



14 

 

 

Τώρα, η n

n
ρ

∞

=∑ 0
είναι µία γεωµετρική σειρά που συγκλίνει αν και µόνο αν ρ < 1 . 

Έτσι, ο µόνος τρόπος να υπάρχει λύσει στην κατάσταση ισορροπίας είναι  αν και µόνο 

αν ισχύει ρ < 1 . Καθώς γνωρίζουµε το άθροισµα των όρων των γεωµετρικών σειρών 

που συγκλίνουν, 

( )n

n

ρ ρ
ρ

∞

=

= <
−∑

0

1
1

1
  (2.12) 

 

έχουµε 

p ρ= −
0
1   (2.13) 

 

που επιβεβαιώνει το γενικό αποτέλεσµα για p
0
 που εξάγαµε και στην περίπτωση 

/ G/G 1  ουράς. Άρα, η πλήρης λύση για την κατάσταση ισορροπίας του συστήµατος 

ουράς / /Μ Μ 1  είναι η γεωµετρική συνάρτηση πιθανότητας 

( ) n
np

λ
ρ ρ ρ

µ
 

= − = < 
 

1 1   (2.14) 

 

 

3 Τυχαίοι Περίπατοι (Random Walks) 

 

Οι τυχαίοι περίπατοι (random walks) είναι µία κατηγορία στοχαστικών 

διεργασιών που χρησιµοποιούνται ιδιαίτερα για την περιγραφή και µοντελοποίησης 

συστηµάτων στον µικρόκοσµο. Ιστορικά, ο Robert Brown παρατήρησε και µελέτησε 

την κίνηση κόκκων γύρης σε νερό και αποδείχθηκε αργότερα ότι για την κίνηση αυτή 

που είναι γνωστή ως κίνηση Brown (µία ειδική περίπτωση τυχαίου περιπάτου), ότι 

οφείλεται της συγκρούσεις των µορίων του περιβάλλοντος µε της κόκκους γύρης και η 

ένταση των κρούσεων από τη θερµοκρασία. Το 1900 ο Louis Bachelier [16] αναφέρει 

την έννοια των τυχαίων περιπάτων όπου και χρησιµοποίησε µία στοχαστική ανάλυση 

για να περιγράψει προβλήµατα χρηµατιστηριακών αγορών, ενώ το 1905 o Karl 

Pearson χρησιµοποιεί τον «τυχαίο περίπατο» [17] και την ίδια χρονιά δύο εργασίες 

από διαφορετική οπτική γωνία πάνω στο πρόβληµα της διάχυσης, θεωρία διαταραχών 
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τον Albert Einstein [18], και πιθανοκρατική προσέγγιση βασισµένη σε τυχαίους 

περιπάτους από τον Marian Smolouchowski [19], οδήγησαν στα ίδια αποτελέσµατα 

και καθιέρωσαν της τυχαίους περιπάτους ως ένα σηµαντικό εργαλείο στην µελέτη 

φυσικών συστηµάτων. 

 

3.1 Από τους τυχαίους περιπάτους στην εξίσωση διάχυσης 

 

Οι περισσότερες βασικές ιδιότητες του τυχαίου περιπάτου εξάγονται αν 

θεωρήσουµε τη µονοδιάστατη περίπτωση. Έστω ότι εξετάζουµε την κίνηση του 

σωµατιδίου (δροµέα) το οποίο τη χρονική στιγµή 0t =  ξεκινά να «περπατάει» από 

κάποιο σηµείο 0x  και στη µονάδα του χρόνου κάνει είτε ένα βήµα δεξιά µε 

πιθανότητα p , είτε ένα βήµα αριστερά µε πιθανότητα 1q p= − . Τα βήµατα είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ της και αυτό µεταφράζεται ότι η πιθανότητα πραγµατοποίησης του 

της βήµατος είναι ανεξάρτητη από την πιθανότητα πραγµατοποίησης του 

προηγούµενου βήµατος. Προφανώς θα ισχύει ότι 1p q+ = . Μετά από n  βήµατα θα 

υπάρχουν R βήµατα στα δεξιά και L n R= −  βήµατα στα αριστερά. Η καθαρή 

µετατόπιση στα δεξιά είναι S R L= − . Αν αυτοί οι περίπατοι επαναλαµβάνονται για 

µεγάλο αριθµό επαναλήψεων, η καθαρή µετατόπιση θα κυµαίνεται µεταξύ S n= −  και 

S n= + . O περίπατος που δίνει τη µέγιστη καθαρή µετατόπιση S n=  αντιστοιχεί σε 

αυτόν κατά τον οποίο όλα τα βήµατα έχουν γίνει της τη µία κατεύθυνση. Η 

πιθανότητα να εκτελεστεί της τέτοιος περίπατος της τα δεξιά είναι: 

( ) n
nP n p=   (3.1) 

 

Όταν υπάρχει ένα βήµα στα αριστερά µεταξύ των βηµάτων αυτών, η καθαρή 

µετατόπιση γίνεται 2S n= −  και µπορεί να συµβεί για οποιαδήποτε από της n  

διαφορετικές χρονικές στιγµές µε πιθανότητα να συµβούν ίση µε q . Άρα η συνολική 

πιθανότητα να βρεθεί της περίπατος µε 1R n= −  βήµατα στα δεξιά είναι 

( ) 11 n
nP n np q−− =   (3.2) 
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Βλέπουµε δηλαδή ότι η πιθανότητα να βρούµε έναν περίπατο µε R βήµατα στα δεξιά 

ο οποίος έχει ολοκληρώσει όλα τα n  βήµατα ισοδυναµεί µε την κατανοµή πιθανότητας 

Bernoulli 

( ) R n R
n

n
P R p q

R
−

 =    
  (3.3) 

 

όπου  
( )

!

! !

n n

R R n R

 
=  − 

 ο αριθµός τέτοιων βηµάτων. 

Η συνολική πιθανότητα για n  βήµατα ανεξαρτήτως του αριθµού των βηµάτων που 

έγιναν της τα δεξιά είναι τότε 

( ) ( )
0

1
n

n

n
R

P R p q
=

= + =∑   (3.4) 

 

Για αυτή την περίπτωση περιπάτου µπορούµε να βρούµε τη µέση τιµή του αριθµού 

των βηµάτων στα δεξιά 

( )
0 0

n n
q n R

n
R R

n
R RP R Rp q

R
−

= =

 = =    
∑ ∑   (3.5) 

 

Αν γράψουµε R Rd
Rp p p

dp
= , έχουµε 

 

( ) ( )

0 0

1

n n
R n R R n R

R R

n n

n nd d
R p p q p p q

R Rdp dp

d
p p q np p q np

dp

− −

= =

−

     =  =         

= + = + =

∑ ∑
  (3.6) 

 

Αυτό το αποτέλεσµα είναι αναµενόµενο αφού για σύνολο n  βηµάτων λαµβάνεται στα 

δεξιά ένα κλάσµα p . Εφόσον η συνολική µετατόπιση σε έναν περίπατο είναι 

2S R n= − , η µέση τιµή πολλών βηµάτων είναι 

 ( ) ( )2 2S R n np n p q n p q= − = − + = −   (3.7) 
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Θα εξετάσουµε τώρα την περίπτωση του συµµετρικού τυχαίου περιπάτου σε µία 

διάσταση, στον οποίο η πιθανότητα να κινηθεί ο δροµέας δεξιά ή αριστερά είναι ίδια. 

Σε αυτή την περίπτωση η µέση µετατόπιση είναι µηδέν. 

Έστω δροµέας που κινείται σε µονοδιάστατο πλέγµα του οποίου δύο 

διαδοχικές κορυφές απέχουν κατά απόσταση ℓ , την οποία ονοµάζουµε πλεγµατική 

σταθερά. Σε κάθε χρονικό βήµα διάρκειας τ  ο δροµέας µετατοπίζεται σε µία από της 

δύο γειτονικές του κορυφές. Της ενδιαφέρει η κατανοµή πιθανότητας να βρεθεί το 

σωµατίδιο στη θέση x  µετά από n  βήµατα. Στη συµµετρική περίπτωση θα είναι 

1 2p q= =  και έστω ότι ο δροµέας φθάνει στη ζητούµενη θέση µετά από σύνολο n  

βηµάτων εκ ων οποίων τα R βήµατα έγιναν της τα δεξιά. Ο δροµέας φθάνει στη θέση 

x  µέσω ( )!/ ! !n R n R−  συνδυασµών. Βάσει του κλασσικού ορισµού, η πιθανότητα θα 

είναι ίση µε το λόγο των ευνοϊκών συνδυασµών της συνολικούς συνδυασµούς. 

Συνολικά οι συνδυασµοί είναι 2n  καθώς 

( )0

!
2

! !

n
n

R

n

R n R=

=
−∑  

 

και άρα η ζητούµενη πιθανότητα ισούται µε 

( )
( )

1 !

2 ! !n n

n
P R

R n R
=

−
  (3.8) 

 

όπου 
( )

!

! !

n n

R R n R

   =   − 
 που δεν είναι παρά οι συντελεστές του διωνυµικού 

αναπτύγµατος, για αυτό και η (3.8) ονοµάζεται διωνυµική κατανοµή [20][21]. Οι 

συντελεστές της διωνυµικής κατανοµής υπακούουν στην παρακάτω αναδροµική σχέση 

1

1

n n n

R R R

     +      = +            −     
  (3.9) 

 

 

Απόδειξη σχέσης (3.9) 

Εξ’ ορισµού θα είναι: 
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( )
( )

1 1 !

1 ! !

n n

R n R R

 + +  =   + − 
 

Για το άθροισµα θα έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

! 1 !

! ! ! !

1 ! ! 1 ! 1 ! ! ! 1 ! 1 !

! !

! 1 ! ! 1 ! 1 !

! 1 ! ! 1

! 1 ! 1 ! 1 1 !

1 !

! 1 !

1 !

1 ! !

k k k

n n n n n n

R R n R R n R R n R R n R R

n n

n R R R n R n R R

n n R n R n n

n R R R n R n R n R R R

n

n R n R R

n

n R R

= −

     +  = + = +      − − − + − − + − −   

= +
− − − − + −

− + + +
= =

− − − + − − + −

+
=

− − +

+
=

+ −

 

 

Άρα θα είναι 

( )
( )

1 1 !

1 1 ! !

n n n n

R R R n R R

     + +     = +  =           − + −     
 

 

Μπορούµε να συνδέσουµε της πιθανότητες δύο διαδοχικών βηµάτων συνδυάζοντας 

της (3.8) και (3.9). Πολλαπλασιάζοντας κάθε όρο της (3.9) µε 1/ 2n  προκύπτει η 

εξίσωση 

( ) ( ) ( ){ }1
, 1 , 1,

2
P R n P R n P R n+ = + −   (3.10) 

 

η οποία αποτελεί µια αναδροµική σχέση που συνδέει την πιθανότητα του βήµατος 

1n+  µε την πιθανότητα των προηγούµενων n  βηµάτων. Υποθέτουµε ότι το χωρικό 

και χρονικό βήµα είναι µοναδιαίο, δηλαδή 1, 1τ= =ℓ . Έστω ότι η ζητούµενη θέση 

είναι η θέση στην οποία ο δροµέας φθάνει αφού εκτελέσει ( )1n+ βήµατα, µε τα R 

από αυτά να έχουν γίνει της τα δεξιά, δηλαδή ( )1x R n R= − + − . Έστω 1x  η θέση 

που καταλήγει ο δροµέας σε περίπατο n  βηµάτων εκ των οποίων τα R έγιναν της τα 

δεξιά, ( )1x R n R= + −  και ( )( )2 1 1x R n R= − + − −  η θέση στην οποία καταλήγει ο 

δροµέας σε περίπατο n  βηµάτων µε τα 1R−  να έχουν γίνει της τα δεξιά. Για της 
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θέσεις 1,x x  και 2x  ισχύει 1 1x x= +  και 2 1x x= −  αντίστοιχα. Η αναδροµική σχέση 

που δίνει την πιθανότητα της θέσης του δροµέα στο( )1n+  βήµα σαν συνάρτηση των 

πιθανοτήτων των θέσεων του τελευταίου βήµατος γράφεται 

( ) ( ) ( ){ }1
, 1 1, 1,

2
P x n P x n P x n+ = + + −  (3.11) 

 

Η εξίσωση (3.11) είναι εύκολο να γενικευθεί σε οποιαδήποτε διάσταση και να πάρει 

τη µορφή 

( ) ( )1
, 1 ,

2 r

P r n P r r n
d ∆

+ = + ∆∑   (3.12) 

 

όπου µε r  συµβολίζουµε το διάνυσµα θέσης του πλεγµατικού σηµείου που θέλουµε να 

εντοπίσουµε το δροµέα, µε r∆ το διάνυσµα που ενώνει το ζητούµενο σηµείο µε κάθε 

µία από της γειτονικές κορυφές και µε d  τη διάσταση του χώρου. Η (3.12) είναι 

γνωστή ως εξίσωση Chapman-Kolmogorov και συνδέει την πιθανότητα των 1n+  

βηµάτων µε την πιθανότητα των περιπάτων που τελειώνουν στο αµέσως προηγούµενο 

βήµα. 

Για µεγάλο αριθµό βηµάτων n  η κατανοµή Bernoulli µεταπίπτει στην κανονική 

κατανοµή ή κατανοµή Gauss, 

( )
2

, ~
ax

nP x n e
−

 

 

Αυτό αποδεικνύεται αν θεωρήσουµε την περίπτωση του συµµετρικού τυχαίου 

περιπάτου για σωµατίδιο που ξεκινά από τη θέση µηδέν τη χρονική στιγµή µηδέν για 

µοναδιαίο χωρικό και χρονικό βήµα. Η ζητούµενη πιθανότητα δίνεται από τη σχέση 

(3.8) ενώ αν λάβουµε υπόψη ότι ( )x R n R= − −  µπορεί να γραφεί ως συνάρτηση 

µόνο των µεταβλητών x  και n  

( )
( ) ( )

1 !
,

1 12 ! !
2 2

n

n
P x n

n x n x
=

         + −            

  (3.13) 

 

Λογαριθµίζοντας στη συνέχεια την (3.13), κάνοντας την προσέγγιση Stirling 
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( )1 1
ln ! ln 2 ln

2 2
x x x xπ

 ≅ + + −  
 

 

και έπειτα από της πράξεις λαµβάνουµε: 

( ) ( ) ( )1 2 1 1
ln , ln 1 ln 1 1 ln 1

2 2 2

x x
P x n n x n x

n n nπ

         = − + + + − − + −             
  (3.14) 

 

Στο όριο του µεγάλου αριθµού βηµάτων( )n → ∞ , η ποσότητα /y x n=  είναι πολύ 

µικρή και µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τείνει στο µηδέν. Μπορούµε δηλαδή να 

γράψουµε ότι το κάθε βήµα του περιπάτου είναι ίσο µε ένα πολύ µικρό βήµα µήκους 

y . Όµοια θεώρηση κάνουµε για το χρονικό βήµα το οποίο έχει διάρκεια αµελητέα 

τιµή τ  και άρα ο περίπατος διαρκεί t nτ= . Χρησιµοποιούµε την ανάπτυξη 

( ) 2

0

1
lim ln 1 1

2y
y y y

→
± ≈ ± −  

 

και η εξίσωση (3.14) γράφεται ως 

( )
21 2

ln , ln
2 2

x
P x n

n nπ

 ≈ −  
  (3.15) 

 

Τελικά η (3.15) γίνεται 

( )
2

22
,

x

nP x n e
nπ

−

=   (3.16) 

 

η οποία είναι στη γκαουσιανή µορφή ( )
2

,
bx

tP x t ae
−

= . Οι συντελεστές a  και b  

υπολογίζονται από της συνθήκες 

i. ( ), 1P x t dx
∞

−∞
=∫  

Να είναι δηλαδή η συνάρτηση κανονικοποιηµένη και 

ii.  ( )2 , 2x P x t dx Dt
∞

−∞
=∫  
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να είναι το τετράγωνο της µέσης µετατόπισης ίσο µε 2Dt ,όπου εισάγαµε τη σταθερά 

διάχυσης 

2

2

y
D

τ
=  

 

εφόσον κάθε πιθανή τελική θέση του περιπάτου µε τον ίδιο αριθµό βηµάτων είναι 

2x y∆ = . Προκύπτει ότι 

1

4
1

4

a
Dt

b
D

π
=

=
 

 

και τελικά η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας δροµέα που εκτελεί τυχαίο περίπατο 

να βρεθεί στη θέση x  έπειτα από χρόνο t  εάν έχει ξεκινήσει από την αρχή των 

αξόνων, στο όριο του µεγάλου αριθµού βηµάτων δίνεται από τη σχέση 

( )
2

41
,

4

x

DtP x t e
Dtπ

−
=   (3.17) 

 

Η σχέση αυτή δηλώνει ότι η πιθανότητα να βρεθεί το σωµατίδιο µακριά από την πηγή 

αυξάνει µε το χρόνο. Η κατανοµή πιθανότητας που περιγράφει τη µετάβαση του 

δροµέα από τη θέση 1x  τη χρονική στιγµή 1t  στη θέση 2x  τη χρονική στιγµή 2t  θα έχει 

τη µορφή της (3.17) έχοντας θεωρήσει, ότι ο αριθµός των βηµάτων στο διάστηµα 

2 1t t t∆ = −  είναι πολύ µεγάλος. Αυτό µπορεί να συµβαίνει καθώς ο αριθµός των 

βηµάτων σε ένα πεπερασµένο σύνολο µπορεί να είναι πολύ µεγάλος, καθώς τα πάντα 

εξαρτώνται από τη χρονική διαµέριση του βήµατος. Γενικά, η συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας µετάβασης βήµατος του δροµέα από θέση 1ix−  σε θέση ix  στο διάστηµα 

1i it t −−  δίνεται από 

 ( )
( )

( )
( )

2

1
1 1

11

1
, exp

44

i i
i i i i

i ii i

x x
P x x t t

D t tD t t

−
− −

−−

 − − − − =  −−   
  (3.18) 
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Το ίδιο εύκολα µπορούµε να γενικεύσουµε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

τυχαίων περιπάτων για µεγαλύτερες διαστάσεις. Αν για τη µία διάσταση ο τυχαίος 

περίπατος κινείται δεξιά ή αριστερά στις δύο διαστάσεις µπορεί να κινείται σε 

τέσσερις κατευθύνσεις. Στις τρεις διαστάσεις η κατανοµή πιθανότητας θα δίνεται από 

το γινόµενο τριών πιθανοτήτων, µία για κάθε διεύθυνση. 

 

3.2 Θεώρηµα κεντρικού ορίου και τυχαίοι περίπατοι 

 

Το θεώρηµα κεντρικού ορίου (Central Limit Theorem) µας επιτρέπει να 

εκφράζουµε τη µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής στο όριο του µεγάλου αριθµού 

παρατηρήσεων ως κατανοµή Gauss  [21]. Επιπλέον, µας επιτρέπει να γενικεύσουµε το 

αποτέλεσµα ότι ο τυχαίος περίπατος έχει κατανοµή πιθανότητας Gauss, για άθροισµα 

βηµάτων µε τυχαίο µήκος και κίνηση προς τυχαία κατεύθυνση. 

Μία τυχαία µεταβλητή Χ  µπορεί να εκφραστεί ως το άθροισµα της µεγάλου 

αριθµού προσαυξήσεων έτσι ώστε 

n

i
i=1

xΧ= ∑   (3.19) 

 

όπου ix  οι τυχαίες µεταβλητές µε κατανοµή ( )p x  και µηδενική µέση τιµή, 0x = . Η 

( )p x  µπορεί να έχει οποιαδήποτε µορφή αλλά η µεταβλητότητα (variance) του x  

πρέπει να είναι πεπερασµένη, έτσι ώστε να ορίζουµε 

( )2 2x p x dxσ = ∫   (3.20) 

 

 

Μένει τώρα να οριστεί η κατανοµή της µεταβλητής Χ . Η πιθανότητα να βρεθεί 

δοσµένη Χ  είναι το άθροισµα των πιθανοτήτων από όλα τα σύνολα { }ix  που 

αθροίζονται στη Χ . Ο άθροισµα αυτό γράφεται 

 ( ) ( ) ( ) ( )
n

1 2 1 2 i
i=1

... ... xn nP dx dx dx p x p x p xΧ Χδ
 = −    ∑∫   (3.21) 
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Για να συνεχίσουµε παίρνουµε το µετασχηµατισµό Fourier της ( )P x  

� ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) � ( ) � ( )( )

i1

n

1 2 i 1 2
i=1

x

1 2 1 2

1

1

1

1
X

2

1
... x ...

2

1
... ...

2
1

2

1
2 2

2

n

i

i

ikx

ikx
n n

ik

n n

n
ikx

i i
i

n nn

i

P k d e P

d e dx dx dx p x p x p x

dx dx dx e p x p x p x

dx e p x

p k p k

Χ

Χ Χ

π

δ
π

π

π

π π
π

−

−

−

−

−

=

−

=

=

 = −    

∑=

=

= =

∫

∑∫ ∫

∫

∏∫

∏

  (3.22) 

 

όπου � ( )p k  είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της ( )p x . Το παραπάνω αποτέλεσµα 

είναι ένα γενικευµένο θεώρηµα συνέλιξης [22]. Παίρνουµε τώρα τον αντίστροφο 

µετασχηµατισµό Fourier για να καταλήξουµε πίσω στην ( )P Χ : 

 ( ) � ( ) � ( )( )X 'X/1
X 2 '/

2

n
ik ik nP dke P k dke p k nπ

π
= =∫ ∫   (3.23) 

 

όπου κάναµε την αντικατάσταση 'k nk= . Η � ( )p k  µπορεί να γραφεί συναρτήσει του 

( )p x  ως: 

 � ( ) ( )
( )

0

1 1

2 2 !

n n

ikx

n

ik x
p k dxe p x

nπ π

∞
−

=

−
= = ∑∫   (3.24) 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σειρά Taylor για το εκθετικό 

( )
0 !

n
nikx

n

x
e ik

n

∞
−

=

= −∑  

 

Εφόσον 0x = , ο γραµµικός όρος στην � ( )p k  απαλείφεται. Ο όρος µηδενικής τάξης 

είναι ο ( )1/ 2π  και ο όρος δεύτερης τάξης είναι ο ( ) ( )2
4kσ π− . Για αυτόν το λόγο 

κάνουµε της παρακάτω προσεγγίσεις. 
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� ( )( ) ( ) ( )2 2
2

/ 2

2
2 1

2

n
n

k nk
p k n e

n
σσ

π
−

  ≈ − →   
 

 

για n → ∞  αφού χρησιµοποιήσαµε τον τύπο 

( )2

1 , µε 
2

n
x kx

e x
n n

σ  + → = −  
 

 

Τελικά η (3.24) θα της δίνει 

 

( ) � ( )
2 2

2

2

X /2

2

2

1

2

1

2

ik ik k n

n

P dke P k dke

e
n

Χ

Χ

Χ
σ

σ

π

π σ

−

−

= =

=

∫ ∫
  (3.25) 

 

που είναι στη µορφή του γκαουσιανού ολοκληρώµατος και είναι το θεώρηµα 

κεντρικού ορίου που λέει ότι µια τυχαία µεταβλητή Χ  έχει κανονική κατανοµή µε 

µεταβλητότητα 2 2nΧ σ= . 

 

 

3.3 Κλασµατική κίνηση Brown (fractional Brownian Motion-fBM) 

 

Η κλασµατική κίνηση Brown (fractional Brownian Motion-fBM) είναι µία 

στοχαστική διεργασία που οδηγεί είτε σε υπο-διάχυση (subdiffusion) είτε σε υπερ-

διάχυση (super-diffusion). Χρησιµοποιείται για να περιγράψει τυχαίες διεργασίες µε 

µηδενική µέση τιµή και χωρική αυτοσυσχέτιση διάφορη του µηδενός για µη 

ταυτόσηµες χρονικές στιγµές. Στο µοντέλο αυτό η κατάσταση του συστήµατος 

επηρεάζεται από τις προηγούµενες καταστάσεις. Η fBM εισήχθη από της Kolmogorov 

[23] και στη συνέχεια από της Mandelbrot & Van Ness [24] µε την προσέγγισή της να 

βασίζεται σε µία γενίκευση της κίνησης Brown. Η κλασµατική κίνηση Brown µπορεί 

να περιγράψει την κίνηση ενός µονοµερούς σε αλυσίδα πολυµερών [25] ή τη διάχυση 

του σωµατιδίου σε δυναµικό περιορισµού µετατόπισης (single file diffusion) [26]. 

Είναι επιπλέον διαδεδοµένη η χρήση της σε προβλήµατα διάχυσης (ανώµαλης 

διάχυσης) σε πολυπληθή περιβάλλοντα και σε προβλήµατα συστηµάτων αναµονής 
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[27]. Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιούµε την fBM ώστε να περιγράψουµε την 

κίνηση πολλαπλών ανταγωνιζόµενων δροµέων που βρίσκονται σε µία πεπερασµένου 

µήκους ουρά αναµονής. 

Ο θόρυβος στην fBM είναι το στοχαστικό ολοκλήρωµα του λευκού θορύβου 

γνωστού και ως Gaussian noise ο οποίος είναι υπεύθυνος για την περιγραφή της 

κλασσικής κίνησης Brown, 

( ) ( ) ( )
0 0

t t
B t dB s w dτ τ= =∫ ∫   (3.26) 

 

και ( )w t  είναι ο λευκός γκαουσιανός θόρυβος. 

Οι Mandelbrot και Van Ness όρισαν την κλασµατική κίνηση Brown [28] ως εξής: 

Έστω παράµετρος H  µε 0 1H< <  η οποία ονοµάζεται παράµετρος (εκθέτης) Hurst. 

Για 0,5H <  το σύστηµα εκτελεί υπο-διάχυση ενώ για 0,5H >  υπερ-διάχυση. 

Ορίζουµε 

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1/2 1/2 1/2

0

0 0,

1

1/ 2

H

tH H H

H

B

B t t w d t w d
H

τ τ τ τ τ τ τ− − −

−∞

=

= − − − + −
Γ + ∫ ∫

 (3.27) 

 

Αν η (3.27) γραφεί ως η συγκλίνουσα διαφορά δύο ολοκληρωµάτων που αποκλίνουν 

µεµονωµένα έχουµε: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1/2 1/2

2 1 2 10

1

1/ 2

t tH H

H HB t B t t w d t w d
H

τ τ τ τ τ τ− −

−∞
− = − − −

Γ + ∫ ∫  (3.28) 

 

Το βασικό χαρακηριστικό που καθιστά την συγκεκριµένη ανέλιξη (fBM) χρήσιµη για 

µοντελοποίηση ουρών είναι ότι οι µεταβολές της είναι στατιστικά αυτοόµοιες και 

στατικές [36][37]. Ισχύει δηλαδή 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
P

H
H H H hB t B t a B t ar B tτ −+ − = + −   (3.29) 

 

Για τη µεταβλητότητα (variance) ισχύει η παρακάτω σχέση 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 1 2 1 2 1var
H

H H H H HB t B t E B t B t t t V − = − = −    
  (3.30) 

 

Όπου 
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 ( ) ( )( )202 1/21/2 1
1/ 2 1

2
HH

HV H s s ds
H

− −−

−∞

 = Γ + − − − + 
 ∫   (3.31) 

 

Με την  µπορούµε να υπολογίσουµε την αυτοσυσχέτιση της ανέλιξης fBM: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
,

2H

H H HH
B H HR t s E B t B s s t t s

σ
= = + − −     (3.32) 

όπου 

 ( )( ) ( ) ( )2 cos
var 1 1 2H

H
x H

H

π
σ

π
= = Γ −   (3.33) 

 

Η ανέλιξη fBM είναι συνεχής (σχεδόν παντού) αλλά δεν είναι διαφορίσιµη, δηλαδή 

 
( ) ( )0

0

lim sup H H

x

B t B t

t t→∞

−
= ∞

−
  (3.34) 

 

µε πιθανότητα 1. Το πρόβληµα της µη παραγωγισιµότητας είναι σηµαντικό διότι έτσι 

δεν λαµβάνουµε το πλεονέκτηµα των στάσιµων µεταβολών. Για να το «παραβλέψουν» 

αυτό  οι Mandelbrot και Van Ness [31] εισάγουν την ανέλιξη µε τη χρήση της πυρήνα 

εξοµάλυνσης της µορφής 

( )
[ ]
[ ]

1/ 0,

0 0,

t
t

t
δ

δ δ
ϕ

δ

 ∈
= 

∉
  (3.35) 

 

Και δηµιουργεί την εξοµαλυµένη ανέλιξης 

( ) ( ) ( )H HB t B t tδ
δϕ= ∗   (3.36) 

 

Η HBδ  είναι παραγωγίσιµη και όταν το δ  είναι πολύ µικρό τείνει στην HB . Η k  

παράγωγος της HBδ  είναι 

( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )1

k k k
H HB t B s t s dsδ ϕ

∞

−∞
= − −∫  (3.37) 

 

Τέλος ένα πολύ σηµαντικό θεώρηµα που αποδεικνύεται από το [23] είναι πως κάθε µη 

σταθερή γκαουσιανή ανέλιξη που έχει την ιδιότητα της αυτοοµοιότητας και των 

στάσιµων µεταβολών είναι κλασµατική κίνηση Brown. 

Η fBM ορίζεται σε µία διάσταση ενώ σύµφωνα µε την [28] µπορεί να γενικευτεί 

σε περισσότερες διαστάσεις έτσι ώστε µία d-διαστάσεων κλασµατική κίνηση Brown 

µε εκθέτη H να είναι µία διεργασία στην οποία η κάθε συντεταγµένη είναι µία 

µονοδιάστατη fBM εκθέτη H [29][30]. 
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3.4 Συνεχούς χρόνου τυχαίοι περίπατοι (Continuous Time Random 

Walks-CTRW) 

 

Ο συνεχούς χρόνου τυχαίος περίπατος (Continuous Time Random Walk-CTRW) 

προτάθηκε από τους Montroll και Weiss [31]. Αντίθετα µε τους διακριτούς τυχαίους 

περιπάτους στην περίπτωση των CTRW ο αριθµός των βηµάτων που εκτελούνται από 

ένα δροµέα για δεδοµένο χρονικό διάστηµα αποτελούν τυχαία µεταβλητή. Οι CTRW 

είναι πολύ χρήσιµοι στη µελέτη συστηµάτων που δεν βρίσκονται σε ισορροπία και 

ιδιαίτερα στοχαστικών συστηµάτων διάχυσης που δεν εξελίσσονται γραµµικά [32]. 

Είναι µία προέκταση του κλασσικού τυχαίου περιπάτου και της δίνει τη δυνατότητα να 

υπολογίζουµε την κατανοµή πιθανότητας των βηµάτων της σωµατιδίου λαµβάνοντας 

υπόψη την καθυστέρηση/αναµονή µεταξύ των βηµάτων. 

Έστω τυχαίος περίπατος που ξεκινά τα βήµατά του τη χρονική στιγµή 0t = . Ο 

δροµέας παραµένει στην αρχική του θέση του µέχρι τη χρονική στιγµή 1t . Έπειτα ο 

δροµέας κάνει άλµα στη θέση 1∆r  και το σωµατίδιο περιµένει εκεί µέχρι τη χρονική 

στιγµή 2 1t t>  που εκτελεί άλµα στη νέα θέση 1 2∆ +∆r r  και η διεργασία ανανεώνεται. 

Το σύνολο { }1 2, ,...t t  ορίζει το σύνολο των χρονικών στιγµών που συµβαίνουν τα 

άλµατα. Τα χρονικά διαστήµατα 1 1 2 2 10,t t tτ τ= − = − κ.ο.κ. είναι οι χρόνοι αναµονής 

µεταξύ των βηµάτων. Στους CTRW οι χρόνοι αναµονής { }1 2, ,...τ τ  και οι µετατοπίσεις 

{ }1 2, ,...∆ ∆r r  είναι µεταξύ της ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές. Οι χρόνοι αναµονής 

έχουν µία κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π ή pdf-probability density 

function) ( )ψ τ  και οι µετατοπίσεις έχουν µία σ.π.π. ( )f ∆r . Σε έναν τέτοιο τυχαίο 

περίπατο το µήκος του κάθε βήµατος είναι στατιστικά ανεξάρτητο από τους χρόνους 

αναµονής και η κίνηση του δροµέα ορίζεται πλήρως από τις δύο συναρτήσεις 

πυκνότητας πιθανότητας. 

Στη βιβλιογραφία συναντάµε περιγραφή CTRW µε γενίκευση των εξισώσεων 

του Einstein ή Chapman-Kolmogorov για τον τυχαίο περίπατο αλλά ,και µε την χρήση 

της εξίσωσης Langevin για συστήµατα που παρουσιάζουν υποδιάχυση [32][33]. 

Η συνολική µετατόπιση της σωµατιδίου/δροµέα σε χρόνο t  είναι 



28 

 

1

n

i
i=

= ∆∑r r   (3.38) 

 

και n  είναι ο τυχαίος αριθµός των βηµάτων στο διάστηµα ( )0,t . Έστω ( );P t n  η 

πιθανότητα να εκτελεστούν n  βήµατα σε χρόνο t . Επιθυµούµε να υπολογίσουµε την 

σ.π.π. ( ),P tr  του να βρεθεί το σωµατίδιο σε θέση r  τη χρονική στιγµή t . Έτσι 

έχουµε 

( ) ( ) ( )
0

, ; n
n

P t P t n P
∞

=

=∑r r   (3.39) 

 

και ( )nP r  είναι η σ.π.π. να βρεθεί το σωµατίδιο στο r  µετά από n  άλµατα. 

Οι CTRW µπορούν να εφαρµοστούν σε συστήµατα µε αναµονής καθώς 

εµπεριέχoυν χρόνους αναµονής µεταξύ των βηµάτων του εκάστοτε δροµέα. Είναι ένα 

πολύ καλό µοντέλο για να περιγράψει φαινόµενα σε περιβάλλοντα µε ανταγωνιστικά 

είδη. Όσο αυξάνει η πολυπλοκότητα της συστήµατος αναµονής, είτε σε αριθµό 

βηµάτων είτε σε αριθµό δροµέων δεν µπορούµε να λάβουµε το ίδιο εύκολα της 

πιθανότητες µετάβασης και της χρόνους αναµονής των επιµέρους βηµάτων. Ένας 

πελάτης σε µία ουρά αντιµετωπίζει διαφορετικούς χρόνους αναµονής σε κάθε βήµα 

του προσπαθώντας να εξυπηρετηθεί, να βγει δηλαδή από το σύστηµα. Μέσα στην 

ουρά µπορεί στην περίπτωσή που εκτελεί µονοδιάστατο τυχαίο περίπατο να 

µετακινείται συνεχώς από το ένα άκρο της ουράς στο άλλο, µε διαφορετικό βήµα κάθε 

φορά χωρίς να κάνει ουσιαστικό βήµα για την έξοδό του από το σύστηµα. Οι 

αποστάσεις που διανύονται εντός της ουράς είναι πολύ µικρές και τις φορές ένα 

πακέτο µπορεί να παραµείνει εγκλωβισµένο στην ουρά ακόµη και µετά από µεγάλο 

αριθµό βηµάτων. 

 

4 Πειραµατική διαδικασία 

4.1 Περιγραφή πειραµατικής διαδικασίας 

 

Υλοποιήσαµε έναν αλγόριθµο υπολογισµού θέσης πακέτων σε µία ουρά 

αναµονής πεπερασµένου µήκους buffer ενός τηλεπικοινωνιακού δικτύου, µε χρήση 



29 

 

Matlab [34]. Βασιστήκαµε σε ένα µοντέλο περιγραφής θέσεων µε τυχαίους περιπάτους 

(random walks) των πελατών µέσα σε µία πεπερασµένου µήκους ουρά ( )0,L . 

Επιτρεπτές κινήσεις των πακέτων είναι η κίνηση της τα δεξιά (κατά την κατεύθυνση 

εξόδου της ουράς- άκρο L ) η παραµονή του πελάτη στην ίδια θέση (καµία 

µετατόπιση) και η κίνηση του πακέτου της τα αριστερά (της την αρχή της ουράς-  

άκρο 0 ). Όλοι οι πελάτες που εισέρχονται στην ουρά από το άκρο0 επιτρέπεται να 

κινηθούν µόνο προς το άκρο L  (δεξιά) ή να παραµείνουν στη θέση τους, ενώ οι 

δροµείς που βρίσκονται στο άκρο L βγαίνουν εκτός της ουράς (εξυπηρετούνται). Οι 

πελάτες που βρίσκονται εντός της ουράς ( )0,L  επιτρέπεται να κινηθούν αριστερά ή 

δεξιά, είτε να παραµείνουν στη θέση της. Οι πελάτες δεν µπορούν να επικαλύπτονται 

και εποµένως καταλαµβάνουν µοναδική θέση σε κάθε χρονική στιγµή του πειράµατος 

εντός της ουράς. 

Ο κάθε πελάτης θεωρούµε ότι καταλαµβάνει µήκος 1/ L  και το χρονικό 

διάστηµα που µεσολαβεί από βήµα σε βήµα της κίνησής του είναι 1t∆ = . Για κάθε 

χρονική στιγµή οι πιθανότητες µετάβασης των πελατών στην ουρά υπολογίζονται από 

γεννήτρια τυχαίων αριθµών. Σε κάθε πείραµα θεωρούµε σταθερή τιµή/πιθανότητα την 

πιθανότητα ο δροµέας να παραµείνει στη θέση του ( )sp  και οι πιθανότητες 

µετάβασης είτε προς τα δεξιά ( )rp  είτε προς τα αριστερά ( )lp δίνονται από γεννήτρια 

συνάρτηση τυχαίων αριθµών που ακολουθούν οµοιόµορφη κατανοµή. Για την 

περίπτωση που ο πελάτης εισέρχεται στην ουρά η συνολική πιθανότητα 

µετάβασης/διάδοσης υπολογίζεται από την πιθανότητα να κινηθεί της τα δεξιά ή να 

παραµείνει στην είσοδο της ουράς, ενώ στην περίπτωση που το πακέτο εξυπηρετείται 

στο άκρο L  η πιθανότητα διάδοσης δίνεται µόνο από την πιθανότητα να κινηθεί της 

τα δεξιά. 

Για το χρονικό διάστηµα που ο πελάτης βρίσκεται στην ουρά η πιθανότητα 

µετάβασης υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψη την πιθανότητα να εκτελέσει κίνηση 

προς τα αριστερά, τα δεξιά και την πιθανότητα να παραµείνει στη θέση του. Η θέση 

του πελάτη για της χρονικές στιγµές που βρίσκεται εντός της ουράς δίνεται από τη 

σχέση 

( ) ( ) ( )(i, t) 1 pos , 1 _s R Lpos p i t delta x p p= + − + −  
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όπου ( ),pos i t  η θέση του πελάτη i  για δεδοµένη χρονική στιγµή t . Το _xdelta  είναι 

το µέγεθος του βήµατος του πελάτη ενώ για της πιθανότητες εκτέλεσης του βήµατος 

rp  και lp  δεξιά και αριστερά αντίστοιχα ισχύει ότι 

.

tot r l s

r
R

tot

l
L

tot

s
S

tot

p p p p

p
p

p

p
p

p

p
p

p

= + +

=

=

=

. 

 

Μελετήσαµε την κίνηση των δροµέων/πελατών στην πεπερασµένη ουρά 

υπολογίζοντας τη θέση του κάθε πελάτη για το χρονικό διάστηµα της προσοµοίωσης. 

Χρησιµοποιήσαµε ένα µοντέλο ουράς στο οποίο εξετάσαµε για διάφορα µήκη και για 

διαφορετικά χρονικά διαστήµατα την κίνηση 3 πελατών προς εξυπηρέτηση. Οι 

πελάτες κινούνται προς την ουρά µε θέσεις που αρχικά ορίζονται από συνάρτηση που 

περιγράφει κλασµατική κίνηση Brown. Θεωρήσαµε εξυπηρέτηση κατά FIFO (First In 

First Out) µε την προτεραιότητα να δίνεται στους δροµείς µέσω του συντελεστή Hurst, 

διακρίνοντας µε διαφορετικούς συντελεστές τη δυσκολία ή ευκολία διάχυσης των 

δροµέων µέσα στο σύστηµα. Χρησιµοποιήθηκαν συντελεστές 0,5H <  για να 

διατηρήσουµε το φαινόµενο του συνωστισµού εντός της ουράς. 

Ο αλγόριθµος εκτελέστηκε για διαφορετικούς πελάτες (random walkers) που 

προσπαθούν να εξυπηρετηθούν από την πεπερασµένη ουρά για πλήθος επαναλήψεων 

έως 1000 για διαφορετικά µήκη ουράς, όπως και για διαφορετικές πιθανότητες του 

πακέτου να παραµένει στη θέση του ( )sp . Το φαινόµενο που παρατηρήσαµε ήταν ότι 

οι πελάτες στα περισσότερα πειράµατα αδυνατούσαν να εξέλθουν σύντοµα από την 

ουρά, καθώς η διεργασία που περιγράφουµε µπορεί να είναι µία πολύ αργή 

διαδικασία. 

Της περιπτώσεις µε µικρή πιθανότητα να παραµείνει στη θέση του ο δροµέας 

διαπιστώσαµε ότι οι ανταγωνιζόµενοι πελάτες κινούνταν µε µεγαλύτερη ευκολία στο 

πρώτο χρονικό διάστηµα του πειράµατος. Οι δροµείς στις περισσότερες περιπτώσεις 

εξυπηρετούνταν επιτυχώς από την ουρά και είχαν κίνηση µε θετικό πρόσηµο για το 

διάστηµα µέχρι το πρώτο πακέτο να εξέλθει από την ουρά. Αυτό είχε ως συνέπεια τα 

πακέτα να εξέρχονται από το άκρο L  πιο γρήγορα. Μεταβάλλοντας το µήκος της 
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ουράς παρατηρήσαµε ότι όσο µικρότερη ήταν η ουρά, τόσο περισσότερο χρόνο 

περνούσαν τα πακέτα εντός της ουράς µέχρι να φτάσουν το άκρο L . Ο συνωστισµός 

ήταν ιδιαίτερα έντονος για ουρές µικρού µήκους και για πιθανότητες sp  υψηλές. Μία 

µετρήσιµη ιδιότητα η οποία βασίζεται στο πως µεταβάλλεται η θέση του κάθε πελάτη 

εντός της ουράς σαν συνάρτηση του χρόνου είναι το µέσο τετράγωνο της µετατόπισης 

(Mean Squared Displacement-MSD), και αποτελεί τη δεύτερη ροπή της κατανοµής 

πιθανότητας [35]. Η MSD είναι ανάλογη της δύναµης του χρόνου και ο εκθέτης του 

χρόνου της πληροφορεί για το πόσο γρήγορα η κίνηση υλοποιείται. Για εκθέτη µεταξύ 

µηδενός και ένα η κίνηση είναι υποδιαχυτική, για εκθέτη ίσο µε ένα παίρνουµε την 

κλασσική τυχαία κίνηση και για εκθέτη µεταξύ της και δύο η κίνηση είναι 

υπερδιαχυτική. Μικρότερος ο εκθέτης πιο αργή η κίνηση. 

 

4.2 Αποτελέσµατα 

 

Ακολουθούν ενδεικτικά κάποια γραφήµατα και δεδοµένα των πειραµάτων που 

εκτελέστηκαν. Σε όλα τα πειράµατα µελετήθηκαν 3 πακέτα/δροµείς. Περιγραφή των 

δεδοµένων ανά προσοµοίωση που εκτελέστηκε δίνεται στον Πίνακα 1. Από την 

πειραµατική διαδικασία διαπιστώσαµε ότι η κίνηση των δροµέων είναι εξαιρετικά 

δύσκολη και αργή διεργασία σε πολυπληθή περιβάλλοντα. Πρόβληµα υπάρχει όταν η 

χωρητικότητα της ουράς είναι µικρή (π.χ. L=5) ενώ περιπτώσεις µήκους ουράς 

µικρότερες του αριθµού των πακέτων δεν αξίζει να αναφερθούν, διότι το κάθε πακέτο 

θα εξυπηρετούνταν αν και µόνο αν αυτό που προηγείται χρονικά εξυπηρετηθεί 

επιτυχώς. Μία τέτοια ουρά αναµονής η οποία απασχολεί της πόρους του συστήµατος 

για µεγάλο χρονικό διάστηµα δεν είναι αποδοτική και κατά συνέπεια δεν την 

εξετάζουµε. Σε εκθέτες Hurst µικρότερους από 0.25 στην πλειοψηφία τους τα πακέτα 

δεν κατάφεραν να εξέλθουν από την ουρά ακόµη και µετά από πολύ µεγάλο αριθµό 

βηµάτων και παρέµεναν εγκλωβισµένα. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση που αυξήθηκε ο συντελεστής Hurst ο 

οποίος έδινε την «προτεραιότητα» στο µοντέλο, παρατηρήσαµε ότι οι πελάτες 

κινούνταν µε µεγαλύτερη ευκολία και της φορές έβγαιναν από την ουρά σε χρόνο που 

καθορίζονταν από το πόσο έντονη ήταν η κίνηση λόγω αυξηµένου συντελεστή Hurst. 
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4.3 Παράθεση πειραµατικών δεδοµένων 

 

Κατά την προσοµοίωση χρησιµοποιήθηκε η συνάρτηση wfbm [36] από την 

εφαρµογή Μatlab [34] και οι συντελεστές Hurst που χρησιµοποιήθηκαν ήταν για την 

πρώτη φάση των πειραµάτων 0.25, 0.15 και 0.10, για τον πρώτο, δεύτερο και τρίτο 

δροµέα αντίστοιχα. Η 1η φάση της διαδικασίας αφορά τα πειράµατα 1 έως 8. Τα 

πειράµατα προσοµοιώνουν κίνηση 3 πελατών κάθε φορά σε πεπερασµένη ουρά 

µήκους L, όπου µελετάµε 4 διαφορετικά µήκη ουράς από 5L =  έως 20L = , µε βήµα 

5 για 1 500N = και 2 1000N =  επαναλήψεις. Για κάθε πείραµα παραθέτουµε το κοινό 

γράφηµα των θέσεων των τριών πελατών µέσα στην ουρά, την MSD αυτών καθώς και 

το διάγραµµα της συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτηση δύναµης ( ) bf x ax= ) µε την 

MSD του κάθε πελάτη. H MSD υπολογίζεται από τη σχέση 

( )( )2
( 1) ( ( 1: ) pos 1:msd k sum pos k end end k+ = + − − . Οι συντελεστές της 

συνάρτησης δύναµης λαµβάνονται µε διάστηµα εµπιστοσύνης (δ.ε.) 95%. 

Στη δεύτερη φάση των προσοµοιώσεων επιλέξαµε συντελεστές Hurst 0.45, 0.35 

και 0.25 για τον πρώτο, δεύτερο και τρίτο πελάτη αντίστοιχα. Μελετήθηκαν τα µήκη 

ουράς 2, 10, 15L L L= = =  και 20L =  για 1000N =  επαναλήψεις και παραθέτουµε 

τα ίδια µεγέθη της εξέταση, της και στα προηγούµενα πειράµατα. 

Οι διαφορετικοί δροµείς περιγράφονται µε τα τρία διαφορετικά χρώµατα. Με 

µπλε χρώµα ο πρώτος δροµέας, µε πράσινο ο δεύτερος και µε κόκκινο ο τρίτος. 

Παρατηρούµε ότι δύο πελάτες καταφέρνουν να εξέλθουν από το άκρο L=5 της ουράς 

ενώ το τελευταίο παραµένει συνεχώς εγκλωβισµένο, αυξάνοντας το συνολικό µέσο 

χρόνο εξυπηρέτησης. Τα πακέτα που εξυπηρετούνται επιτυχώς παραµένουν για 

µεγάλα χρονικά διαστήµατα και αυτά εγκλωβισµένα. 

Για την MSD ( )( )( )2
( 1) ( ( 1: ) pos 1:msd k sum pos k end end k+ = + − −  

χρησιµοποιούµε λογαριθµικούς άξονες µε σκοπό να εκτιµήσουµε την εκθετική 

εξάρτηση των συντελεστών της συνάρτησης προσαρµογής, που είναι συνάρτηση 

δύναµη της µορφής ( ) bf x ax=  . 
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Πείραµα 1 

 
Εικόνα 1 Γραφική παράσταση θέσης πελατών 

συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους 
πελάτες.L=5,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

 

 
Εικόνα 2 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς. 
L=5,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

 

 
Εικόνα 3 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 1, H=0.45, L=5,N=500 

 
Εικόνα 4 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης)  MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 2, H=0.35, L=5,N=500 

 
Εικόνα 5 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) 
MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=5,N=500 
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Πείραµα 2 

 
Εικόνα 6 Γραφική παράσταση θέσης πελατών συναρτήσει 

του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους 
πελάτες.L=5,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 7 MSD συναρτήσει του χρόνου για τα τρεις πελάτες 

του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 
άξονες.L=5,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 8 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.45, L=5,N=1000 

 
Εικόνα 9 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης 
δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 

2, H=0.35, L=5,N=1000 

 

Εικόνα 10 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 
MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=5,N=1000 
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Πείραµα 3 

 
Εικόνα 11 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 
συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους 

πελάτες.L=10,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

Εικόνα 12 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 
πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 

άξονες. L=10,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

Εικόνα 13 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 

για τον πελάτη 1, H=0.25, L=10,N=500 

Εικόνα 14 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=10,N=500 

 
Εικόνα 15 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και MSD-t 

σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=10,N=500 
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Πείραµα 4 

 
Εικόνα 16 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 

συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 
L=10,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 17 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς άξονες 
L=10,N=1000,H=0.1,0.15,0.25. 

 
Εικόνα 18 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.25, L=10,N=1000 

 
Εικόνα 19 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=10,N=1000 

 
Εικόνα 20 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) 

και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=10,N=1000 
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Πείραµα 5 

 
Εικόνα 21 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 
συναρτήσει του χρόνου για για τρεις εξεταζόµενους 
πελάτες. L=15,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 22 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 
πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 
άξονες. L=15,N=500,H=0.1,0.15,0.25 
 

 
Εικόνα 23 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.25, L=15,N=500 

 
Εικόνα 24 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=15,N=500 

 
Εικόνα 25 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) 
και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=15,N=500 
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Πείραµα 6 

 
Εικόνα 26 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 

συναρτήσει του χρόνου για για τρεις εξεταζόµενους 
πελάτες.L=15,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 27 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς άξονες. 
L=15,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 28 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 1, H=0.25, L=15,N=1000 

 
Εικόνα 29 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=15,N=1000 

 
Εικόνα 30 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=15,N=1000 
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Πείραµα 7 

 
Εικόνα 31 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων συναρτήσει 

του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 
L=20,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 32 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 
άξονες. 

L=20,N=500,H=0.1,0.15,0.25 

 
Εικόνα 33 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.25, L=15,N=500 

 

 
Εικόνα 34 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=15,N=500 

 
Εικόνα 35 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=15,N=500 
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Πείραµα 8 

 
Εικόνα 36 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 

συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 
L=20,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

Εικόνα 37 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 
πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς άξονες. 

L=20,N=1000,H=0.1,0.15,0.25 

Εικόνα 38 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 1, H=0.25, L=20,N=1000 

Εικόνα 39 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 2, H=0.15, L=20,N=1000 

 
Εικόνα 40 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.1, L=20,N=1000 
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Πείραµα 9 

Εικόνα 41 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 
συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 

L=5,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

Εικόνα 42 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 
πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς άξονες. 

L=5,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

Εικόνα 43 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 1, H=0.45, L=5,N=1000 

Εικόνα 44 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 2, H=0.35, L=5,N=1000 

 
Εικόνα 45 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=5,N=1000 
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Πείραµα 10 

Εικόνα 46 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 
συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 

L=10,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

Εικόνα 47 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 
πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 

άξονες. L=10,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

 
Εικόνα 48 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.45, L=10,N=1000 

Εικόνα 49 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 
άξονες για τον πελάτη 2, H=0.35, L=10,N=1000 

 
Εικόνα 50 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και  

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=10,N=1000 
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Πείραµα 11 

Εικόνα 51 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων συναρτήσει 
του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους πελάτες. 

L=15,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

 
Εικόνα 52 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς 
άξονες. L=15,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

 
Εικόνα 53 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 

(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 
για τον πελάτη 1, H=0.45, L=15,N=1000 

Εικόνα 54 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 2, H=0.35, L=15,N=1000 

 
Εικόνα 55 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=15,N=1000 
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Πείραµα 12 

Εικόνα 56 Γραφική παράσταση θέσης πακέτων 
συναρτήσει του χρόνου για τρεις εξεταζόµενους 

πελάτες. L=20,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

 
Εικόνα 57 MSD συναρτήσει του χρόνου για τους τρεις 

πελάτες του συστήµατος ουράς σε λογαριθµικούς άξονες. 
L=20,N=1000,H=0.45,0.35,0.25 

Εικόνα 58 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς 

άξονες για τον πελάτη 1, H=0.45, L=20,N=1000 

Εικόνα 59 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής 
(συνάρτησης δύναµης) και MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες 

για τον πελάτη 2, H=0.35, L=20,N=1000 

 
Εικόνα 60 Kαµπύλη συνάρτησης προσαρµογής (συνάρτησης δύναµης) και 

MSD-t σε λογαριθµικούς άξονες για τον πελάτη 3, H=0.25, L=20,N=1000 
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Πίνακας 1 Πίνακας αποτελεσµάτων προσοµοιώσεων. Αναφέρονται τα µήκη ουράς, τα βήµατα, Hurst exponent και οι συντελεστές α,β για τους αντίστοιχους πελάτες 

 

Αριθµός 

βηµάτων 

Μήκος 

ουράς 

Αρ. 

πελατών 

Hurst exponent συντελεστής α συντελεστής β 

Πελάτης 1 Πελάτης 2 Πελάτης 3 Πελάτης 1 Πελάτης 2 Πελάτης 3 Πελάτης 1 Πελάτης 2 Πελάτης 3 

Πείραµα 1 500 5 3 0,25 0,15 0,1 252,9 449,3 688,2 0,6039 0,42 0,2708 

Πείραµα 2 1000 5 3 0,25 0,15 0,1 604 789,3 1197 0,4647 0,4182 0,313 

Πείραµα 3 500 10 3 0,25 0,15 0,1 184,5 347,9 538,2 0,6464 0,4952 0,3404 

Πείραµα 4 1000 10 3 0,25 0,15 0,1 469,9 798,6 1107 0,586 0,582 0,3904 

Πείραµα 5 500 15 3 0,25 0,15 0,1 234,2 325,8 642,6 0,5854 0,4869 0,2652 

Πείραµα 6 1000 15 3 0,25 0,15 0,1 424,2 839,4 1198 0,5871 0,4377 0,3351 

Πείραµα 7 500 20 3 0,25 0,15 0,1 299,6 398,4 480,7 0,4839 0,5324 0,371 

Πείραµα 8 1000 20 3 0,25 0,15 0,1 609,7 782,8 1116 0,4353 0,4338 0,3194 

Πείραµα 9 1000 5 3 0,45 0,35 0,25 125,9 169 445,4 1,037 0,9027 0,5419 

Πείραµα 

10 1000 10 3 0,45 0,35 0,25 224,3 258,2 604,6 0,8209 0,7738 0,4802 

Πείραµα 

11 1000 15 3 0,45 0,35 0,25 199,4 267,7 419,4 0,9151 0,7017 0,5883 

Πείραµα 

12 1000 20 3 0,45 0,35 0,25 169,1 315,8 385,9 0,9204 0,6545 0,6941 
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5 Συζήτηση αποτελεσµάτων – µελλοντική έρευνα 

Χρησιµοποιώντας κλασµατική κίνηση Brown (fBM) µελετήσαµε την κίνηση 

πολλαπλών δροµέων σε µία πεπερασµένου µήκους ουρά. Η προτεραιότητα κάθε 

πακέτου ανατίθεται από το µοντέλο µέσω της τιµής του εκθέτη Hurst. Παρατηρήσαµε 

ότι µικρότερη η τιµή του συντελεστή αυτού µεγαλύτερη δυσκολία εξαγωγής του 

πακέτου από την ουρά, ενώ πλήθος προσοµοιώσεων (κίνηση πελατών σε µικρές ή 

πολύ µεγάλες ουρές µε προτεραιότητα δροµέα να αντιστοιχεί σε µικρό εκθέτη) δεν 

οδηγεί σε εξυπηρέτηση του πακέτου. Κατά συνέπεια το συµπέρασµα της 

συγκεκριµένης εργασίας είναι ότι υπάρχει µία βέλτιστη σχεδίαση ουράς (µήκος) που 

οδηγεί στην καλύτερη εξυπηρέτηση ενός συγκεκριµένου αριθµού πελατών. Πέραν της 

παρατήρησης αυτής δεν µπορεί να γίνει ποσοτικοποίηση µεταξύ των δύο µεγεθών µε 

χρήση του συγκεκριµένου µοντέλου. Η fBM δεν προβλέπει χρόνους αναµονής και η 

απαίτηση για αυτοοµοιότητα µας επιβάλλει να επιτρέπουµε κατά την προσοµοίωση 

κίνηση κατά τον αρνητικό άξονα (αρνητικές τιµές στα γραφήµατα θέσεις του πελάτη 

συναρτήσει του χρόνου). Ένα περαιτέρω βήµα στη συγκεκριµένη ερευνητική εργασία 

είναι η χρήση CTRW, µοντέλο που εκ φύσεως στηρίζεται σε χρόνους αναµονής, οι 

ιδιότητες του οποίου έχουν περιγραφεί στην ενότητα 3.4. Ένα τέτοιο µοντέλο θα 

µπορεί να περιγράψει την κίνηση πολλαπλών δροµέων εντός της ουράς λαµβάνοντας 

υπόψη τις περιοχές της ουράς όπου «εγκλωβίζονται» τα πακέτα για µεγάλο χρονικό 

διάστηµα χωρίς να κινούνται. 

Η χρήση στοχαστικών µοντέλων σε προβλήµατα τηλεπικοινωνιακών δικτύων 

εµφανίζει ιδιαίτερη αύξηση τις τελευταίες δεκαετίες. Για παράδειγµα η µοντελοποίηση 

που ακολουθήσαµε στη συγκεκριµένη εργασία θα µπορούσε να βρει εφαρµογή σε 

δίκτυα TCP/IP [37] όπου ο ανταγωνισµός µεταξύ µη αλληλεπιδρώντων δροµέων είναι 

έντονος. Αντίθετα δεν θα αποτελούσε κατάλληλη επιλογή στην µοντελοποίηση 

τηλεπικοινωνιακού φόρτου Internet, καθώς επιτρέπει την λήψη αρνητικών τιµών κατά 

την κίνηση των δροµέων µε χρήση συγκεκριµένων παραµέτρων κίνησης 

[38][39][40][41][42]. 

Ένα µοντέλο κίνησης δροµέων σε πολυπληθή περιβάλλοντα µε fBM ή CTRW, 

ουρά µπορεί να έχει µία πιθανή εφαρµογή σε συστήµατα ουρών σε τηλεπικοινωνιακά 

δίκτυα µεταγωγής πακέτων. Οι CTRW λαµβάνουν υπόψη το χρονικό διάστηµα που 

µεσολαβεί από βήµα σε βήµα για το δροµέα του συστήµατος. Εφαρµογή των CTRW 

µπορούµε να δούµε σε µοντέλα ουρών τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων, στα οποία 
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µας ενδιαφέρει να παρατηρήσουµε για δεδοµένο χρόνο την κατάσταση της ουράς 

(κατειληµµένη ή αδρανής), ενώ δεν έχουµε πληροφορία για τη δεσµευµένη και 

ελεύθερη χωρητικότητα της ουράς. 
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Παράρτηµα Α 

Επισκόπηση θεωρίας πιθανοτήτων 

Μπορούµε να θεωρήσουµε ένα πιθανοκρατικό µοντέλο ως ένα πείραµα µε πολλά 

πιθανά ενδεχόµενα [20][21]. Το πείραµα αυτό θα αποτελείται από ένα χώρο δειγµατοληψίας  

Ω , είναι το σύνολο όλων των πιθανών ενδεχοµένων, και τον νόµο των πιθανοτήτων  που 

ορίζει µία πιθανότητα ( )P A  για κάθε συµβάν, όπου ένα συµβάν είναι ένα υποσύνολο του 

χώρου δειγµατοληψίας. Η ( )P ⋅  µπορεί να θεωρηθεί ως η συνάρτηση πραγµατικής τιµής της 

οποίας το εύρος είναι το σύνολο όλων των πιθανών συµβάντων. 

Ο νόµος των πιθανοτήτων προϋποθέτει να ικανοποιούνται οι παρακάτω τρεις ιδιότητες: 

Μη αρνητικότητα: ( ) 0P A ≥ για κάθε συµβάν A. 

Additivity: αν iA  είναι όλα ανεξάρτητα γεγονότα, ( ) ( )1 2 ... iP A A P A∪ ∪ =∑  . 

Κανονικοποίηση: η πιθανότητα της ένωσης όλων των πιθανών ενδεχοµένων είναι ίση µε τη 

µονάδα, ( ) 1P Ω =  

Για παράδειγµα ένα πιθανοκρατικό µοντέλο θα µπορούσε να αναπαριστά το µήκος ενός 

πακέτου που αποστέλλεται σε ένα δίκτυο µεταγωγής πακέτων. Σε αυτό το µοντέλο ο χώρος 

δειγµατοληψίας θα είναι το σύνολο των πιθανών µηκών πακέτου, έστω { }1 2 3, , ..., ml l l l  και 

( )iP l  η πιθανότητα ένα πακέτο να έχει µήκος il  

 

Υπό συνθήκη πιθανότητα 

Η υπό συνθήκη πιθανότητα ενός γεγονότος A, δεδοµένου ότι ένα γεγονός B έχει συµβεί, 

συµβολίζεται ως ( ) ( )
( )

P A B
P A B

P B

∩
=  . 

Με την υπόθεση ότι ( ) 0P B > , καθώς γνωρίζουµε ότι έχει συµβεί το B. 

 

Θεώρηµα ολικής πιθανότητας 

Έστω 0,..., nA A  ανεξάρτητα γεγονότα που σχηµατίζουν ένα τµήµα του χώρου δειγµατοληψίας 

(π.χ. κάθε πιθανό ενδεχόµενο περιλαµβάνεται σε ένα κα µόνο ένα από τα ενδεχόµενα 
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1,..., nA A ) και υποθέτουµε ότι ( ) 0iP A ≥  για κάθε = 1, ...,i n . Για κάθε ενδεχόµενο B , 

έχουµε 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

...

...

n

n n

P B P A B P A B

P A P B A P A P B A

= + +

= + +

∩ ∩
  

 

Όπου η πρώτη γραµµή προκύπτει από την προσθετικότητα και η δεύτερη γραµµή είναι ο 

ορισµός της υπό συνθήκης πιθανότητας. 

 

Ανεξαρτησία 

Τα γεγονότα A και B  ορίζονται ως ανεξάρτητα γεγονότα αν και µόνο αν, 

 ( ) ( ) ( )P A B P A P B=∩   

 

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό της υπό συνθήκης πιθανότητας, προκύπτει ότι: 

 ( ) ( )P A B P A=   

 

∆ιαφορετικά τα  γεγονότα θεωρούνται εξαρτηµένα. Το να είναι ανεξάρτητα δύο γεγονότα 

σηµαίνει ότι το να συµβαίνει το ένα δεν επηρεάζει την πιθανότητα να εκτελείται το άλλο. 

Αυτό µπορεί να γενικευτεί για κάθε σύνολο n  γεγονότων, π.χ. το σύνολο των γεγονότων 

1,..., nA A είναι ανεξάρτητα αν και µόνο αν, 

 ( )
11

n n

i i
ii

P A P A
==

 
= 

 
∏∩   

 

 

Τυχαίες µεταβλητές 

Για δεδοµένο πιθανοκρατικό µοντέλο, µία τυχαία µεταβλητή είναι µία συνάρτηση 

Ω → ℝ:X , µε το συµβολισµό αυτό να σηµαίνει ότι ο χώρος X  είναι ο χώρος 

δειγµατοληψίας Ω και το πεδίο τιµών του είναι ο άξονας των πραγµατικών αριθµών. Η 

πιθανότητα µία τυχαία µεταβλητή X να παίρνει τιµές σε ένα υποσύνολο A του ℝ  δίνεται 

από: 

 ( ) ( )( ):P X A P X Aω ω∈ = ∈Ω ∈   
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Μια τυχαία µεταβλητή είναι διακριτή αν λαµβάνει πεπερασµένο ή µετρήσιµο πλήθος τιµών. 

Μια συνεχής τυχαία µεταβλητή µπορεί να λάβει µη αριθµήσιµο πλήθος τιµών, π.χ. 

οποιαδήποτε τιµή στον άξονα των πραγµατικών αριθµών, ή ακόµη ένα υποσύνολο τιµών του. 

 

∆ιακριτές τυχαίες µεταβλητές 

Για µια τυχαία µεταβλητή X , η pmf (probability mass function)δίνει την πιθανότητα 

η X να πάρει συγκεκριµένη τιµή στο εύρος της. Αυτό το συµβολίζουµε ως Xp , π.χ. 

 ( ) { }( )Xp x P X x= =   

 

Όπου ο δείκτης X  µπορεί να παραληφθεί. Καθώς P  ακλουθεί το βασικό κανόνα των 

πιθανοτήτων, προκύπτει ότι η ( )Xp x   είναι µη αρνητική και έχει άθροισµα τη µονάδα 

 ( ) 1X i
i

p x =∑   

 

Όπου { }ix  είναι οι τιµές λαµβάνει η X . 

 

Μέση τιµή 

Η µέση τιµή µια διακριτής τυχαίας µεταβλητής X ορίζεται από 

 [ ] ( )i X i
i

E X x p x=∑   

 

Έστω ( )g X   µία συνάρτηση της X που λαµβάνει πραγµατικές τιµές, η µέση τιµή της ( )g X  

υπολογίζεται από 

 ( ) ( ) ( )i X i
i

E g X g x p x=   ∑   

 

Όταν ( ) ( )( )2
g X X E X= −   , η µέση τιµή της ( )g X  ονοµάζεται η µεταβλητότητα της X  

και συµβολίζεται ως 2
Xσ   

 ( )( )22
X E X E Xσ = −   
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Η τυχαία µεταβλητή Bernoulli µε παράµετρο p  

Η τυχαία µεταβλητή X είναι τυχαία µεταβλητή Bernoulli µε παράµετρο p  αν µπορεί να 

πάρει τιµές 0 και 1 µε 

 
( )
( )
1

0 1

X

X

p p

p p

=

= −
  

 

Οι τυχαίες µεταβλητές Bernoulli µας δίνουν ένα απλό µοντέλο για ένα πείραµα που µπορεί να 

οδηγηθεί είτε σε επιτυχία (1) είτε σε αποτυχία (0). 

 

∆ιωνυµική τυχαία µεταβλητή µε παραµέτρους p  και n  

Για S  αριθµό επιτυχιών µέσα από n ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Bernoulli, η 

pmf δίνεται από 

 ( ) ( )1
n kk

s

n
p k p p

k
− 

= − 
 

  

 

για 0,1,...,k n= . Ο αναµενόµενος αριθµός επιτυχιών δίνεται από 

 [ ]E S np=   

 

Για παράδειγµα αν τα πακέτα φτάνουν σωστά σε έναν κόµβου δικτύου µε πιθανότητα p  

(ανεξάρτητα), τότε ο αριθµός των επιτυχών/σωστών αφίξεων από n αφίξεις είναι διωνυµική 

τυχαία µεταβλητή. 

 

Γεωµετρική τυχαία µεταβλητή µε παράµετρο p  

Για δεδοµένη ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών Bernoulli, έστω T  ο 

συνολικός αριθµός των παρατηρήσεων  συµπεριλαµβανοµένης της πρώτης επιτυχίας. Τότε ο 

T  θα έχει µια γεωµετρική κατανοµή. Η pmf θα δίνεται από 

 ( ) ( ) 1
1

t

Tp t p p
−

= −   

 

για 1,2,...,t =  η µέση τιµή είναι 
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 [ ] 1
E T

p
=   

 

Τυχαία µεταβλητή Poisson µε παράµετρο µ  

Μία διακριτή τυχαία µεταβλητή N  έχει κατανοµή Poisson µε παράµετρο µ , αν 

 ( ) ( )
, 0,1,2,...

!

n

Np n e n
n

µµ −= =   

 

Η pmf αποδεικνύεται ότι είναι 

 ( )
0

1N
n

p n
∞

=

=∑   

 

Αυτό αποδεικνύεται ως εξής: 

 

( ) ( )

( )
0 0

0

!

!

1

n

N
n n

n

n

p n e
n

e
n

e e

µ

µ

µ µ

µ

µ

∞ ∞
−

= =

∞
−

=

−

=

=

=

=

∑ ∑

∑   

 

Χρησιµοποιήσαµε ότι 
2 3

1 ...
2! 3!

x x x
e x= + + + +   

Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής Poisson είναι 

 

[ ] ( )

( ) ( )
( )

( )

0

1

0

!

1 !

n

n

n

n

E N n e
n

e n
n

e e

µ

µ

µ µ

µ

µ
µ

µ

µ

∞
−

=

−∞
−

=

−

=

=
−

=

=

∑

∑   

Οι τυχαίες µεταβλητές Poisson χρησιµοποιούνται συχνά για τη µοντελοποίηση της 

τηλεπικοινωνιακής κίνησης σε ένα δίκτυο. Για παράδειγµα σε ένα τηλεφωνικό δίκτυο, ο 

αριθµός των κλήσεων που καταφθάνουν σε διάστηµα Τ δευτερολέπτων µπορεί να 

µοντελοποιηθεί πολύ καλά από µία τυχαία µεταβλητή Poisson µε παράµετρο λΤ  όπου λ  

είναι ο αριθµός άφιξης των κλήσεων. 
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Συνεχείς τυχαίες µεταβλητές 

Για µια συνεχή τυχαία µεταβλητή X , η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

(probability density function-PDF) 
X
f  είναι µια µη αρνητική συνάρτηση για την οποία για 

κάθε <a b  

 ( ) ( )
b

X

a

P a X b f x dx< ≤ = ∫   

και 

 ( ) ( ) 1Xf x dx P X
+∞

−∞
= −∞ < < +∞ =∫   

 

Για συνεχή τυχαία µεταβλητή X  (η οποία έχει PDF) και για κάθε τιµή του a  

 ( ) ( ) 0
b

X

a

P X a f x dx= = =∫   

 

Εποµένως προκύπτει ότι 

 ( ) ( ) ( ) ( )P a X b P a X b P a X b P a X b< < = < ≤ = ≤ < = ≤ ≤   

 

Μέση τιµή 

Η µέση τιµή µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής ορίζεται ως 

 [ ] ( )XE X xf x dx
+∞

−∞
= ∫   

 

Για µια συνάρτηση που λαµβάνει πραγµατική τιµή ( )g X  έχουµε 

 ( ) ( ) ( )XE g X g x f x dx
+∞

−∞
=   ∫   
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Εκθετική τυχαία µεταβλητή 

Ένα παράδειγµα συνεχούς τυχαίας µεταβλητής µπορεί να θεωρηθεί η εκθετική τυχαία 

µεταβλητή. Αυτές οι τυχαίες µεταβλητές χρησιµοποιούνται και για τη µοντελοποίηση της 

κίνησης σε ένα δίκτυο τηλεπικοινωνιών, για παράδειγµα για να µοντελοποιήσουν το χρόνο 

µεταξύ των αφίξεων των πακέτων. Μι εκθετική τυχαία µεταβλητή έχει PDF της µορφής 

 ( )
, 0

0 ,

x

X

e x
f x

ώ

λλ
αλλι ς

− ≥
= 


  

 

όπου 0λ > . Αποδεικνύεται ότι για εκθετική τυχαία µεταβλητή η µέση τιµή παίρνει τη µορφή 

 [ ] 1
E X

λ
=   

 

 

Συναρτήσεις Συσσωρευµένης πιθανότητας 

Η συνάρτηση συσσωρευµένης πιθανότητας (cumulative distribution function-CDF) 

µιας τυχαίας µεταβλητής X  είναι η πιθανότητα ( )P X x≤   και συµβολίζουµε µε ( )XF x . 

ΑνX είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή, τότε έχουµε 

 ( ) ( ) ( )X x
k x

F x P X x p k
≤

= ≤ =∑   

 

Οµοίως, ανX είναι συνεχής  τυχαία µεταβλητή, τότε έχουµε 

 ( ) ( ) ( )X XF x P X x f t dt
∞

−∞
= ≤ = ∫   

 

Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να ορίσουµε την 
X
f  σε όρους της 

X
F  

 ( ) ( )
,X

X

dF x
f x

dx
  

 

π.χ. η PDF µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής είναι η παράγωγος της CDF της. 

Παράδειγµα: Η CDF µιας εκθετικής τυχαίας µεταβλητής είναι 
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( ) ( )

0

1 , 0

X X

t

x

F x f t dt

e dt

e x

λ

λ

λ

∞

−∞

∞ −

−

=

=

= − ≥

∫

∫   

Υπό συνθήκη PDF 

Η υπό συνθήκη PDF 
|X A
f  µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής X  για συγκεκριµένο 

γεγονός A µε ( ) 0P A >  , ορίζεται ως 

 

( )
( )|

,

0

X

X A

f x
x A

f P A

ώ

αν

αλλι ς


∈

= 



  

 

Έτσι ώστε 

 ( ) ( )|X A

B

P X B A f x dx∈ = ∫   

 

Αντίστοιχος ορισµός προκύπτει και για τις διακριτές τυχαίες µεταβλητές. Η υπό συνθήκη µέση 

τιµή ορίζεται ως 

 ( )|X AE X A xf x dx
+∞

−∞
  =  ∫   

 

Σε αυτή την περίπτωση, το θεώρηµα της ολικής πιθανότητας µπορεί να γραφεί ως 

 ( ) ( ) ( )|
1

i

n

X i X A
i

f x P A f x
=

=∑   

 

όπου { }1,...,AnA  είναι ανεξάρτητα γεγονότα που καλύπτουν το χώρο δειγµατοληψίας. 

Προκύπτει ότι 

 [ ] ( ) [ ]
1

|
n

i i
i

E X P A E X A
=

=∑   

 

Ο οποίος είναι συχνά ένας χρήσιµος τρόπος στον υπολογισµό της µέσης τιµής. 

Παράδειγµα:  έστω X µια εκθετική τυχαία µεταβλητή και A το γεγονός όπου >X t  . Tότε 

( ) tP A e λ−=    και 
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 ( )
( )

|A

,

0 ,

x t

X

e x t
f x

ώ

λλ
αλλι ς

− − ≥
= 


  

 

Εποµένως προκύπτει ότι 

 { } { }| , , 0P X r t X t P X r r t> + > = > ≥   

 

Η παραπάνω ιδιότητα είναι µία πολύ σηµαντική ιδιότητα µιας εκθετικής τυχαίας µεταβλητής 

και ονοµάζεται «αµνήµων» ιδιότητα (memoryless property) 

 

 

Στοχαστικές διεργασίες 

Μια στοχαστική διεργασία είναι µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών προσαρµοσµένες 

στο χρόνο. Οι στοχαστικές διεργασίες χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιηθεί ο τρόπος 

άφιξης πακέτων σε ένα τηλεπικοινωνιακό δίκτυο. Σε αυτή την περίπτωση ( ){ }, 0A t t ≥   

µπορούµε να συµβολίσουµε  τον συνολικό αριθµό πακέτων που φτάνουν σε έναν κόµβο µέχρι 

τη χρονική στιγµή t  . Για κάθε χρονική στιγµή t , η ποσότητα ( )A t   είναι µια τυχαία 

µεταβλητή. Οι στοχαστικές διεργασίες µπορούν επίσης να οριστούν και σε διακριτό χρόνο. 

Έστω, 
1 2
, ,...X X  µία ακολουθία ανεξάρτητων και οµοίως κατανεµηµένων (i.i.d.) τυχαίων 

µεταβλητών Bernoulli. Αυτή η διακριτού χρόνου στοχαστική διεργασία ονοµάζεται διεργασία 

Bernoulli. 

Ένα δεδοµένο αποτέλεσµα κάθε τυχαίας µεταβλητής που αποτελεί µια στοχαστική διεργασία 

αναφέρεται ως realization  ή sample path της διεργασίας. 

 

Νόµος των µεγάλων αριθµών 

Έστω 
1 2
, ,...X X  µία ακολουθία ανεξάρτητων και οµοίως κατανεµηµένων (i.i.d.) 

τυχαίων µεταβλητών, κάθε µία µε µέση τιµή X  . ο ισχυρός νόµος των µεγάλων αριθµών 

ορίζει ότι µε πιθανότητα τη µονάδα, 

 
1

1
lim

N

i
N

i

X X
N→∞

=

=∑   
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Αυτό που µας λέει ο νόµος των µεγάλων αριθµών, είναι ότι αν παρατηρήσουµε µια αρκετά 

µεγάλη ακολουθία αποτελεσµάτων αυτών των τυχαίων µεταβλητών και πάρουµε τον 

αριθµητικό τους µέσο, θα συγκλίνει στη µέση τιµή του κάθε επιµέρους αποτελέσµατος. 

Όταν κάθε 
i
X  είναι µια τυχαία µεταβλητή Bernoulli, ο νόµος των µεγάλων αριθµών µπορεί να 

αποδοθεί ως 
i

EX . 

Μπορούµε να δούµε την ακολουθία 
1 2
, ,...X X  ως διακριτού χρόνου στοχαστική διεργασία. 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε την ποσότητα
1

1
lim

N

iiN
X X

N =→∞
=∑   ως το µέσο χρόνο µιας 

δεδοµένης realization της στοχαστικής διεργασίας. Ωστόσο, ο  X  είναι ο στατιστικός µέσος, 

υπολογίζεται λαµβάνοντας µία συγκεκριµένη µέση τιµή του X  µέσα από όλα τα πιθανά 

αποτελέσµατα. Ο ισχυρός νόµος των µεγάλων αριθµών µας λέει ότι µπορούµε να 

αντικαταστήσουµε τον χρονικό µέσο µε το στατιστικό µέσο για µια διεργασία που αποτελείται 

από i.i.d. τυχαίες µεταβλητές. Αυτό είναι χρήσιµο για ένα µοντέλο στον ευκολότερο 

υπολογισµό µοντέλο στατιστικών µέσων, αλλά στην πράξη οι χρονικοί µέσοι είναι η 

σηµαντική ποσότητα. 

 

 

 

 


