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Περίληψη

Η παρούσα εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια της ολοκλήρωσης του µεταπτυχιακού
προγραµµατος σπουδών Προηγµένες Τεχνολογίες Πληροφορικής και Υπηρεσίες.
Στόχος ήταν η διερεύνηση της αριθµητικής επίλυσης διαφορικών εξισώσεων, µε
άµεσες µεθόδους Runge - Kutta 4ης, 5ης και 6ης τάξης καθώς και µε τριγωνοµε-
τρικά προσαρµοσµένες αριθµητικές µεθόδους κατά V.Berghe.
Αρχικά έγινε µία αναφορά στις διαφορικές εξισώσεις και αναλύθηκε η λογική της
αριθµητικής επίλυσης τους µε την ϐοήθεια των αναπτυγµάτων Taylor.
΄Επειτα αναφέρθηκαν οι πρώτες αριθµητικές µέθοδοι Runge - Kutta και παρουσι-
άστηκε η µετάβαση τους σε µεγαλύτερες τάξεις. Υπολογίστηκαν οι συνθήκες τάξης
µε τη ϐοήθεια του αναπτύγµατος Taylor µέχρι 4η τάξη ενω δόθηκαν οι συνθήκες
και κατασκευάστηκαν οι µέθοδοι µέχρι και την 6η τάξη. Η διαδικασία επανα-
λήφθηκε σε µορφή πινακων και σε µορφή δέντρων.
Στην συνέχεια ερευνήθηκε µία ειδική κατηγορία αριθµητικών µεθόδων Runge -
Kutta , οι µέθοδοι εκθετικής/τριγωνοµετρικής προσαρµογής µε ϐάση την ϑεώρη-
ση του V.Berghe. Κατασκεύαστηκαν και εδώ οι µέθοδοι µέχρι την 6η τάξη οπότε
και ϐρέθηκαν οι ϑεωρητικοί τύποι των διορθωτικών συντελεστων που απαιτούνται
για να επιτευχθεί η τριγωνοµετρική προσαρµογή των µεθόδων Runge - Kutta.
Τέλος η έρευνα επικεντρώθηκε στο προβληµα δύο σωµάτων του Kepler , παρου-
σίαστηκαν οι διαφορικές εξισώσεις που απαιτούνται για την επίλυση του και εφάρ-
µοστηκαν σε αυτές τόσο οι άµεσες µεθοδους Runge - Kutta 4ης, 5ης και 6ης τάξης
όσο και η αντίστοιχη τριγωνοµετρική τους προσαρµογή κατά V.Berghe. Αξιολο-
γήθηκαν και συγκρίθηκαν τα αποτελέσµατα που προέκυψαν.

Λέξεις κλειδιά: Μέθοδοι Runge - Kutta , Τριγωνοµετρική προσαρµογή V.Berghe,
Αριθµητική επίλυση διαφορικών εξισώσεων, Προβληµα δύο σωµάτων του Kepler.
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Abstract

This study is done as part of a master’s degree program called ’Modern Informa-
tion Technologies and Services’.
The research aimed in studying the numerical solution of differential equations,
in one aspect, with explicit Runge - Kutta methods (ERK) 4th, 5th and 6th order
and, in another aspect, with Vanden Berghe’s trigonometrically fitted numerical
methods (TF) for the same orders. Initially there is a refference to differential
equations in general and the way numerical methods solves them using Taylor
development.
The first numerical Runge - Kutta methods are mentioned and their behaviour
in greater orders in presented. Order conditions are analyzed using Taylor de-
velopment untill 4th order, conditions are given and the numerical methods are
constructed up to 6th order. The prosess is repeated in matrix and tree forma-
tion.
Following, a special category of Runge - Kutta’s numerical methods, called ex-
ponentially/trigonometrically fitted methods by Vanden Berghe, is researched.
Order conditions are given and the numerical methods are constructed up to
6th order, for these methoms also, and the theoretic equations for ajustment
parameters of the methods are calculated. Finally, Kepler’s two bodies problem
is studied and the differential equations needed are analyzed. Explicit Runge
- Kutta methods of 4th, 5th and 6th order and the respective order Vanden
Berghe’s trigonometrically fitted numerical methods are used to solve Kepler’s
problem. Results are compared.

Key words: Runge - Kutta methods, Vanden Berghe’s trigonometrically fitted
numerical methods , Numerical solution of differential equations, Kepler’s two
bodies problem.
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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 ∆ιαφορικές εξισώσεις

Πολλά σηµαντικά προβλήµατα στην τεχνολογία, στις ϕυσικές και κοινωνικές επι-
στήµες, όταν µαθηµατικοποιούνται, απαιτούν τον προσδιορισµό µίας συνάρτησης
που ικανοποιεί κάποια εξίσωση, η οποία περιέχει µία ή περισσότερες παραγώγους
της άγνωστης αυτής συνάρτησης. Τέτοιες εξισώσεις ονοµάζονται διαφορικές εξι-
σώσεις.

Η ϐασική ταξινόµηση των διαφορικών εξισώσεων είναι σε συνήθεις και µερι-
κές διαφορικές εξισώσεις ανάλογα αν η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται από µία ή
περισσότερες ανέξαρτητες µετάβλητές.

Στην πρώτη περίπτωση η διαφορική εξίσωση περιέχει µόνο συνήθεις παρα-
γώγους και ονοµάζεται συνήθης διαφορική εξίσωση ενώ στην δεύτερη περίπτωση
υπάρχουν µερικές παράγωγοι οπότε η εξίσωση ονοµάζεται µερική διαφορική ε-
ξίσωση.

Για την επίλυση προβληµάτων µε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις δίνεται η τιµή
της άγνωστης συνάρτησης και των παραγώγων είτε στην αρχή του διαστήµατος ολο-
κλήρωσης (προβλήµατα αρχικών τιµών Π.Α.Τ.), είτε στην αρχή και το τέλος (άκρα)
του διαστήµατος ολοκλήρωσης (προβλήµατα συνοριακών τιµών). Η εξίσωση

F (x, y(x), y′(x), · · · , y(n)(x)) = 0

αποτελεί τη γενική µορφή µιας συνήθεις διαφορικής εξίσωσης n τάξης. Η εξίσω-
ση αναπαριστά µία σχέση µεταξύ της ανεξάρτητης µεταβλητής x, των τιµών της
συνάρτησης y και των πρώτων παραγώγων της y′, y′′, y′′′, · · · , y(n)

Μία ακόµα σηµαντική ταξινόµηση των διαφορικών εξισώσεων γίνεται σύµφωνα
µε το κατά πόσο είναι γραµµικές ή µη γραµµικές. Η συνήθης διαφορική εξίσωση

F (x, y, y′, · · · , y(n)) = 0

ονοµάζεται γραµµική αν η F είναι µία γραµµική συνάρτηση των µεταβλητών

y′, y′′, y′′′, · · · , y(n)
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Αντίστοιχος είναι και ο ορισµός για τις µερικές διαφορικές εξισώσεις.
Τάξη n µιάς διαφορικής εξίσωσης είναι η µεγαλύτερη τάξη παραγώγου που

εµφανίζεται στην εξίσωση.
Βαθµός µιας ∆.Ε. είναι η δύναµη στην οποία εµφανίζεται η παράγωγος της

µεγαλύτερης τάξης.
΄Ετσι η γενική γραµµική συνήθης διαφορική εξίσωση n τάξης είναι η

an(x)y
(n) + an−1(x)y

(n−1) + · · ·+ a1(x)y = g(x)

Μία εξίσωση που δεν είναι αυτής της µορφής είναι µία µη γραµµική εξίσωση.
Υποθέτουµε ότι είναι πάντοτε δυνατή η επίλυση µιας συνήθους διαφορικής

εξίσωσης, ως προς την ανώτερη παράγωγο της, οπότε αυτή παίρνει την µορφή

y(n)(x) = f(x, y(x), y′(x), · · · , y(n−1)) (1.1)

Οι λύσεις των διαφορικών εξισώσεων περιέχουν µία ή περισσότερες αυθαίρετες
σταθερές (προιόντα της διαδικασίας ολοκλήρωσης, που συνήθως αποτελεί µέρος
της επίλυσης της εξίσωσης) µε άπειρο αριθµό επιλογών (c ∈ ℜ) µε αποτέλεσµα να
αναπαριστούν έναν άπειρο αριθµό συναρτήσεων, δηλαδή

y(x) = k(x) + c

όπου c:σταθερά.
Οι διαφορικές εξισώσεις ταξινοµούνται σύµφωνα και µε τον αριθµό των άγνω-

στων συναρτήσεων που πρέπει να προσδιοριστούν . Αν υπάρχει µόνο µια συνάρ-
τηση που πρέπει να προσδιοριστεί τότε µία εξίσωση είναι αρκετή ενώ σε περίπτωση
δύο ή περισσότερων άγνωστων συναρτήσεων απαιτείται ένα συστηµα εξισώσεων.

Στην γενική του µορφή ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης για κ
άγνωστες συναρτήσεις

y1(x), y2(x) · · · yk(x)
ϑα είναι :

y′1 = f1(x, y1, y2 · · · yk)
y′2 = f2(x, y1, y2 · · · yk)

... =
...

y′k = fk(x, y1, y2 · · · yk) (1.2)

Το παραπάνω σύστηµα µπορούµε να το γράψουµε και σε διανυσµατική µορφή
Y’=F(x, Y) όπου Y και F ο διανυσµατικές συναρτήσεις που ορίζονται ως

Y =


y1
y2
...
yk


10



και

F =


f1
f2
...
fk


Μια διαφορική εξίσωση τάξης n της µορφής (1.1) µπορεί να γραφεί σαν ένα συστη-
µα n διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης ως εξής Θέτουµε τις συναρτήσεις

y1(x) = y(x)

y2(x) = y′(x)

y3(x) = y′′(x)
... =

...
yn−1(x) = yn−2(x)

yn(x) = yn−1(x)

τότε

y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = y3(x)

y′3(x) = y4(x)
... =

...
y′n−1(x) = yn(x)

y′n(x) = f(x, y1(x), y2(x), . . . , yn−1(x))

δηλαδή είναι ένα σύστηµα της µορφής (1.2) µε

f1(x, y1, y2, . . . , yn) = y2(x)

f2(x, y1, y2, . . . , yn) = y3(x)

f3(x, y1, y2, . . . , yn) = y4(x)
... =

...
fn−1(x, y1, y2, . . . , yn) = yn(x)

fn(x, y1, y2, . . . , yn) = f(x, y1(x), y2(x), . . . , yn−1(x))
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1.2 Εισαγωγή στις αριθµητικές µεθόδους

Οι διαφορικές εξισώσεις χρησιµοποιούνται για την επίλυση πολλών προβληµάτων
ωστόσο είναι γεγονός ότι η αναλυτική επίλυση τους δεν είναι πάντα εύκολη διαδι-
κάσια µε αποτέλεσµα να είναι αδύνατος, σε κάποιες περιπτωσεις, ο προσδιορισµός
των αναλυτικών λύσεων. Με αφορµή τα προβλήµατα της ουράνιας µηχανικής που
απασχόλησαν τους επιστήµονες το 17o αιώνα όπως είναι ο χρονικός προσδιορισµός
της επανεµφάνισης του κοµήτη Halley , το πρόβληµα των δύο σωµάτων του Kepler
κ.α. αναπτύχθηκε η αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων.

Η αριθµητική επίλυση παράγει προσεγγιστικές τιµές για τη λύση µιας διαφο-
ϱικής εξίσωσης οι οποίες αποτελούν πολύ καλή εκτίµηση της πραγµατικής (ανα-
λυτικής) λύσης. ΄Οσο πιο µικρή απόκλιση έχει αυτή η προσεγγιστική τιµή από
την πραγµατική λύση τόσο µεγαλύτερη είναι η τάξη ακρίβειας της αριθµητικής
µεθόδου. Με τη ϐοήθεια των ηλεκτρονικών υπολογιστών µπορούµε να κατασκευ-
άσουµε αριθµητικές µεθόδους µε µεγάλη ακρίβεια.

Θεωρούµε µία διαφορική εξίσωση (∆Ε) πρώτης τάξης

y′(x) = f(x, y(x)) µε x ∈ [a, b]

το διάστηµα [a, b] ονοµάζεται διάστηµα ολοκλήρωσης. Αν για τυχαίο διάστηµα
[xn, xn+1] ⊆ [a, b] ολοκληρώσουµε και τα δύο µέλη της εξίσωσης προκύπτει :

∫ xn+1

xn

y′(x)dx =

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

y(xn+1)− y(xn) =

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

Ανάλογα την µέθοδο µε την οποία υπολογίζονται οι προσεγγίσεις yn+1 και yn των τι-
µών y(xn+1) και y(xn), αντίστοιχα, καθώς και του ολοκληρώµατος

∫ xn+1

xn
f(x, y(x))dx

προκύπτει και διαφορετική αριθµητική µέθοδος.
Μία αριθµητική µέθοδος υπολογίζει εκτιµήσεις της λύσης µιας εξίσωσης για ένα
πεπερασµένο πλήθος σηµείων του διαστήµατος ολοκλήρωσης [a, b].
΄Εστω µία διαµέριση n σηµείων του διαστήµατος ολοκλήρωσης [a, b]

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

Η απόσταση δύο διαδοχικών σηµείων ονοµάζεται ϐήµα της µεθόδου και συµβο-
λίζεται µε h

hn = xn+1 − xn
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Αν τα υποδιαστήµατα ϑεωρηθούν ίδιου µήκους τότε το ϐήµα της µεθόδου είναι
σταθερό και ίσο µε

h = b−a
n

Επίσης ϑεωρούµε µία αρχική συνθήκη y(a) = y(x0) = y0. (Π.Α.Τ. - Initial Value
Problem (IVP))
Μπορούµε να υπολογίσουµε µία προσέγγιση, y1, της αναλυτικής λύσης , y(x1),
της διαφορικής εξίσωσης στο σηµείο x1 από την τιµή της άγνωστης συνάρτησης στο
σηµείο x0 που µας δίνει η αρχική συνθήκη.
Στην συνέχεια υπολογίζουµε την προσέγγιση, y2, της αναλυτικής λύσης , y(x2), της
διαφορικής εξίσωσης στο σηµείο x2 χρησιµοποιώντας την εκτίµηση y1 του προη-
γούµενου ϐήµατος. Αυτή η µέθοδος λέγεται µέθοδος απλού ϐήµατος καθώς δίνει
την προσέγγιση y2 χρησιµοποιώντας µόνο την προσέγγιση y1.
Μπορούµε να υπολογίσουµε την y2 χρησιµοποιώντας τα y0 και y1 οπότε η µέθοδος
ονοµάζεται µέθοδος δύο ϐηµάτων.
Γενικά µια µέθοδος στην οποία υπολογίζουµε την yn+1 ϐασιζόµενοι µόνο στην yn,
ονοµάζεται µέθοδος απλού ϐήµατος ή µονοβηµατική µέθοδος (one step method ή
single step method), µε γενική µορφή

yn+1 = yn + hΦ(xn, yn, h)

ενώ µια µέθοδος που απαιτεί περισσότερες από µία προηγούµενες εκτιµήσεις ονο-
µάζεται µέθοδος πολλαπλού ϐήµατος ή πολυβηµατική µέθοδος (multistep method)
µε γενική µορφή

k−1∑
i=0

aiyn+1 = hΦ(xn, yn+1, yn, yn−1, . . . , yn−k+1, h)

Η αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων µελετήθηκε σχεδόν παράλληλα
µε την αναλυτική ϑεώρηση τους, χαρακτηριστική είναι η δουλειά των Isaac New-
ton (1642− 1727), B. Taylor (1685− 1731), Euler (1707− 1783). Οι J. C. Adams
και F.Bashforth το 1883 παρουσίασαν µεθόδους πολλαπλού ϐήµατος που χρησι-
µοποιούνται ακόµα, ενώ το 1895 ο C. Runge δηµοσίευσε την πρώτη αριθµητική
µέθοδο απλού ϐήµατος και µαζί µε τον W. Kutta ϑεωρούνται οι ϑεµελιωτές των
ϕηµισµένων µεθόδων Runge - Kutta.
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1.2.1 Η µέθοδος Euler

Η παλαιότερη αριθµητική µέθοδος είναι αυτή του Euler.
΄Εστω συνάρτηση y(x) , ϑα ξεκινήσουµε εκτιµώντας την παράγωγο της y(x) ως πηλίκο
διαφορών

y′(xn) ≈
y(xn+1)− y(xn)

xn+1 − xn

≈ y(xn+1)− y(xn)

h
≈ yn+1 − yn

h

Αντικαθιστούµε στην ∆Ε και έχουµε

yn+1 − yn
h

≈ f(xn, yn)

απο όπου προκύπτει ο τύπος

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

΄Ενας άλλος τρόπος να κατασκεύασουµε την µέθοδο είναι χρησιµοποιώντας το
ανάπτυγµα Taylor γύρω από το xn,

y(x) = y(xn) + (x− xn)y
′(xn) +

(x− xn)
2

2!
y′′(xn) + . . .

y(xn+1) = y(xn) + (xn+1 − xn)y
′(xn) +

(xn+1 − xn)
2

2!
y′′(xn) + . . .

αντικαθιστούµε το xn+1 − xn µε το h

y(xn+1) = y(xn + h) = y(xn) + hy′(xn) +
h2

2!
y′′(xn) + . . .

αποκόπτουµε από την σειρά τους όρους µετά το h2 οπότε

yn+1 ≈ y(xn) + hy′(xn)

αντικαθιστούµε την παράγωγο y′(xn) η οποία είναι ίση µε f(xn, y(xn))

yn+1 ≈ y(xn) + hf(xn, y(xn))

οπότε προκύπτει ο τύπος

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

14



Κεφάλαιο 2

Μέθοδοι Runge - Kutta

2.1 Εισαγωγή

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′(x) = f(x, y(x)), x ∈ [a, b] µε y(a) = y(x0) = y0

όπου y είναι διάνυσµα από πραγµατικές συναρτήσεις και f είναι ένα διάνυσµα από
πραγµατικές συναρτήσεις των x και y . Σε προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι αν
αλοκληρώσουµε την παραπάνω εξίσωση σε ένα τυχαίο διάστηµα [xn, xn+1] ⊆ [a, b]
προκύπτει :

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

y(xn+1)− y(xn) =

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

(2.1)

για να καταλήξουµε σε αριθµητική µέθοδο προσεγγίζουµε το ορισµένο ολοκλήρω-
µα από τον απλό τύπο του ορθογωνίου∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx ≈ hf(xn, y(xn))

οπότε από την (1) έχουµε

y(xn+1)− y(xn) ≈ hf(xn, y(xn))

αν τέλος αντικαταστήσουµε τις τιµές y(xn+1) και y(xn) µε τις προσεγγίσεις τους
yn+1 και yn προκύπτει πάλι η µέθοδος του Euler.

yn+1 − yn = hf(xn, yn) (2.2)
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Παρατηρούµε ότι για τον υπολογισµό του yn+1 απαιτείται ο υπολογισµός της συ-
νάρτησης f(x, y) στο σηµείο (xn, yn). Συµβολίζουµε µε k1 την τιµή της συνάρτησης
σε αυτό το σηµείο οπότε η µέθοδος Euler µπορεί να γραφεί

k1 = f(xn, yn)

yn+1 = yn + hk1

(2.3)

Αν αντί για τον απλό τύπο του ορθογωνίου προσεγγίσουµε το ορισµένο ολο-
κλήρωµα από τον απλό τύπο του τραπεζίου έχουµε

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx ≈ 1

2
h(f(xn, y(xn)) + f(xn+1, y(xn+1)))

y(xn+1)− y(xn) ≈
1

2
h(f(xn, y(xn)) + f(xn+1, y(xn+1))

αντικαταθιστούµε τις τιµές y(xn+1) και y(xn) µε τις προσεγγίσεις τους yn+1 και yn

yn+1 − yn =
1

2
h(f(xn, yn) + f(xn+1, yn+1))

Αν χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο του Euler στην παραπάνω εξίσωση προκύπτει η
µέθοδος που είναι γνωστή ως µέθοδος του Heun (1900).

yn+1 − yn =
1

2
h(f(xn, yn) + f(xn+1, yn + hf(xn, yn)))

Στην µέθοδο του Heun ο υπολογισµός του yn+1 απαιτεί τον υπολογισµό της συνάρ-
τησης f(x, y) σε δύο σηµεία (xn, yn) και (xn+1, yn + hf(xn, yn)) Συµβολίζουµε µε
k1 και k2 την τιµή της συνάρτησης σε αυτό το σηµείο οπότε η µέθοδος µπορεί να
γραφεί

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn+1, yn + hf(xn, yn))

yn+1 = yn +
h

2
(k1 + k2)

(2.4)

Τα k1 και k2 ονοµάζονται στάδια της µεθόδου.
Οι µέθοδοι Euler και Heun είναι οι πρώτες από την κατηγορία µεθόδων γνωστές
ως αριθµητικές µέθοδοι Runge - Kutta.
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2.2 Γενική µορφή των µεθόδων Runge - Kutta

Το 1901 ο Kutta έγραψε τις µεθόδους, που σήµερα ονοµάζουµε Runge - Kutta,
στη µορφή που ϕαίνεται παρακάτω

k1 = f(xn, yn) (2.5)
k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2)

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)
...

...
ks = f(xn + csh, yn + h(as1k1 + as2k2 + as3k3 + as4k4 . . .+ as,s−1ks−1))

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + . . .+ bsks)

Ο Kutta έκανε την υπόθεση:

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43
...

...
cs = as1 + as2 + as3 + as4 + . . .+ as,s−1

(2.6)

Η ϑεωρητική τεκµηρίωση των µεθόδων Runge - Kutta έγινε από τον µαθηµατικο
John Butcher µε µία σείρά άρθρων που ξεκίνησε να δηµοσιεύει από το 1963.
Για την αναπαράσταση των µεθόδων χρησιµοποίησε ένα πίνακα γνωστό πλέον ως
Butcher array ή Butcher tableau

0
c2 a21
c3 a31 a32
c4 a41 a42 a43
...

...
...

cs as1 as2 · · · as,s−1

b1 b2 · · · bs−1 bs

Ο συνδυασµός της δουλειάς των Kutta και Runge έδωσε τις µεθόδους Runge -
Kutta s σταδίων όπως ορίζονται παρακάτω

yn+1 = yn + h

s∑
i=1

bif(xn + cih, Yi), (2.7)

ki = yn + h
s∑

j=1

ai,jf(xn + cjh, Yj), i = 1, . . . , s.
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Τα διανύσµατα ki ονοµάζονται εσωτερικά στάδια της µεθόδου.

k1 = f(xn + c1h, yn + h(a11k1 + a12k2 + a13k3 + . . .+ a1,sks))

k2 = f(xn + c2h, yn + h(a21k1 + a22k2 + a23k3 + . . .+ a2,sks))

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2 + a33k3 + . . .+ a3,sks))

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3 + . . .+ a4,sks))
...

...
ks = f(xn + csh, yn + h(as1k1 + as2k2 + as3k3 + . . .+ as,s−1ks−1))

ενώ ο πίνακας Butcher της µεθόδου είναι

c1 a11 a12 a13 . . . a1s
c2 a21 a22 a23 . . . a2s
c3 a31 a32 a33 . . . a3s
c4 a41 a42 a43 . . . a4s
...

...
...

...
cs as1 as2 as3 · · · as,s

b1 b2 · · · bs−1 bs

Για τον συµβολισµό των παραπάνω µεθόδων πολύ συχνά χρησιµοποιούµε πίνακες.
Ειδικότερα, Α είναι ένας πίνακας πραγµατικών αριθµών διάστασης s x s

A =



a11 a12 a13 . . . a1s
a21 a22 a23 . . . a2s
a31 a32 a33 . . . a3s
a41 a42 a43 . . . a4s
...

...
...

as1 as2 as3 · · · as,s


ενώ οι b και c πίνακες είναι διανύσµατα διάστασης s µε τους αντίστοιχους συντε-
λεστές

b =
(
b1, b2, b3, . . . bs

)T ,
c =

(
c1, c2, c3, . . . bs

)T
Τα bi ονοµάζονται ϐάρη της µεθόδου (weights) ενώ ci κόµβοι της µεθόδου (abscis-
sae). Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω συµβολισµό ο πίνακας Butcher παίρνει την
µορφή

c A
bT

Ανάλογα την µορφή του πίνακα Α προκύπτει και διαφορετική κατηγορία µεθόδων
Runge - Kutta, καθώς διαφοροποιούνται τα στάδια ki (προηγούµενα και επόµενα)
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που απαιτούνται για τον υπολογισµό κάθε επόµενου ki .
Πιο συγκεκριµένα η µέθοδος του Kutta (1) είναι µία άµεση µέθοδος Runge kutta
(Explicit Runge Kutta Method - ERK).
Εδώ ο πίνακας Α είναι αυστηρά κάτω τριγωνικός µε aij = 0 για i > j οπότε σε κάθε
στάδιο απαιτείται ο υπολογισµός των προηγούµενων µόνο ki.

� 1ο στάδιο:

k1 = f(xn, yn)

Για τον υπολογισµό του k1 απαιτείται η τιµή της συνάρτησης f στο προηγο-
ύµενο ϐήµα (xn, yn)

� 2ο στάδιο:

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

Για τον υπολογισµό του k2 απαιτείται ο υπολογισµός του προηγούµενου στα-
δίου k1

� 3ο στάδιο:

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2)

Για τον υπολογισµό του k3 απαιτείται ο υπολογισµός των προηγούµενων στα-
δίων k1, k2

� 4ο στάδιο:

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)

Για τον υπολογισµό του k4 απαιτείται ο υπολογισµός των προηγούµενων στα-
δίων k1, k2, k3
. . .
οπότε για το s στάδιο έχουµε

� s στάδιο:

ks = f(xn + csh, yn + h(as1k1 + as2k2 + as3k3 + as4k4 . . .+ as,s−1ks−1))

δηλαδή απαιτείται ο υπολογισµός όλων των προηγούµενων σταδίων για την
ευρεση του ks και την εκτίµηση της λύσης yn+1 στο επόµενο ϐήµα xn+1.
Παρατηρούµε ότι σε κάθε στάδιο χρειαζόµαστε s υπολογισµούς της f

19



Αν ο πίνακας Α είναι κάτω τριγωνικός µε aij = 0 για i ≥ j, επιτρέπονται µη
µηδενικά στοιχεία και στην κύρια διαγώνιο οπότε η µέθοδος ονοµάζεται διαγώνια
πεπλεγµένη Runge - Kutta (Diagonally Implicit Runge - Kutta Method - DIRK)
και τα εσωτερικά της στάδια έχουν την παρακάτω µορφή

k1 = yn + ha11f(xn + c1h, k1)

k2 = yn + ha21f(xn + c1h, k1) + ha22f(xn + c2h, k2)k2

k3 = yn + ha31f(xn + c1h, k1) + ha32f(xn + c2h, k2) + ha33f(xn + c3h, k3)

k4 = yn + ha41f(xn + c1h, k1) + ha42f(xn + c2h, k2) + ha43f(xn + c3h, k3)

+ha44f(xn + c4h, k4)
...

...

ks = yn + h

i∑
j=1

aijf(xn + cjh, kj)

Σε κάθε στάδιο για τον υπολογισµό των ki απαιτείται επίλυση µη γραµµικής εξίσω-
σης ως προς το αντίστοιχο ki

� 1ο στάδιο:

k1 = yn + ha11f(xn + c1h, k1)

Για τον υπολογισµό του k1 , εφόσον η f είναι πραγµατική συνάρτηση, ε-
πιλύουµε την παραπάνω µη γραµµική εξίσωση χρησιµοποιόντας συνήθως
επαναληπτικές µεθόδους.

� 2ο στάδιο:

k2 = yn + ha21f(xn + c1h, k1) + ha22f(xn + c2h, k2)k2

Για τον υπολογισµό του k2 επιλύουµε την παραπάνω µη γραµµική εξίσωση
ως προς k2

� 3ο στάδιο:

k3 = yn + ha31f(xn + c1h, k1) + ha32f(xn + c2h, k2) + ha33f(xn + c3h, k3)

Για τον υπολογισµό του k3 επιλύουµε την παραπάνω µη γραµµική εξίσωση
ως προς k3

� 4ο στάδιο:

k4 = yn + ha41f(xn + c1h, k1) + ha42f(xn + c2h, k2) + ha43f(xn + c3h, k3)

= +ha44f(xn + c4h, k4)
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Για τον υπολογισµό του k4 επιλύουµε την παραπάνω µη γραµµική εξίσωση
ως προς k4
. . .
οπότε για το s στάδιο έχουµε

� s στάδιο:

ks = yn + h
i∑

j=1

aijf(xn + cjh, kj)

δηλαδή για την ευρεση των ki επιλύουµε s µη γραµµικές εξισώσεις.
Υπάρχει περίπτωση η f να είναι διανυσµατική συνάρτηση (έστω D συνιστώσες)
οπότε σε κάθε στάδιο επιλύουµε σύστηµα µη γραµµικών εξισώσεων και κα-
τά συνέπεια στο s στάδιο επιλύουµε s µη γραµµικά συστήµατα (DxD το
καθένα).

Αν ο πίνακας Α δεν είναι τριγωνικός, δηλαδή έχει µη µηδενικά στοιχεία πάνω
από την κύρια διαγώνιο, η µέθοδος ονοµάζεται πεπλεγµένη Runge - Kutta (Implicit
Runge - Kutta Method - IRK) και τα εσωτερικά της στάδια έχουν την παρακάτω
µορφή

k1 = f(xn + c1h, yn + h(a11k1 + a12k2 + a13k3 + . . .+ a1,sks))

k2 = f(xn + c2h, yn + h(a21k1 + a22k2 + a23k3 + . . .+ a2,sks))

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2 + a33k3 + . . .+ a3,sks))

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3 + . . .+ a4,sks))
...

...
ks = f(xn + csh, yn + h(as1k1 + as2k2 + as3k3 + . . .+ as,s−1ks−1))

Σε κάθε στάδιο για τον υπολογισµό του αντίστοιχου ki απαιτούνται όλα τα υπόλοι-
πα ki οπότε προκύπτει µη γραµµικό συστηµα εξισώσεων.
Αν η f είναι πραγµατική συνάρτηση απαιτείται σύστηµα από s µη γραµµικές αλ-
γεβρικές εξισώσεις ενώ αν η f είναι διανυσµατική συνάρτηση (D συνιστώσες ) απαι-
τείται σύστηµα µη γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων διάστασης sD x sD.

2.3 Κατασκευή µεθόδων Runge - Kutta

Η κατασκευή µεθόδων Runge - Kutta (RK) ϐασίζεται στην αντιστοίχιση των ανα-
πτυγµάτων Taylor της ακριβούς λύσης y(xn + h)µε εκείνο της αριθµητικής λύσης
yn+1.Οι Hairer, Norset και Wanner στο ϐιβλίο τους [3] δίνουν τον παρακάτω ορισµό
για την τάξη µιας αριθµητικής µεθόδου

Ορισµός 2.3.1. Μία µέθοδος Runge - Kutta έχει αλγεβρική τάξη p αν για ικανο-
ποιητικά οµαλά προβλήµατα (sufficiently smooth problems ) ισχύει
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∥y(xn + h)− yn∥ ≤ Khp+1

δηλαδή αν τα αναπτύγµατα Taylor της ακριβούς λύσης y(xn+h) και της αριθµητικής
λύσης yn+1 συµπιπτουν για όλους τους όρους συµπεριλαµβανοµένου και του όρου
hp.

Αυτή η ταύτιση οδηγεί σε συνθήκες που περιλαµβάνουν τους συντελεστές aij, ci, bi
της µεθόδου που ονοµάζονται συνθήκες τάξης (order conditions). Ο προσδιορισµός
των συνθηκών τάξης γίνεται µε την ϐοήθεια των κανόνων του διαφορικού λογισµού.
Η διαδικασία γίνεται περίπλοκη όσο αυξάνεται η τάξη. Στις ενότητες που ακολου-
ϑούν ϑα δείξουµε πως προκύπτουν οι συνθήκες τάξης για άµεσες µεθόδους έως
και έκτης τάξης.

2.3.1 ΄Αµεσες µέθοδοι δευτερης τάξης

Αναπτύσουµε κατα Taylor την αναλυτική λύση

y(xn+1) = y(xn + h) = y(xn) + hy′(xn) +
h2

2!
y′′(xn) +

h3

3!
y(3)(xn) +O(h4) (2.8)

� Για την πρώτη παράγωγο, από την διαφορική εξίσωση, έχουµε

y′(x) = f(x, y)

� Για την δεύτερη παράγωγο έχουµε

y′′(x) = (y′(x))′

=
d

dx
f(x, y)

=
∂f

∂x
f(x, y) +

∂f

∂y
f(x, y)

dy

dx
= fx + fyf
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� Για την τρίτη παράγωγο έχουµε

y(3)(x) = (y′′(x))′

=
d

dx
(
∂f

∂x
+

∂f

∂y
f)

=
d

dx

∂f

∂x
+

d

dx
(
∂f

∂y
f)

=
∂

∂x

∂f

∂x
+

∂

∂y

∂f

∂x

dy

dx
+ (

∂

∂x

∂f

∂x
)f +

∂f

∂y

d

dx
f

= fxx + fyxf + (
∂

∂x
fy +

∂

∂y
fy

dy

dx
)f + fy(fx + fyf)

= fxx + fyxf + (fxy + fyyf)f + fy(fx + fyf)

= fxx + fyxf + fxyf + fyyf
2 + fyfx + f 2

y f

= fxx + 2fyxf + fyyf
2 + fyfx + f 2

y f

Αντικαθιστούµε στην (2.8) και έχουµε

y(xn+h) = y(xn)+hf+
h2

2
(fx+fyf)+

h3

6
(fxx+2fyxf+fyyf

2+fyfx+f 2
y f)+O(h4)

(2.9)

Θεωρούµε µια µέθοδο Runge Kutta µε δυο στάδια

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2) (2.10)

Θα χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα Taylor για συναρτήσεις δύο µεταβλητών για
το k2

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

= f + c2h
∂f

∂x
+ ha21k1

∂f

∂y

+
1

2
(c2h)

2∂
2f

∂x2
+

1

2
(ha21k1)

2∂
2f

∂y2
+ (c2h)(ha21k1)

∂2f

∂y∂x
+O(h3)

= f + c2hfx + ha21k1fy

+
1

2
(c2h)

2fxx +
1

2
(ha21k1)

2fyy + (c2h)(ha21k1)fxy +O(h3)
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Αντικαθιστούµε στην (2.10) και παιρνουµε

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2) (2.11)

= yn + hb1f + hb2(f + c2hfx + ha21k1fy +
1

2
(c2h)

2fxx +
1

2
(ha21k1)

2fyy

+(c2h)(ha21k1)fxy +O(h3))

= yn + h(b1 + b2)f + h2b2(hc2fx + ha21k1fy) +
1

2
h3b2(c

2
2fxx + 2c2a21ffxy

+a221f
2fyy) +O(h4)

Οι εξισώσεις (2.9) και (2.11) εκφράζουν την αναλυτική και την αριθµητική λύση
αντίστοιχα οπότε προκύπτουν οι εξής συνθήκες

� για τους συντελεστές του h

b1 + b2 = 1 (2.12)

� για τους συντελεστές του h2

b2c2 =
1

2
, b2 + a21 =

1

2
(2.13)

Οι συντελεστές του h3 δεν µπορούν να παράγουν συνθήκη καθώς δινονται πεπλεγ-
µένα µε τις µερικές παραγώγους της συνάρτησης, τόσο στην αναλυτική όσο και
στην αριθµητική λύση.
Οι εξισώσεις (2.12) και (2.13) ονοµάζονται εξισώσεις τάξης. Η µέθοδος Heun ε-
πάληθευει τις εξισώσεις δεύτερης τάξης.

24



2.3.2 ΄Αµεσες µέθοδοι τρίτης τάξης

Αναπτύσουµε κατα Taylor την αναλυτική λύση

y(xn+1) = y(xn+h) = y(xn)+hy′(xn)+
h2

2!
y′′(xn)+

h3

3!
y(3)(xn)+

h4

4!
y(4)(xn)+O(h5)

(2.14)

Για την τέταρτη παράγωγο έχουµε

y(4)(x) = (y(3)(x))′

=
d

dx
(fxx + 2fyxf + fyyf

2 + fyfx + f 2
y f)

=
d

dx
fxx + 2

d

dx
(fyxf) +

d

dx
(fyyf

2) +
d

dx
(fyfx) +

d

dx
(f 2

y f)

Οι παραπάνω παράγωγοι υπολογίζονται ως εξής :

d

dx
fxx =

∂f

∂x
fxx +

∂f

∂y
fxx

dy

dx

= fxxx + fxxyf

d

dx
(fyxf) = (

d

dx
fyx)f + fyx

df

dx

= (
∂

∂x
fyx +

∂

∂y
fyx

dy

dx
)f + fyx(fx + fyf)

= (fxyx + fyyxf)f + fyx(fx + fyf)

= fxyxf + fyyxf
2 + fyxfx + fyxfyf

d

dx
(fyyf

2) = (
d

dx
fyy)f

2 + fyy
d

dx
(f 2)

= (
∂

∂x
fyy +

∂

∂y
fyy

dy

dx
)f 2 + fyy2f

df

dx

= (fxyy + fyyyf)f
2 + 2fyyf(fx + fyf)

= fxyyf
2 + fyyyf

3 + 2fyyfxf + 2fyyfyf
2
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d

dx
(fyfx) = (

d

dx
fx)fy + fx(

d

dx
fy)

= (
∂

∂x
fx +

∂

∂y
fx

dy

dx
)fy + fx(

∂

∂x
fy +

∂

∂y
fy

dy

dx
)

= (fxx + fyxf)fy + fx(fxy + fyyf)

= fxxfy + fyxffy + fxfxy + fxfyyf

d

dx
(f 2

y f) = (
d

dx
f 2
y )f + f 2

y

df

dx

= 2fy(
d

dx
fy)f + f 2

y (fx + fyf)

= 2fy(
∂

∂x
fy +

∂

∂y
fy

dy

dx
)f + f 2

y (fx + fyf)

= 2fy(fxy + fyyf)f + f 2
y (fx + fyf)

= 2fyfxyf + 2fyyf
2fy + f 2

y fx + f 3
y f

Αν αντικαταστήσουµε τις παραπάνω παραγώγους στην εξίσωση της y(4)(x) προ-
κύπτει ότι :

y(4)(x) = fxxx + fxxyf

+fxyxf + fyyxf
2 + fyxfx + fyxfyf

+fxyyf
2 + fyyyf

3 + 2fyyfxf + 2fyyfyf
2

+fxxfy + fyxffy + fxfxy + fxfyyf

+2fyfxyf + 2fyyf
2fy + f 2

y fx + f 3
y f

= fxxx + 3fxxyf + 3fxyyf
2 + fyyyf

3 + 3fyxfx + 5fyxfyf

+3fyyfxf + 4fyyfyf
2 + fxxfy + f 2

y fx + f 3
y f

Αρα η εξίσωση (2.14) γίνεται :

y(xn + h) = y(xn) + hf +
h2

2!
(fx + fyf)

+
h3

3!
(fxx + 2fyxf + fyyf

2 + fyfx + f 2
y f)

+
h4

4!
(3fyyfxf + 4fyyfyf

2 + fxxfy + f 2
y fx + f 3

y f)

+O(h5)

(2.15)
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Θεωρούµε µια µέθοδο Runge Kutta µε τρία στάδια

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2)

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3) (2.16)

Θα χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα Taylor για συναρτήσεις δύο µεταβλητών για
τα k2 και k3

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

= f + c2h
∂f

∂x
+ ha21k1

∂f

∂y

+
1

2
(c2h)

2∂
2f

∂x2
+

1

2
(ha21k1)

2∂
2f

∂y2
+ (c2h)(ha21k1)

∂2f

∂y∂x

+
1

3!
(c2h)

3∂
3f

∂x3
+

1

3!
(ha21k1)

3∂
3f

∂y3

+
1

2
(c2h)

2(ha21k1)
∂2f

∂x2

∂f

∂y
+

1

2
(c2h)(ha21k1)

2∂f

∂x

∂2f

∂y2
+O(h4)

= f + c2hfx + ha21k1fy

+
1

2
c22h

2fxx +
1

2
h2a221k

2
1fyy + c2h

2a21k1fxy

+
1

6
c32h

3fxxx +
1

6
h3a321k

3
1fyyy +

1

2
c22h

3a21k1fxxy +
1

2
c2h

3a221k
2
1fxyy

+O(h4)

(2.17)

και

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

= f + c3h
∂f

∂x
+ h(a31k1 + a32k2)

∂f

∂y

+
1

2
(c3h)

2∂
2f

∂x2
+

1

2
h2(a31k1 + a32k2)

2∂
2f

∂y2
+ (c3h)h(a31k1 + a32k2)

∂2f

∂y∂x

+O(h3)

= f + c3hfx + h(a31k1 + a32k2)fy

+
1

2
c23h

2fxx +
1

2
h2(a31k1 + a32k2)

2fyy + c3h
2(a31k1 + a32k2)fxy

+O(h3)
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Εφαρµόζουµε στην Runge Kutta τριών σταδίων (2.16) και παιρνουµε

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3) (2.18)
= yn + hb1f + hb2(f + c2hfx + ha21k1fy

+
1

2
c22h

2fxx +
1

2
h2a221k

2
1fyy + c2h

2a21k1fxy

+
1

6
c32h

3fxxx +
1

6
h3a321k

3
1fyyy +

1

2
c22h

3a21k1fxxy +
1

2
c2h

3a221k
2
1fxyy)

+ + hb2(f + c3hfx + h(a31k1 + a32k2)fy

+
1

2
c23h

2fxx +
1

2
h2(a31k1 + a32k2)

2fyy + c3h
2(a31k1 + a32k2)fxy

+
1

6
c33h

3fxxx +
1

6
h3(a31k1 + a32k2)

3fyyy +
1

2
c23h

3(a31k1 + a32k2)fxxy

+
1

2
c2h

3(a31k1 + a32k2)
2fxyy)

όπου αν ϑέσουµε k1 = f και k2 από την (2.17) προκύπτει η αριθµήτική λύση

yn+1 = yn + h(b1 + b2 + b3)f

+h2((b2c2 + b3c3)fx + (a21b2 + (a31 + a32)b3)ffy)

+
h3

2
((b2c

2
2 + b3c

2
3)fxx + (a221b+(a31 + a32)

2b3)f
2fyy

+2a32b3c2fxfy + 2a21a32b3f
2
y

+2(a21b2c2 + (a31 + a32)b3c3)fyx)f +O(h3)

(2.19)

Εξισώνοντας την αναλυτική λύση µε την αριθµητική (εξισώσεις (2.15) και (2.19»
έχουµε:

� για τους συντελεστές του h f

b1 + b2 + b3 = 1 (2.20)

� για τους συντελεστές του h2fx

b2c2 + b3c3 =
1

2
(2.21)

� για τους συντελεστές του h2ffx

b1a21 + (a31 + a32)b3 =
1

2
(2.22)
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� για τους συντελεστές του h3fxx

1

2
(b2c

2
2 + b3c

2
3) =

1

6
(2.23)

� για τους συντελεστές του h3fyyf
2

1

2
(b2a

2
21 + (a31 + a32)

2b3) =
1

6
(2.24)

� για τους συντελεστές του h3fxfy

a32b3c2 =
1

6
(2.25)

� για τους συντελεστές του h3f 2
y

a21a32b3 =
1

6
(2.26)

� για τους συντελεστές τουh3fxyf

a21b2c2 + (a31 + a32)b3c3 =
2

6
(2.27)

Η συνθήκη δευτερης τάξης (2.21) είναι ισοδύναµη µε την (2.22) . Για την
τρίτη τάξη είναι ισοδύναµες οι συνθήκες (2.23), (2.24), (2.27) ενώ ,τέλος, η συνθήκη
(2.25) είναι ισοδύναµη µε την (2.26). Καταλήγουµε να έχουµε τις εξής συνθήκες :

� 1η τάξη

b1 + b2 + b3 = 1

� 2η τάξη

b2c2 + b3c3 =
1

2

� 3η τάξη

(b2c
2
2 + b3c

2
3) =

1

3

a32b3c2 =
1

6

Από τις συνθήκες γραµµής έχουµε

c2 = a21

c3 = a31 + a32
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Προκύπτουν τέσσερεις εξισώσεις από τις οποίες ϑέλουµε να υπολογίσουµε τα
ci , τα bi και έναν από τους συντελεστές a31, a32 . ∆εδοµένου ότι οι άγνωστοι
συντελεστές είναι έξι ϑέτουµε, για κάποιους απο αυτούς, τιµές που λειτουργούν ως
απλοποιητικες παράδοχές και προκύπτουν ανάλογα οι δίαφορες γνωστές µέθοδοι
τρίτης τάξης.
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2.3.3 ΄Αµεσες µέθοδοι τέταρτης τάξης

Θεωρούµε µια µέθοδο Runge Kutta µε τέσσερα στάδια

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3))

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4) (2.28)

΄Εργαζόµενοι αντίστοιχα µε τις περιπτώσεις για τα δύο και τρία στάδια προκύπτουν
οι συνθήκες έως και τρίτης τάξης

� 1η τάξη

b1 + b2 + b3 + b4 = 1

� 2η τάξη

b2c2 + b3c3 + b4c4 =
1

2
(2.29)

� 3η τάξη

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 =

1

3

a32b3c2 + b4(a42c2 + a43c3) =
1

6

ενώ για την τέταρτη τάξη ισχύει :

� 4η τάξη

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 =

1

4

a32b3c3c2 + b4c4(a42c2 + a43c3) =
1

8

a32b3c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3) =

1

12
(2.30)

a32b4c2a43 =
1

24
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Από τις συνθήκες γραµµής έχουµε

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43

Η κατασκευή µίας µεθόδου τέταρτης τάξης απαιτεί την επίλυση του συστήµατος
εξισώσεων (2.29), (2.30). Αν δεχτούµε τις συνθήκες γραµµής προκύπτει ότι πρέπει
να υπολογίσουµε ένα συντελεστή για το δευτερο στάδιο, δύο για το τρίτο στάδιο και
γενικά s − 1 συντελεστές για το s στάδιο. Επιπλέον υπολογίζουµε και τα bi οπότε
το πλήθος των συντελεστών, συνολικά, είναι

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (s− 1) + s =
s(s+ 1)

2
(2.31)

΄Ετσι για τα s = 4 στάδια έχουµε να υπολογίσουµε δέκα συντελεστές από τις οκτώ ε-
ξισώσεις του συστήµατος (2.29), (2.30) µε αποτέλεσµα δύο ελεύθερες παραµέτρους.

Ο Butcher(1963)[1]έδωσε την ακόλουθη απλοποιητική παραδοχή για την ευ-
κολότερη επίλυση των συνθηκών.

s∑
i=1

biaij = bj(1− cj), j = 2, 3, 4.

(2.32)

Για j = 4 :

0 = b4(1− c4)

1 = c4

Για j = 3 :

b4a43 = b3(1− c3)

Για j = 2 :

b3a32 + b4a42 = b2(1− c2)

Αν εφαρµόσουµε τα παραπάνω η τελευταία από τις συνθήκες τρίτης τάξης καθώς
και οι δύο τελευταίες συνθήκες τέταρτης τάξης προκύπτουν από τις υπόλοιπες ,
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όπως ϕαίνεται παρακάτω:

a32b3c2 + b4(a42c2 + a43c3) = (a32b3 + a42b4)c2 + a43b4c3

= b2(1− c2)c2 + b3(1− c3)c3

= b2c2 + b3c3 − b2c
2
2 − b3c

2
3

=
1

2
− b4c4 −

1

3
+ b4c

2
4

=
1

6
+ b4c4(c4 − 1)

=
1

6

a32b3c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3) = a32b3c

2
2 + b4a42c

2
2 + b4a43c

2
3

= (a32b3 + b4a42)c
2
2 + b4a43c

2
3

= b2(1− c2)c
2
2 + b3(1− c3)c

2
3

= b2c
2
2 − b2c

3
2 + b3c

2
3 − b3c

3
3

=
1

3
− b4c

2
4 −

1

4
+ b4c

3
4

=
1

12
− b4c

2
4(c4 − 1)

=
1

12

a32b4c2a43 =
1

24

a32b4c2a43 = b3(1− c3)a32c2

= b3a32c2 − b3a32c2c3

= b3a32c2 −
1

8
+ b4c4(a42c2 + a43c3)

= b3a32c2 −
1

8
+ b4a42c2 + b4a43c3)

=
1

6
− 1

8

=
1

24

Χρησιµοποιώντας τις υπόλοιπες εξισώσεις ϑα λύσουµε το παρακάτω σύστηµα, το
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οποίο είναι γραµµικό ως προς τα bi

b1 + b2 + b3 + b4 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 =

1

3
(2.33)

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 =

1

4

άρα έχουµε

b1 =
1− 2c2 − 2c3 + 6c2c3

12c2c3

b2 =
2c3 − 1

12c2(c2 − 1)(c2 − c3)

b3 =
1− 2c2

12c3(c2 − c3)(c3 − 1)
(2.34)

b4 =
3− 4c3 + c2(6c3 − 4)

12(c2 − 1)(c3 − 1)

Εχουµε δύο ϐαθµούς ελευθερίας, λύνουµε το παραπάνω σύστηµα ως προς c2, c3
ϑέτωντας c4 = 1 και ϑεωρώντας c2c3 ̸= 0, c2 ̸= 1, c3 ̸= 1 οπότε :

a21 = c2

a31 = c3 −
c3(c2 − c3)

c2(4c2 − 2)

a32 =
c3(c2 − c3)

c2(4c2 − 2)
(2.35)

a41 =
2− 5c3 + 4c23 + 4c22(3c

2
3 − 3c3 + 1)− 3c2(4c

2
3 − 5c3 + 2)

2c2c3(3− 4c3 + c2(6c3 − 4))

a42 =
2 + c22 − 5c3 + 4c23 + c2(4c

2
3 + 5c3 − 3)

2c2(c2 − c3)(3− 4c3 + c2(6c3 − 4))

a43 =
(c3 − 1)(2c23 − 3c2 + 1)

c3(c2 − c3)(3− 4c3 + c2(6c3 − 4))

Για διαφορετικές τιµές των c2, c3 προκύπτουν οι διάφορες µέθοδοι Runge Kutta
τέταρτης τάξης.
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2.3.4 ΄Αµεσες µέθοδοι πεµπτης τάξης

Θεωρούµε µια µέθοδο Runge Kutta µε εξι στάδια

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3))

k5 = f(xn + c5h, yn + h(a51k1 + a52k2 + a53k3 + a54k4))

k6 = f(xn + c6h, yn + h(a61k1 + a62k2 + a63k3 + a64k2 + a65k3))

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + b5k5 + b6k6) (2.36)

Εργαζόµενοι ανάλογα µε τις περιπτώσεις για τα στάδια δύο,τρία και τέσσερα πα-
ϱάγουµε τις παρακάτω οκτώ συνθήκες

b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 + b5c5 + b6c6 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 + b5c

2
5 + b6c

2
6 =

1

3

a32b3c2 + b4(a42c2 + a43c3) + b5(a52c2 + a53c3

+a54c4) + b6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5) =
1

6

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 + b5c

3
5 + b6c

3
6 =

1

4

a32b3c3c2 + b4c4(a42c2 + a43c3) + b5c5(a52c2 + a53c3 + a54c4)

+b6c6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5) =
1

8

a32b3c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3) + b5(a52c

2
2 + a53c

2
3 + a54c

2
4)

+b6(a62c
2
2 + a63c

2
3 + a64c

2
4 + a65c

2
5) =

1

12

a32b4a43c2 + b5(a32a53c2 + a42a54c2 + a43a54c3)

+b6(a32a63c2 + a42a64c2 + a52a65c2 + a43a64c3 + a53a65c3 + a54a65c4) =
1

24
(2.37)
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και επιπλέον οι συνθήκες για την πέµπτη τάξη είναι :

a42a54a65b6c2 + a32(a43a54b5 + a43a64b6

+a53a65b6)c2 + a43a54a65b6c3 =
1

120

a54a65b6c4c6 + c3(a43a54b5c5 + a43a64b6c6 + a53a65b6c6)

+c2(a42a54b5c5 + a42a64b6c6 + a52a65b6c6

+a32(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6)) =
1

30

a32b3c2c
2
3 + a42b4c2c

2
4 + a43b4c3c

2
4 + a52b5c2c

2
5

+a53b5c3c
2
5 + a54b5c4c

2
5 + a62b6c2c

2
6 + a63b6c3c

2
6

+a64b6c4c
2
6 + a65b6c5c

2
6 =

1

10

a65b6c
2
5c6 + c22(a32b3c3 + a42b4c4 + a52b5c5 + a62b6c6)

c23(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6) + c24(a54b5c5 + a64b6c6) =
1

15

(a32b3 + a42b4 + a52b5 + a62b6)c
3
2 + (a43b4 + a53b5 + a63b6)c

3
3

+(a54b5 + a64b6)c
3
4 + a65b6c

3
5 =

1

20

a32(a43b4 + a53b5 + a63b6)c2c3 + a42(a54b5 + a64b6)c2c4

+a43a54b5c3c4 + a43a64b6c3c4 + a52a65b6c2c5

+a53a65b6c3c5 + a54a65b6c4c5 =
1

20

a232b3c
2
2 + b4(a42c2 + a43c3)

2 + b5(a52c2 + a53c3 + a54c4)
2

+b6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5)
2 =

1

20

(a42a54b5 + a42a64b6 + a52a65b6 + a32(a43b4 + a53b5 + a63b6))c
2
2

+(a43a54b5 + a43a64b6 + a53a65b6)c
2
3 + a54a65b6c

2
4 =

1

60

b2c
4
2 + b3c

4
3 + b4c

4
4 + b5c

4
5 + b6c

4
6 =

1

5

(2.38)
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Από τις συνθήκες γραµµής έχουµε

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43

c5 = a51 + a52 + a53 + a54

c6 = a61 + a62 + a63 + a64 + a65

(2.39)

Η κατασκευή µίας µεθόδου πεµπτης τάξης απαιτεί την επίλυση του συστήµατος
εξισώσεων (2.37), (2.38). Αν δεχτούµε τις συνθήκες γραµµής (2.39) και επιπλέον
υπολογίζουµε και τα bi το πλήθος των συντελεστών, σύµφωνα µε την (1.24), είναι
15. Απαιτούνται έξι στάδια ώστε µε τις 17 εξισώσεις του συστήµατος (2.37), (2.38) να
υπολογίσουµε τους 15 συντελεστές, ενώ έχουµε και δύο ελεύθερες παραµέτρους.

Χρησιµοποιούµε τις απλοποιητικές παραδοχές του Butcher(2.32)για να εντο-
πίσουµε τις ισοδύναµες εξισώσεις οπότε από τις υπόλοιπες προκύπτει το παρακάτω
γραµµικο, ως προς bi , σύστηµα:

b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 + b5c5 + b6c6 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 + b5c

2
5 + b6c

2
6 =

1

3

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 + b5c

3
5 + b6c

3
6 =

1

4

b2c
4
2 + b3c

4
3 + b4c

4
4 + b5c

4
5 + b6c

4
6 =

1

5

(2.40)
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µε b2 = 0 έχουµε:

b1 =
−1

60c3c4c5c6
(−12 + 15c3 + 15c4 − 20c3c4 + 15c5 − 20c3c5 − 20c4c5

+30c3c4c5 + 15c6 − 20c3c6 − 20c4c6 + 30c3c4c6 − 20c5c6 + 30c3c5c6

+30c4c5c6 − 60c3c4c5c6)

b3 = −12− 15c4 − 15c5 + 20c4c5 − 15c6 + 20c4c6 + 20c5c6 − 30c4c5c6
60c3(−c3 + c4)(−c3 + c5)(−c3 + c6)

b4 = −−12 + 15c3 + 15c5 − 20c3c5 + 15c6 − 20c3c6 − 20c5c6 + 30c3c5c6
60c4(−c3 + c4)(c4 − c5)(c4 − c6)

b5 = −−12 + 15c3 + 15c4 − 20c3c4 + 15c6 − 20c3c6 − 20c4c6 + 30c3c4c6

60c5(−c3 + c5)(−c4 + c5)(c5 − c6)

b6 = −(−12 + 15c3 + 15c4 − 20c3c4 + 15c5 − 20c3c5 − 20c4c5 + 30c3c4c5
60(c4 − c6)c6(−c3 + c6)(−c5 + c6)

(2.41)

Θεωρώντας c3, c4, c5, c6, ̸= 0 και c2 ̸= c3 ̸= c4 ̸= c5 ̸= c6 για διαφορετικές τιµές των
c3, c4, c5, c6 προκύπτουν οι διάφορες µέθοδοι Runge Kutta πέµπτης τάξης.
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2.3.5 ΄Αµεσες µέθοδοι έκτης τάξης

Θεωρούµε µια µέθοδο Runge Kutta µε επτά στάδια

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, yn + ha21k1)

k3 = f(xn + c3h, yn + h(a31k1 + a32k2))

k4 = f(xn + c4h, yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3))

k5 = f(xn + c5h, yn + h(a51k1 + a52k2 + a53k3 + a54k4))

k6 = f(xn + c6h, yn + h(a61k1 + a62k2 + a63k3 + a64k4 + a65k5))

k7 = f(xn + c7h, yn + h(a71k1 + a72k2 + a73k3 + a74k4 + a75k5 + a76k6))

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + b5k5 + b6k6 + b7k7) (2.42)

Εργαζόµενοι ανάλογα µε τις περιπτώσεις για τα στάδια δύο,τρία,τέσσερα και πέντε
παράγουµε τις παρακάτω 17 συνθήκες

b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 + b7 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 + b5c5 + b6c6 + b7c7 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 + b5c

2
5 + b6c

2
6 + b7c

2
7 =

1

3

a32b3c2 + b4(a42c2 + a43c3) + b5(a52c2 + a53c3 + a54c4)

+b6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5) + b7(a72c2 + a73c3 + a74c4 + a75c5 + a76c6 =
1

6

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 + b5c

3
5 + b6c

3
6 + b7c

3
7 =

1

4

a32b3c3c2 + b4c4(a42c2 + a43c3) + b5c5(a52c2 + a53c3 + a54c4)

+b6c6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5) + b7c7(a72c2 + a73c3 + a74c4 + a75c5) =
1

8
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a32b3c
2
2 + b4(a42c

2
2 + a43c

2
3) + b5(a52c

2
2 + a53c

2
3 + a54c

2
4)

+b6(a62c
2
2 + a63c

2
3 + a64c

2
4 + a65c

2
5) + b7(a72c

2
2 + a73c

2
3 + a74c

2
4 + a75c

2
5 + a76c

2
6) =

1

12

a32b4a43c2 + b5(a32a53c2 + a42a54c2 + a43a54c3)

+b6(a32a63c2 + a42a64c2 + a52a65c2 + a43a64c3 + a53a65c3 + a54a65c4)

+b7(a32a73c2 + a42a74c2 + a52a75c2 + a62a76c2 + a63a76c3 + a43a74c3

+a53a75c3 + a54a75c4 + a64a76c4 + a65a76c5) =
1

24

a42a54a65b6c2 + a32(a43a54b5 + a43a64b6

+a53a65b6)c2 + a43a54a65b6c3 =
1

120

a54a65b6c4c6 + c3(a43a54b5c5 + a43a64b6c6 + a53a65b6c6)

+c2(a42a54b5c5 + a42a64b6c6 + a52a65b6c6

+a32(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6)) =
1

30

a32b3c2c
2
3 + a42b4c2c

2
4 + a43b4c3c

2
4 + a52b5c2c

2
5

+a53b5c3c
2
5 + a54b5c4c

2
5 + a62b6c2c

2
6 + a63b6c3c

2
6

+a64b6c4c
2
6 + a65b6c5c

2
6 =

1

10

a65b6c
2
5c6 + c22(a32b3c3 + a42b4c4 + a52b5c5 + a62b6c6)

c23(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6) + c24(a54b5c5 + a64b6c6) =
1

15

(a32b3 + a42b4 + a52b5 + a62b6)c
3
2 + (a43b4 + a53b5 + a63b6)c

3
3

+(a54b5 + a64b6)c
3
4 + a65b6c

3
5 =

1

20

a32(a43b4 + a53b5 + a63b6)c2c3 + a42(a54b5 + a64b6)c2c4

+a43a54b5c3c4 + a43a64b6c3c4 + a52a65b6c2c5

+a53a65b6c3c5 + a54a65b6c4c5 =
1

20

a232b3c
2
2 + b4(a42c2 + a43c3)

2 + b5(a52c2 + a53c3 + a54c4)
2

+b6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5)
2 =

1

20

(a42a54b5 + a42a64b6 + a52a65b6 + a32(a43b4 + a53b5 + a63b6))c
2
2

+(a43a54b5 + a43a64b6 + a53a65b6)c
2
3 + a54a65b6c

2
4 =

1

60

b2c
4
2 + b3c

4
3 + b4c

4
4 + b5c

4
5 + b6c

4
6 =

1

5

(2.43)
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και επιπλέον οι συνθήκες για την έκτη τάξη είναι :

a42a54a65a76b7c2 + a32(a53a65a76b7

+a43(a54a65b6 + a54a75b7 + a64a76b7))c2

+a43a54a65a76b7c3 =
1

720

a32a43b4c2(a42c2 + a43c3) + b5(a32a53c2 + a42a54c2 + a43a54c3)

(a52c2 + a53c3 + a54c4) + b6(a32a63c2 + a42a64c2 + a52a65c2 + a43a64c3

+a53a65c3 + a54a65c4)(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5) + b7(a32a73c2

+a42a74c2 + a52a75c2 + a62a76c2 + a43a74c3 + a53a75c3 + a63a76c3

+a54a75c4 + a64a76c4 + a65a76c5)(a72c2 + a73c3 + a74c4 + a75c5 + a76c6) =
1

72

a54a65a76b7c4c7 + c3(a53a65a76b7c7 + a43(a54a65b6c6

+a54a75b7c7 + a64a76b7c7)) + c2(a52a65a76b7c7 + a42(a54a65b6c6

+a54a75b7c7 + a64a76b7c7) + a32(a53a65b6c6 + a53a75b7c7

+a63a76b7c7 + a43(a54b5c5 + a64b6c6 + a74b7c7))) =
1

144

a232b3c
3
2 + b4(a42c2 + a43c3)(a42c

2
2 + a43c

2
3) + b5(a52c2 + a53c3 + a54c4)

(a52c
2
2 + a53c

2
3 + a54c

2
4) + b6(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5)

(a62c
2
2 + a63c

2
3 + a64c

2
4 + a65c

2
5) + b7(a72c2 + a73c3 + a74c4 + a75c5 + a76c6)

(a72c
2
2 + a73c

2
3 + a74c

2
4 + a75c

2
5 + a76c

2
6) =

1

36

a65a76b7c
2
5c7 + c24(a54a65b6c6 + a54a75b7c7 + a64a76b7c7)

+c22(a52a65b6c6 + a52a75b7c7 + a62a76b7c7 + a32(a43b4c4 + a53b5c5

+a63b6c6 + a73b7c7) + a42(a54b5c5 + a64b6c6 + a74b7c7))

+c23(a53a65b6c6 + a53a75b7c7 + a63a76b7c7

+a43(a54b5c5 + a64b6c6 + a74b7c7)) =
1

72
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a76b7c
3
6c7 + c32(a32b3c3 + a42b4c4 + a52b5c5 + a62b6c6 + a72b7c7)

+c33(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6 + a73b7c7) + c34(a54b5c5

+a64b6c6 + a74b7c7) + c35(a65b6c6 + a75b7c7) =
1

24

a65a76b7c5c6c7 + c2(a52a65b6c5c6 + a52a75b7c5c7

+a62a76b7c6c7 + a32c3(a43b4c4 + a53b5c5 + a63b6c6

+a73b7c7) + a42c4(a54b5c5 + a64b6c6 + a74b7c7)) + c3(a63a76b7c6c7

+a43c4(a54b5c5 + a64b6c6 + a74b7c7) + a53c5(a65b6c6 + a75b7c7))

+c4(a64a76b7c6c7 + a54c5(a65b6c6 + a75b7c7)) =
1

48

a65a76b7c5c
2
7 + c4(a54a65b6c

2
6 + a54a75b7c

2
7 + a64a76b7c

2
7)

+c2(a52a65b6c
2
6 + a52a75b7c

2
7 + a62a76b7c

2
7 + a32(a43b4c

2
4 + a53b5c

2
5

+a63b6c
2
6 + a73b7c

2
7) + a42(a54b5c

2
5 + a64b6c

2
6 + a74b7c

2
7))

+c3(a53a65b6c
2
6 + a53a75b7c

2
7 + a63a76b7c

2
7 + a43(a54b5c

2
5

+a64b6c
2
6 + a74b7c

2
7)) =

1

36

a232b3c
2
2c3 + b4(a42c2 + a43c3)

2c4 + b5(a52c2 + a53c3 + a54c4)
2c5 + b6(a62c2 + a63c3

+a64c4 + a65c5)
2c6 + b7(a72c2 + a73c3 + a74c4 + a75c5 + a76c6)

2c7 =
1

24

a76b7c
2
6c

2
7 + c22(a32b3c

2
3 + a42b4c

2
4 + a52b5c

2
5 + a62b6c

2
6

+a72b7c
2
7) + c23(a43b4c

2
4 + a53b5c

2
5 + a63b6c

2
6 + a73b7c

2
7)

+c24(a54b5c
2
5 + a64b6c

2
6 + a74b7c

2
7) + c25(a65b6c

2
6 + a75b7c

2
7) =

1

18

a76b7c6c
3
7 + c2(a32b3c

3
3 + a42b4c

3
4 + a52b5c

3
5 + a62b6c

3
6

+a72b7c
3
7) + c3(a43b4c

3
4 + a53b5c

3
5 + a63b6c

3
6 + a73b7c

3
7)

+c4(a54b5c
3
5 + a64b6c

3
6 + a74b7c

3
7) + c5(a65b6c

3
6 + a75b7c

3
7) =

1

12

b2c
5
2 + b3c

5
3 + b4c

5
4 + b5c

5
5 + b6c

5
6 + b7c

5
7 =

1

6

a54a65a76b7c4c6 + c2(a52a65a76b7c6 + a32(a43(a54b5 + a64b6

+a74b7)c4 + a53a65b6c5 + a53a75b7c5 + a63a76b7c6)

+a42(a54a65b6c5 + a54a75b7c5 + a64a76b7c6))

+c3(a53a65a76b7c6 + a43(a54(a65b6 + a75b7)c5 + a64a76b7c6)) =
1

180
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a65a76b7c
2
5c6 + c22(a32(a43b4 + a53b5 + a63b6 + a73b7)c3

+a42(a54b5 + a64b6 + a74b7)c4 + a52a65b6c5 + a52a75b7c5 + a62a76b7c6)

+c23(a43(a54b5 + a64b6 + a74b7)c4 + a53(a65b6 + a75b7)c5

+a63a76b7c6) + c24(a54a65b6 + a75b7)c5 + a64a76b7c6) =
1

90

a232(a43b4 + a53b5 + a63b6 + a73b7)c
2
2 + (a54b5 + a64b6

+a74b7)(a42c2 + a43c3)
2 + (a65b6 + a75b7)(a52c2 + a53c3

+a54c4)
2 + a76b7(a62c2 + a63c3 + a64c4 + a65c5)

2 =
1

120

a65a76b7c5c
2
6 + c2(a32(a43b4 + a53b5 + a63b6 + a73b7)c

2
3

+a42(a54b5 + a64b6 + a74b7)c
2
4 + a52(a65b6 + a75b7)c

2
5 + a62a76b7c

2
6)

+c3(a43(a54b5 + a64b6 + a74b7)c
2
4 + a53(a65b6 + a75b7)c

2
5 + a63a76b7c

2
6)

+c4(a54(a65b6 + a75b7)c
2
5 + a64a76b7c

2
6) =

1

60

(a32b3 + a42b4 + a52b5 + a62b6 + a72b7)c
4
2

+(a43b4 + a53b5 + a63b6 + a73b7)c
4
3 + (a54b5 + a64b6 + a74b7)c

4
4

+(a65b6 + a75b7)c
4
5 + a76b7c

4
6 =

1

30

a54a65a76b7c4c5 + c2(a32(a53a65b6 + a53a75b7 + a63a76b7

+a43(a54b5 + a64b6 + a74b7))c3 + a42(a54a65b6 + a54a75b7

+a64a76b7)c4 + a52a65a76b7c5) + c3(a43(a54a65b6 + a54a75b7

+a64a76b7)c4 + a53a65a76b7c5) =
1

240

(a52a65b6 + a52a75b7 + a62a76b7 + a32(a43b4 + a53b5 + a63b6 + a73b7)

+a42(a54b5 + a64b6 + a74b7))c
3
2 + (a53a65b6 + a53a75b7

+a63a76b7 + a43(a54b5 + a64b6 + a74b7))c
3
3 + (a54a65b6

+a54a75b7 + a64a76b7)c
3
4 + a65a76b7c

3
5 =

1

120

(a52a65a76b7 + a42(a54a65b6 + a54a75b7 + a64a76b7) + a32(a53a65b6

+a53a75b7 + a63a76b7 + a43(a54b5 + a64b6 + a74b7)))c
2
2 + (a53a65a76b7

+a43(a54a65b6 + a54a75b7 + a64a76b7))c
2
3 + a54a65a76b7c

2
4 =

1

360

(2.44)
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Από τις συνθήκες γραµµής έχουµε

c2 = a21

c3 = a31 + a32

c4 = a41 + a42 + a43

c5 = a51 + a52 + a53 + a54

c6 = a61 + a62 + a63 + a64 + a65

c7 = a71 + a72 + a73 + a74 + a75 + a76

(2.45)

Η κατασκευή µίας µεθόδου έκτης τάξης απαιτεί την επίλυση του συστήµατος εξι-
σώσεων (2.43), (2.44). Αν δεχτούµε τις συνθήκες γραµµής (2.45) και επιπλέον υ-
πολογίζουµε και τα bi το πλήθος των συντελεστών, σύµφωνα µε την (1.24), είναι 28.
Απαιτούνται επτά στάδια ώστε µε τις 20 εξισώσεις του συστήµατος (2.43), (2.44) να
υπολογίσουµε τους 28 συντελεστές, ενώ έχουµε και οκτώ ελεύθερες παραµέτρους.
Χρησιµοποιούµε τις απλοποιητικές παραδοχές του Butcher(2.32)για να εντοπίσου-
µε τις ισοδύναµες εξισώσεις οπότε από τις υπόλοιπες προκύπτει το παρακάτω γραµ-
µικο, ως προς bi , σύστηµα:

b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 + b7 = 1

b2c2 + b3c3 + b4c4 + b5c5 + b6c6 + b7c7 =
1

2

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 + b5c

2
5 + b6c

2
6 + b7c

2
7 =

1

3

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 + b5c

3
5 + b6c

3
6 + b7c

3
7 =

1

4

b2c
4
2 + b3c

4
3 + b4c

4
4 + b5c

4
5 + b6c

4
6 + b7c

4
7 =

1

5

b2c
5
2 + b3c

5
3 + b4c

5
4 + b5c

5
5 + b6c

5
6 + b7c

5
7 =

1

6

(2.46)
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µε b2 = 0 έχουµε:

b1 =
1

60c3c4c5c6c7
(−10 + 12c5 + 12c6 − 15c5c6 + 12c7 − 15c5c7 − 15c6c7

+20c5c6c7 + c4(12− 15c7 + 5c6(−3 + 4c7)− 5c5(3− 4c7 + c6(−4 + 6c7)))

+c3(12− 15c6 − 15c7 + 20c6c7 − 5c5(3− 4c6 − 4c7 + 6c6c7) + 5c4(−3 + 4c6

+4c7 − 6c6c7 + 2c5(2− 3c6− 3c7 + 6c6c7))))

b3 =
10− 12c6 − 12c7 + 15c6c7 + c5(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7)

60c3(c3 − c4)(c3 − c5)(c3 − c6)(c3 − c7)

+
c4(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7 + 5c5(3− 4c6 − 4c7 + 6c6c7))

60c3(c3 − c4)(c3 − c5)(c3 − c6)(c3 − c7)

b4 =
10− 12c6 − 12c7 + 15c6c7 + c5(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7)

60c4(−c3 + c4)(c4 − c5)(c4 − c6)(c4 − c7)

+
c3(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7 + 5c5(3− 4c6 − 4c7 + 6c6c7))

60c4(−c3 + c4)(c4 − c5)(c4 − c6)(c4 − c7)

b5 = −10− 12c6 − 12c7 + 15c6c7 + c4(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7)

60c5(−c3 + c5)(−c4 + c5)(c5 − c6)(c5 − c7)

+
c3(−12 + 15c6 + 15c7 − 20c6c7 + 5c4(3− 4c6 − 4c7 + 6c6c7))

60c5(−c3 + c5)(−c4 + c5)(c5 − c6)(c5 − c7)

b6 =
10− 12c5 − 12c7 + 15c5c7 + c4(−12 + 15c5 + 15c7 − 20c5c7)

60c6(−c3 + c6)(−c4 + c6)(−c5 + c6)(c6 − c7)

+
c3(−12 + 15c5 + 15c7 − 20c5c7 + 5c4(3− 4c5 − 4c7 + 6c5c7))

60c6(−c3 + c6)(−c4 + c6)(−c5 + c6)(c6 − c7)

b7 =
10− 12c5 − 12c7 + 15c5c7 + c4(−12 + 15c5 + 15c7 − 20c5c7)

60c6(−c3 + c6)(−c4 + c6)(−c5 + c6)(c6 − c7)

+
c3(−12 + 15c5 + 15c7 − 20c5c7 + 5c4(3− 4c5 − 4c7 + 6c5c7))

60c6(−c3 + c6)(−c4 + c6)(−c5 + c6)(c6 − c7)

(2.47)

Θεωρώντας c3, c4, c5, c6, c7 ̸= 0 και c2 ̸= c3 ̸= c4 ̸= c5 ̸= c6 ̸= c7 για διαφορετικές
τιµές των c3, c4, c5, c6, c7 προκύπτουν οι διάφορες µέθοδοι Runge Kutta έκτης τάξης.
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2.4 Συνθήκες µε χρήση πινάκων

Οι συνθήκες που περιγράψαµε στις προηγούµενες ενότητες µπορούν να περιγρα-
ϕούν µε χρήση πινάκων.

� Για µία µέθοδο µε δύο στάδια έχουµε:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, b =

(
b1, b2

)T , C =

(
c1 0
0 c2

)
στην περίπτωση που η µέθοδος είναι άµεση οι πίνακες παίρνουν την µορφή

A =

(
0 0
a21 0

)
, b =

(
b1, b2

)T , C =

(
0 0
0 c2

)
Τότε οι συνθήκες δεύτερης τάξης γράφονται

b.e = 1

b.C.e =
1

2

� Για µία µέθοδο µε τρία στάδια έχουµε:

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 , b =
(
b1, b2, b3

)T , C =

c1 0 0
0 c2 0
0 0 c3


στην περίπτωση που η µέθοδος είναι άµεση οι πίνακες παίρνουν την µορφή

A =

 0 0 0
a21 0 0
a31 a32 0

 , b =
(
b1, b2, b3

)T , C =

0 0 0
0 c2 0
0 0 c3


Τότε οι συνθήκες τρίτης τάξης γράφονται

b.e = 1

b.C.e =
1

2

b.C2.e =
1

3

b.A.C.e =
1

6
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� Για µία µέθοδο µε τέσσερα στάδια έχουµε:

A =


a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

 , b =
(
b1, b2, b3, b4

)T , C =


c1 0 0 0
0 c2 0 0
0 0 c3 0
0 0 0 c4


στην περίπτωση που η µέθοδος είναι άµεση οι πίνακες παίρνουν την µορφή

A =


0 0 0 0
a21 0 0 0
a31 a32 0 0
a41 a42 a43 0

 , b =
(
b1, b2, b3, b4

)T , C =


0 0 0 0
0 c2 0 0
0 0 c3 0
0 0 0 c4


Τότε οι συνθήκες έως τρίτης τάξης γράφονται όπως δείξαµε στα τρία στάδια
και επιπλέον οι συνθήκες για την τέταρτη τάξη γράφονται

b.C3.e =
1

4

b.C.A.C.e =
1

8

b.A.C2.e =
1

12

b.A.A.C.e =
1

24

� Για µία µέθοδο µε έξι στάδια έχουµε:

A =


a11 a12 a13 a14 a15 a16
a21 a22 a23 a24 a25 a26
a31 a32 a33 a34 a35 a36
a41 a42 a43 a44 a45 a46
a51 a52 a53 a54 a55 a56
a61 a62 a63 a64 a65 a66

 , b =
(
b1, b2, b3, b4, b5, b6

)T ,

C =


c1 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0
0 0 0 c4 0 0
0 0 0 0 c5 0
0 0 0 0 0 c6


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στην περίπτωση που η µέθοδος είναι άµεση οι πίνακες παίρνουν την µορφή

A =


0 0 0 0 0 0
a21 0 0 0 0 0
a31 a32 0 0 0 0
a41 a42 a43 0 0 0
a51 a52 a53 a54 0 0
a61 a62 a63 a64 a65 0

 , b =
(
b1, b2, b3, b4, b5, b6

)T ,

C =


0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0
0 0 0 c4 0 0
0 0 0 0 c5 0
0 0 0 0 0 c6



Τότε οι συνθήκες έως τέταρτης τάξης γράφονται όπως δείξαµε στα τέσσερα
στάδια και επιπλέον οι συνθήκες για την πέµπτη τάξη γράφονται

b.C3.e =
1

4

b.C.A.C.e =
1

8

b.A.C2.e =
1

12

b.A.A.C.e =
1

24

� Για µία µέθοδο µε επτά στάδια έχουµε:

A =



a11 a12 a13 a14 a15 a16 a17
a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27
a31 a32 a33 a34 a35 a36 a37
a41 a42 a43 a44 a45 a46 a47
a51 a52 a53 a54 a55 a56 a57
a61 a62 a63 a64 a65 a66 a67
a71 a72 a73 a74 a75 a76 a77


,
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b =
(
b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7

)T , C =



c1 0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0 0
0 0 0 c4 0 0 0
0 0 0 0 c5 0 0
0 0 0 0 0 c6 0
0 0 0 0 0 0 c7



στην περίπτωση που η µέθοδος είναι άµεση οι πίνακες παίρνουν την µορφή

A =



0 0 0 0 0 0 0
a21 0 0 0 0 0 0
a31 a32 0 0 0 0 0
a41 a42 a43 0 0 0 0
a51 a52 a53 a54 0 0 0
a61 a62 a63 a64 a65 0 0
a71 a72 a73 a74 a75 a76 0


,

b =
(
b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7

)T , C =



0 0 0 0 0 0 0
0 c2 0 0 0 0 0
0 0 c3 0 0 0 0
0 0 0 c4 0 0 0
0 0 0 0 c5 0 0
0 0 0 0 0 c6 0
0 0 0 0 0 0 c7



Τότε οι συνθήκες έως πέµπτης τάξης γράφονται όπως δείξαµε στα έξι στάδια
και επιπλέον οι συνθήκες για την έκτη τάξη γράφονται
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b.C5.e =
1

6

b.A.C4.e =
1

30

b.A2.C3.e =
1

120

b.A3.C2.e =
1

360

b.A4.C.e =
1

720

b.C.A3.C.e =
1

144

b.C.A2.C2.e =
1

72

b.C.A.C3.e =
1

24

b.C2.A2.C.e =
1

36

b.C2.A.C2.e =
1

18

b.C3.A.C.e =
1

12

b.A.C.A2.C.e =
1

180

b.A.C.A.C2.e =
1

90

b.A.C2.A.C.e =
1

60

b.A2.C.A.C.e =
1

240

b.((A.C.e) ∗ (A2.C.e)) =
1

72

b.((A.C.e) ∗ (A.C2.e)) =
1

36
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2.5 Συνθήκες τάξης και δέντρα

Τα δέντρα είναι συνδυαστικά γραφήµατα των οποίων τα στοιχεία συνδέονται µεταξύ
τους χωρίς να δηµιουργούν κύκλους. ΄Ενα δέντρο µε ϱίζα (rooted tree) είναι ένα
δέντρο στο οποίο µία συγκεκριµένη κορυφή ϑεωρείται ϱίζα(root).

Ορισµός 2.5.1. ΄Ενα γράφηµα t λέγεται δέντρο µε ϱίζα (rooted tree) αν υπάρχει
µία κορυφή του, την οποία αποκαλούµε ϱίζα, µε τις εξής ιδιότητες :

� Οι κορύφες χωρίζονται σε επίπεδα 0, 1, . . . , Hµε H το ύψος του δέντρου.

� Στο µηδενικό επίπεδο έχουµε µόνο την ϱίζα του δέντρου.

� Στο κάθε επίπεδο πλην το µηδενικό ϐρίσκονται τα παιδια των κορυφων του
προηγούµενου επιπέδου ορίζοντας τα κλαδιά που ξεκινούν από τον γονέα και
καταλήγουν στο παιδί.

� Κάθε κορυφή έχει γονέα, εκτός από την ϱίζα που δεν έχει κανέναν.

Ο αριθµός των κορυφών ενός δέντρου αποτελεί την τάξη r(t) του δέντρου.
Η πυκνότητα ενός δέντρου ορίζεται αναδροµικά ως το γινόµενο των πυκνοτήτων των
δεντρων, µε ϱίζα, που προκύπτουν αν από το δέντρο αποκοπεί η ϱίζα, επί την τάξη
του δέντρου. Για την πυκνότητα χρησιµοποιείται η συνάρτηση γ(t) την ϱίζα ενώ η
πυκνότητα του δέντρου πρώτης τάξης ισούται µε την µονάδα.
Τα δέντρα που προκύπτουν αν αφαιρέσουµε τη ϱίζα µαζί µε τα κλαδιά που ξεκινούν
από αυτή ονοµάζονται υπόδεντρα. Σε κάθε δέντρο αντιστοιχούν πολλά δέντρα µε
ϱίζα και µπορούν να ϑεωρηθούν σαν µία κλάση ισοδυναµίας. Εκτός αν αναφέρεται
διαφορετικά όταν λέµε δέντρο ϑα εννοείται δέντρο µε ϱίζα.
Σε κάθε δέντρο αντιστοιχεί ένα πολυώνυµο ως προς τους συντελεστές της µεθόδου

Φ(t) =
∑
i

biΦi(t) όπου Φi(t) =
∑
j,k,l,...

aijajkakl . . .

Θεώρηµα 2.5.1. Μία µέθοδος Runge Kutta έχει τάξη p αν

Φ(t) = 1
γ(t)

για όλα τα δεντρα τάξης ≤ p

Η συνθήκη κάθε δέντρου προκύπτει αν αντιστοιχίσουµε την ϱίζα στο διάνυσµα
b και την τελευταία κορυφή κάθε υπόδεντρου, δηλαδή την κορυφή που δεν έχει
παιδί, στον πίνακα C . Οι υπόλοιπες κορυφές του δέντρου αντιστοιχούν στον πίνα-
κα Α.
Στον πίνακα που ακολουθεί ϕαίνονται τα δέντρα µε τις αντίστοιχες συνθήκες και
την συνάρτηση πυκνότητας έως και 4ης τάξης.
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

1
s∑

i=1

bi bT e 1

2
s∑

i=1

bici bTCe 2

3
s∑

i=1

bic
2
i bTC2e 3

3
s∑

i,j=1

biaijcj bTACe 6

4
s∑

i=1

bic
3
i bTC3e 4

4
s∑

i,j=1

biciaijcj bTCACe 8

4
s∑

i,j=1

biaijc
2
j bTAC2e 12

4
s∑

i,j,k=1

biaijajkck bTA2Ce 24
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Πίνακας 2.5.1. ∆έντρα µε ϱίζα, οι συνθήκες και η συνάρτηση πυκνότητας µέχρι 4η
τάξη

Ο Kutta (1901) ασχολήθηκε και µε µεθόδους πέµπτης τάξης. Στον πίνακα
που ακολουθεί ϕαίνονται οι 9 συνθήκες 5ης ταξης µε την αντίστοιχη συνάρτηση
πυκνότητας.

r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

5
s∑

i,j,k,l=1

biaijajkaklcl bTA3Ce 120

5
s∑

i,j,k=1

biciaijakjck bTCA2Ce 30

5
s∑

i,j=1

bic
2
i aijcj bTC2ACe 10

5
s∑

i,j,k=1

biciaijc
2
j bTCAC2e 15

5
s∑

i,j,k=1

biaijc
3
j bTAC3e 20
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

5
s∑

i,j,k=1

biaijcjajkck bTACACe 40

5
s∑

i=1

bi(
4∑

j=1

aijcj)
2 bT (ACe) ∗ (ACe) 20

5
s∑

i,j,k=1

biaijajkc
2
k bTA2C2e 60

5
s∑

i=1

bic
4
i bTC4e 5

Πίνακας 2.5.2. ∆έντρα µε ϱίζα, οι συνθήκες και η συνάρτηση πυκνότητας 5ης τάξης

Παρατηρούµε ότι για µία άµεση µέθοδο 5ης τάξης πρέπει να ικανοποιούνται 17
εξισώσεις οπότε δεν µπορούµε να κατασκευάσουµε άµεση µέθοδο 5ης τάξης µε
s=5 στάδια. Αν χρησιµοποιήσουµε s=5 στάδια έχουµε 15 συντελεστές οπότε χρη-
σιµοποιούµε s=6 στάδια.
Για την κατασκευή µεθόδου 6ης τάξης απαιτούνται 7 στάδια ενώ γενικά ο απαιτο-
ύµενος αριθµός σταδίων για την κατασκευή µεθόδων έως και 8ης τάξης είναι :

Order 1 2 3 4 5 6 7 8
Stages 1 2 3 4 6 7 9 11

Για να κατασκευάσουµε µια άµεση µέθοδο 6ης τάξης χρειάζονται 20 δέντρα.
Στον πίνακα που ακολουθεί ϕαίνονται τα δέντρα 6ης ταξης µε τις συνθήκες και την
αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας.
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

6
s∑

i,j=1

bia
4
ijcj bTA4Ce 720

6
s∑

i=1

bi(
5∑

j=1

aijcj

5∑
j=1

a2ijcj) bT ((ACe) ∗ (A2Ce)) 72

6
s∑

i,j=1

bicia
3
ijcj bTCA3Ce 144

6
s∑

i=1

bi(
5∑

j=1

aijcj

5∑
k=1

aikc
2
k) bT ∗ ((ACe) ∗ (AC2e)) 36

6
s∑

i,j,k=1

bicia
2
ijc

2
jk bTCA2C2e 72

6
s∑

i,j=1

biciaijc
3
j bTCAC3e 24
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

6
s∑

i,j,k=1

biciaijcjajkck bTCACACe 48

6
s∑

i,j=1

bic
2
i a

2
ijcj bTC2A2Ce 36

6
s∑

i=1

bici(
5∑

j=1

aijcj)
2 bTC((ACe) ∗ (ACe)) 24

6
s∑

i,j=1

bic
2
i aijc

2
j bTC2AC2e 18

6
s∑

i,j=1

bic
3
i aijcj bTC3ACe 12

6
s∑

i=1

bic
5
i bTC5e 6

6
s∑

i,j,k=1

biaijcja
2
jkck bTACA2Ce 180
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

6
s∑

i,j,k=1

biaijcjajkc
2
k bTACAC2e 90

6
s∑

i,j,k=1

biaij(
5∑

k=1

ajkck)
2 bTA((ACe) ∗ (ACe)) 120

6
s∑

i,j,k=1

biaijc
2
jajkck bTAC2ACe 60

6
s∑

i,j=1

biaijc
4
j bTAC4e 30

6
s∑

i,j,k=1

bia
2
ijcjajkck bTA2CACe 240

6
s∑

i,j=1

bia
2
ijc

3
j bTA2C3e 120
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r(t) t Φ(t) Φ(t) γ(t)

6
s∑

i,j=1

bia
3
ijc

2
j bTA3C2e 360

Ο αριθµός των δέντρων εως και 10ης τάξης ϕαίνεται στον ακόλουθο πίνακα

Order 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Trees 1 1 2 4 9 20 48 115 286 719
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Κεφάλαιο 3

Ειδικές µέθοδοι Runge - Kutta

3.1 Εισαγωγή

Οι λύσεις πολλών ϕυσικών προληµάτων που περιγράφονται από διαφορικές εξι-
σώσεις είναι περιοδικες (periodic) ή ταλαντωτικές (oscillating) (το πρόβληµα δύο
σωµάτων του Kepler, η εξίσωση του Schrodinger κ.α.) µε αποτέλεσµα ένα µεγάλο
µέρος της έρευνας, παράλληλα µε την ανάπτυξη αριθµητικών µεθόδων, να επι-
κεντρωθεί στην κατασκεύη µεθόδων οι οποίες προσαρµόζονται σε συγκεκριµένες
ιδιότητες της λύσης.
Οι µέθοδοι αυτοί µπορούν να καταταχθούν σε δύο ϐασικές κατηγορίες

� µέθοδοι µε σταθερούς συντελεστές και

� µέθοδοι µε µεταβλητούς συντελεστές που εξαρτώνται από την περίοδο ή τη
συχνότητα του κάθε προβλήµατος

Στην δεύτερη κατηγορία ανήκουν οι εκθετικά προσαρµοσµένες µεθοδοι (exponen-
tially fitted methods EF) και οι τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένες µέθοδοι (trigono-
metrically fitted methods TF) που ϑα αποτελέσουν αντικείµενο µελέτης του συγκε-
κριµένου κεφαλαίου.

Μια αριθµητική µέθοδος είναι τάξεως n, (µε n ϑετικό ακέραιο) όταν η µέθοδος
είναι ακριβής για πολυώνυµα ϐαθµού ≤ n. ∆ηλαδή ,για µία µέθοδο τάξης n η
προσεγγιστική λύση και η πραγµατική ϑα ταυτίζονται, αν η πραγµατική λύση ενός
προβλήµατος αρχικών τιµών είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤ n. Ο αριθµός των συναρ-
τήσεων για τον οποίο είναι ακριβείς οι περισσότερες αριθµητικοί µέθοδοι εξαρτάται
από την τάξη της διαφορικής έξισωσης την οποία καλούνται να επιλύσουν, από την
αλγεβρική τάξη της µεθόδου και από τον αριθµό των σταδίων της.
΄Ετσι µία γενική µέθοδος τέτοιου τύπου n τάξης µπορεί να ολοκλήρωνει ακριβώς
ένα σύνολο n γραµµικά ανεξάρτητων συναρτήσεων. Στην κανονική µορφή της µία
τέτοια µέθοδος n τάξης είναι ακριβής για το σύνολο των πολυωνυµικών συναρ-
τήσεων 1, x, x2, . . . , xn. Στην περίπτωση που η λύση του προβλήµατος αρχικών ή

59



συνοριακών τιµών είναι εκθετικού ή περιοδικού χαρακτήρα τότε, για µία µέθοδο
n τάξης, η επιλογή του παραπάνω συνόλου πολυωνυµικών συναρτήσεων µπορεί
να µην είναι η καταλληλότερη ώστε να είναι ακριβής η µέθοδος. Τα αποτελέσµα-
τα ϑα είναι ακριβέστερα αν η µέθοδος ολοκληρώνει ακριβώς σύνολα εκθετικών ή
τριγωνοµετρικών συναρτήσεων όπως είναι οι ewx, e−wx και οι sin(wx), cos(wx).Με
τον τρόπο αυτό παράγονται αντίστοιχα οι εκθετικά (exponentially fitted EF) και
τριγωνοµετρικά (trigonometrically fitted TF) προσαρµοσµένες µέθοδοι.

Πρώτος ο Gautschi(1961) ανέπτυξε την ϑεωρία και κατασκεύασε µεθόδους µε
την απαίτηση να είναι ακριβείς για τριγωνοµετρικά πολυώνυµα συγκεκριµένου
ϐαθµού. Οι συντελεστές των µεθόδων που ανέπτυξε είναι µεταβλητοί και εξαρ-
τώνται από µία παράµετρο v = wh όπου h είναι το µήκος του ϐήµατος και w η
συχνότητα του προβλήµατος. Οι µέθοδοι αυτό συγκλίνουν στις κλασικές µεθόδους
(µε σταθερούς συντελεστές) όταν w → 0.

Αργότερα ο Simos(1998) µετέτρεψε µία κλασική Runge - Kutta µέθοδο σε εκ-
ϑετικά και τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένη ϐελτιώνοντας την ακρίβεια της. Στην
συνέχεια ο V andenBerghe(1999) στηριζόµενος στην προηγούµενη εργαασία δια-
ϕοροποίησε την µέθοδο Simos Ϲητώντας αυτή να είναι ακριβής σε κάθε στάδιο της
και έτσι παρήγαγε µια τροποποιηµένη εκθετικά προσαρµοσµένη µέθοδο µε πολύ
καλά αποτελέσµατα σε κάποια προβλήµατα.

3.2 Εκθετική/τριγωνοµετρική προσαρµογή κατά
G.Vanden Berghe

Οι G.Varden Berghe et.al. (1999) ανέπτυξαν µία άλλη µέθοδο για την κατασκευή
εκθετικά/τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένων µεθόδων στηριζόµενοι στην παρατήρη-
ση του Albrecht ότι κάθε εσωτερικό στάδιο της µεθόδου µπορει να αντιµετωπιστεί
σαν µια γραµµική πολυβηµατική µέθοδος ορισµένη σε µη ισοµήκη διαµέριση.
Ζήτησαν τόσο οι εξισώσεις κάθε σταδίου όσο και η εξίσωση του τελικού ϐήµατος να
είναι ακριβής για ένα σύνολο εκθετικών ή τριγωνοµετρικών συναρτήσεων .

Προκειµένου να πετύχουν την παραπάνω συνθήκη εισήγαγαν σε κάθε στάδιο
την µεταβλητή γi όπως ϕαίνεται παρακάτω

k1 = f(xn + c1h, γ1yn + h(a11k1 + a12k2 + . . .+ a1sks))

k2 = f(xn + c2h, γ2yn + h(a21k1 + a22k2 + . . .+ a2sks))

k3 = f(xn + c3h, γ3yn + h(a31k1 + a32k2 + . . .+ a3sks))
...

...
ks = f(xn + csh, γsyn + h(as1k1 + as2k2 + . . .+ assks))
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Ο πίνακας Bucher σε αυτή την περίπτωση έχει ως εξής

c1 γ1 a11 a12 · · · a1s−1 a1s
c2 γ2 a21 a22 · · · a2s−1 a2s
c3 γ3 a31 a32 · · · a3s−1 a3s
...

...
...

...
...

...
...

cs γs as1 as2 · · · as,s−1 ass
b1 b2 · · · bs−1 bs

ή
c γ A

bT

Αν η µέθοδος είναι άµεση τότε παιρνει την µορφή

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + c2h, γ2yn + ha21k1

k3 = f(xn + c3h, γ3yn + h(a31k1 + a32k2)
...

...
ks = f(xn + csh, γsyn + h(as1k1 + as2k2 + . . .+ as,s−1ks−1))

ενώ ο πίνακας Bucher αντίστοιχα γράφεται

0 1
c2 γ2 a21
c3 γ3 a31 a32
...

...
...

...
cs γs as1 as2 · · · as,s−1

b1 b2 · · · bs−1 bs

Στις άµεσες µεθόδους c1 = 0 και γ1 = 0 οπότε στο δεύτερο σταδιο υπάρχουν µόνο
δύο παράµετροι να υπολογιστούν , οι a21 και γ2. Αντίστοιχα προκύπτει ότι σε κάθε
επόµενο εσωτερικό στάδιο, µε i > 2, υπολογίζονται οι συντελεστές γi και ai,i−1

3.2.1 Εκθετική προσαρµογή

Αν η µεταβλητή w είναι πραγµατικός αριθµός πρέπει η µέθοδος να είναι ακριβής
για την συνάρτηση e±wx.Θα κατασκευάσουµε τις συνθήκες της εκθετικής προσαρ-
µογής για κάθε στάδιο.

΄Εστω ότι
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y(x) = ewx ή y(x) = e−wx

µε
y′(x) = (ewx)′ = wewx ή y′(x) = (e−wx)′ = −we−wx

και αν απαιτείται η µέθοδος να είναι ακριβής για κάθε στάδιο της διαδικασίας, µε
δεδοµένο ότι c1 = 0, προκύπτουν τα εξής

Για την συνάρτηση y(x) = ewx

� Πρώτο στάδιο :

k1 = f(xn, yn)

οπότε έχουµε

ewx = γ1e
wx ⇔

(1)γ1 = 1

αντίστοιχα για την συνάρτηση y(x) = e−wx

−we−wx = γ1(−we−wx) ⇔
γ1 = 1

� ∆εύτερο στάδιο :

k2 = f(xn + c2h, γ2yn + ha21k1)

οπότε έχουµε

ew(x+c2h) = γ2e
wx + ha21we

wx ⇔
ewxewc2h = ewx(γ2 + ha21w) ⇔

(1)ewc2h = γ2 + ha21w

µε wh=v

ec2v = γ2 + a21v

αντίστοιχα για την συνάρτηση y(x) = e−wx

(2)e−c2v = γ2 − a21v

Απο τις σχέσεις (1) και (2) ϐρίσκουµε τα γ2 και a21
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{
ec2v = γ2 + a21v

e−c2v = γ2 − a21v
⇔

{
γ2 =

ec2v+e−c2v

2
= cosh(c2v)

a21 =
ec2v−e−c2v

2v
= sinh(c2v)

v

� Τρίτο στάδιο :

k3 = f(xn + c3h, γ3yn + h(a31k1 + a32k2))

οπότε έχουµε

ew(x+c3h) = γ3e
wx + ha31we

wx + ha32we
w(x+c2h) ⇔

ewxewc3h = ewx(γ3 + ha31w + ha32we
wc2h) ⇔

ewc3h = γ3 + ha31w + ha32we
wc2h

µε wh=v

(3)ec3v = γ3 + a31v + a32ve
c2v ⇔

οµοίως για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−c3v = γ3 − a31v − a32ve
−c2v

Απο τις σχέσεις (3) και (4) ϐρίσκουµε τα γ3 και a32{
ec3v = γ3 + a31v + a32ve

c2v

e−c3v = γ3 − a31v − a32ve
−c2v

⇔

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε:

ec3v + e−c3v = 2γ3 + a32v(e
c2v − e−c2v) ⇔

(5)cosh(c3v) = γ3 + a32sinh(c2v)

ενώ µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε:

ec3v − e−c3v = 2γ3 + a32v(e
c2v + e−c2v) ⇔

(6)sinh(c3v) = a31v + a32cosh(c2v)

Από τις (5) και (6) έχουµε:

63



{
γ3 =

cosh(c2−c3)v+a31vsinh(c2v)
sec(c2v)

a32 =
sinh(c3v)−a31v

vcosh(c2v)

� Τέταρτο στάδιο :

k4 = f(xn + c4h, γ4yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)

οπότε έχουµε

ew(x+c4h) = γ4e
wx + ha41we

wx + ha42we
w(x+c2h) + ha43we

w(x+c3h) ⇔
ewxewc4h = ewx(γ4 + ha41w + ha42we

wc2h + ha43we
wc3h) ⇔

ewc4h = γ4 + ha41w + ha42we
wc2h + ha43we

wc3h

µε wh=v

ec4v = γ4 + a41v + a42ve
c2v + a43ve

c3v

οµοίως για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−c4v = γ4 − a41v − a42ve
−c2v − a43ve

−c3v

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε:

ec4v + e−c4v = 2γ4 + a42v(e
c2v − e−c2v + a43v(e

c3v − e−c3v) ⇔
(7)cosh(c4v) = γ4 + a42sinh(c2v) + a43sinh(c3v)

ενώ µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε:

ec4v − e−c4v = 2γ4 + a42v(e
c2v + e−c2v) + a43v(e

c3v + e−c3v) ⇔
(8)sinh(c4v) = a41v + a42cosh(c2v) + a43cosh(c3v)

Από τις (7) και (8) έχουµε:{
γ4 =

cosh(c3−c4)v−a42vsinh(c2−c3)+a41vsinh(c3v)
cosh(c3v)

a43 =
sinh(c4v)−v(a41+a42cosh(c2v)

vcosh(c3v)

� Πέµπτο στάδιο :

k5 = f(xn + c5h, γ5yn + h(a51k1 + a52k2 + a53k3 + a54k4))

οπότε έχουµε
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ew(x+c5h) =
γ5e

wx + ha51we
wx + ha52we

w(x+c2h) + ha53we
w(x+c3h) + ha54we

w(x+c4h) ⇔
ewxewc5h = ewx(γ5 + ha51w + ha52we

wc2h + ha53we
wc3h + ha54we

wc4h) ⇔
ewc5h = γ5 + ha51w + ha52we

wc2h + ha53we
wc3h + ha54we

wc4h

µε wh=v

ec5v = γ5 + a51v + a52ve
c2v + a53ve

c3v + a54ve
c4v ⇔

αντίστοιχα για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−c5v = γ5 − a51v − a52ve
−c2v − a53ve

−c3v − a54ve
−c4v

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε:

ec5v+e−c5v = 2γ5+a52v(e
c2v−e−c2v+a53v(e

c3v−e−c3v)+a54v(e
c4v−e−c4v) ⇔

(9)cosh(c5v) = γ5 + a52sinh(c2v) + a53sinh(c3v) + a54sinh(c4v)

ενώ µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε:

ec5v−e−c5v = 2γ5+a52v(e
c2v+e−c2v)+a53v(e

c3v+e−c3v)+a54v(e
c4v+e−c4v) ⇔

(10)sinh(c5v) = a51v + a52cosh(c2v) + a53cosh(c3v) + a54cosh(c4v)

Από τις (9) και (10) έχουµε:


γ5 = cosh(c5v) + v(−a52sinh(c2v)− a53sinh(c3v) + (a51v + a52cosh(c2v)

+a53cosh(c3v)− sinh(c5v))tanh(c4v))

a54 = −sech(c4v)(a51v + a52cosh(c2v) + a53cosh(c3v)− sinh(c5v))

� ΄Εκτο στάδιο :

k6 = f(xn + c6h, γ6yn + h(a61k1 + a62k2 + a63k3 + a64k4 + a65k5))

οπότε έχουµε

ew(x+c6h) = γ6e
wx + ha61we

wx + ha62we
w(x+c2h) + ha63we

w(x+c3h) +
ha64we

w(x+c4h) + ha65we
w(x+c5h) ⇔

ewxewc6h =
ewx(γ6 + ha61w + ha62we

wc2h + ha63we
wc3h + ha64we

wc4h + ha65we
wc5h) ⇔

ewc6h = γ6 + ha61w + ha62we
wc2h + ha63we

wc3h + ha64we
wc4h + ha65we

wc5h
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µε wh=v

ec6v = γ6 + a61v + a62ve
c2v + a63ve

c3v + a64ve
c4v + a65ve

c5v ⇔

αντίστοιχα για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−c6v = γ6 − a61v − a62ve
−c2v − a63ve

−c3v − a64ve
−c4v − a65ve

−c5v

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε:

ec6v + e−c6v = 2γ6 + a62v(e
c2v − e−c2v + a63v(e

c3v − e−c3v) + a64v(e
c4v −

e−c4v) + a65v(e
c5v − e−c5v) ⇔

(11)cosh(c6v) = γ6+a62sinh(c2v)+a63sinh(c3v)+a64sinh(c4v)+a65sinh(c5v)

ενώ µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε:

ec6v − e−c6v = 2γ6 + a62v(e
c2v + e−c2v) + a63v(e

c3v + e−c3v) + a64v(e
c4v +

e−c4v) + a65v(e
c5v + e−c5v) ⇔

(12)sinh(c6v) =
a61v + a62cosh(c2v) + a63cosh(c3v) + a64cosh(c4v) + a65cosh(c5v)

Από τις (11) και (12) έχουµε:



γ6 = cosh(c6v) + v(−a62sinh(c2v)− a63sinh(c3v)− a64sinh(c4v)+

(a61v + a62cosh(c2v) + a63cosh(c3v) + a64cosh(c4v)− sinh(c6v))tanh(c5v))

a65 = −sech(c5v)(a61v + a62cosh(c2v) + a63cosh(c3v) + a64cosh(c4v)

−sinh(c6v))

� ΄Εβδοµο στάδιο :

k7 = f(xn + c7h, γ7yn + h(a71k1 + a72k2 + a73k3 + a74k4 + a75k5 + a76k6))

οπότε έχουµε

ew(x+c7h) = γ7e
wx + ha71we

wx + ha72we
w(x+c2h) + ha73we

w(x+c3h) +
ha74we

w(x+c4h) + ha75we
w(x+c5h) + ha76we

w(x+c6h) ⇔
ewxewc7h = ewx(γ7 + ha71w + ha72we

wc2h + ha73we
wc3h + ha74we

wc4h +
ha75we

wc5h + ha76we
wc6h) ⇔

ewc7h =
γ7+ha71w+ha72we

wc2h+ha73we
wc3h+ha74we

wc4h+ha75we
wc5h+ha76we

wc6h
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µε wh=v

ec7v = γ7 + a71v + a72ve
c2v + a73ve

c3v + a74ve
c4v + a75ve

c5v + a76ve
c6v ⇔

αντίστοιχα για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−c7v = γ7 − a71v − a72ve
−c2v − a73ve

−c3v − a74ve
−c4v − a75ve

−c5v − a76ve
−c6v

Με πρόσθεση κατά µέλη έχουµε:

ec7v + e−c7v = 2γ7 + a72v(e
c2v − e−c2v + a73v(e

c3v − e−c3v) + a74v(e
c4v −

e−c4v) + a75v(e
c5v − e−c5v)− a76v(e

c6v − e−c6v) ⇔
(13)cosh(c7v) =

γ7+a72sinh(c2v)+a73sinh(c3v)+a74sinh(c4v)+a75sinh(c5v)+a76sinh(c6v)

ενώ µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε:

ec7v − e−c7v = 2γ7 + a72v(e
c2v + e−c2v) + a73v(e

c3v + e−c3v) + a74v(e
c4v +

e−c4v) + a75v(e
c5v + e−c5v) + a76v(e

c6v + e−c6v) ⇔
(14)sinh(c7v) =

a71v+a72cosh(c2v)+a73cosh(c3v)+a74cosh(c4v)+a75cosh(c5v)+a76cosh(c6v)

Από τις (13) και (14) έχουµε:



γ7 = cosh(c7v) + v(−a72sinh(c2v)− a73sinh(c3v)− a74sinh(c4v)− a75sinh(c5v))+

a71v + a72cosh(c2v) + a73cosh(c3v) + a74cosh(c4v) + a75cosh(c5v)− sinh(c7v)

a76 = −sech(c6v)(a71v + a72cosh(c2v) + a73cosh(c3v) + a74cosh(c4v)

+a75cosh(c5v)− sinh(c7v))

Μπορούµε να γενικεύσουµε τις παραπάνω εξισώσεις για µια µέθοδο i-σταδίων
ως εξής :

e±civ − γi ∓ v

i−1∑
j=1

aije
±cjv = 0

για i = 2, . . . , s.

Για να είναι ακριβής η µέθοδος για y(x) = ewx ϑα πρέπει να ισχύει :
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yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + b5k5 + b6k6 + b7k7)

ew(x+h) = ewx + hb1we
wx + hb2we

w(x+c2h) + hb3we
w(x+c3h) + hb4we

w(x+c4h) +
hb5we

w(x+c5h) + hb6we
w(x+c6h) + hb7we

w(x+c7h)

µε wh=v

ev = 1 + b1v + b2ve
c2v + b3ve

c3v + b4ve
c4v + b5ve

c5v + b6ve
c6v) + b7ve

c7v ⇔

ενώ για την συνάρτηση y(x) = e−wx

e−v = 1− b1v − b2ve
c2v − b3ve

c3v − b4ve
c4v − b5ve

c5v − b6ve
c6v) − b7ve

c7v ⇔

Μπορούµε να γενικεύσουµε τις παραπανω σχέσεις για µια µέθοδο s-σταδίων
ως εξής :

e±v = 1± v
s∑

j=1

bje
±cjv

3.2.2 Τριγωνοµετρική προσαρµογή

Αν η µεταβλητή w είναι ϕανταστικός αριθµός πρέπει η µέθοδος να είναι ακριβής
τόσο για την συνάρτηση cos(wx) όσο και για την συνάρτηση sin(wx). Θα κατασκευ-
άσουµε τις συνθήκες της τριγωνοµετρικής προσαρµογής για κάθε στάδιο.

΄Εστω ότι

y(x) = eiwx

µε
y′(x) = (eiwx)′ = iweiwx

και αν απαιτείται η µέθοδος να είναι ακριβής για κάθε στάδιο της διαδικασίας, µε
δεδοµένο ότι c1 = 0, προκύπτουν τα εξής

� Πρώτο στάδιο :

k1 = f(xn, yn)

οπότε έχουµε

eiwx = γ1e
iwx

cos(c1v) + isin(c1v) = γ1 ⇔
(1)γ1 = 1

� ∆εύτερο στάδιο :
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k2 = f(xn + c2h, γ2yn + ha21k1)

οπότε έχουµε

eiw(x+c2h) = γ2e
iwx + ha21iwe

iwx

µε wh=v

eic2v = γ2 + ia21v ⇔
cos(c2v) + isin(c2v) = γ2 + ia21v ⇔

(2)

{
γ2 = cos(c2v)

a21 =
sin(c2v

v

� Τρίτο στάδιο :

k3 = f(xn + c3h, γ3yn + h(a31k1 + a32k2))

οπότε έχουµε

eiw(x+c3h) = γ3e
iwx + ha31iwe

iwx + ha32iwe
iw(x+c2h)

µε wh=v

eic3v = γ3 + ia31v + ia32ve
ic2v ⇔

cos(c3v) + isin(c3v) = γ3 + ia31v + ia32v(cos(c2v) + isin(c2v)) ⇔

(3)

{
cos(c3v) = γ3 − a32vsin(c2v)

sin(c3v) = a31v + a32vcos(c2v)
⇔

{
γ3 = cos(c3v) + a31vtan(c2v) + sin(c3v)tan(c2v)

a32 = − sec(c2v)(a31v−sin(c3v))
v

� Τέταρτο στάδιο :

k4 = f(xn + c4h, γ4yn + h(a41k1 + a42k2 + a43k3)

οπότε έχουµε

eiw(x+c4h) = γ4e
iwx + ha41iwe

iwx + ha42iwe
iw(x+c2h) + ha43iwe

iw(x+c3h)
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µε wh=v

eic4v = γ4 + ia41v + ia42ve
ic2v + ia43ve

ic3v ⇔
cos(c4v) + isin(c4v) =

γ4 + ia41v + ia42v(cos(c2v) + isin(c2v)) + ia43v(cos(c3v) + isin(c3v)) ⇔

(4)

{
cos(c4v) = γ4 − a42vsin(c2v)− a43vsin(c3v)

sin(c4v) = a41v + a42vcos(c2v) + a43vcos(c3v)
⇔


γ4 = cos(c4v) + a42vsin(c2v)− a41vtan(c3v)

−a42vcos(c2v)tan(c3v) + sin(c4v)tan(c3v)

a43 = −a41vsec(c3v)+a42vcos(c2v)sec(c3v)−sec(c3v)sin(c4v)
v

� Πέµπτο στάδιο :

k5 = f(xn + c5h, γ5yn + h(a51k1 + a52k2 + a53k3 + a54k4))

οπότε έχουµε

eiw(x+c5h) =
γ5e

iwx + ha51iwe
iwx + ha52iwe

iw(x+c2h) + ha53iwe
iw(x+c3h) + ha54iwe

iw(x+c4h)

µε wh=v

eic5v = γ5 + ia51v + ia52ve
ic2v + ia53ve

ic3v + ia54ve
ic4v ⇔

cos(c5v) + isin(c5v) = γ5 + ia51v + ia52v(cos(c2v) + isin(c2v)) +
ia53v(cos(c3v) + isin(c3v)) + ia54v(cos(c4v) + isin(c4v)) ⇔

(5)

{
cos(c5v) = γ5 − a52vsin(c2v)− a53vsin(c3v)− a54vsin(c4v)

sin(c5v) = a51v + a52vcos(c2v) + a53vcos(c3v) + a54vcos(c4v)
⇔


γ5 = cos(c5v) + a52vsin(c2v) + a53vsin(c3v)− a51vtan(c4v)

−a52vcos(c2v)tan(c4v)− a53vcos(c3v)tan(c4v) + sin(c5v)tan(c4v)

a54 = −a51vsec(c4v)+a52vcos(c2v)sec(c4v)+a53vcos(c3v)sec(c4v)−sec(c4v)sin(c5v)
v

� ΄Εκτο στάδιο :
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k6 = f(xn + c6h, γ6yn + h(a61k1 + a62k2 + a63k3 + a64k4 + a65k5))

οπότε έχουµε

eiw(x+c6h) = γ6e
iwx + ha61iwe

iwx + ha62iwe
iw(x+c2h) + ha63iwe

iw(x+c3h) +
ha64iwe

iw(x+c4h) + ha65iwe
iw(x+c5h)

µε wh=v

eic6v = γ6 + ia61v + ia62ve
ic2v + ia63ve

ic3v + ia64ve
ic4v + ia65ve

ic5v ⇔

cos(c6v)+isin(c6v) = γ6+ia61v+ia62v(cos(c2v)+isin(c2v))+ia63v(cos(c3v)+
isin(c3v)) + ia64v(cos(c4v) + isin(c4v)) + ia65v(cos(c5v) + isin(c5v)) ⇔

(6)

{
cos(c6v) = γ6 − a62vsin(c2v)− a63vsin(c3v)− a64vsin(c4v)− a65vsin(c5v)

sin(c6v) = a61v + a62vcos(c2v) + a63vcos(c3v) + a64vcos(c4v) + a65vcos(c5v)
⇔



γ6 = cos(c6v) + a62vsin(c2v) + a63vsin(c3v) + a64vsin(c4v)− a61vtan(c5v)

−a62vcos(c2v)tan(c5v)− a63vcos(c3v)tan(c5v)− a64vcos(c4v)tan(c5v)

+sin(c6v)tan(c5v)

a65 = −a61sec(c5v)− a62cos(c2v)sec(c5v)− a63cos(c3v)sec(c5v)

−a64cos(c4v)sec(c5) +
sec(c5v)sin(c6v)

v

� ΄Εβδοµο στάδιο :

k7 = f(xn + c7h, γ7yn + h(a71k1 + a72k2 + a73k3 + a74k4 + a75k5 + a76k6))

οπότε έχουµε

eiw(x+c7h) = γ7e
iwx + ha71iwe

iwx + ha72iwe
iw(x+c2h) + ha73iwe

iw(x+c3h) +
ha74iwe

iw(x+c4h) + ha75iwe
iw(x+c5h) + ha76iwe

iw(x+c6h)

µε wh=v

eic7v = γ7 + ia71v + ia72ve
ic2v + ia73ve

ic3v + ia74ve
ic4v + ia75ve

ic5v ⇔

cos(c7v) + isin(c7v) = γ7 + ia71v + ia72v(cos(c2v) + isin(c2v)) +
ia73v(cos(c3v) + isin(c3v)) + ia74v(cos(c4v) + isin(c4v)) + ia75v(cos(c5v) +

isin(c5v)) + ia76v(cos(c6v) + isin(c6v)) ⇔
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(7)



cos(c7v) = γ7 − a72vsin(c2v)− a73vsin(c3v)− a74vsin(c4v)

−a75vsin(c5v)− a76vsin(c6v)

sin(c7v) = a71v + a72vcos(c2v) + a73vcos(c3v) + a74vcos(c4v)

+a75vcos(c5v) + a76vcos(c6v)

⇔



γ7 = − 1
c6cos(v)

(−c6cos(v)cos(c7v)− a72c6cos(v
2)sin(c2v)− a73c6cos(v

2)sin(c3v)

−a74c6cos(v
2)sin(c4v)− a75c6cos(v

2)sin(c5v) + a71vsin(c6v)

+a72vcos(c2v)sin(c6v) + a73vcos(c3v)sin(c6v) + a74vcos(c4v)sin(c6v)

+a75vcos(c5v)sin(c6v)− sin(c6v)sin(c7v))

a76 = − 1
c6cos(v2)

(a71v + a72vcos(c2v) + a73vcos(c3v) + a74vcos(c4v)

+a75vcos(c5v)− sin(c7v)

Μπορούµε να γενικεύσουµε τις σχέσεις (1) έως (7) για µια µέθοδο s-σταδίων ως
εξής :

cos(civ) = γi − v
i−1∑
j=1

aijsin(cjv)

sin(civ) = v
i−1∑
j=1

aijcos(cjv)

Για να είναι ακριβής η µέθοδος για y(x) = eiwx ϑα πρέπει να ισχύει :

yn+1 = yn + h(b1k1 + b2k2 + b3k3 + b4k4 + b5k5 + b6k6 + b7k7)

eiw(x+h) = eiwx + hb1iwe
iwx + hb2iwe

iw(x+c2h) + hb3iwe
iw(x+c3h) + hb4iwe

iw(x+c4h) +
hb5iwe

iw(x+c5h) + hb6iwe
iw(x+c6h) + hb7iwe

iw(x+c7h)

µε wh=v

eiv = 1 + b1iv + b2ive
ic2v + b3ive

ic3v + b4ive
ic4v + b5ive

ic5v + b6ive
ic6v) + b7ive

ic7v ⇔
cos(v) + isin(v) = 1 + ib1v + ib2v(cos(c2v) + isin(c2v)) + ib3v(cos(c3v) +

isin(c3v)) + ib4v(cos(c4v) + isin(c4v)) + ib5v(cos(c5v) + isin(c5v)) +
ib6v(cos(c6v) + isin(c6v)) + ib7v(cos(c7v) + isin(c7v))
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΄Αρα

cos(v) = 1−b2vsin(c2v)−b3vsin(c3v)−b4vsin(c4v)−b5vsin(c5v)−b6vsin(c6v)−
b7vsin(c7v)
sin(v) = b1v+b2vcos(c2v)+b3vcos(c3v)+b4vcos(c4v)+b5vcos(c5v)+b6vcos(c6v)+
b7vcos(c7v)

Μπορούµε να γενικεύσουµε τις παραπάνω σχέσεις για µια µέθοδο s-σταδίων
ως εξής :

cos(v) = 1− v
s∑

j=1

bjsin(cjv)

sin(v) = v
s∑

j=1

bjcos(cjv)
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Κεφάλαιο 4

Εφαρµογή στο πρόβληµα δύο
σωµάτων

4.1 Το πρόβληµα δύο σωµάτων του Kepler

Στην κλασική µηχανική το πρόβληµα του Kepler είναι µία ειδική περίπτωση του
προβλήµατος δύο σωµάτων. Το πρόβληµα δύο σώµατων προέκυψε αρχικά από την
ανάγκη για µελέτη της κίνησης των πλανητών γύρω από τον ήλιο και αργότερα
της κίνησης των δορυφόρων παρατήρησης και τηλεπικοινωνίας που είναι σήµερα
αντικείµενο µε ευρύ ϕάσµα εφαρµογών. Αφορά δύο σώµατα που αλληλεπιδρούν
µε µία κεντρική δύναµη F , η οποία µπορεί να είναι είτε ελκτική είτε απωστική.

Πιο συγκεκριµένα ο Kepler µελετησε την κίνηση ενός πλανήτη γύρω από τον
ήλιο όταν αγνοήσουµε την ύπαρξη των άλλων πλανητών και ϑεώρησουµε τα σώµατα
ως ακίνητα υλικά σηµεία, λόγω του σφαιρικού τους σχήµατος και των µεταξύ τους
αποστάσεων ,που είναι πολύ µεγάλες σε σύγκριση µε την χαρακτηριστική τους δι-
άσταση.

Σε αυτή την περίπτωση η κίνηση των δύο σωµάτων περιγράφεται από το νόµο
ϐαρύτητας του Νεύτωνα και έχουµε :

mr′′ = −GmM

∥r∥3
r

όπου
M : η µάζα του ήλιου m : η µάζα του πλανήτη
G : η ϐαρυτική σταθερά και r : η απόσταση των δύο σωµάτων

Θεωρούµε τον ήλιο στην αρχή των αξόνων οπότε η ϑέση του πλανήτη την χρονική
στιγµή t περιγράφεται από το διάνυσµα r(t) = (x(t), y(t)). Επίσης η τροχιά είναι
ελλειπτική , σύµφωνα µε τον 1o νόµο του Kepler, µε τον ήλιο να ϐρίσκεται στην
µία εστία της έλλειψης.

Κανονικοποιούµε το πρόβληµα µε τις µάζες και την ϐαρυτική σταθερα να α-
ντικαθίστανται από τη µονάδα και ϑέτουµε q1(t) = x(t) και q2(t) = y(t) οπότε
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προκύπτει το παρακάτω σύστηµα

q′′1 = − q1√
(q21 + q22)

3

q′′2 = − q2√
(q21 + q22)

3

όπως είδαµε και στο πρώτο κεφάλαιο µπορούµε να µετατρέψουµε µία διαφορική
εξίσωση δεύτερης τάξης σε ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης

q′1 = p1

p′1 = − q1√
(q21 + q22)

3

q′2 = p2

p′2 = − q2√
(q21 + q22)

3

΄Εστω οι αρχικές συνθήκες

q1(0) = 1− e

p1(0) = 0

q2(0) = 0

p2(0) =

√
1 + e

1− e

όπου e : η εκκεντρότητα της ελλειπτικής τροχιάς , µε 0 ≤ e < 1
Η ελλειπτική τροχιά που αναπαριστά τη λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών στο
επίπεδο (q1(t), q1(t)) είναι η έλλειψη

(q1 + e)2 +
q22

1− e2
= 1

Η λύση του προβλήµατος είναι περιοδική µε περίοδο 2π και δίνεται από τους
τύπους

q1(t) = cos(E)− e

q2(t) =
√
1− e2sin(E)

όπου E : η ανωµαλία της εκκεντρότητας της ελλειπτικής τροχιάς , η οποία δίνεται
στην πεπλεγµένη ως προς το χρόνο t µορφή

t = E − esin(E)
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Αν παραγωγίσουµε προκύπτει

p1(t) =
sin(E)

ecos(E)− 1

p2(t) =

√
1− e2cos(E)

1− ecos(E)

Για e = 0 η τροχιά είναι κυκλική και η αναλυτική λύση είναι

q1(t) = cos(t)

q2(t) = sin(t)

Προκειµένου να εφαρµόσουµε τις αριθµητικές µεθόδους των προηγούµενων κεφα-
λαίων στο συγκεκριµένο πρόβληµα ϑα ϑεωρήσουµε το παρακάτω διάνυσµα λύσης
y µε συντεταγµένες τα q1, p1, q2, p2.

y(t) =


q1(t)
p1(t)
q2(t)
p2(t)


οπότε η παράγωγος δίνεται από το διάνυσµα

y′(t) =



y2(t)

− y1(t)√
(y1(t)2+y3(t)2)3

y4(t)

− y3(t)√
(y1(t)2+y3(t)2)3


Τα ορίσµατα εξόδου είναι το x (ένας πίνακας διάστασης nx1 ) που περιέχει τα
σηµεία διαµέρισης στα οποία υπολογίζεται η αριθµητική λύση και το διάνυσµα
y (ένας πίνακας διάστασης nx4 ) που περιέχει σε κάθε στήλη κάθε συντεταγµένη
της αριθµητικής λύσης σε κάθε στοιχείο του x (στην πρώτη στήλη την y1(t), στην
δευτερη την y2(t), κ.ο.κ.)

Πίνακας 4.1.1. Συντεταγµένες της αριθµητικής λύσης για το διάνυσµα x

t y1(t) y2(t) y3(t) y4(t)
x y1(:, t) y2(:, t) y3(:, t) y4(:, t)

x(1) y1(1, 1) y2(1, 2) y3(1, 3) y4(1, 4)
x(2) y1(2, 1) y2(2, 2) y3(2, 3) y4(2, 4)

...
...

...
...

...
x(n) y1(n, 1) y2(n, 2) y3(n, 3) y4(n, 4)
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4.2 Αριθµητικα αποτελέσµατα

Υλοποιήθηκαν συνολικά 12 αριθµητικές µεθοδοι, 6 άµεσες µέθοδοι Runge - Kutta
και 6 τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένες κατά G.Vanden Berghe στο πρόβληµα δύο
σωµάτων του Kepler. Ο υπολογισµός των σφαλµάτων έγινε µε Matlabενώ η κατα-
σκευή των µεθόδων έγινε σε Mathematica.Οι µέθοδοι που υλοποιήθηκαν είναι :

� Μία µέθοδος Runge - Kutta τεσσάρων σταδίων 4ης τάξης (RK 4 A)

� Τέσσερεις µέθοδοι Runge - Kutta έξι σταδίων 5ης τάξης
(RK 5 A,RK 5B,RK 5D,RK 5G)

� Μία µέθοδος Runge - Kutta επτά σταδίων 6ης τάξης (RK 6 A)

� Μία µέθοδος τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένη κατά G.Vanden Berghe τεσ-
σάρων σταδίων 4ης τάξης (RK 4 A TF )

� Τέσσερεις µέθοδοι τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένες κατά G.Vanden Berghe
έξι σταδίων 5ης τάξης (RK 5 A TF,RK 5B TF,RK 5D TF,RK 5G TF )

� Μία µέθοδος τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένη κατά G.Vanden Berghe επτά
σταδίων 6ης τάξης (RK 6 A TF )

Σε κάθε µέθοδο χρησιµοποιήθηκε διάστηµα ολοκλήρωσης [0, 10] και εφαρ-
µόστηκαν δύο διαµερίσεις , µία για n = 50 σηµεία και µία για n = 100 σηµεία,
µε ϐήµα h = 0.2 και h = 0.1 αντίστοιχα. ∆εχτήκαµε, επίσης, ότι e = 0 και v = h
για τις τριγωνοµετρικά προσαρµοσµένες µεθόδους, ενώ για τον υπολογισµό των
σφαλµάτων εφαρµόστηκε η Ευκλείδεια νόρµα.
Στον πίνακα που ακολουθεί δίνονται τα σφάλµατα που προέκυψαν για τις αριθµη-
τικές λύσεις σε σχέση µε τις πραγµατικές.

78



Πίνακας 4.2.1. Σφαλµάτα των αριθµητικών µεθόδων για n = 50και n = 100

Μεθοδος Στάδια Τάξη Σφάλµα n = 50 Σφάλµα n = 100

RK 4 A 4 4 4.8248e− 04 2.7549e− 05
RK 5 A 6 5 1.9942e− 05 6.0156e− 07
RK 5B 6 5 5.8985e− 05 1.9230e− 06
RK 5D 6 5 2.6922e− 04 8.5711e− 06
RK 5G 6 5 7.2898e− 05 2.4151e− 06
RK 6 A 7 6 1.0788e− 05 1.4488e− 07

RK 4 A TF 4 4 6.1712e− 14 3.7123e− 14
RK 5 A TF 6 5 5.5858e− 15 2.4976e− 14
RK 5B TF 6 5 1.9845e− 14 8.0787e− 14
RK 5D TF 6 5 5.1835e− 14 1.1662e− 13
RK 5G TF 6 5 5.9134e− 15 3.4218e− 14
RK 6 A TF 7 6 1.6523e− 14 1.8984e− 14

Ξεκινώντας από τις άµεσες µεθόδους παρατηρούµε ότι τα σφάλµατα µειώνονται
όσο αυξάνουν τα σηµεία διαµέρισης. Η µείωση είναι της τάξης των δύο δεκαδι-
κών ψηφίων το οποίο υποδηλώνει ικανοποιητική αύξηση της ακρίβειας. Ενδεικτι-
κά για την µέθοδο 4ης τάξης RK 4 A το σφάλµα µειώθηκε από 4.8248e − 04 σε
2.7549e−05, για την µέθοδο 5ης τάξης RK5A το σφάλµα µειώθηκε από 1.9942e−05
σε 6.0156e − 07 και για την µέθοδο 6ης τάξης RK 6 A το σφάλµα µειώθηκε από
1.0788e− 05 σε 1.4488e− 07.

Επίσης η µετάβαση σε µέθοδο µεγαλύτερης τάξης δείχνει να µειώνει την α-
πόκλιση της προσεγγιστικής λύσης από την πραγµατική. Αν επικεντρωθούµε στην
διαµέριση των 50 σηµείων µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι τα σφάλµατα
µικραίνουν κατά µήκος της στήλης, καθώς πάµε από την RK 4 A , που είναι 4ης
τάξης, στην RK 6 A , που είναι 6ης τάξης. (∆ιάγραµµα 4.2.1)

∆ιάγραµµα 4.2.1. Σφάλµατα άµεσων µεθόδων ανά σηµείο για διαµέριση µε n = 50
σηµεία
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Αναφορικά µε τις µεθόδους τριγωνοµετρικής προσαρµογής κατά G.Vanden
Berghe παρατηρείται και εδώ µείωση των σφαλµάτων καθώς αυξάνεται η τάξη της
µεθόδου. Η µείωση είναι της τάξης του ενός δεκαδικού ψηφίου ίσως και µικρότε-
ϱη αλλα ωστόσο υπαρκτή, ενισχύοντας την ϑεώρηση ότι η τάξη της µεθόδου είναι
καθοριστική για την ακρίβεια που επιθυµούµε να επιτύχουµε. (∆ιάγραµµα 4.2.2)

∆ιάγραµµα 4.2.2. Σφάλµατα µεθόδων τριγωνοµετρικής προσαρµογής ανά σηµείο
για διαµέριση µε n = 50 σηµεία
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Αξίζει να επισηµάνουµε οτι συγκριτικά µε τις άµεσες µεθόδους Runge - Kutta οι
µέθοδοι τριγωνοµετρικής προσαρµογής κατά G.Vanden Berghe εµφανίζουν σηµα-
ντικά µικρότερα σφάλµατα, της τάξης των 13 έως 15 δεκαδικών ψηφίων ακρίβειας.
Η µέθοδος RK 4 A δίνει σφάλµα 4.8248e − 04 ενώ η RK 4 A TF δίνει σφάλµα
6.1712e − 14, . Αντίστοιχα είναι τα αποτελέσµατα και για τις µεγαλύτερες τάξεις,
για παράδειγµα η µέθοδος RK 5 B δίνει σφάλµα 5.8985e− 05 ενώ η RK 5 B TF
δίνει σφάλµα 1.9845e− 14, και η µέθοδος RK 6 A δίνει σφάλµα 1.0788e− 05 ενώ
η RK 6 A TF δίνει σφάλµα 1.6523e− 14.

Τα σφάλµατα των µεθόδων τριγωνοµετρικής προσαρµογής κατά G.Vanden Berghe
ϕαίνεται να δίνουν µεγαλύτερο σφάλµα όσο αυξάνονται τα σηµεία διαµέρισης αλ-
λά τα αποτελέσµατα δεν ϑεωρούνται αξιόπιστα καθώς η ακρίβεια των σφαλµάτων
είναι της τάξης των υπολογιστικών δυνατοτήτων των προγραµµάτων και ενδέχεται
να οφείλεται σε στρογγυλοποιήσεις.
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Παράρτηµα
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Μέθοδοι Runge-Kutta που υλοποιήθηκαν:
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Μέθοδος 6 σταδίων 5ης τάξης :
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Μέθοδος 6 σταδίων 5ης τάξης :
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Μέθοδος 6 σταδίων 5ης τάξης :
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Μέθοδος 7 σταδίων 6ης τάξης :
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