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Περίληψη 

Η έννοια του ορίου υπήρξε πάντα μία από τις πιο δύσκολες προς κατανόηση έννοιες 

για τους μαθητές. Σε αυτή την έρευνα επιχειρείται να αντιμετωπιστεί αυτό το πρόβλημα 

παρακολουθώντας τα στάδια μέσα από τα οποία διαμορφώθηκε αυτή η έννοια κατά τη 

διάρκεια των αιώνων. Με τη βοήθεια τριών ομάδων μαθητών της Γ΄ Λυκείου, 

χρησιμοποιήθηκαν τρία σημαντικά ιστορικά προβλήματα που σχετίζονταν με τις 

έννοιες του απείρου, των απειροστών και της ιδέας του ορίου. Με καθοδηγούμενες 

συζητήσεις, επιχειρήθηκε να εντοπιστούν οι κοινές παρανοήσεις των μαθητών για το 

όριο μέσω αυτών των ιστορικών προβλημάτων. Παρόλα αυτά, ο ορισμός του ορίου δεν 

εισήχθη στους μαθητές, παρά μόνο στο τέλος των παραδόξων όταν ένιωσαν την 

έλλειψή του. Μέχρι εκείνο το σημείο, η άτυπη γνώση των μαθητών και η διαισθητική 

προσέγγισή τους στην έννοια του ορίου είχε αναλυθεί, σε σχέση με τον κατάλογο 

παρανοήσεων του Williams. Στο τέλος της έρευνας δόθηκε ένα ερωτηματολόγιο στους 

μαθητές, προκειμένου να διαπιστωθεί ποιες από τις κοινές παρανοήσεις ήταν ακόμα 

ανθεκτικές στο μυαλό τους και ποιες από αυτές είχαν εξαλειφθεί. Τα αποτελέσματα 

έδειξαν ότι η ιδέα του τείνει και δε φτάνει ήταν η πιο κυρίαρχη παρανόηση που ήταν 

δύσκολο να αντιμετωπιστεί. 

Λέξεις κλειδιά: όριο, άπειρο, απειροστά, παρανοήσεις 
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Abstract 

The limit concept has always been one of the trickiest concepts for students to grasp. In 

this research, we have attempted to face this problem by pursuing the stages in which 

this concept was formed during several centuries. With the aid of three groups of 12th 

grade High School students, we used three significant historical problems which 

involved the concepts of infinity, infinitesimals, the idea of limit, and through guided 

discussions we tried to carry our students through these problems in order to find out 

their common misconceptions. Nevertheless, we did not introduce the concept limit to 

students, until the end of the paradoxes when the felt the lack of it. Up to this point, the 

informal knowledge of students was analyzed and their intuitive approach to the limit 

notion, with respect to Williams' list of misconceptions. At the end of the research, a 

questionnaire was given to the students, to find out which of the common misconception 

were still apparent in students’ mind, and which of them had faded away. The results 

revealed that the idea of tending and not reaching was the most dominant 

misconception which was difficult to be removed.  

Key words: limit, infinity, infinitesimals, misconceptions 
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Εισαγωγή 

Παραφράζοντας τα λόγια του Paul Veyne, ο Νικολαντωνάκης (2005) αναφέρει πως η 

εισαγωγή μιας ιστορικής προσέγγισης έχει την αρετή να διδάσκει ότι δεν ήταν γνωστά 

πάντα τα πράγματα με τον τρόπο που τα ξέρουμε σήμερα και πως υπήρξαν πολλοί 

δισταγμοί και μονοπάτια που μας κατηύθυναν σε αυτό που διδάσκεται σήμερα. Η 

ιστορία φαίνεται να είναι πηγή για ενδιαφέροντα μαθηματικά προβλήματα και 

προτάσεις για την αντιμετώπιση εννοιολογικών δυσκολιών. Πράγματι, είναι χρήσιμο 

να αναζητηθεί η ιστορία ενός θέματος για να αποκτηθεί μία εικόνα σχετικά με αυτό 

θέμα, να διερευνηθεί η ανάπτυξη εννοιών και να αναλυθεί πώς και γιατί οι άνθρωποι 

προσπάθησαν να οργανώσουν ορισμένα φαινόμενα χωρίς να έχουν ακόμη καμία ιδέα 

για τις βασικές αρχές του Λογισμού (Freudenthal, 1991). Εκτός από τα εννοιολογικά 

επιχειρήματα, η ιστορία μπορεί να υποστηρίξει το διδακτικό ρεπερτόριο του δασκάλου 

και να φωτίσει τη φύση των μαθηματικών ως αναπτυσσόμενη επιστήμη (Gulikers & 

Blom, 2001). 

   Τα θετικά στοιχεία της ενσωμάτωσης της ιστορίας στη διδασκαλία των μαθηματικών 

έχουν λάβει σημαντική προσοχή και είναι αντικείμενο συζήτησης εδώ και δεκαετίες. 

Ωστόσο, πριν ληφθεί ως δογματική άποψη ότι η ιστορία πρέπει να ενσωματωθεί στα 

μαθηματικά, οφείλει ο καθένας να αναρωτηθεί γιατί η ιστορία των μαθηματικών 

κατέχει σημαντική θέση στα μαθηματικά που διδάσκονται στο σχολείο. Το να 

απαντηθεί αυτή η ερώτηση είναι δύσκολο, καθώς η απάντηση βασίζεται τόσο στις 

απόψεις των συντακτών του αναλυτικού προγράμματος σπουδών, όσο και των ίδιων 

των εκπαιδευτικών (Liu, 2003). Η λίστα του Fauvel (1991), η οποία περιλαμβάνει τους 

δεκαπέντε λόγους για τους οποίους η ενσωμάτωση της ιστορίας των μαθηματικών στη 

μαθηματική εκπαίδευση είναι σημαντική, εστιάζει στα γνωστικά και 

κοινωνικοπολιτισμικά οφέλη που θα αποκομίσουν οι μαθητές από αυτήν. Βασιζόμενοι 

λοιπόν στη λίστα του Fauvel, φαίνεται να τεκμηριώνεται η θετική συμβολή στοιχείων 

της ιστορίας των μαθηματικών στη διδασκαλία των μαθηματικών σε πέντε κατηγορίες 

επιχειρημάτων: 

 Η ιστορία μπορεί να αυξήσει το κίνητρο, ενώ ταυτόχρονα αναπτύσσει μια 

θετική στάση προς τη μάθηση. 
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 Συνεισφέρει στην κατανόηση των εννοιών και μαθηματικών προβλημάτων, 

βοηθώντας με αυτόν τον τρόπο στην αντιμετώπιση των δυσκολιών με τις οποίες 

έρχονται σε επαφή οι σημερινοί μαθητές. 

 Αναδεικνύει και υπογραμμίζει τον ανθρώπινο χαρακτήρα της μαθηματικής 

δραστηριότητας. 

 Δίνει στους εκπαιδευτικούς έναν οδηγό διδασκαλίας. 

 Τα ιστορικά προβλήματα συμβάλλουν στην ανάπτυξη μαθηματικής σκέψης 

των μαθητών. 

   Η έννοια του ορίου κατέχει καίρια θέση στη Μαθηματική Ανάλυση και είναι μια από 

τις πιο θεμελιώδεις έννοιες στα σύγχρονα μαθηματικά με εφαρμογές σε όλες τις θετικές 

επιστήμες. Είναι μια ιδιαίτερα δύσκολη έννοια, χαρακτηριστική του είδους σκέψης που 

απαιτείται στα ανώτερα μαθηματικά, που διεισδύει σε ολόκληρη τη Μαθηματική 

Ανάλυση ως θεμέλιο της θεωρίας προσέγγισης, της συνέχειας, του διαφορικού και του 

ολοκληρωτικού λογισμού. 

   Το όριο κατά κανόνα διδάσκεται με φορμαλιστικό τρόπο, αγνοώντας το γεγονός ότι 

είναι μια έννοια η οποία εξελίχθηκε με το πέρασμα των αιώνων και δεν είναι απλά μια 

έννοια από φόρμουλες και κανόνες. Το ερώτημα από πού προέρχεται ή η σημασία της 

ύπαρξής του παραμένει αναπάντητο στα σχολικά βιβλία. Για παράδειγμα, η έννοια 

διδάσκεται χωρίς ωστόσο η προσοχή των μαθητών να στρέφεται στην προέλευσή της. 

Αφού οι μαθητές διδαχτούν την έννοια του ορίου, συνήθως μαθαίνουν τις τεχνικές 

ώστε να λύνουν προβλήματα με όρια δίχως να ξέρουν τι σημαίνει και τι 

αντιπροσωπεύει η συγκεκριμένη έννοια. Πράγματι, πολλοί ερευνητές (Bagni, 2005; 

Tall, 1990; Tall & Vinner, 1981; Williams, 1991) ασχολήθηκαν με τις δυσκολίες που 

αντιμετωπίζουν οι μαθητές στην προσπάθειά τους να κατανοήσουν την έννοια του 

ορίου. 

   Οι παρανοήσεις των μαθητών στην έννοια του ορίου είναι βαθιές και πολύπλοκες. 

Από τη μία, θα μπορούσε να ειπωθεί ότι αυτές οι παρανοήσεις προκαλούνται από τη 

μαθηματική γλώσσα που χρησιμοποιείται για την περιγραφή του ορίου. Εκφράσεις 

όπως τείνει να, προσεγγίζει και συγκλίνει που χρησιμοποιούνται στη διδασκαλία για την 

εκμάθηση του ορίου έχουν λεπτά και διαφορετικά νοήματα από τη φυσική γλώσσα, 

καθώς χρησιμοποιούνται σε μαθηματικό επίπεδο, γεγονός που ενδέχεται να 

προκαλέσει σύγχυση στους μαθητές (Monaghan, 1991). Από την άλλη, η παρανοήσεις 

των μαθητών είναι αποτέλεσμα του δυναμικού χαρακτήρα του ορίου πλαισιωμένο από 
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έναν υψηλό βαθμό μαθηματικής αυστηρότητας και τυποποίησης, που δυσκολεύει όχι 

μόνο τους μαθητές αλλά και τους καθηγητές των μαθηματικών (Τουμάσης, 2004). Αν 

και οι παραπάνω έρευνες παρείχαν τη δυνατότητα να κατανοηθούν πληρέστερα οι 

υποκείμενες γνωστικές και εννοιολογικές δυσκολίες, τα ζητήματα που σχετίζονται με 

την διδασκαλία και τη μάθηση της έννοιας του ορίου δεν έχουν διερευνηθεί εντελώς. 

   Ο σκοπός αυτής της έρευνας είναι να εξετάσει αν οι ιστορικές αναφορές θα 

βελτιώσουν την κατανόηση των μαθητών στην έννοια του ορίου, ως θεμελιώδη έννοια 

στη Μαθηματική Ανάλυση. Το εγχείρημα της έρευνας είναι να διαπιστωθεί ο βαθμός 

που η ενσωμάτωση της ιστορικής εξέλιξης της έννοιας του ορίου συμβάλλει στη 

γνωστική ανάπτυξη των μαθητών στην εν λόγω έννοια. Ακολουθεί μια σύντομη 

διάρθρωση των κεφαλαίων της εργασίας. 

   Στο κεφάλαιο 1 παρουσιάζεται η ιστορική εξέλιξη της έννοιας του ορίου από την 

αρχαιότητα όπου παρατηρούνται κάποιες έμμεσες αναφορές σε αυτήν, έως τον 19ο 

αιώνα όπου γίνεται η εδραίωση της σχετικής έννοιας. 

   Στο  κεφάλαιο 2 περιγράφεται ο τρόπος με τον οποίο παρουσιάζεται η έννοια του 

ορίου και οι αναπαραστάσεις του στα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηματικών της 

Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης με κάποιες διδακτικές επισημάνσεις. 

   Στο κεφάλαιο 3 γίνεται η παρουσίαση του θεωρητικού πλαισίου, όπου περιγράφονται 

οι παρανοήσεις των μαθητών και οι γενικότερες αντιλήψεις τους στα όρια, φαινόμενα 

ορίων καθώς επίσης και η έννοια της διαίσθησης.  

   Στο κεφάλαιο 4 ακολουθούν τα ερευνητικά ερωτήματα, τα οποία αποτέλεσαν το 

έναυσμα της εργασίας. 

   Στο κεφάλαιο 5 γίνεται περιγραφή της μεθοδολογίας που ακολουθείται, αναλύοντας 

τα 3 φύλλα εργασίας μέσω των οποίων έγιναν οι διδακτικές παρεμβάσεις, καθώς επίσης 

το γνωστικό τεστ που δόθηκε στους μαθητές στο τέλος της παρέμβασης. Έπειτα 

παρουσιάζεται το δείγμα της έρευνας και η μέθοδος συλλογής δεδομένων. 

   Στο κεφάλαιο 6 αναφέρονται τα αποτελέσματα που συλλέχθηκαν από τις τρεις 

διδακτικές παρεμβάσεις και το γνωστικό τεστ. 

   Στο κεφάλαιο 7 ακολουθεί η διεξαγωγή των τελικών συμπερασμάτων της έρευνας. 

   Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάζεται η ενότητα της συζήτησης, όπου γίνεται σύγκριση της 

έρευνάς με άλλες έρευνες και αναφέρονται οι περιορισμοί που συναντήθηκαν κατά τη 

διεξαγωγή της. 
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1  Η Έννοια του Ορίου: Ιστορική Εξέλιξη 

Είναι χρήσιμο να αναζητηθεί η ιστορία της έννοιας του ορίου για να προσδιοριστούν 

οι περίοδοι της σταδιακής ανάπτυξης καθώς και οι δυσκολίες που προέκυψαν, οι οποίες 

ενδέχεται να υποδεικνύουν την παρουσία επιστημολογικών εμποδίων. Σύμφωνα με τον 

Cornu (1991) η ιστορική ανάπτυξη της έννοιας του ορίου συνέβαλε στην προσπάθεια 

αντιμετώπισης τριών κυρίως τύπων προβλημάτων: 

 Γεωμετρικά προβλήματα (υπολογισμοί εμβαδών, εκτίμηση της φύσης των                 

γεωμετρικών μηκών, μέθοδος της εξάντλησης). 

 Το πρόβλημα του αθροίσματος και του ρυθμού σύγκλισης μιας σειράς.  

 Προβλήματα που σχετίζονται με τη διαφόριση (τα οποία προέρχονται από τη 

σχέση μεταξύ δύο ποσοτήτων που τείνουν ταυτόχρονα στο μηδέν). 

   Ο δρόμος όμως μέχρι να καταλήξει κανείς στον ορισμό του ορίου όπως είναι γνωστός 

σήμερα, ήταν μακρύς. Η μέθοδος της εξάντλησης του Εύδοξου εισήγαγε για πρώτη 

φορά στην ιστορία των Μαθηματικών την ιδέα του ορίου, η οποία μέχρι και την εποχή 

του Newton δεν μπορούσε να αποδοθεί με τη λογική αυστηρότητα των Μαθηματικών 

αλλά παρέμενε βασισμένη στη λογική διαίσθηση και ενόραση. Ως εκ τούτου, η έννοια 

της συνέχειας καθώς και άλλες βασικές έννοιες της Ανάλυσης όπως η παράγωγος και 

το ολοκλήρωμα περιείχαν - στα πρώτα στάδια της εξέλιξής τους - ορισμένες ασάφειες, 

που οφείλονταν κυρίως στην αδυναμία των μαθηματικών να διαπραγματευτούν με 

λογική αυστηρότητα την έννοια του απείρως μικρού και του απείρως μεγάλου. Αυτή η 

αδυναμία οδηγούσε πολλούς να αμφισβητούν τα θεμέλια πάνω στα οποία στηριζόταν 

το οικοδόμημα της Μαθηματικής Ανάλυσης και να συνδέουν τα εντυπωσιακά 

αποτελέσματά της με ορισμένες μεταφυσικές ερμηνείες (Θωμαΐδης, 2016). 

   Η ιστορική αναδρομή που ακολουθεί ξεκινά από την αρχαίους Έλληνες, στις μελέτες 

των οποίων παρατηρούνται κάποιες έμμεσες αναφορές στην έννοια του ορίου, και 

καταλήγει στον 19ο αιώνα όπου γίνεται η αυστηρή θεμελίωση της έννοιας του ορίου. 

Παρουσιάζονται οι διεργασίες και οι συγκρούσεις που συνέβησαν σε όλο αυτό το 

διάστημα και οι οποίες είχαν ως αποτέλεσμα την εξέλιξη της έννοιας του ορίου. 

Επιπλέον αναφέρονται οι λόγοι που συνέβαλαν σε αυτήν την εξέλιξη. 
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1.1  Οι Πρώιμες Εκφάνσεις του Ορίου στην Αρχαιότητα 

Οι ιστορικές ρίζες του αριθμητικού ορίου δεν είναι τόσο αρχαίες όσο οι ιστορικές ρίζες 

των απείρων διαδικασιών. Στα έργα των αρχαίων Ελλήνων συναντάμε την έννοια του 

ορίου, η οποία είναι κυρίως γεωμετρική. Η σύλληψή της και η κατανόησή της 

στηρίζεται στη διαίσθηση και την ενόραση και συνδέεται με την εύρεση 

προσεγγιστικών λύσεων σε προβλήματα, όπως η τριχοτόμηση γωνίας, το Δήλιο 

πρόβλημα και ο τετραγωνισμός του κύκλου. Η έννοια μιας οριακής διαδικασίας είναι 

μία «επ’ άπειρον προσέγγιση».  

1.1.1  Πυθαγόρεια Σχολή 

Η κοσμοθεωρία των Πυθαγορείων βασίζονταν στη ρητή δόμηση του σύμπαντος, 

δηλαδή ότι όλες οι δομικές σχέσεις του σύμπαντος είναι σχέσεις λόγων θετικών 

ακεραίων αριθμών. Επίσης, θεωρούσαν ότι δύο οποιαδήποτε ευθύγραμμα τμήματα 

ήταν σύμμετρα, δηλαδή είχαν μια κοινή μονάδα μέτρησης και ότι κάθε γραμμή 

αποτελείται από σημεία τα οποία έχουν σχήμα μικρής σφαίρας. Κάθε τέτοια σφαίρα 

έχει μέγεθος και όλες οι σφαίρες είναι ίσες μεταξύ τους (Εξαρχάκος, 1993). 

    Πιο αναλυτικά, δοθέντων δύο ευθυγράμμων τμημάτων 𝛢𝛣 και 𝛭𝛮 με 𝛢𝛣 > 𝛭𝛮 

μπορούμε να βρούμε το κοινό τους μέτρο με την ακόλουθη διαδικασία: Πάνω στο 𝛢𝛣 

παίρνουμε σημεία 𝛤, 𝛥, 𝛦 τέτοια ώστε 𝛢𝛤 = 𝛤𝛥 = 𝛥𝛦 = 𝛭𝛮, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω Σχήμα 1.1. 

 

Σχήμα 1.1 Διαδικασία της ανθυφαίρεσης ή ανταναίρεσης (γνωστή σήμερα ως       

αλγόριθμος του Ευκλείδη) 

Αν το μήκος του 𝛦𝛣 = 0, τότε το κοινό τους μέτρο είναι το ευθύγραμμο τμήμα 𝛭𝛮. 

Διαφορετικά, επαναλαμβάνεται η ίδια διαδικασία για τα τμήματα 𝛭𝛮 και 𝛦𝛣. Αν το 
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μήκος του 𝛨𝛮 ≠ 0 επαναλαμβάνεται αυτή η διαδικασία για τα τμήματα 𝛦𝛣 και 𝛨𝛮. 

Οι Πυθαγόρειοι είχαν την αντίληψη ότι μετά από έναν αριθμό βημάτων θα κατέληγαν 

σε ένα ευθύγραμμο τμήμα, ενδεχομένως αρκετά μικρό, τέτοιο ώστε το μήκος του να 

είναι το κοινό μέτρο των δύο ευθυγράμμων τμημάτων 𝛢𝛣 και 𝛭𝛮.  

   Αν όμως η παραπάνω μέθοδος εφαρμοστεί για τη διαγώνιο και την πλευρά ενός 

τετραγώνου, το μήκος του εναπομείναντος ευθυγράμμου τμήματος είναι πάντοτε 

διάφορο του μηδενός οσοδήποτε μεγάλος και αν είναι ο αριθμός των βημάτων. Η 

διαπίστωση αυτή αποτέλεσε την αρχή της ανακάλυψης των άρρητων αριθμών, 

κλονίζοντας συθέμελα το φιλοσοφικό οικοδόμημα των Πυθαγορείων (Αυγερινός & 

Κιουλάφας, 2004). 

   Οι Πυθαγόρειοι μετά την ανακάλυψη της ασυμμετρίας πλευράς και διαγωνίου του 

τετραγώνου, δηλαδή ότι ο αριθμός √2 είναι άρρητος, προσπάθησαν να βρουν 

προσεγγιστικές τιμές για τον αριθμό αυτόν. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να εμπλακούν 

με την έννοια του απείρου η οποία υποκρύπτεται μέσω της διαδικασίας της 

προσέγγισης. Η διαδικασία που ακολούθησαν περιλαμβάνεται σε όσα αναφέρει ο Θέων 

ο Σμυρναίος (2ος μ.Χ. αιώνας) και αργότερα ο Πρόκλος (5ος μ.Χ. αιώνας) για τους 

πλευρικούς και διαμετρικούς αριθμούς. Πλευρικοί αριθμοί καλούνται οι αριθμοί που 

παριστάνουν τα μήκη πλευρών των τετραγώνων, ενώ διαμετρικοί αριθμοί καλούνται 

αυτοί που παριστάνουν τα μήκη των αντίστοιχων διαγωνίων των τετραγώνων αυτών.   

   Η διαδικασία είναι η εξής: Σε δοσμένο (απειροελάχιστο) τετράγωνο με πλευρά και 

διαγώνιο ίσες με τη μονάδα προστίθενται η πλευρά και η διάμετρός του και το 

άθροισμα που προκύπτει αποτελεί την πλευρά του μεγαλύτερου (επόμενου) 

τετραγώνου. Στο διπλάσιο της πλευράς του δοθέντος τετραγώνου προστίθενται η 

διάμετρός του και το άθροισμα που προκύπτει είναι η διάμετρος του μεγαλύτερου 

τετραγώνου. Επαναλαμβάνεται η μέθοδος αυτή της κατασκευής μεγαλύτερων 

τετραγώνων επ’ άπειρον (Σταμάτης,1975). 
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Σχήμα 1.2 Η ασυμμετρία της διαγωνίου δ ενός τετραγώνου πλευράς α 

Η προηγούμενη περιγραφή οδηγεί στις αναδρομικές σχέσεις:  

𝑎𝜈+1 = 𝛼𝜈 + 𝛿𝜈  και  𝛿𝜈+1 = 2𝛼𝜈 + 𝛿𝜈 

όπου 𝛼𝜈, 𝛿𝜈 η πλευρά και η διαγώνιος αντίστοιχα του νιοστού τετραγώνου.  

Πίνακα 1.1 Πλευρικοί και διαμετρικοί αριθμοί 

Πλευρικοί Αριθμοί 
 

Διαμετρικοί Αριθμοί 

Πλευρά 1ου  τετραγώνου   1 Διάμετρος 1ου  τετραγώνου   1 

Πλευρά 2ου  τετραγώνου   1+1=2 Διάμετρος 2ου  τετραγώνου   2·1+1=3 

Πλευρά 3ου  τετραγώνου   2+3=5 Διάμετρος 3ου  τετραγώνου   2·2+3=7 

Πλευρά 4ου  τετραγώνου   5+7=12 Διάμετρος 4ου  τετραγώνου   2·5+7=17 

Πλευρά 5ου  τετραγώνου   12+17=29 Διάμετρος 5ου  τετραγώνου   2·12+17=41 

Πλευρά 6ου  τετραγώνου   29+41=70 Διάμετρος 6ου  τετραγώνου   2·29+41=99 

Πλευρά 7ου  τετραγώνου   70+99=169 Διάμετρος 7ου   τετραγώνου   2·70+99=239 

Πλευρά 8ου  τετραγώνου   169+239=408 Διάμετρος 8ου  τετραγώνου    2·169+239=577 

…………………………   …………….. …………………………...   ..…………….. 

Στον Πίνακα 1.1 παρουσιάζονται οι οκτώ πρώτοι πλευρικοί και διαμετρικοί αριθμοί. 

Θεωρώντας τους λόγους των διαμέτρων προς τις πλευρές προσέγγισαν τον √2 με 

σφάλμα αρκετά μικρό. Η μέθοδος με σύγχρονο συμβολισμό έχει ως ακολούθως: 

Θέτουμε   𝜆𝜈 =
𝛿𝜈

𝛼𝜈
 , 𝜈 = 1, 2, 3,… τότε: 

𝜆1 =
1

1
= 1                                                            𝜆2 =

3

2
= 1,5  

𝜆3 =
7

5
= 1,4                                                         𝜆4 =

17

12
= 1,4166… 
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𝜆5 =
41

29
= 1,4137913…                                  𝜆6 =

99

70
= 1,4142857… 

𝜆7 =
239

169
= 1,4142011…                                𝜆8 =

577

408
= 1,4142156… 

……………………………                         …………………………… 

 

Σχήμα 1.3 Άξονας των πραγματικών αριθμών 

Παρατηρώντας τους λόγους καθώς επίσης και τη γραφική τους παράσταση σε άξονα 

(Σχήμα 1.3) διαπιστώνεται ότι οι όροι με περιττό δείκτη πλησιάζουν τον αριθμό √2 

από αριστερά ενώ οι όροι με άρτιο δείκτη τον πλησιάζουν από δεξιά. Με σύγχρονη 

ορολογία θα μπορούσε να διατυπωθεί ότι υπάρχουν δύο ακολουθίες, η 𝜆2𝜈+1 της 

οποίας οι όροι βαίνουν αυξανόμενοι και η 𝜆2𝜈  της οποίας οι όροι συνεχώς μικραίνουν.  

   Συνεπώς μέσα από την προσεγγιστική διαδικασία των Πυθαγορείων ανιχνεύει κανείς 

- σε λανθάνουσα μορφή - τις έννοιες του απείρου, της αύξουσας και φθίνουσας 

ακολουθίας, της φραγμένης ακολουθίας και την έννοια του ορίου ακολουθίας 

(Εξαρχάκος, 1993).    

1.1.2  Ελεατική Σχολή – Παράδοξα του Ζήνωνα 

Η γενική αντίληψη των Πυθαγορείων ότι κάθε μέγεθος μπορεί να σχηματιστεί από 

άπειρο πλήθος άλλων μεγεθών αντιμετώπισε ισχυρή κριτική από τον Παρμενίδη  (515-

440 π.Χ.), ιδρυτή της Ελεατικής Σχολής, ο οποίος πίστευε ότι κάθε μέγεθος είναι μια 

μοναδική οντότητα και δεν μπορεί να διαιρεθεί σε άλλα μικρότερα μεγέθη (Boyer & 

Merzbah, 1997). 

   Ο Ζήνων ο Ελεάτης (490-435 π.Χ.) μαθητής του Παρμενίδη διατύπωσε την εξής 

αντίρρηση στην άποψη των Πυθαγορείων. Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα μπορεί να 

διαιρεθεί σε άπειρο πλήθος σημείων, τότε :  

   Ή κάθε σημείο θα έχει συγκεκριμένο μήκος οπότε το ευθύγραμμο τμήμα θα έχει 

άπειρο μήκος αφού θα σχηματίζεται από άπειρα σημεία (∞ × 𝜀 = ∞),  

ή κάθε σημείο δεν θα έχει μήκος, οπότε το ευθύγραμμο τμήμα δε θα έχει μήκος                           

(𝑛 × ∞ = 0,∞ × 0 = 0) (Struik, 1982). 
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    Για να ενισχύσει την άποψή του ότι κάθε ποσότητα είναι αδιαίρετη, ο Ζήνων 

διατύπωσε φιλοσοφικά προβλήματα, γνωστά ως παράδοξα1 που σώζονται στα 

«Φυσικά» ή αλλιώς «Φυσική ακρόασις», έργο του Αριστοτέλη. Τέσσερα από τα πιο 

γνωστά είναι το παράδοξο της διχοτομίας, του Αχιλλέα και της χελώνας, του ιπτάμενου 

βέλους και του Σταδίου. Τα παράδοξα αυτά διαδραμάτισαν καθοριστικό ρόλο στην 

παραπέρα ανάπτυξη των μαθηματικών, γιατί διαμόρφωσαν την υποβόσκουσα περί 

ορίου αντίληψη στους υπολογισμούς και στις αποδείξεις των αρχαίων Ελλήνων 

(Γιαννακούλιας, 2007). Στη συνέχεια θα περιγράψουμε τα δύο πρώτα παράδοξα, διότι 

τα δύο τελευταία είναι παρόμοια. 

    Στο «παράδοξο της διχοτομίας» ένας δρομέας διανύει ένα στάδιο κατά μήκος. Πριν 

τερματίσει θα πρέπει πρώτα να φτάσει στο μέσο της διαδρομής, έπειτα στο μέσο της 

διαδρομής που υπολείπεται και συνεχίζει με τον ίδιο τρόπο να περνάει από το μέσο του 

μέρους της διαδρομής που κάθε φορά υπολείπεται με αποτέλεσμα να μη φτάνει ποτέ 

στο τέλος. Παρατηρούμε λοιπόν την άπειρη διαίρεση του τμήματος. Πιθανόν ο Ζήνων 

να ήθελε να τονίσει ότι αν δεχθούμε την άπειρη διαίρεση ενός τμήματος καταλήγουμε 

σε κάτι που είναι «παράδοξο», αφού ο δρομέας πρέπει να περάσει από άπειρο πλήθος 

σημείων για να διανύσει μια πεπερασμένη απόσταση. Επίσης, το άθροισμα άπειρου 

πλήθους τμημάτων εμφανίζεται να είναι ένα πεπερασμένο τμήμα. Σε σύγχρονο 

συμβολισμό, αν θέσουμε 𝛢𝛣 = 𝛼 την απόσταση που πρέπει να διανύσει ο δρομέας 

(Σχήμα 1.4), και με 𝛭1 συμβολίσουμε το μέσο του 𝛢𝛣, 𝛭2 το μέσο του 𝛭1𝛣, 𝛭3 το 

μέσο του 𝛭2𝛣 και ούτω καθεξής, τότε ο δρομέας περνάει από το 𝛭1, στη συνέχεια από 

το 𝛭2, το 𝛭3, κ.ο.κ. 

 

Σχήμα 1.4 Το παράδοξο της διχοτομίας 

                                                             
1 Με τον όρο παράδοξο εννοούμε ένα επιχείρημα από το οποίο προκύπτουν αντιφατικά συμπεράσματα, 

μέσω απαγωγών που ισχύουν με βάση διαισθητικά αποδεκτούς συλλογισμούς (Clawson, 2005). 
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Αν με τη φράση «1ο βήμα» νοείται η απόσταση 𝛢𝛭1, «𝜅-οστό βήμα» η απόσταση 

𝛢𝛭1 + 𝛭1𝛭2 + ⋯+ 𝛭𝜅−1𝛭𝜅 , τότε η απόσταση που διανύει μετά από 𝜈 βήματα 

δίνεται από την ακολουθία:  

𝛼𝜈 =
𝛼

2
+

𝛼

22
+ ⋯+

𝛼

2𝜈
= 𝛼 ⋅ (

1

2
+

1

22
+ ⋯+

1

2𝜈
) =

𝛼

2
·
(
1
2)

𝜈

− 1

1
2 − 1

= 𝛼 ⋅ (1 −
1

2𝜈
). 

Συνεπώς, όσα βήματα και να κάνει ο δρομέας πάντα θα υπάρχει - θεωρητικά έστω - 

μια μικρή, ελάχιστη απόσταση από το άκρο 𝛣. Μπορεί όμως να προσεγγίσει το 𝛣, όσο 

θέλει, κάνοντας άπειρο πλήθος βημάτων. 

   Αν επιχειρηθεί η διατύπωση της διαδικασίας αυτής με σύγχρονη ορολογία θα 

καταλήξει κανείς στο όριο ακολουθίας:  

lim
𝑛→∞

𝛼𝜈 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
𝛼

2
+

𝛼

22
+ ⋯+

𝛼

2𝜈
). 

   Το δεύτερο παράδοξο, γνωστό και ως «παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας» είναι 

το εξής: 

   Σε έναν αγώνα δρόμου ανάμεσα στον γοργοπόδαρο Αχιλλέα και σε μια χελώνα 

δίνεται προβάδισμα ενός σταδίου2 στη χελώνα. Στο χρονικό διάστημα που θα χρειαστεί 

ο Αχιλλέας για να καλύψει την διαφορά του ενός σταδίου η χελώνα θα διανύσει ένα 

άλλο διάστημα (πολύ μικρότερο του ενός σταδίου). Στην προσπάθειά του ο Αχιλλέας 

να καλύψει τη νέα διαφορά θα χρειαστεί κάποιο νέο χρονικό διάστημα στο οποίο η 

χελώνα θα καλύψει μια νέα απόσταση και η διαδικασία αυτή συνεχίζεται επ’ άπειρον. 

Έτσι, φαίνεται ότι ο Αχιλλέας θα χρειαστεί άπειρο χρόνο για να φτάσει τη χελώνα 

(Αναπολιτάνος, 1985, Fischbein, 2001). 

   Αν υποτεθεί ότι ο Αχιλλέας τρέχει με δεκαπλάσια ταχύτητα από τη χελώνα τότε όταν 

αυτός θα διανύσει ένα στάδιο για να φτάσει τη χελώνα, αυτή θα έχει διανύσει το 1/10 

του σταδίου. Αν αυτή η διαδικασία συνεχιστεί ο Αχιλλέας θα έχει διανύσει                    

1 + 0,1 + 0,01 + 0,001 + ⋯ στάδια. 

   Τα δύο παράδοξα σχετίζονται με την οντολογική φύση του συνεχούς και την 

ανθρώπινη αδυναμία, να πραγματώσει με τις αισθήσεις τις άπειρες διαδικασίες σε 

πεπερασμένο χρονικό διάστημα.    

   Ο Ζήνωνας κατόρθωσε με τα παράδοξά του να αγγίξει την ουσία του Απειροστικού 

Λογισμού, καθώς τα παράδοξά του αναφέρονται στις έννοιες του απείρου, του ορίου, 

                                                             
2 1 στάδιο = 150 μέτρα περίπου  
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της συνέχειας και της παραγώγου. Μετά το Ζήνωνα η έννοια του απείρου έγινε 

κεντρικό θέμα συζήτησης και αντιπαράθεσης των φιλοσόφων και των μαθηματικών. 

Οι τελευταίοι, προκειμένου να αποφύγουν τις δυσκολίες που προέκυπταν από τη χρήση 

των απειροστών και κάτω από την πίεση της φιλοσοφίας έπαυσαν να χρησιμοποιούν 

την έννοια του απείρου και τις άπειρες διαδικασίες και μελετούσαν πεπερασμένα 

μεγέθη, τα οποία μπορούσαν να γίνουν οσοδήποτε μεγάλα ή μικρά επιθυμούσαν, 

αποφεύγοντας την άπειρη αύξηση ή ελάττωση (Γιαννακούλιας, 2007). 

1.1.3  Μέθοδος της Εξάντλησης 

Οι Αρχαίοι Έλληνες είχαν συνειδητά εξοβελίσει την έννοια του ορίου και του απείρου 

από τις αποδεικτικές τους διαδικασίες. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να καταφεύγουν σε 

αξιοθαύμαστες μεν, αλλά αρκετά δύσκαμπτες μεθόδους πέραν της εντυπωσιακής 

πράγματι διαδικασίας που ακολουθούσαν για να υποψιαστούν εκ των προτέρων την 

τιμή Β κάποιας - κατά κανόνα γεωμετρικής - ποσότητας Α, την οποία προσπαθούσαν 

να υπολογίσουν (Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. Ευκλείδη “Στοιχεία”, τόμος III, 2001). 

   Μια δεδομένη μέθοδος που χρησιμοποιούσαν ήταν αυτή της «Εξάντλησης». Ο 

σοφιστής Αντιφών (425 π.Χ.) θέλοντας να δώσει λύση στο πρόβλημα του 

τετραγωνισμού του κύκλου, χρησιμοποίησε κανονικά πολύγωνα εγγεγραμμένα σε 

κύκλο, διπλασιάζοντας κάθε φορά τον αριθμό των πλευρών τους. Πίστευε ότι με αυτόν 

τον τρόπο θα βρεθεί πολύγωνο με απειροελάχιστο μήκος πλευράς, ώστε τελικά να 

ταυτιστεί με τον κύκλο. Αφού λοιπόν ο τετραγωνισμός πολυγώνου ήταν γνωστός, 

θεώρησε ότι κατ’ αυτόν τον τρόπο είναι δυνατόν να τετραγωνιστεί ο κύκλος. Οι 

μαθηματικοί της εποχής εκείνης δε γνώριζαν πώς να χειριστούν περαιτέρω το όλο θέμα, 

διότι η έννοια του ορίου τους ήταν άγνωστη. Κατά συνέπεια ο Αντιφών ήταν ο πρώτος 

που έπεσε στις παγίδες των ορίων, αφού από πολυγωνικές γραμμές που προσεγγίζουν 

τον κύκλο, πέρασε σε πολυγωνικές γραμμές που συμπίπτουν με τον κύκλο. Δηλαδή 

από την προσέγγιση στην οριακή τιμή, τόσο κοντά όσο θα επιθυμούσε κανείς, πέρασε 

στην ταύτιση με την οριακή τιμή (Αυγερινός & Κιουλάφας, 2003). 

    Ο Αντιφών μπορεί να θεωρηθεί πρόδρομος της μεθόδου της εξάντλησης την οποία 

θα αναπτύξει και θα αποδείξει αργότερα ο Εύδοξος (408-355 π.Χ.). Μέσα από το 

πολύπλευρο έργο του Ευδόξου ξεχωρίζει η διατύπωση της θεωρίας λόγων (V βιβλίο 

των Στοιχείων του Ευκλείδη) και της μεθόδου της εξάντλησης (Χ βιβλίο των Στοιχείων 

του Ευκλείδη).  
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   Η θεωρία λόγων έβγαλε τη μαθηματική κοινότητα από την κρίση που είχε 

δημιουργήσει η ανακάλυψη της ασυμμετρίας πλευράς και διαγωνίου του τετραγώνου. 

Πρόκειται για μια γεωμετρική θεωρία δοσμένη με αυστηρή αξιωματική μορφή, που 

καθιστούσε περιττή κάθε αναφορά σε σύμμετρα και ασύμμετρα μεγέθη 

(Γιαννακούλιας, 2007). Από τη θεωρία αυτή θα διαχωριστεί ο ορισμός με αριθμό 4 του 

V βιβλίου των Στοιχείων, ο οποίος έμεινε γνωστός ως αρχή Ευδόξου-Αρχιμήδη ή ως 

αξίωμα συνέχειας: 

«Λόγον ἔχειν πρός ἄλληλα μεγέθη λέγεται, ἅ δύναται πολλαπλασιαζόμενα ἀλλήλων 

ὑπερέχειν». 

Δηλαδή, για μεγέθη συγκρίσιμα μεταξύ τους δεχόμαστε ότι το καθένα από αυτά μπορεί 

πολλαπλασιαζόμενο να υπερβεί το άλλο. 

Με σύγχρονη ορολογία γράφεται ως εξής: 

Αν 𝛼, 𝛽 είναι θετικοί αριθμοί και 𝛼 < 𝛽 τότε υπάρχει φυσικός αριθμός 𝜈 τέτοιος ώστε 

𝜈⸱𝛼 > 𝛽. 

   Είναι γεγονός ότι η άρνηση της αλήθειας της πρότασης αυτής μας οδηγεί στο 

λανθασμένο συμπέρασμα ότι το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι φραγμένο. Επίσης 

πρέπει να επισημανθεί ότι από τη θεωρία λόγων του Ευδόξου πιθανότατα επηρεάστηκε, 

πολλούς αιώνες αργότερα, (19ος αιώνας μ.Χ.) ο Γερμανός μαθηματικός Dedekind, ώστε 

να ορίσει με αυστηρό τρόπο τους πραγματικούς αριθμούς (τομές Dedekind) και να 

ανοίξει τον δρόμο για τον ακριβή ορισμό του ορίου (Νεγρεπόντης, Γιωτόπουλος & 

Γιαννακούλιας, 1999). 

   Η μέθοδος της εξάντλησης του Ευδόξου περιλαμβάνεται, όπως προαναφέρθηκε, στο 

Χ βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη στην Πρόταση 1 και έχει ως ακολούθως: 

«Δύο μεγεθῶν ἀνίσων ἐκκειμένων, ἐάν ἀπό τοῦ μείζονος ἀφαιρεθῇ μεῖζον ἤ τό ἥμισυ καί 

τοῦ καταλειπομένου μεῖζον ἤ το ἥμισυ και τοῦτο ἀεί γίγνηται, λειφθήσεταί τι μέγεθος, ὅ 

ἐσται ἔλασσον τοῦ ἐκκειμένου ἐλάσσονος μεγέθους». 

Η απόδοση της πρότασης αυτής στη σύγχρονη γλώσσα είναι: 

«Αν από το μεγαλύτερο, από δύο δοθέντα άνισα μεγέθη, αφαιρέσουμε ένα τμήμα 

μεγαλύτερο από το μισό του, και στη συνέχεια αφαιρέσουμε από το υπόλοιπο τμήμα 

μεγαλύτερο από το μισό του, και συνεχίζεται εσαεί, τότε θα προκύψει κάποτε ένα μέγεθος 

μικρότερο από το μικρότερο από τα δύο αρχικώς δοθέντα μεγέθη». 
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   Η μέθοδος της εξάντλησης αποτελεί μια εφαρμογή της αρχής της συνέχειας και με τη 

μέθοδο αυτή ο Εύδοξος ήταν ο πρώτος που απέδειξε αυστηρά προηγούμενες εικασίες 

του Ιπποκράτη του Χίου και του Δημόκριτου (δεύτερο μισό του 5ου αιώνα π.Χ.) για 

καμπυλόγραμμα εμβαδά και όγκους στερεών μέσω των αλλεπάλληλων προσεγγίσεων. 

Όπως επισημαίνει ο Cajori (1923), η μέθοδος αυτή χρησιμοποιεί όλα τα εργαλεία της 

μοντέρνας θεωρίας του ορίου.  

   Πράγματι, αν 𝛼 και 𝜀 δύο ομοειδή μεγέθη με 𝜀 < 𝛼, τότε αν συμβολιστούν με 

𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝜈, …  

τα μεγέθη που κάθε φορά αφαιρούνται κατά την παραπάνω διαδικασία και  

𝛴𝜅 = 𝜎1 + 𝜎2 + ⋯ + 𝜎𝜅  με  𝜅 = 1, 2, 3,… 

τότε: 

   Μετά την πρώτη αφαίρεση θα έχει αφαιρεθεί η ποσότητα 𝛴1 = 𝜎1. Μετά τη δεύτερη 

αφαίρεση θα έχει αφαιρεθεί συνολικά η ποσότητα 𝛴2 = 𝜎1 + 𝜎2 και γενικά μετά τη 

νιοστή αφαίρεση θα έχει αφαιρεθεί συνολικά η ποσότητα 𝛴𝜈 = 𝜎1 + 𝜎2 + ⋯+ 𝜎𝜈 . 

Σύμφωνα με την Πρόταση 1, θα υπάρχει κάποιο 𝜈 τέτοιο, ώστε η διαφορά 𝛼 − 𝛴𝜈  να 

είναι μικρότερη από το 𝜀, για οποιοδήποτε 𝜀 οσοδήποτε μικρό. Αυτό σημαίνει ότι με 

σημερινή ορολογία και συμβολισμό η πρόταση αυτή μπορεί να διατυπωθεί ως εξής: 

   Για κάθε 𝜀 > 0, οσοδήποτε μικρό, θα υπάρχει ένας δείκτης 𝜈0, ο οποίος θα εξαρτάται 

από το  𝜀 και θα είναι τέτοιος, ώστε να ισχύει 

|𝛴𝜈 − 𝛼| < 𝜀, ∀ 𝜈 > 𝜈0 

που σημαίνει ότι 

lim
𝜈→∞

𝛴𝜈 = 𝑎. 

   Χρειάστηκε να περάσει περισσότερο από ένας αιώνας από την εποχή που έζησε ο 

Εύδοξος (408-355π.Χ.) για να εμφανιστεί ο Αρχιμήδης ο Συρακούσιος (287-212 π.Χ.), 

ο οποίος ήταν ο μεγαλύτερος μαθηματικός της αρχαιότητας και από τους μεγαλύτερους 

όλων των εποχών. Ο Αρχιμήδης υπολόγισε τα εμβαδά επιπέδων χωρίων που 

περιέχονται ανάμεσα σε διάφορες καμπύλες καθώς και όγκους στερεών σωμάτων, 

χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της εξάντλησης. Αξίζει να σημειωθεί πως όλα τα έργα του 

Αρχιμήδη διαπνέονται από μια εκπληκτική πρωτοτυπία και διαύγεια σκέψης 

συνδυασμένη με αυστηρότητα στις αποδείξεις και μεγάλη ικανότητα στις 

υπολογιστικές τεχνικές. Ακόμα, το μαθηματικό έργο που άφησε ήταν εκπληκτικά 

μεγάλο σε ποιότητα και έκταση και είχε τεράστιες δυνατότητες εφαρμογής 

αποτελώντας το θεμέλιο πάνω στο οποίο στηρίχτηκαν οι μεταγενέστεροι μαθηματικοί 
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για να δημιουργήσουν και να οικοδομήσουν τον Διαφορικό και Ολοκληρωτικό 

Λογισμό. Αν και καθίσταται δυνατό να διακριθεί στον Αρχιμήδη μια μεγαλοφυής 

προσπάθεια για να διευρύνει τη στενή οπτική ενατένισης των παραδοσιακών 

Ελληνικών μαθηματικών, θα ήταν δόκιμο ωστόσο να ειπωθεί ότι ξέφυγε καθοριστικά 

από το Ελληνικό ιδεώδες της εποχής του. Διατήρησε την κλασσική παράδοση, 

μολονότι κατάφερε να ξεπεράσει τις δυσκολίες της έννοιας του απείρου με τις 

μεγαλοφυείς τεχνικές του (Τουμάσης, 2004).  

   Από το σωζόμενο έργο του Αρχιμήδη «Κύκλου Μέτρησις» θα γίνει αναφορά στις 

αποδείξεις δύο βασικών θεωρημάτων. Στο πρώτο αποδεικνύει ότι το εμβαδόν του 

κύκλου ισούται με το εμβαδόν ορθογωνίου τριγώνου του οποίου η μία κάθετος είναι 

ίση με την ακτίνα του κύκλου και η άλλη ίση με την περιφέρεια αυτού και στο δεύτερο 

θεώρημα ότι ο λόγος της περιφέρειας προς τη διάμετρο του κύκλου (δηλαδή την τιμή 

του 𝜋) είναι μικρότερος του 3
1

7
 και μεγαλύτερος του 3

10

71
. Και στις δύο περιπτώσεις η 

γεωμετρική μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε ήταν η χάραξη εγγεγραμμένων και 

περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων σε κύκλο. 

   Η απόδειξη της πρώτης πρότασης με σημερινή προσέγγιση έχει ως εξής: 

Αρχικά, με τη μέθοδο της εξάντλησης του Ευδόξου, θα γίνει μία περιγραφή σχετικά με 

το πως ο Ευκλείδης προσέγγισε το εμβαδόν του κύκλου σε οποιοδήποτε βαθμό 

ακρίβειας.  Έστω ο κύκλος (𝛰, 𝑟) (με κέντρο το 𝛰 και ακτίνα 𝑟) και με εμβαδόν 𝛦. Ο 

ίδιος θεώρησε τα περιγεγραμμένα και εγγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα όπως στο 

Σχήμα 5 (Μαριάς, 2017). 

 

Σχήμα 1.5 Περιγεγραμμένα και εγγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα 

  Ο Ευκλείδης ξεκίνησε με το εγγεγραμμένο τετράγωνο 𝑃1 και έπειτα κατασκεύασε το 

εγγεγραμμένο οκτάγωνο 𝑃2, ενώνοντας τα μέσα των χορδών με τις κορυφές του 

τετραγώνου. Συνέχισε με αυτό τον τρόπο και κατασκεύασε μια ακολουθία 



15 
 

εγγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων 𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝜈, …, με 22, 23, … , 2𝜈+1, … πλευρές. 

Συμβολίζοντας με 𝛦1, 𝛦2, … , 𝛦𝜈 , … τα εμβαδά αυτών των πολυγώνων, τότε από την 

αρχή της εξάντλησης η διαφορά 𝛦 − 𝛦𝜈  του εμβαδού 𝛦𝜈  του εγγεγραμμένου κανονικού 

ν-γώνου από το εμβαδόν 𝛦 του κύκλου μπορεί να γίνει οσοδήποτε μικρή. 

   Έπειτα επανέλαβε τη διαδικασία με περιγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα. Αρχικά 

κατασκεύασε το περιγεγραμμένο τετράγωνο 𝑄1 και ακολούθως το οκτάγωνο 𝑄2, 

φέροντας τις εφαπτομένες από τα μέσα των χορδών. Συνεχίζοντας με αυτό τον τρόπο 

κατασκεύασε μια ακολουθία περιγεγραμμένων πολυγώνων  𝑄1,  𝑄2, … ,  𝑄𝜈 , … ,  με  

22,  23, … , 2𝜈+1, …   πλευρές. Συμβολίζοντας με 𝛦΄1, 𝛦΄2, … , 𝛦΄𝜈 , … τα εμβαδά αυτών 

των πολυγώνων και εφαρμόζοντας την αρχής της εξάντλησης προκύπτει ότι η διαφορά 

𝛦΄𝜈 − 𝛦 του εμβαδού 𝛦 του κύκλου από το εμβαδόν 𝛦΄𝜈  του περιγεγραμμένου 

κανονικού ν-γώνου μπορεί να γίνει οσοδήποτε μικρή. 

   Με άλλα λόγια, ο Ευκλείδης δημιούργησε δύο ακολουθίες (𝛦𝜈) και (𝛦΄𝜈), την πρώτη 

αύξουσα με άνω φράγμα το 𝛦 και τη δεύτερη φθίνουσα με κάτω φράγμα το 𝛦. Όλη 

αυτή η διαδικασία είναι αυτή που χρησιμοποιείται και σήμερα για να αποδειχθεί ότι το 

εμβαδόν 𝛦 του κύκλου είναι το κοινό όριο των δύο παραπάνω ακολουθιών, καθώς το 

πλήθος 𝜈 των πλευρών τείνει στο άπειρο.  

   Δηλαδή 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛦𝜈 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛦΄𝜈 = 𝛦. 

   Όμως, ο Αρχιμήδης για να αποφύγει τη χρήση της έννοιας του ορίου, καθώς η έννοια 

αυτή ήταν άγνωστη στους αρχαίους Έλληνες, συγκρίνει το εμβαδόν 𝛦 του κύκλου με 

το εμβαδόν 𝛦𝜏 του ορθογωνίου τριγώνου με κάθετες πλευρές την ακτίνα r και την 

περιφέρεια 𝐿 = 2𝜋𝑟. Η ισότητα 𝛦 = 𝛦𝜏  αποδεικνύεται με τη βοήθεια της μεθόδου της 

διπλής αντίφασης. Η διαδικασία έχει ως εξής: 

Έστω 𝛦 > 𝛦𝜏. Τότε 𝛦 − 𝛦𝜈 < 𝛦 − 𝛦𝜏 οπότε 𝛦𝜏 < 𝛦𝜈  (1). 

Όμως το εμβαδόν 𝛦𝜈  του εγγεγραμμένου κανονικού ν-γώνου δίνεται από τον τύπο 

𝛦𝜈 =
1

2
𝑙𝜈𝛼𝜈  

όπου 𝑙𝜈 είναι η περίμετρος του εγγεγραμμένου ν-γώνου και 𝛼𝜈 το αντίστοιχο 

απόστημα. 

Επειδή 𝑙𝜈 < 𝐿 και 𝛼𝜈 < 𝑟 θα είναι  

𝛦𝜈 =
1

2
𝑙𝜈𝛼𝜈 <

1

2
𝐿𝑟 = 𝛦𝜏  άτοπο λόγω της (1). 

Έστω τώρα ότι ισχύει 𝛦 < 𝛦𝜏. Τότε 𝛦΄𝜈 − 𝛦 < 𝛦𝜏 − 𝛦 οπότε 𝛦΄𝜈 < 𝛦𝜏 (2). 
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Όμως το εμβαδόν 𝛦΄𝜈  του περιγεγραμμένου κανονικού ν-γώνου δίνεται από τον τύπο 

𝛦΄𝜈 =
1

2
𝐿𝜈𝛼΄𝜈  

όπου 𝐿𝜈 είναι η περίμετρος του περιγεγραμμένου ν-γώνου και 𝛼΄𝜈  το αντίστοιχο 

απόστημα. 

Επειδή 𝐿𝜈 > 𝐿 και 𝛼΄𝜈 > 𝑟 θα είναι 

𝛦΄𝜈 =
1

2
𝐿𝜈𝛼΄𝜈 >

1

2
𝐿𝑟 = 𝛦𝜏  άτοπο λόγω της (2). 

Αποδείχθηκε λοιπόν ότι το εμβαδόν 𝛦 του κύκλου δεν μπορεί να είναι ούτε μικρότερο 

ούτε μεγαλύτερο από το εμβαδόν 𝛦𝜏 του τριγώνου. Επομένως 

𝛦 = 𝛦𝜏 =
1

2
𝐿𝑟 =

1

2
(2𝜋𝑟)𝑟 = 𝜋𝑟2. 

   Έτσι, προκειμένου να υπολογιστεί επακριβώς το εμβαδόν του κύκλου, αρκεί να 

υπολογιστεί το 𝜋, δηλαδή η αναλογία περιφέρειας και διαμέτρου. Ο Αρχιμήδης ήταν ο 

πρώτος που έδωσε μία μέθοδο προσέγγισης του αριθμού 𝜋 στον επιθυμητό βαθμό. Η 

αποδεικτική μέθοδός της δεύτερης πρότασής του έγκειται στα εγγεγραμμένα και 

περιγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα 𝑃𝜈  και 𝑄𝜈  της προηγούμενης παραγράφου. Για 

𝑟 = 1, θέτουμε 𝑙𝜈 = μήκος 𝑃𝜈  και 𝐿𝜈 = μήκος 𝑄𝜈  και χρησιμοποίησε την  

 𝑙𝜈 < 2𝜋 < 𝐿𝜈 

για να δώσει άνω και κάτω φράγμα για τον 𝜋. 

Για το σκοπό αυτό ξεκίνησε με κανονικά εξάγωνα, εγγεγραμμένα και περιγεγραμμένα 

σε κύκλο ακτίνας 1 (Σχήμα 1.6), και διπλασίαζε διαδοχικά το πλήθος των κορυφών, 

θεωρώντας δηλαδή κανονικά πολύγωνα με 12, 24, 48 και τελικά 96 πλευρές. Ο 

Αρχιμήδης λοιπόν, υπολόγισε τα μήκη 𝑙96 και 𝐿96 και απέδειξε ότι 

3
10

71
< 𝜋 < 3

1

7
 

ή χρησιμοποιώντας δεκαδικά ψηφία 3,1408 < 𝜋 < 3,1429. Είναι σημαντικό ότι ο 

Αρχιμήδης δεν μάντευε απλώς⸱ ήξερε ότι προσέγγιζε μόνο και γνώριζε και σε ποιο 

βαθμό προσέγγιζε τον 𝜋 (Davis, 2001). 
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Σχήμα 1.6 Η μέθοδος του Αρχιμήδη για τον υπολογισμό του π 

Πίνακας 1.2 Περίμετροι εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων κανονικών 

πολυγώνων 

 
Πλήθος πλευρών                           Περίμετρος                             Περίμετρος 

                                          εγγεγραμμένων πολυγώνων  περιγεγραμμένων πολυγώνων 

    6                                                3,0000000                               3,4641016 

    12                                              3,1058285                               3,2153903 

    24                                              3,1326286                               3,1596599 

    48                                              3,1393502                               3,1460862 

    96                                              3,1410319                               3,1427146 

    192                                            3,1414524                               3,1418873
 

Υποσημείωση: Όλα τα αριθμητικά δεδομένα ανακτήθηκαν από τον Harris (όπως αναφέρεται                                                                                                                                                                                   
                        στο Papadopoulos, 2013) 

   Στην πραγματεία με τίτλο «Τετραγωνισμός ορθογωνίου κώνου τομής», (ή 

Τετραγωνισμόs παραβολήs), κατάφερε να υπολογίσει το εμβαδόν παραβολικού 

χωρίου. Συγκεκριμένα, όπως αναφέρει ο Μαριάς (2017), στο πρόβλημα εύρεσης του 

εμβαδού τμήματος της παραβολής του Σχήματος 1.7, ο Αρχιμήδης θεωρεί το μεγάλο 

τρίγωνο 𝛵0 του σχήματος, η τρίτη κορυφή του οποίου είναι το σημείο επαφής της 

παραβολής με την ευθεία που είναι παράλληλη προς την βάση, και αποδεικνύει ότι 

𝜀𝜇𝛽(𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽) =
4

3
⋅ |𝛵0|. 3 

                                                             
3 |𝛵0|: Συμβολίζουμε το εμβαδόν του τριγώνου 𝛵0. 
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Σχήμα 1.7 Μέθοδος εύρεσης εμβαδού παραβολής 

Η απόδειξη χρησιμοποιεί τη μέθοδο της εξάντλησης και έχει ως εξής: 

Στα υπόλοιπα τμήματα της παραβολής, θεωρεί τα μικρότερα τρίγωνα 𝛵1 και 𝛵2 και 

συνεχίζει με τον ίδιο τρόπο επ’ άπειρον. Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας γεωμετρικές 

ιδιότητες της παραβολής αποδεικνύει ότι 

|𝛵1| = |𝛵2| =
1

8
⋅ |𝛵0| =

1

23
⋅ |𝛵0| .                                        (3) 

Έχουμε λοιπόν 

     𝜀𝜇𝛽(𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽) = |𝛵0| + (|𝛵1| + |𝛵2|) + (|𝛵3| + |𝛵4| + |𝛵5| + |𝛵6|) + ⋯ 

=
(3)

|𝛵0| +
2

8
⋅ |𝛵0| +

4

82
⋅ |𝛵0| +

8

83
⋅ |𝛵0| + ⋯ 

 =
(3)

|𝛵0| ⋅ (1 + (
1

2
)
2

+ (
1

4
)
2

+ (
1

8
)
2

+ ⋯) 

   = |𝛵0| ⋅ (1 +
1

22
+ (

1

22
)
2

+ (
1

22
)
3

+ ⋯) . 

Σήμερα, όλοι γνωρίζουν να αθροίζουν τη γεωμετρική σειρά 

1

22
+ (

1

22
)
2

+ ⋯+ (
1

22
)
𝑛

+ ⋯ 

με πρώτο όρο  𝛼1 =
1

22  και λόγο  𝜆 =
1

22  από το γνωστό τύπο 

𝛼1

1 − 𝜆
=

1
22

1 −
1
22

=
1

4
⋅
4

3
=

1

3
 . 

Άρα 

𝜀𝜇𝛽(𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽) = |𝛵0| ⋅ (1 +
1

3
) =

4

3
⋅ |𝛵0| . 

Ωστόσο, ο Αρχιμήδης δεν ήξερε από σειρές και για να υπολογίσει τη σειρά 
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1

22
+ (

1

22
)
2

+ ⋯+ (
1

22
)
𝑛

+ ⋯ 

χρησιμοποιεί την εξής ιδιοφυή ιδέα: Χωρίζει το τετράγωνο 1 × 1 σε 4 τετράγωνα όπως 

φαίνεται στο Σχήμα 1.8, και αθροίζει τα εμβαδά των διαγωνίων τετραγώνων που είναι 

ίσα με 

(
1

2
)
2

+ (
1

4
)
2

+ (
1

8
)
2

+ ⋯+ (
1

2𝑛
)
2

+ ⋯ 

 

Σχήμα 1.8 Γεωμετρική ερμηνεία άθροισης σειράς άπειρων όρων  

   Όμως τα εμβαδά αυτά αποτελούν το 
1

3
 του τετραγώνου 1 × 1, αφού κάθε διαγώνιο 

τετράγωνο έχει στα δεξιά και πάνω άλλα δύο ίσα τετράγωνα. 

   Επομένως 

𝜀𝜇𝛽(𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽) =
4

3
⋅ |𝛵0|, 

και το εμβαδόν του τριγώνου 𝛵0 γνωρίζει κανείς εύκολα να το υπολογίσει.4  

   Ο Boyer (1949) επισημαίνει πως οι αρχαίοι Έλληνες μαθηματικοί που 

χρησιμοποιούσαν τη μέθοδο της εξάντλησης, δε θεωρούσαν ότι η παραπάνω 

διαδικασία επαναλαμβανόταν για άπειρο αριθμό βημάτων ώσπου να εξαντληθεί το 

                                                             
4 Η διατύπωση στο έργο του Αρχιμήδη «Τετραγωνισμός ορθογωνίου κώνου τομής» είναι: «παν τμάμα 

περιεχόμενον υπό ευθείας και ορθογωνίου κώνου τομάς επίτριτον εστι του τριγώνου του βάσιν έχοντος ταν 

αυτάν και ύψος ίσον τω τμάματι». Ο Αρχιμήδης στην πραγματικότητα εργάστηκε λίγο διαφορετικά 

αποφεύγοντας την έννοια του απείρου, χρησιμοποίησε πεπερασμένο πλήθος όρων του παραπάνω 

αθροίσματος και έδειξε ότι το ζητούμενο εμβαδό ισούται με 
4

3
|𝛵0| αποκλείοντας (με απαγωγή σε άτοπο) 

τις περιπτώσεις να είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από αυτό (Θωμαΐδης, 2014). 
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αρχικό μέγεθος. Θεωρούσαν ότι πάντα υπήρχε μία ποσότητα που έμενε, η οποία όμως 

μπορούσε να γίνει οσοδήποτε μικρή θέλουμε. Πράγματι, οι Έλληνες απέφυγαν 

εσκεμμένα «να πάρουν το όριο» ρητά και αυτός «ο φόβος του άπειρου» είναι πιθανώς 

υπεύθυνος για τη λογική σαφήνεια της μεθόδου της εξάντλησης (Edwards, 1979). 

1.2  Η Έννοια του Ορίου κατά τον 16ο και 17ο Αιώνα 

Σύμφωνα με τον Boyer (1949), oι αντιλήψεις και οι προσεγγιστικές μέθοδοι των 

αρχαίων Ελλήνων που είχαν έμμεση σχέση με την έννοια του ορίου επικράτησαν και 

εφαρμόστηκαν χωρίς ουσιαστικές διαφοροποιήσεις μέχρι τον 16ο αιώνα μ.Χ. Η πρώτη 

προσπάθεια αποσαφήνισης της έννοιας του ορίου γίνεται τον 16ο αιώνα από τον 

Φλαμανδό μηχανικό Simon Stevin (1548-1620). Μολονότι ο Stevin ήταν μεγάλος 

θαυμαστής των έργων του Αρχιμήδη, διαφοροποιήθηκε από αυτόν, αποφεύγοντας στις 

εργασίες του τη λογική διαδικασία της μεθόδου της εξάντλησης καθώς και τη μέθοδο 

της απαγωγής σε άτοπο. Μελετώντας μεθόδους για τον υπολογισμό εμβαδών 

χρησιμοποίησε μόνο εγγεγραμμένα σχήματα σε αντίθεση με τον Αρχιμήδη που 

χρησιμοποίησε και περιγεγραμμένα. Επίσης, ενώ για τον Αρχιμήδη η διαφορά των 

εμβαδών των χρησιμοποιούμενων σχημάτων μπορούσε να γίνει οσοδήποτε μικρή, 

αλλά ποτέ δεν έπαυε να υπάρχει, για τον Stevin αυτή η διαφορά γινόταν ολοένα και 

μικρότερη και στο άπειρο εξαφανιζόταν. Η αρχή του Stevin μπορεί να περιγραφή ως 

εξής:  

«Αν η διαφορά δύο μεγεθών μπορεί να δειχθεί ότι γίνεται μικρότερη από ένα 

καθορισμένο μέγεθος, τότε τα μεγέθη αυτά είναι ίσα» (Baron, 1969). 

   Στο έργο του Στατική το 1586, απέδειξε ότι το κέντρο βάρους ενός τριγώνου 

βρίσκεται στη διάμεσό του. Συγκεκριμένα, στο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 με 𝛢𝛭 διάμεσος 

εγγράφονται μερικά παραλληλόγραμμα, ίσου ύψους, των οποίων οι πλευρές είναι ανά 

ζεύγη παράλληλες προς την πλευρά 𝛣𝛤 και της διαμέσου 𝛢𝛭 που αντιστοιχεί σε αυτήν, 

όπως στο παρακάτω Σχήμα 1.9. 
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Σχήμα 1.9 Κέντρο βάρος τριγώνου 

Το κέντρο βάρους των εγγεγραμμένων σχημάτων θα βρίσκεται πάνω στη διάμεσο, 

όπως καθίσταται γνωστό από την Αρχιμήδεια αρχή που αναφέρει ότι: «τα αμφίπλευρα 

συμμετρικά σχήματα ισορροπούν». Υφίσταται όμως η δυνατότητα να εγγραφεί στο 

τρίγωνο ένας άπειρος αριθμός τέτοιων παραλληλογράμμων και όσο μεγαλύτερος είναι 

αυτός ο αριθμός παραλληλογράμμων, τόσο μικρότερη θα είναι η διαφορά ανάμεσα στο 

εγγεγραμμένο σχήμα και το τρίγωνο. Αν τώρα υποτεθεί ότι τα «φαινομενικά βάρη» 

των τριγώνων 𝛢𝛣𝛭 και 𝛢𝛭𝛤 δεν είναι ίσα, τότε θα έχουν κάποια σταθερή διαφορά. 

Παρόλα αυτά δεν μπορεί να υπάρχει τέτοια διαφορά, καθόσον καθένα από τα τρίγωνα 

μπορεί να διαφέρει τόσο λίγο, όσο θα επιθυμούσε κανείς από τα αθροίσματα των 

παραλληλογράμμων που εγγράφονται σε αυτά, τα οποία είναι ίσα. Επομένως τα 

«φαινομενικά βάρη» των 𝛢𝛣𝛭, 𝛢𝛤𝛭 είναι ίσα και έτσι το κέντρο βάρους του τριγώνου 

𝛢𝛣𝛤 βρίσκεται πάνω στη διάμεσο 𝛢𝛭.  

   Ο Stevin δεν έκανε λόγο βέβαια, για το τρίγωνο ως όριο του αθροίσματος των 

εγγεγραμμένων παραλληλογράμμων, ωστόσο θα απαιτούνταν μικρές αλλαγές στη 

μέθοδό του για να αναγνωρίσει κανείς τη σύγχρονη μέθοδο των ορίων (Boyer, 1949). 

Θα πρέπει να τονισθεί πως το έργο του Stevin αποτελεί ίσως την πιο σημαντική φάση 

μεταξύ του έργου του Αρχιμήδη και της δημιουργίας του Απειροστικού Λογισμού κατά 

τον 17ο αιώνα. Η μεθοδολογία του θα βρει την δικαίωσή της, πενήντα χρόνια μετά, στη 

θεωρία των αδιαιρέτων του Cavalieri (Φίλη, 2010). 

   Ο 17ος αιώνας εισάγει πληθώρα νέων ιδεών και ανακαλύψεων στον Απειροστικό 

Λογισμό. Τα νέα προβλήματα που παρουσιάστηκαν στις φυσικές επιστήμες όπως η 



22 
 

εύρεση της εφαπτοµένης µιας καµπύλης, ο υπολογισµός µεγίστων και ελαχίστων 

τιµών απαιτούν νέες µεθόδους, οι οποίες δε θα αργήσουν να εμφανιστούν. Σημαντικό 

ρόλο στη γενικότερη ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού είχε το σύγγραμμα 

Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota (Μέθοδος για 

την ανάπτυξη μιας νέας γεωμετρίας των συνεχών αδιαιρέτων) (1635) του Bonaventura 

Cavalieri (1598-1647), στο οποίο κεντρική έννοια είναι το αδιαίρετο. Ο Cavalieri 

ωστόσο, δεν διευκρινίζει τι ακριβώς εννοεί με την έννοια αδιαίρετο σε κανένα σημείο 

της εργασίας του, αλλά χρησιμοποιεί τον όρο αδιαίρετα για να χαρακτηρίσει τα 

απειροστά5 στοιχεία που χρησιμοποιεί στη μέθοδό του. Για τον ίδιο, κάθε αδιαίρετο με 

την κίνησή του παράγει το επόμενο ανώτερης διάστασης συνεχές. Έτσι το σημείο 

κινούμενο δημιουργεί μια γραμμή, μια γραμμή κινούμενη παράγει ένα επίπεδο και ένα 

επίπεδο με την κίνησή του παράγει ένα στερεό. Δηλαδή το σημείο είναι το αδιαίρετο 

της γραμμής, η γραμμή είναι το αδιαίρετο του επιπέδου και το επίπεδο είναι το 

αδιαίρετο του στερεού σχήματος. Κατά τον Cavalieri ένα γεωμετρικό σχήμα αναλύεται 

σε ένα άπειρο αριθμό αδιαιρέτων χαμηλότερης διάστασης. Συνεπώς το επίπεδο 

απαρτίζεται από ένα άπειρο πλήθος παράλληλων γραμμών που ισαπέχουν μεταξύ τους 

και το στερεό από ένα άπειρο πλήθος ισαπεχόντων παράλληλων επιπέδων. Έτσι 

θεωρούσε το εμβαδόν ν’ αποτελείται από παράλληλα ισαπέχοντα ευθύγραμμα τμήματα 

και ο όγκος από παράλληλες ισαπέχουσες επίπεδες τομές, δίχως να διευκρινίζει αν αυτά 

τα αδιαίρετα έχουν πάχος ή όχι (Γιαννακούλιας, 2007).  

   Η χρήση των αδιαιρέτων (indivisibles) στη Γεωμετρία προκάλεσε αρκετές διαφωνίες, 

οδηγώντας σε παράδοξα και λάθη. Παρόλα αυτά η εν λόγω μέθοδος αποτέλεσε ένα 

εργαλείο το οποίο χρησιμοποιήθηκε ευρύτατα από τους μαθηματικούς της εποχής, 

εξαιτίας των επιτυχών εφαρμογών της, που εισήγαγαν τις απειροστικές θεωρήσεις στο 

χώρο της Γεωμετρίας. 

   Το 1638 ο Pierre de Fermat (1601-1665) διατύπωσε μία γενική μέθοδο για τον 

προσδιορισμό μεγίστων και ελαχίστων τιμών, λαμβάνοντας υπόψη του τη 

χαρακτηριστική συμπεριφορά μιας συνάρτησης κοντά στα ακρότατά της. Για 

παράδειγμα, προκειμένου να δει πως πρέπει να χωρίσουμε ένα διάστημα μήκους 𝑏 σε 

δύο διαστήματα με μήκη 𝑥 και 𝑏 − 𝑥 των οποίων το γινόμενο 𝑥 ⋅ (𝑏 − 𝑥) = 𝑏𝑥 − 𝑥2 

να είναι μέγιστο (δηλαδή, να βρει το ορθογώνιο περιμέτρου 2𝑏 που έχει μέγιστο 

                                                             
5 Απειροστό θεωρείται μια ποσότητα (γεωμετρική ή αριθμητική) που είναι απειροελάχιστα μικρή και   

μπορεί κάποια στιγμή να παραλειφθεί ως αμελητέα. 
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εμβαδόν), χρησιμοποίησε το ακόλουθο επιχείρημα. Πρώτα, αντικατέστησε το 𝑥 με   

𝑥 + 𝜖 και έγραψε την «ψευδο-ισότητα» 

𝑏 ⋅ (𝑥 + 𝜖) − (𝑥 + 𝜖)2 = 𝑏𝑥 + 𝑏𝜖 − 𝑥2 − 2𝑥𝜖 − 𝜖2~𝑏𝑥 − 𝑥2, 

θεωρώντας ότι για μικρό 𝜖 οι δύο ποσότητες είναι σχεδόν ίσες. Κατόπιν, διέγραψε τους 

ίσους όρους και διαίρεσε με 𝜖, φτάνοντας στην 

2𝑥 + 𝜖~𝑏. 

Τέλος, θεώρησε αμελητέο τον εναπομείναντα όρο που περιείχε το 𝜖, 

μετασχηματίζοντας έτσι την ψευδο-ισότητα στην κανονική ισότητα  

𝑥 =
𝑏

2
 

που δίνει την τιμή του 𝑥 η οποία μεγιστοποιεί την 𝑏𝑥 − 𝑥2. 

   Δυστυχώς, ο Fermat δεν εξήγησε ποτέ τη λογική βάση της μεθόδου του με επαρκή 

σαφήνεια ή πληρότητα, ώστε να φανεί ο τρόπος με τον οποίο είχε καταλήξει σε αυτήν. 

Έτσι, οι ιστορικοί διαφωνούν για το τι ακριβώς εννοούσε ή ήθελε να κάνει. Μια 

εξήγηση, η οποία είναι πιο κοντά στις σημερινές μας γνώσεις, χωρίς απαραίτητα να 

αποδίδει τον τρόπο σκέψης του Fermat, είναι η ακόλουθη. Αν η 𝑓(𝑥) είναι μέγιστη 

τιμή τότε, αν κρίνουμε από το σχήμα παρακάτω, οι τιμές της 𝑓 μεταβάλλονται πολύ 

αργά κοντά στο 𝑥. 

 

Σχήμα 1.10 Η μέθοδος των ψευδο-ισοτήτων του Fermat 

   Αν λοιπόν το 𝜖 είναι αρκετά μικρό, τότε τα 𝑓(𝑥) και 𝑓(𝑥 + 𝜖) είναι σχεδόν ίσα, 

δηλαδή 𝑓(𝑥 + 𝜖)~𝑓(𝑥) και 

𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥)~0. 

Αν η 𝑓 είναι πολυωνυμική, τότε η διαφορά 𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥) διαιρείται με το 𝜖, και 

μετά από τη διαίρεση θεωρούμε ότι εξακολουθούμε να έχουμε 
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𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥)

𝜖
~0. 

Όμως, το όριο αυτού του πηλίκου καθώς το 𝜖 → 0 είναι η παράγωγος σύμφωνα με τον 

σύγχρονο ορισμό. Συνεπώς, το γεγονός ότι ο Fermat αγνοούσε τους υπόλοιπους όρους 

που περιείχαν το 𝜖 αντιστοιχεί στην 

𝑓′(𝑥) = 0. 

Θα πρέπει όμως να επισημανθεί ότι ο Fermat δε διατύπωνε ρητά ότι έπαιρνε το 𝜖 

«μικρό», και δεν έλεγε τίποτα για το όριο καθώς το 𝜖 τείνει στο 0. Στα γραπτά του 

τουλάχιστον μία φορά έχει αναφερθεί στα 𝑥 και 𝑥 + 𝜖 με τελείως αλγεβρικό τρόπο, 

θεωρώντας τα διακεκριμένες ρίζες της εξίσωσης 𝑓(𝑥) = 𝑐 (Σχήμα 1.11). 

 

Σχήμα 1.11 Μέθοδος εύρεσης ακροτάτων του Fermat  

   Γράφοντας 𝑓(𝑥 + 𝜖) = 𝑓(𝑥), διέγραφε της όμοιους όρους, διαιρούσε με το 𝜖, και 

τέλος «έσβηνε» της υπόλοιπους όρους που περιείχαν το 𝜖, θεωρώντας ότι οι δύο ρίζες 

είναι ίσες (οπότε 𝜖 = 0) όταν η 𝑐 = 𝑓(𝑥) είναι η μέγιστη τιμή της 𝑓 (Edwards, 1979). 

   Ο Edwards της αναφέρει πως ο Fermat χρησιμοποιούσε παρόμοιες τεχνικές «ψευδο-

ισότητας» για να κατασκευάσει εφαπτόμενες. Για παράδειγμα, από τα όμοια τρίγωνα 

του παρακάτω σχήματος παρατηρείται ότι 

𝑠 + 𝜖

𝑠
=

𝜅

𝑓(𝑥)
. 

Αντικαθιστώντας 𝜅~𝑓(𝑥 + 𝜖), η υπο-εφαπτόμενη 𝑠 δίνεται από τη σχέση 

𝑠~
𝜖𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥)
.                                                 (4) 
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Σχήμα 1.12 Μέθοδος Fermat για τις εφαπτομένες 

   Αν μεταφερθεί το 𝜖 από τον αριθμητή στον παρανομαστή, σχηματιστεί ο λόγος 

𝑓(𝑥+𝜖)−𝑓(𝑥)

𝜖
, πραγματοποιώντας τη διαίρεση και αγνοώντας τους όρους που περιέχουν 

το 𝜖, λαμβάνεται μια έκφραση για την υπο-εφαπτόμενη, η οποία με το σημερινό 

συμβολισμό αντιστοιχεί στο να γραφτεί 

𝑠~
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥)
𝜖

 

και να τεθεί το όριο καθώς το 𝜖 → 0, φτάνοντας στη σχέση  

𝑠 =
𝑓(𝑥)

𝑓′(𝑥)
.                                                              (5) 

Αφού η κλίση της εφαπτομένης είναι 𝑓(𝑥) 𝑠⁄ , η (5) της δίνει ότι η κλίση της 

εφαπτόμενης της καμπύλης 𝑦 = 𝑓(𝑥) ισούται με την παράγωγο 𝑓′(𝑥). 

   Για παράδειγμα, θεωρώντας την 𝑓(𝑥) = 𝑥2. Η (4) της δίνει 

𝑠~
𝜖𝑥2

(𝑥 + 𝜖)2 − 𝑥2
=

𝑥2

2𝑥 + 𝜖
. 

Απλοποιώντας και διαγράφοντας το 𝜖 που απομένει, προκύπτει ότι 𝑠 = 𝑥 2⁄ , άρα η 

κλίση της εφαπτόμενης της παραβολής 𝑦 = 𝑥2 είναι ίση με 

𝑓′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑠
=

𝑥2

𝑥 2⁄
= 2𝑥. 

   Παρατηρείται λοιπόν, πως η εφαρμογή της μεθόδου του Fermat αφήνει να 

διαφανούν, μέσα από ένα πλούσιο διαισθητικό πλαίσιο, οι έννοιες της οριακής τιμής 

και της παραγώγου.  

   Έχει διαπιστωθεί ότι, τα εμβαδά και οι εφαπτόμενες υπολογίζονταν με ad hoc 

τεχνικές της αρχές του 17ου αιώνα. Η εισαγωγή γενικών αλγοριθμικών τεχνικών που 
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θα συστηματοποιούσαν τους υπολογισμούς ήταν η ουσία της «ανακάλυψης του 

Απειροστικού Λογισμού» από τον Βρετανό φυσικομαθηματικό Isaac Newton (1642-

1727) και τον Γερμανό μαθηματικοφιλόσοφο Gottfried Wilhelm Von Leibniz (1646-

1716) (Γιαννόπουλος, 2017). Σύμφωνα με τον Γιαννακούλια (2007), με την έκφραση 

ανακάλυψαν τον Απειροστικό Λογισμό, εννοείται πως: 

 Ενέταξαν τις μέχρι τότε υπάρχουσες μεθόδους σε δύο  γενικές έννοιες την 

«παράγωγο» και το «ολοκλήρωμα». 

 Επινόησαν συμβολισμούς που κατέστησαν εύκολη τη χρήση των εννοιών 

αυτών. 

 Ανακάλυψαν και απέδειξαν το θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού 

Λογισμού το οποίο περιγράφει σαφώς την αντίστροφη σχέση μεταξύ 

προβλημάτων εφαπτόμενων και εμβαδών6 (με σύγχρονη ορολογία, την 

αντίστροφη σχέση παραγώγου και ολοκληρώματος). 

   Για τον Newton, η παράγωγος είναι ο ρυθµός µεταβολής («fluxion» - «ροή») και το 

ολοκλήρωµα («fluent» - «ρέον») µία αντίστροφη έννοια, ενώ για τον Leibniz, η 

παράγωγος είναι ένα «πηλίκο απειροστών διαφορών» και το ολοκλήρωµα ένα 

«άθροισµα απειροστών». Και οι δύο χρησιµοποιούν απειροστά, δηλαδή 

απειροελάχιστα µικρές ποσότητες, οι οποίες µπορούν να παραλειφθούν όταν είναι 

«συγκριτικά μικρές». 

   Κανείς από τους δύο, δε θεμελίωσε τη μέθοδό του με την αυστηρότητα της κλασικής 

ελληνικής γεωμετρίας επειδή αμφότεροι ουσιαστικά χρησιμοποίησαν απειροστές 

ποσότητες. Συμβαίνει συχνά στην Ιστορία ό,τι θεωρείται επαναστατικό υπάρχει ήδη 

στην περιρρέουσα ατμόσφαιρα, περιμένοντας να το συλλάβει κάποιος και να το 

διατυπώσει κατάλληλα (Katz, 2013). 

   Το μνημειώδες έργο Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Μαθηματικές 

Αρχές της Φυσικής Φιλοσοφίας, γνωστό και ως Newton’s Principia) του Newton, 

εκδόθηκε το 1687. Περιέχει μεγάλο αριθμό συλλογισμών με απειροστά και οριακών 

επιχειρημάτων, για το λόγο αυτό συχνά θεωρείται το πρώτο του έργο στο οποίο 

αναφέρεται εκτενώς στον Απειροστικό Λογισμό. Στο Principia δίνει την καλύτερή του 

παρουσίαση της έννοιας του ορίου, χρησιμοποιώντας όρια λόγων γεωμετρικών 

                                                             
6  Ήταν γνωστό ότι το εμβαδόν κάτω από την καμπύλη 𝑦 = 𝑥𝑛 στο [0, 𝑥] είναι 𝑥𝑛+1 (𝑛 + 1⁄ ), ενώ η 

κλίση της εφαπτόμενης στην καμπύλη 𝑦 = 𝑥𝑛+1 (𝑛 + 1⁄ ) είναι 𝑥𝑛 .     
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μεγεθών. Για παράδειγμα, στο Λήμμα VII της Παραγράφου I του Βιβλίου I ισχυρίζεται 

ότι αν δοθούν μια χορδή 𝐴𝐵 και το αντίστοιχο τόξο μιας καμπύλης, καθώς και το 

αντίστοιχο εφαπτόμενο τμήμα 𝐴𝐷 (Σχήμα 1.13) τότε «αν τα σημεία 𝐴 και 𝐵 

πλησιάσουν το ένα το άλλο και συναντηθούν», ο «ύστατος λόγος του τόξου, της χορδής 

και της εφαπτομένης, οποιουδήποτε της οποιοδήποτε άλλο, είναι ο λόγος δύο ίσων 

μεγεθών». 

 

Σχήμα 1.13 Όρια λόγων γεωμετρικών μεγεθών 

Και στα σχόλια της Παραγράφου Ι γράφει, εξηγώντας: 

Με τον όρο «ύστατος λόγος» (ultimate ratio) ποσοτήτων που τείνουν να 

μηδενιστούν εννοούμε τον λόγο των ποσοτήτων όχι πριν να μηδενιστούν αλλά 

αυτόν με τον οποίο μηδενίζονται. Αυτοί οι ύστατοι λόγοι με της οποίους 

μηδενίζονται οι ποσότητες δεν είναι πραγματικά οι λόγοι των ύστατων 

ποσοτήτων αλλά τα όριά της τα οποία συγκλίνουν οι λόγοι των ποσοτήτων που 

φθίνουν χωρίς όριο, και τα οποία προσεγγίζουν περισσότερο από οποιαδήποτε 

δοθείσα διαφορά, αλλά δεν τα ξεπερνούν, ούτε και τα φθάνουν έως ότου οι 

ποσότητες γίνουν απείρως μικρές. 

   Όπως υποστηρίζει ο Γιαννόπουλος (2017), η διατύπωση αυτή είναι ουσιαστικά η 

απόπειρα του Newton να δώσει τον ορισμό της έννοιας του ορίου. Με σύγχρονο 

συμβολισμό θα λέγαμε ότι διατυπώνει το εξής: αν για κάθε 𝜖 > 0 έχουμε ότι οι 𝑓(𝑡) 

και 𝑔(𝑡) διαφέρουν λιγότερο από 𝜖 όταν το 𝑡 είναι αρκετά κοντά στο 𝛼, τότε  

lim
𝑡→𝑎

𝑓(𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑎

𝑔(𝑡). 
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   Την ίδια εποχή με τον Newton, εργαζόμενος ωστόσο ανεξάρτητα από αυτόν, ο 

Leibniz χρησιμοποιεί το «χαρακτηριστικό τρίγωνο» για διάφορα προβλήματα 

ολοκλήρωσης και υπολογισμού μηκών. Στην προσέγγιση μιας καμπύλης από ένα 

πολύγωνο οι συντεταγμένες των κορυφών του σχηματίζουν ακολουθίες (𝑥𝜅)𝜅є𝛮  και 

(𝑦𝜅)𝜅є𝛮. Συμβόλισε με 𝑑𝑥 την απειροστή διαφορά των τετμημένων και με 𝑑𝑦 την 

αντίστοιχη διαφορά των τεταγμένων. Όταν το 𝑑𝑥 γίνει πολύ μικρό τότε οι πλευρές του 

πολυγώνου τείνουν να γίνουν εφαπτόμενες. Θεώρησε την καμπύλη σαν ένα πολύγωνο 

με άπειρες το πλήθος γωνίες και απείρως μικρές πλευρές, καθεμία από τις οποίες 

ταυτίζεται με μια εφαπτομένη στην καμπύλη (Bos, 1974). 

 

Σχήμα 1.14 Μέθοδος προσέγγισης καμπύλης με πολύγωνο 

   Το πρώτο δημοσιευμένο άρθρο του Leibniz με θέμα τον διαφορικό λογισμό 

εμφανίστηκε το 1684 στο περιοδικό Acta Eruditorum (Πεπραγμένα Σοφών) της 

Λειψίας. Ο τίτλος του ήταν «μια νέα μέθοδος για μέγιστα και ελάχιστα, καθώς της και 

για εφαπτόμενες, η οποία δεν παρεμποδίζεται από κλασματικές ή άρρητες ποσότητες 

και ένα αξιοσημείωτο είδος λογισμού για αυτά». Τα διαφορικά εισάγονται χωρίς να 

δίνει τις εξηγήσεις για τα απειροστικά επιχειρήματα που αποτέλεσαν το κίνητρο για 

αυτά. Για κάθε αριθμό 𝑑𝑥, ορίζει ως 𝑑𝑦 εκείνο τον αριθμό για τον οποίο ο λόγος 𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄  

είναι ίσος με την κλίση της εφαπτόμενης. Με τα σύγχρονα δεδομένα, αυτό μοιάζει 

αρκετά ολοκληρωμένο, με τη διαφορά ότι δε δίνει κάποιον ορισμό της εφαπτόμενης. 

Γράφει: «πρέπει μόνο να κρατάμε στο μυαλό της ότι το να βρούμε μια εφαπτόμενη 

σημαίνει να σχεδιάσουμε μια ευθεία που συνδέει δύο σημεία της καμπύλης με 

απειροελάχιστη απόσταση, ή εναλλακτικά, την προέκταση μιας πλευράς της 

πολυγώνου με άπειρο πλήθος γωνιών, το οποίο για εμάς αντικαθιστά την καμπύλη». 
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Παραδείγματος χάριν, της αναφέρει ο Γιαννακούλιας (2007), στο παρακάτω σχήμα 

παρατηρούμε ότι καθώς το 𝑑𝑥 γίνεται ολοένα και πιο μικρό, το σημείο 𝑄 πλησιάζει να 

γίνει σημείο της καμπύλης. Επομένως, το 𝑑𝑦 εκφράζει την απείρως μικρή μεταβολή 

της 𝑦 και θα είναι ίση με το μήκος 𝑄𝑅, καθώς το 𝑄 τείνει να συμπέσει με το 𝛲. 

 

Σχήμα 1.15 Χαρακτηριστικό τρίγωνο του Leibniz 

 Άρα είναι το όριο προς το οποίο τείνει ο λόγος 
𝑓(𝑥+𝑑𝑥)−𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
 καθώς το 𝑑𝑥 τείνει στο 

μηδέν. Σε σύγχρονο συμβολισμό 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= lim

𝑑𝑥→0
 
𝑓(𝑥 + 𝑑𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
. 

   Λαμβάνοντας υπόψη τις προσεγγίσεις των Newton και Leibniz σχετικά με τον ίδιο 

τον Απειροστικό Λογισμό, παρατηρούμε ότι οι διακριτές απειροστές διαφορές 

γεωμετρικών μεταβλητών διαδραμάτισαν τον πιο κεντρικό ρόλο στην προσέγγιση του 

Leibniz, ενώ η θεμελιώδης έννοια για τον Newton ήταν η ροή ή ο ρυθμός μεταβολής 

με τον χρόνο, η οποία βασιζόταν σε διαισθητικές ιδέες για τη συνεχή κίνηση. 

Αποτέλεσμα αυτής της διαφοράς είναι ότι στο συμβολισμό του Leibniz ουσιαστικά 

μεταμφιέζεται η έννοια του ορίου, η οποία διακρίνεται πολύ καθαρά στο λογισμό του 

Newton. Σε όλη αυτή τη μακρόχρονη περίοδο δεν υπήρχε ακριβής διατύπωση για την 

έννοια αυτή, γιατί ήταν βασισμένη στη γεωμετρική διαίσθηση και ενόραση (Grabiner, 

1983). 

1.2.1  Απειροστά: Σύγχυση και Αμφισβήτηση 

Για πολλούς αιώνες, οι ιδέες που σχετίζονται με την έννοια του ορίου συγχέονται με 

ασαφείς και μερικές φορές φιλοσοφικές ιδέες του άπειρου, δηλαδή απείρως μεγάλους 
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και μικρούς αριθμούς και άλλες μαθηματικές οντότητες (Denbel, 2014). Ιδιαίτερη 

προσοχή, δόθηκε στους απείρως μικρούς αριθμούς που ονομάστηκαν απειροστά. Αν 

μία ποσότητα γίνεται επανειλημμένα μικρότερη και μικρότερη χωρίς ποτέ να είναι 

μηδέν, τότε το οριακό αντικείμενο συλλαμβάνεται ως μια εξαιρετικά μικρή ποσότητα 

που δεν είναι μηδέν (Cornu, 1991). Οι απειροελάχιστες έννοιες είναι φυσικά προϊόντα 

της ανθρώπινης φαντασίας που προέρχονται από το συνδυασμό της δυνητικά 

απεριόριστης επανάληψης και της αναγνώρισης των ιδιοτήτων της κάθε επανάληψης 

(Τall, 2009). Σχετικά με τα απειροστά υπάρχουν δύο απόψεις ιστορικά, η μία είναι 

δυνητική και η άλλη η πραγματική (Bagni, 2005). Μία δυνητικά απειροστή ποσότητα 

εκφράζεται με έναν δυναμικό τρόπο, δηλαδή ως μία θετική ποσότητα που η απόστασή 

της από το μηδέν γίνεται συνεχώς μικρότερη (απείρως μικρή), ενώ μία πραγματικά 

απειροστή ποσότητα είναι μία θετική ποσότητα, η οποία είναι μικρότερη από 

οποιονδήποτε πεπερασμένο θετικό αριθμό (Ely, 2010). Η αρχαία αντίληψη, σύμφωνα 

με τον Αριστοτέλη, περιορίζεται στη δυνητική άποψη τέτοιων ποσοτήτων όπως για 

παράδειγμα στη μέθοδο της εξάντλησης, ενώ στη συνέχεια χρησιμοποιήθηκε η 

πραγματική από τον Leibniz. 

   Όπως ήδη έχει αναφερθεί, τόσο ο Newton όσο και ο Leibniz θεμελίωσαν τον 

Απειροστικό Λογισµό τους αναπτύσσοντας κανόνες και ερμηνευτικούς συμβολισμούς, 

έχοντας σαν στόχο να βάλουν τις απειροστές θεωρήσεις κάτω από μια αλγοριθμική 

διαδικασία. Και οι δυο πίστευαν ότι απειροστά στην πραγματικότητα δεν υπάρχουν, 

αλλά τα χρησιμοποιούσαν ως σύμβολα στις αποδείξεις. Θεωρούσαν ως απειροστά τις 

ποσότητες που είχαν την ιδιότητα να τείνουν στον μηδέν (Guicciardini, 2003). Παρά 

την επιτυχία των μεθόδων τους, ωστόσο, τους ασκήθηκε έντονη κριτική ως προς τη 

σαφήνεια και την αυστηρότητά τους. Για παράδειγµα, προκειμένου να υπολογίσει ο 

Newton τη «ροή» (παράγωγο) της συνάρτησης 𝑦 = 𝑥𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ∗ συμβολίζει με «𝜊» την 

απειροελάχιστη αύξηση της µεταβλητής 𝑥, θέτει 𝑥 + 𝑜 στη θέση του 𝑥, και  στη 

συνέχεια υπολογίζει τη διαφορά (𝑥 + 𝑜)𝑛 − 𝑥𝑛 χρησιμοποιώντας τον τύπο του 

διωνύµου που φέρει το όνοµά του: 

(𝑥 + 𝑜)𝑛 − 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑛𝑥𝑛−1𝑜 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑥𝑛−2𝑜2 + ⋯+ 𝑜𝑛 − 𝑥𝑛

= 𝑛𝑥𝑛−1𝑜 + 𝑜 {
𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑥𝑛−2𝑜 + ⋯+ 𝑜𝑛−1} 

 Στη συνέχεια, διαιρώντας και τα δύο µέλη µε 𝜊 βρίσκει ότι 
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𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜊𝜆ή 𝜏𝜊𝜐 𝑥𝑛 

𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜊𝜆ή 𝜏𝜊𝜐 𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1 +

𝑛(𝑛 − 1)

2
𝑥𝑛−2𝑜 + ⋯ + 𝑜𝑛−1 

   Στο σημείο αυτό, σύμφωνα με τον Newton, οι όροι που περιέχουν ως παράγοντα το 

𝜊 στο δεξί µέλος της παραπάνω έκφρασης µπορούν να παραλειφθούν, αφού το 𝜊 είναι 

απειροελάχιστα µικρό. Έτσι, καταλήγει ότι 

𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜊𝜆ή 𝜏𝜊𝜐 𝑥𝑛 

𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜊𝜆ή 𝜏𝜊𝜐 𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1. 

Με σύγχρονο συμβολισμό 

lim
𝛥𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑛𝑥𝑛−1. 

   Όπως παρατηρείται, η διαδικασία είναι εντελώς όµοια µε αυτήν που ακολουθείται 

σήµερα για να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης 𝑦 = 𝑥𝑛, µε τη διαφορά ότι λείπει 

η θεώρηση του ορίου του λόγου µεταβολής. Ο Newton ονοµάζει το αποτέλεσµα της 

παραπάνω διαδικασίας «ύστατος λόγο» (ultimate ratio) των µεταβολών αντί για όριο 

του λόγου διαφορών. Αυτή η έννοια δεν ήταν απολύτως σαφής και αποτέλεσε 

αντικείµενο δριµείας κριτικής, µεταξύ άλλων από τον Ιρλανδό επίσκοπο George 

Berkeley (1685-1753). Ο τελευταίος προσπαθώντας να αιτιολογήσει τους ισχυρισμούς 

του γράφει σε ένα φυλλάδιο με τίτλο The Analyst το 1734: 

Τι είναι ακριβώς το 𝜊; Είναι µηδέν, ή όχι; Αν είναι µηδέν, πώς επιτρέπεται να 

διαιρέσουµε µε αυτό; Αν δεν είναι µηδέν, πώς επιτρέπεται να το 

παραλείψουµε; Αυτός ο συλλογισµός δε φαίνεται ούτε σωστός ούτε τίµιος. 

Όταν κάποιος λέει ότι οι αυξήσεις είναι πλέον µηδενικές ή ότι δεν υπάρχουν 

άλλες αυξήσεις, η προηγούµενη υπόθεση που έλεγε ότι οι αυξήσεις ήταν κάτι 

ή ότι υπήρχαν αυξήσεις χάνεται, ενώ µια συνέπεια (αποτέλεσμα) αυτής της 

υπόθεσης διατηρείται ακόµα. Αυτό είναι ένας λανθασµένος συλλογισµός. 

   Αναρωτήθηκε δηλαδή, πώς είναι δυνατόν να ξεκινήσουμε με μια μη μηδενική 

αύξηση και αφού εκτελεστούν όλοι οι υπολογισμοί με αυτήν ούσα διάφορη του 

μηδενός, αλλά για να καταλήξουμε στο αποτέλεσμα τελικά τίθεται ίση με το μηδέν. 

Επιπλέον, πίστευε πως τα απειροστά ήταν φανταστικά και άχρηστα και διερωτήθηκε 

για την αναγκαιότητα ενασχόλησης με ποσότητες απείρως μεγάλες ή απείρως μικρές. 

Τις θεωρούσε ακατανόητες εφόσον δεν μπορούσαν να γίνουν αντιληπτές μέσω των 

αισθήσεων (Katz, 2013). 
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   Η σκληρή κριτική του Berkeley είχε ως αποτέλεσμα να εμφανιστούν μέσα στα 

επόμενα επτά χρόνια τριάντα περίπου άρθρα ως υπεράσπιση των εννοιών των σχετικών 

με τις απειροστές ποσότητες. Το πρώτο από αυτά τα άρθρα σε μορφή φυλλαδίου 

εμφανίζεται από τον James Jurin  (1684-1750) το 1734 με τίτλο Geometry No Friend 

to Infidelity: or, A Defence of Sir Issac Newton and the British Mathematicians, in a 

Letter Addressed to the Author of the Analyst by Philalethes Cantabrigiensis (Boyer, 

1949). Ο Jurin, μαθητής του Newton, υποστήριξε ότι οι ροές είναι μια καθαρή έννοια 

για αυτούς που είναι αρκετά έμπειροι στη γεωμετρία και προσπάθησε να δείξει ότι οι 

επικρίσεις του Berkeley οφειλόταν σε παρανόηση των θέσεων του Newton. Όταν έληξε 

η διαμάχη του Berkeley με τους μαθηματικούς άρχισε μια αντιδικία σχετικά με τις ροές 

μεταξύ του Jurin και του Benjamin Robins (1707-1751), ενός αυτοδίδακτου 

μαθηματικού. Σε εργασία του Robins, που δημοσίευσε το 1735 με τίτλο A Discourse 

Concerning the nature and certainty of Isaac Newton’s method of Fluxion and of prime 

and Ultimate Ratios (Μία πραγματεία που αφορά τη φύση και τη βεβαιότητα της 

μεθόδου του Newton, των ροών και των πρώτων και εσχάτων λόγων) σημειώνει:  

Ο έσχατος λόγος των μηδενιζόμενων μεγεθών ήταν, για τον Newton, μια 

μεταφορική έκφραση που δεν αναφερόταν σε κάποιο τελευταίο λόγο, αλλά σ’ 

ένα σταθερό μέγεθος προς το οποίο κάποιο μεταβαλλόμενο μέγεθος, μέσω 

συνεχούς αυξήσεως ή ελαττώσεως θα πλησιάζει διαρκώς, αρκεί το 

μεταβαλλόμενο μέγεθος να μπορεί προσεγγίζοντας το άλλο, να διαφέρει απ’ 

αυτό λιγότερο από οποιοδήποτε μέγεθος, οσοδήποτε μικρό, χωρίς να μπορεί 

να γίνει απολύτως ίσο με αυτό. 

 Για πρώτη φορά παρουσιάστηκε καθαρά, με σαφήνεια και κατηγορηματικά η άποψη 

ότι μία μεταβλητή δεν μπορεί να φθάσει το όριό της (Cajori, 1923). 

1.3  Η Πορεία προς τη Θεμελίωση της Έννοιας του Ορίου κατά τον     

18ο και 19ο Αιώνα 

Ο 18ος αιώνας ήταν για τα Μαθηματικά η περίοδος κατά την οποία έγινε η εδραίωση 

και η εκμετάλλευση των μεγάλων ανακαλύψεων του 17ου αιώνα, και η περίοδος στην 

οποία αυτές εφαρμόστηκαν για τη μελέτη επιστημονικών προβλημάτων. Αυτή ακριβώς 

η επιβεβαίωση και εφαρμογή των μαθηματικών αυτών στην πράξη ήταν και ο 

σημαντικότερος λόγος που παρακινούσε, μάγευε και παρότρυνε αδιάκοπα τους 
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μαθηματικούς της εποχής να διευρύνουν ασταμάτητα την επιστήμη τους, χωρίς να 

νοιάζονται ιδιαίτερα για τα θεμέλια στα οποία βασιζόταν. Όπως αναφέρει ο Kline 

(1980), o 18ος αιώνας έχει ονομαστεί η ηρωική εποχή των μαθηματικών, επειδή οι 

μαθηματικοί τολμούσαν και επιτύγχαναν τέτοιες μεγαλειώδεις επιστημονικές 

κατακτήσεις με τόσο εξαιρετικά μικρό λογικό εξοπλισμό. Αυτό βέβαια δεν μπορούσε 

να κρατήσει για πολύ και ήδη από τον 18ο αιώνα άρχισαν να εμφανίζονται αντιφάσεις 

και παράδοξα κυρίως από την ατελή κατανόηση εννοιών, όπως το όριο, τα απειροστά, 

η συνέχεια, η σύγκλιση και η σειρά. Για παράδειγμα, ο διαφορετικός τρόπος χειρισμού 

των απειροστών οδήγησε σε παράδοξα, όπως: 

1

2
= 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯ = 0    ή   − 1 = 1 + 2 + 4 + 8… 

Οι αποδείξεις έμοιαζαν περισσότερο με δόγματα και η διαίσθηση είχε αντικαταστήσει 

σχεδόν πλήρως τη λογική. 

   Όπως ήταν επόμενο, άρχισε να αναπτύσσεται από τους μεγαλύτερους μαθηματικούς 

της εποχής η προσπάθεια να επιβληθεί μια τάξη και να επιτευχθεί ένα ξεκαθάρισμα σε 

βασικές έννοιες κλειδιά, όπως σε αυτές των απειροστών και των ορίων. Εδώ 

εμφανίζονταν και οι διάφορες ερμηνείες των Euler, Lagrange, Laplace για τη φύση των 

απειροστών, για την έννοια του ορίου και του συνεχούς. Δυστυχώς, όμως, η 

γεωμετρική διαίσθηση στη φάση αυτή έπαιξε αρνητικό ρόλο και παρέσυρε τους 

μαθηματικούς σε λανθάνουσες αντιλήψεις για την έννοια του ορίου με αποτέλεσμα να 

μεγαλώνει το δέος και ο μυστικισμός γύρω από αυτήν την έννοια. 

   Οι μαθηματικοί προσπάθησαν να ξεπεράσουν αυτές τις δυσκολίες εισάγοντας την 

ιδέα του ορίου, με την οποία, αρχικά, εκφράζονταν η δυνατότητα μιας μεταβαλλόμενης 

ποσότητας να προσεγγίζει επ’ άπειρον μια σταθερή ποσότητα χωρίς στην 

πραγματικότητα να τη φτάνει ποτέ. Ο d’ Alembert όρισε το 1765 αυτήν την έννοια στo 

άρθρο του στην Encyclopédie (Εγκυκλοπαίδεια) του Diderot ως εξής: 

Ένα μέγεθος ονομάζεται όριο ενός άλλου όταν το δεύτερο μπορεί να 

προσεγγίζει το πρώτο σε μια απόσταση οσοδήποτε μικρή, αν και ένα μέγεθος 

δεν μπορεί να ξεπερνά ποτέ το μέγεθος που προσεγγίζει. έτσι ώστε η διαφορά 

μιας τέτοιας ποσότητας από το όριό της να είναι εντελώς αμελητέα. 

 Σύμφωνα λοιπόν με αυτόν τον ορισμό, που περικλείει την έννοια της κίνησης ως μια 

διαδικασία προσέγγισης, ο αριθμός 2 είναι το όριο της ακολουθίας 1,9, 1,99,

1,999,   1,9999,…, αλλά όχι όριο ακολουθίας 1,9,   1,99,   2,   2… (γιατί αυτή «φτάνει» 
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το 2), ούτε όριο της ακολουθίας 1,9, 2,01, 1,9999, 2,0001… (γιατί αυτή ξεπερνά το 

2). Ο τρόπος με τον οποίο οι μαθηματικοί χρησιμοποιούσαν την έννοια αυτή του ορίου 

φαίνεται χαρακτηριστικά στο επόμενο παράδειγμα, στο οποίο ο Sylvestre François 

Lacroix (1765–1843) αποδεικνύει το 1810 ότι lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥

𝑥+𝑎
= 𝑎 ∶ 

Έστω ότι δίνεται η συνάρτηση 
𝑎𝑥

𝑥+𝑎
, στην οποία υποθέτουμε ότι το 𝑥 αυξάνεται 

θετικά χωρίς τέλος. Διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με το 𝑥, 

βρίσκουμε 
𝑎

1+
𝑎

𝑥

, ένα αποτέλεσμα που δείχνει καθαρά ότι η συνάρτηση θα 

παραμένει πάντοτε μικρότερη από το 𝑎 αλλά θα προσεγγίζει συνέχεια αυτήν 

την τιμή, αφού το μέρος 
𝑎

𝑥
 του παρονομαστή μειώνεται όλο και περισσότερο 

και μπορεί να μειωθεί όσο θέλουμε. Η διαφορά ανάμεσα στο δοσμένο κλάσμα 

και την τιμή 𝑎 εκφράζεται ως 

𝑎 −
𝑎𝑥

𝑥 + 𝑎
=

𝑎2

𝑥 + 𝑎
 

και επομένως γίνεται ολοένα και πιο μικρή, όσο το 𝑥 γίνεται μεγαλύτερο και 

μπορεί να καταστεί μικρότερη από οποιαδήποτε ποσότητα, οσοδήποτε μικρή. 

Συνεπώς το δοσμένο κλάσμα μπορεί να προσεγγίζει το 𝑎 όσο κοντά θέλουμε, 

άρα το 𝑎 είναι το όριο της συνάρτησης 
𝑎𝑥

𝑥+𝑎
 ως προς την αόριστη αύξηση του 

𝑥. 

   Για να τυποποιηθεί αυτή η μακροσκελής διαδικασία, οι μαθηματικοί του 19ου αιώνα 

προσπάθησαν να αποσυνδέσουν την έννοια του ορίου από την έννοια της κίνησης και 

να την ορίσουν με καθαρά αριθμητικούς όρους, έτσι ώστε να γίνει ένα αντικείμενο 

μαθηματικού λογισμού. 

   Ο Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) στο έργο του Le Cours d’ analyse de l’ Ecole 

Polytechnique (1821), δίνει την έννοια του ορίου με αριθμητικό τρόπο αφήνοντας στην 

άκρη την γεωμετρική ερμηνεία του ορίου όπως έκαναν οι προηγούμενοι μαθηματικοί. 

Ο Cauchy ανέπτυξε την έννοια του ορίου στηριζόμενος στις έννοιες του αριθμού, της 

μεταβλητής και της συνάρτησης περισσότερο, παρά στη διαισθητική προσέγγιση μέσα 

από τη Γεωμετρία. Έγραφε λοιπόν (Belhoste, 1991):  

Όταν οι διαδοχικές τιμές που αποδίδονται σε μια μεταβλητή προσεγγίσουν 

αόριστα μια σταθερή τιμή, έτσι ώστε τελικά να διαφέρουν από αυτήν όσο λίγο 

θέλουμε, τότε η σταθερή αυτή τιμή ονομάζεται όριο των άλλων.   
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Αυτός ήταν ο πιο ξεκάθαρος ορισμός της έννοιας του ορίου μέχρι τότε. Βεβαίως οι 

μαθηματικοί που ακολούθησαν αναζήτησαν έναν πιο επίσημο και ακριβή ορισμό. Ο 

Cauchy δεν έκανε λόγο για απειροστά, αλλά για την ίδια τη μεταβλητή: 

Θα λέμε ότι μια μεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως μικρή, όταν η 

αριθμητική τιμή της μειώνεται απείρως κατά τέτοιο τρόπο που να συγκλίνει 

στο όριο μηδέν. 

   O σημερινός στατικός ορισμός με τη βοήθεια των ανισοτήτων και της απόλυτης τιμής 

που περιέχει τα 𝜀, 𝛿, διατυπώθηκε από τον Karl Weierstrass (1815-1897) στα μέσα του 

19ου αιώνα, και έχει ως εξής: 

Για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝛿 > 0 τέτοιος, ώστε για κάθε 𝑥 του πεδίου ορισμού 

της 𝑓, με 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜀 ⟺ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑎.  

Με αυτόν τον ορισμό, η έννοια του ορίου απογυμνώθηκε από κάθε στοιχείο εποπτείας 

αλλά έγινε έτσι δυνατό να αποδειχθούν με λογική αυστηρότητα οι ιδιότητες των ορίων 

και να τυποποιηθεί η διαδικασία υπολογισμού τους (Θωμαΐδης, 2016). 
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2  Η Διδασκαλία των Ορίων στη Δευτεροβάθμια Εκπαίδευση 

Η μετατροπή της έννοιας του ορίου από διαδικασία σε αντικείμενο είναι ο τελικός 

στόχος της διδασκαλίας των ορίων στη Δευτεροβάθμια εκπαίδευση. Ο τρόπος που 

διδάσκεται μια έννοια έχει άμεση σχέση με τον τρόπο που αυτή η έννοια παρουσιάζεται 

στα εγχειρίδια και με τις γνώσεις, αντιλήψεις και πεποιθήσεις των εκπαιδευτικών 

(Κολεζά & Φακούδη, 2008). Για την περίπτωση του ορίου, σύμφωνα με τον 

Μαυρογιάννη (2017) η έννοια του ορίου αποτελεί μια από τις βασικές έννοιες της 

Ανάλυσης και στη συνήθη προσέγγιση διαδραματίζει σημαντικό ρόλο. Ήδη από τον 

19ο αιώνα έγινε αντιληπτό ότι οι οριακές διαδικασίες που χρησιμοποιούσε η Ανάλυση 

έπρεπε να αποσαφηνιστούν, να τεθούν σε αυστηρές βάσεις και να πλαισιωθούν με 

κατάλληλες αποδείξεις. Επρόκειτο για μια μακρά διαδικασία που σιγά-σιγά 

τακτοποίησε εκκρεμότητες του 18ου αιώνα και προσέφερε συγχρόνως μια διδάξιμη 

μορφή της Ανάλυσης σε πανεπιστημιακό κυρίως επίπεδο. Αν και υπήρχε είσοδος 

στοιχείων Απειροστικού Λογισμού στη Μέση εκπαίδευση, οι εγκύκλιες σπουδές τον 

19ο αιώνα περιστρέφονταν γύρω από τη Γεωμετρία (συνθετική και αναλυτική) και την 

Άλγεβρα. Τον επόμενο αιώνα άρχισε διεθνώς η συστηματική διδασκαλία στοιχείων 

Ανάλυσης στα Λύκεια. Τα τελευταία πλέον χρόνια η Ανάλυση καταλαμβάνει 

σημαντικό μέρος των Μαθηματικών του Λυκείου και περιλαμβάνει αρκετά εκτεταμένη 

ύλη. 

Από το 1968 και μετά υπήρξαν οι ακόλουθες φάσεις: 

1) Έως το 1979 διδάσκονταν όρια ακολουθιών και αργότερα συναρτήσεων. Εν 

χρήσει ήσαν τα βιβλία των Ντζιώρα και Στάικου. Για τις ακολουθίες 

χρησιμοποιούνταν οι ορισμοί και γίνονταν αποδείξεις ιδιοτήτων ενώ τα όρια 

συναρτήσεων ορίζονταν με την αρχή της μεταφοράς.7 

2) Από το 1979 έως το 1982 η διδασκαλία και τα βιβλία ήσαν τα ίδια αλλά 

προσετέθη ένα ακόμη βιβλίο του Παπαδόπουλου, το οποίο χρησιμοποιούσε για 

τα όρια συναρτήσεων διαισθητική προσέγγιση. 

3) Από το 1982 έως το 1990 διδάσκονταν όρια ακολουθιών και συναρτήσεων από 

το βιβλίο των Βαρουχάκη, Αδαμόπουλου, Γιαννίκα, Μπέτση, Νοταρά, 

                                                             
7 Σύμφωνα με την οποία είναι lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = ℓ αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία (𝑥𝑛) από το πεδίο 

ορισμού της 𝑓 με 𝑥𝑛 ≠ 𝑥0 και 𝑥𝑛 → 𝑥0, η ακολουθία (𝑓(𝑥𝑛)) συγκλίνει στο ℓ.  
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Σολδάτου και Φωτόπουλου. H εισαγωγή γίνονταν με ορισμούς 𝜀 − 𝛿 και 

υπήρχαν αποδείξεις ιδιοτήτων. 

4) Από το 1990 έως το 1999 διδάσκονταν το βιβλίο των Κατσαργύρη, Μεντή, 

Παντελίδη και Σουρλά. Εξέταζε όρια συναρτήσεων εισηγμένα με ορισμούς 𝜀 −

𝛿 και αποδείξεις ιδιοτήτων και μόνο παρενθετικά όρια ακολουθιών 

θεωρουμένων ως συναρτήσεων με πεδίο ορισμού τους φυσικούς. 

5) Από το 1999 έως σήμερα διδάσκεται το βιβλίο των Ανδρεαδάκη, Κατσαργύρη, 

Μέτη, Μπρουχούτα, Παπασταυρίδη και Πολύζου που εισάγει το όριο 

διαισθητικά και δεν περιλαμβάνει αποδείξεις ιδιοτήτων. 

   Στη συνέχεια θα περιγραφεί ο τρόπος που παρουσιάζεται η έννοια του ορίου και οι 

αναπαραστάσεις του στα σύγχρονα σχολικά βιβλία. Θα πραγματοποιηθεί εστίαση στα 

θέματα που άπτονται της έρευνά μας χωρίς να επιδιώκεται μια πλήρης ανάλυση του 

ζητήματος. Παρουσιάζεται η μελέτη μας για τα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηματικών 

του Γυμνασίου και του Λυκείου, καθώς και τα αντίστοιχα βιβλία του καθηγητή. Όταν 

υπάρχει αναφορά στο σχολικό βιβλίο μιας τάξης θεωρείται το αντίστοιχο βιβλίο 

μαθηματικών του μαθητή. Αν υπάρχει αναφορά στο βιβλίο του καθηγητή θα 

δηλώνεται. 

   Στη μελέτη αυτή δεν επιδιώκεται να βρεθούν λάθη ή αδυναμίες στα σχολικά βιβλία 

χωρίς αυτό να σημαίνει ότι αυτά δεν υπάρχουν. Θα καταστεί προσπάθεια ωστόσο να 

αναδειχθούν ζητήματα όπως αντιφάσεις, αδυναμίες ορισμών, πολλαπλές σημασίες 

συμβολισμών, αδυναμία εφαρμογής κανόνων τα οποία όμως είναι εξαιρετικά δύσκολο 

να αποφευχθούν στο σχολικό πλαίσιο. 

2.1  Αναφορές της Έννοιας του Ορίου στο Γυμνάσιο 

Η έννοια του ορίου εμφανίζεται με έναν υπονοούμενο τρόπο για πρώτη φορά στην Α΄ 

Γυμνασίου, στο πλαίσιο της Αριθμητικής – Άλγεβρας, όταν διδάσκεται η δεκαδική 

μορφή των ρητών αριθμών. Πιο συγκεκριμένα, στην παράγραφο 𝛢. 7.7. του σχολικού 

εγχειριδίου προτείνεται στους μαθητές ως δραστηριότητα για το σπίτι να εξηγήσουν το 

παράδοξο του Ζήνωνα: 

«Ο Αχιλλέας βαδίζει 10 φορές πιο γρήγορα από τη χελώνα. Δε θα μπορέσει ποτέ να τη 

φτάσει, αν η χελώνα προηγείται ένα στάδιο (192 μέτρα περίπου) απ’ αυτόν. Ερεύνησε και 

προσπάθησε να επιβεβαιώσεις ή να απορρίψεις τον λόγο για τον οποίο ο Ζήνωνας 

ισχυρίζεται κάτι τέτοιο» (σ. 136). 
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   Στη συνέχεια παραθέτουμε τον στόχο της δραστηριότητας αλλά και τη λύση αυτής 

που δίνεται από τους συγγραφείς στο βιβλίο του καθηγητή. 

«Η προτεινόμενη δραστηριότητα για το σπίτι έχει στόχο να δείξει ότι με το παράδοξο του 

Ζήνωνα μπορούμε να φθάσουμε στην περιοδική δεκαδική μορφή 1, 1̅ του κλασματικού 

ρητού αριθμού 1
1

9
 που είναι το αποτέλεσμα του υπολογισμού της απόστασης 𝑆 που πρέπει 

να διανύσει ο Αχιλλέας μέχρι να φθάσει τη χελώνα, που είναι 𝑆 = 1 + 0,1 + 0,01 +

0,001 + ⋯ = 1,111… = 1, 1̅» (σ. 72). 

   Παρατηρείται λοιπόν ότι όταν ο Αχιλλέας έχει διανύσει τη διαφορά που είναι ένα 

στάδιο, η χελώνα θα έχει κάνει το 1/10 του σταδίου, όταν έχει ο Αχιλλέας καλύψει τη 

διαφορά του 1/10 του σταδίου η χελώνα θα έχει προχωρήσει το 1/100 του σταδίου 

και ούτω καθεξής. Οι τρεις τελίτσες σημαίνουν ότι το άθροισμα συνεχίζεται επ’ 

άπειρον και οι όροι ακολουθούν – όπως ελπίζουμε – την ίδια λογική που κατέδειξαν οι 

πρώτοι όροι του αθροίσματος. Στη συγκεκριμένη δραστηριότητα, οι μαθητές έρχονται 

σε επαφή με τις άπειρες διαδικασίες καθώς και με το άθροισμα των απείρων όρων μιας 

γεωμετρικής προόδου με λόγο απολύτως μικρότερο της μονάδας. Ωστόσο, η διαχείριση 

του θέματος δε θα μπορούσε  να γίνει με την αναζήτηση του αθροίσματος των απείρων 

όρων της αντίστοιχης ακολουθίας, διότι η εν λόγω θεωρία  δε συμπεριλαμβάνεται στα 

σχολικά βιβλία ούτε του Γυμνασίου ούτε και του Λυκείου.    

   Στην τάξη της Β΄ Γυμνασίου, οι μαθητές εισάγονται σε οριακές διαδικασίες 

προσέγγισης άρρητων αριθμών και τη θεμελίωση του συνόλου των πραγματικών 

αριθμών. Συγκεκριμένα, στην παράγραφο 2.2 του σχολικού εγχειριδίου γίνεται 

αναφορά στον κατά προσέγγιση υπολογισμό του άρρητου αριθμού √2. Ο αριθμός √2 

μπορεί να προσεγγιστεί μέσω των ρητών με όποια ακρίβεια επιθυμούμε ακολουθώντας 

την παρακάτω διαδικασία: 

1 = 12  <  2 <  22 = 4 

1,96 = 1,42  <  2 <  1,52 = 2,25 

1,9881 = (1,41)2  <  2 <  (1,42)2 = 2,0164 

1,9994 = (1,414)2  <  2 <  (1,415)2 = 2,0022 

1,99996 = (1,4142)2  <  2 <  (1,4143)2 = 2,00024 

1,9999899 = (1,41421)2  <  2 <  (1,41422)2 = 2,000018 

……………………… 
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Άρα: 

1 < √2 < 2 

1,4 < √2 < 1,5 

1,41 < √2 < 1,42 

1,414 < √2 < 1,415 

1,4142 < √2 < 1,4143 

1,41421 < √2 < 1,41422 

……………………… 

Με την παραπάνω δραστηριότητα οδηγούνται οι μαθητές στο να εμπλακούν με τις 

ατέρμονες διαδικασίες. 

   Στην ενότητα της Γεωμετρίας και συγκεκριμένα στην παράγραφο 3.5 γίνεται 

αναφορά στον γεωμετρικό προσεγγιστικό υπολογισμό του εμβαδού του κυκλικού 

δίσκου. 

   Σύμφωνα με το σχολικό βιβλίο, προκειμένου να βρεθεί το εμβαδόν ενός κυκλικού 

δίσκου, χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο σε όσο πιο μικρά μέρη μπορούμε. Κόβουμε τα 

κομματάκια αυτά και κατόπιν τα τοποθετούμε όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.1. 

     

Σχήμα 2.1 Γεωμετρικός προσεγγιστικός υπολογισμός του εμβαδού του κυκλικού 

δίσκου 

   Παρατηρείται λοιπόν ότι σχηματίζεται ένα σχήμα που «μοιάζει» με ορθογώνιο. Αν 

συνεχιστεί ο διαμελισμός του κυκλικού δίσκου σε ολοένα και πιο μικρά ίσα μέρη, τότε 

το τελικό σχήμα θα προσεγγίζει όλο και περισσότερο ένα ορθογώνιο, του οποίου η 

«βάση» είναι ίση με το μισό του μήκους του κύκλου, δηλαδή με 𝜋𝜌, και το «ύψος» με 

την ακτίνα του κύκλου. 

   Επομένως, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου 

που σχηματίζεται, δηλαδή με 𝜌 ∙ 𝜋𝜌. 
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   Από τα παραπάνω, εξάγεται το συμπέρασμα ότι το εμβαδόν κυκλικού δίσκου ακτίνας 

𝜌, ισούται με 𝛦 = 𝜋𝜌2. 

   Στο βιβλίο αναφέρεται πως «χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο σε όσο πιο μικρά μέρη 

μπορούμε», υπονοώντας ότι η διαδικασία διαμερισμού δεν έχει τέλος και αποδέχεται 

ταυτόχρονα την ύπαρξη του ορίου, αφού «το τελικό σχήμα θα προσεγγίζει όλο και 

περισσότερο το ορθογώνιο». Με το συγκεκριμένο απόσπασμα οι μαθητές έρχονται σε 

επαφή με τη διαισθητική προσέγγιση του ορίου ως άνω φράγμα μιας επαναληπτικής 

διαδικασίας. 

   Αντιθέτως, στο σχολικό εγχειρίδιο της Γ΄ Γυμνασίου δεν υπάρχουν ούτε άμεσες ούτε 

έμμεσες αναφορές στις άπειρες διαδικασίες και στην έννοια του ορίου. Γίνεται 

επομένως αντιληπτό πως απουσιάζει η συνέπεια της σπειροειδούς ανάπτυξης, 

σύμφωνα με την οποία κάθε καινούρια γνώση αναπτύσσεται στηριζόμενη και 

επαναδιαμορφώνοντας την προηγούμενη αποτελώντας με τον αυτόν τον τρόπο το 

θεμέλιο πάνω στο οποίο οικοδομείται κάθε καινούρια μάθηση. Στη Γ΄ Γυμνασίου, για 

παράδειγμα, ο μαθητής βρίσκεται σε ηλικία κατά την οποία αναπτύσσεται η αφαιρετική 

σκέψη και οι πιο αφηρημένες έννοιες μπορούν να αποτελέσουν αντικείμενο μάθησης 

ανεξάρτητα από το επίπεδο ετοιμότητας του μαθητή, εφόσον πλαισιωθούν από 

κατάλληλες δραστηριότητες. 

2.2  Αναφορές της Έννοιας του Ορίου στις Α΄ και Β΄ τάξεις Γενικού 

Λυκείου 

Στα σχολικά βιβλία της Α΄ και Β΄ Λυκείου η έννοια του ορίου εισάγεται εποπτικά μέσω 

παραδειγμάτων δυναμικών προσεγγίσεων και εφαρμογών σε γεωμετρικό ή και 

αλγεβρικό πλαίσιο. Στην Άλγεβρα της Α΄ Λυκείου, οι μαθητές στο κεφάλαιο 7 

μελετούν ορισμένες βασικές συναρτήσεις με πιο συστηματικό και τυπικό τρόπο. Κατά 

τη μελέτη των συναρτήσεων αυτών διερευνώνται το πεδίο ορισμού, οι συμμετρίες, η 

μονοτονία, τα ακρότατα, οι οριακές τιμές και η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης 

ξεχωριστά. 

   Αναλυτικότερα, στη παράγραφο 7.1 (Ανδρεαδάκης κ.ά., 2020, σελ. 188) κατά  τη 

μελέτη της συνάρτησης g(𝑥) = 𝑥2, εξετάζεται η συμπεριφορά των τιμών της g για 

«πολύ μεγάλες» τιμές του 𝑥 και δίνεται ο παρακάτω πίνακας: 
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Πίνακας 2.1 Πίνακας τιμών της συνάρτησης 𝐠(𝒙) = 𝒙𝟐 

𝑥 1010 1020 1050 10100 101000 … → +∞ 

g(𝑥) = 𝑥2 1020 1040 10100 10200 102000 … → +∞ 

Παρατηρείται λοιπόν, πως όσο το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα, ή όπως λέγεται «τείνει στο 

+∞», το 𝑥2 αυξάνεται και αυτό απεριόριστα και μάλιστα γρηγορότερα και άρα «τείνει 

στο +∞». Αυτό σημαίνει ότι η γραφική παράσταση της g προεκτείνεται απεριόριστα 

προς τα πάνω, καθώς το 𝑥 απομακρύνεται προς το +∞. 

Λαμβάνοντας υπόψη τη συμμετρία της g ως προς τον άξονα 𝑦΄𝑦, ανάλογα 

συμπεράσματα ισχύουν και όταν το 𝑥 «τείνει στο −∞». Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται 

η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(𝑥) = 𝑥2 σε όλο το ℝ.                                                               

                                                                                                       

 

 

 

Σχήμα 2.2 Γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝐠(𝒙) = 𝒙𝟐 

   Σε συνέχεια του διδακτικού εγχειριδίου με αναφορά στην παράγραφο 7.2 και 

μελετώντας την συνάρτηση g(𝑥) =
1

𝑥
, εξετάζεται η συμπεριφορά των τιμών της g για 

«πολύ μικρές» τιμές του 𝑥 και ακολουθεί ο παρακάτω πίνακας: 

Πίνακας 2.2 Πίνακας τιμών της συνάρτησης 𝐠(𝒙) =
𝟏

𝒙
 για μικρές τιμές του 𝒙 

𝑥 10−10 10−20 10−50 10−100 10−1000 … → 0 

g(𝑥) =
1

𝑥
 1010 1020 1050 10100 101000 … → +∞ 

Διαπιστώνεται επομένως ότι καθώς το 𝑥 μειώνεται απεριόριστα και παίρνει τιμές 

οσοδήποτε κοντά στο 0, ή όπως λέγεται «τείνει στο 0», το 
1

𝑥
 αυξάνεται απεριόριστα και 

«τείνει στο +∞». Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το 𝑥 «πλησιάζει» το 0 από τα δεξιά, η 

γραφική παράσταση της g «τείνει» να συμπέσει με τον ημιάξονα 𝑂𝑦. Γι’ αυτό ο άξονας 

𝑦′𝑦 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της g προς τα πάνω. 
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Επίσης, εξετάζεται η συμπεριφορά των τιμών της g για «πολύ μεγάλες» τιμές του 𝑥 και 

ακολουθεί ο παρακάτω πίνακας: 

Πίνακας 2.3 Πίνακας τιμών της συνάρτησης 𝐠(𝒙) =
𝟏

𝒙
 για μεγάλες τιμές του 𝒙 

𝑥 1010 1020 1050 10100 101000 … → +∞ 

g(𝑥) =
1

𝑥
 10−10 10−20 10−50 10−100 10−1000 … → 0 

Καθίσταται σαφές ότι καθώς το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα και «τείνει στο +∞», το 
1

𝑥
 

μειώνεται απεριόριστα και «τείνει στο 0». Αυτό σημαίνει ότι καθώς το 𝑥 

«απομακρύνεται» προς το +∞, η γραφική παράσταση της g «τείνει» να συμπέσει με 

τον ημιάξονα 𝑂𝑥. Γι’ αυτό ο άξονας 𝑥′𝑥 λέγεται οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής 

παράστασης της g προς τα δεξιά. 

   Λαμβάνοντας υπόψη τη συμμετρία της g ως προς την αρχή των αξόνων, ανάλογα 

συμπεράσματα ισχύουν και όταν το 𝑥 «τείνει στο 0 από τα αριστερά και στο −∞». Στο 

παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(𝑥) = 𝑥2 σε όλο 

το ℝ∗.                                                                 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 2.3 Γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙
 

   Οι εκφράσεις όπως: «αυξάνεται ή μειώνεται απεριόριστα …»,«πλησιάζει οσοδήποτε 

κοντά …» και «τείνει στο …» υπονοούν έναν άδηλο ορισμό της έννοιας του ορίου. 

Παρουσιάζεται λοιπόν μια διαισθητική αντίληψη των εννοιών άπειρο, άπειρη 

διαδικασία και όριο, παρά μια προσπάθεια για προσέγγιση, προέκταση και 

αποσαφήνισή τους, έστω και επιφανειακή. 
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   Στη Β΄ Λυκείου γίνονται αναφορές στην έννοια του ορίου τόσο στο βιβλίο της 

Άλγεβρας όσο και στα βιβλία της Γεωμετρίας και στα Μαθηματικά Προσανατολισμού. 

Παρακάτω παρατίθενται ενδεικτικά αποσπάσματα, από κάθε βιβλίο, τα οποία 

περιέχουν την έννοια του ορίου. 

   Στο διδακτικό εγχειρίδιο της Άλγεβρας (Ανδρεαδάκης κ.ά., 2012) στην παράγραφο 

3.4 και στην υποπαράγραφο «Μελέτη της συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 𝜀𝜑𝑥», στο ανοιχτό 

διάστημα (−
𝜋

2
,
𝜋

2
), αναφέρονται τα εξής: 

Η 𝜀𝜑𝑥 ισούται με την τεταγμένη του σημείου Ε (Σχήμα 2.4). Όταν ο 𝑥 «τείνει» στο −
𝜋

2
 

από μεγαλύτερες τιμές η 𝜀𝜑𝑥 «τείνει» στο −∞. Γι’ αυτό λέμε ότι η ευθεία x = −
𝜋

2
 είναι 

κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑓. Επίσης, όταν ο 𝑥 «τείνει» στο 

𝜋

2
 από μικρότερες τιμές η 𝜀𝜑𝑥 «τείνει» στο +∞. Γι’ αυτό λέμε ότι και η ευθεία x =

𝜋

2
 

είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑓. 

 

Σχήμα 2.4 Μελέτη της συνάρτησης 𝒇(𝒙) = 𝜺𝝋𝒙 στον τριγωνομετρικό κύκλο 

   Στο παραπάνω σχήμα, η έννοια της κίνησης ενός σημείου Μ που κινείται στον 

τριγωνομετρικό κύκλο κατά την αρνητική φορά πλησιάζοντας συνεχώς το Β΄ ή κατά 

τη θετική φορά πλησιάζοντας συνεχώς το Β, εκφράζεται με τη λέξη «τείνει» χωρίς, 

ωστόσο, να φτάνει ποτέ, λόγω του πεδίου ορισμού της 𝜀𝜑𝑥, εισάγοντας έτσι με τη 

βοήθεια της γεωμετρικής εποπτείας την ιδέα του ορίου, προσπαθώντας διαισθητικά να 

αποδώσει το γεγονός ότι το πεπερασμένο διάστημα έχει άπειρο πλήθος σημείων. 

   Στη συνέχεια με τη βοήθεια ενός πίνακα τιμών της συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 𝜀𝜑𝑥 (ο 

οποίος έχει συνταχθεί με τη βοήθεια των τριγωνομετρικών πινάκων ή με επιστημονικό 

κομπιουτεράκι) χαράσσεται η γραφική της παράσταση (Σχήμα 2.5): 
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Πίνακας 2.4 Πίνακας τιμών της συνάρτησης 𝒇(𝒙) = 𝜺𝝋𝒙 

𝑥 −
𝜋

2
 −

𝜋

3
 −

𝜋

4
 −

𝜋

6
 0 

𝜋

6
 

𝜋

4
 

𝜋

3
 

𝜋

2
 

𝜀𝜑𝑥 
Δεν 

ορίζεται −√3 ≅ −1,7 −1 −
√3

3
≅ −0,6 0 

√3

3
≅ 0,6 1 √3 ≅ −1,7 

Δεν 

ορίζεται 

 

 

Σχήμα 2.5 Γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝒇(𝒙) = 𝜺𝝋𝒙 

   Στην παράγραφο 5.1 και στην υποπαράγραφο «Δυνάμεις με άρρητο εκθέτη» γίνεται 

η πρώτη άμεση αναφορά στο όριο με το σύμβολο 𝑙𝑖𝑚, χωρίς ωστόσο να γίνεται κάποια 

διατύπωση του ορισμού του. Η απόδοση του νοήματος της δύναμης θετικού αριθμού 

με άρρητο εκθέτη γίνεται με το ακόλουθο αριθμητικό παράδειγμα: 

Oι δεκαδικές προσεγγίσεις του √2 κατά προσέγγιση ακέραιας μονάδας, δεκάτου, 

εκατοστού και τα λοιπά είναι: 

1,    1,4,    1,41,    1,414,    1,4142,    1,41421,    1,414213,     …    (1) 

Παίρνοντας τώρα την ακολουθία αυτή των δεκαδικών προσεγγίσεων του √2 και την 

αντίστοιχη ακολουθία των δυνάμεων του 3: 

31,    31,4,    31,41,    31,414,    31,4142,    31,41421 ,    31,414213,    …    (2) 

Με τη βοήθεια ενός υπολογιστή τσέπης υπολογίζεται ότι: 

31 = 3 

                  31,4 ≅ 4,6555367 

                    31,41 ≅ 4,7069650 

                      31,414 ≅ 4,7276950 

                       31,4142 ≅ 4,7287339 
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                        31,41421 ≅ 4,7287839 

                          31,414213 ≅ 4,7288015 

Παρατηρώντας τους αριθμούς αυτούς δίνεται η εξής εντύπωση: 

Όταν το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων της ακολουθίας (1) αυξάνει, οι όροι της 

ακολουθίας (2) φαίνεται να προσεγγίζουν έναν ορισμένο αριθμό, που λέγεται οριακή 

τιμή ή όριο της ακολουθίας αυτής. Είναι επομένως λογικό να οριστεί η δύναμη 3√2 ως 

την πιο πάνω οριακή τιμή. Έτσι με προσέγγιση τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων είναι 

3√2 ≅ 4,7288.  

Γενικά αποδεικνύεται ότι: 

Αν 𝛼 > 0, 𝑥 άρρητος και 𝜌𝜈  η δεκαδική προσέγγιση του 𝑥 με 𝜈 δεκαδικά ψηφία, τότε 

καθώς το 𝜈 αυξάνει τείνοντας στο +∞, οι όροι της ακολουθίας (𝛼𝜌𝜈) «προσεγγίζουν» 

έναν ορισμένο πραγματικό αριθμό, τον οποίο στο εξής θα ονομάζουμε όριο της 

ακολουθίας (𝛼𝜌𝜈). 

Το όριο αυτό συμβολίζεται με 𝛼𝑥 και λέγεται δύναμη του 𝛼 με εκθέτη 𝑥. 

Συμβολικά γράφεται: 

𝛼𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝜈→∞

𝛼𝜌𝜈 

   Έπειτα, κατά την περιγραφή της διαδικασίας ορισμού του αριθμού 𝑒, με τη χρήση 

του προβλήματος ανατοκισμού, γίνεται ακόμη μια διαισθητική προσέγγιση της έννοιας 

του ορίου:  

Μια Τράπεζα για να διαφημιστεί κάνει μια πολύ ειδική προσφορά. Όποιος καταθέσει 

την επόμενη μέρα ποσό ενός εκατομμυρίου ευρώ, αυτό θα τοκιστεί με ετήσιο επιτόκιο 

100% και με δυνατότητα ανατοκισμού του 1, 2, 3,… ή 𝜈 φορές το χρόνο, σε ίσα 

χρονικά διαστήματα, ανάλογα με την επιθυμία του καταθέτη. 

Έχει σημασία για τον καταθέτη το πόσες φορές τον χρόνο θα ανατοκιστεί το κεφάλαιο: 

Από τον γνωστό τύπο του ανατοκισμού 𝛼𝜈 = 𝛼0(1 + 𝜏)𝜈, όπου 𝜏 =
𝜀

100
. 

 για 𝜈 = 1, 𝜏 = 1 και 𝛼1 = 1(1 + 1)1 = 2 εκατομμύρια ευρώ. 

 για 𝜈 = 2, 𝜏 =
1

2
 και 𝛼2 = 1(1 +

1

2
)2 = 2,25 εκατομμύρια ευρώ. 

 για 𝜈 = 3, 𝜏 =
1

3
 και 𝛼3 = 1(1 +

1

3
)3 = 2,44 εκατομμύρια ευρώ. 

………………………………………………………………… 

 για 𝜈 = 𝜈, 𝜏 =
1

𝜈
 και 𝛼𝜈 = 1(1 +

1

𝜈
)𝜈 = (1 +

1

𝜈
)𝜈  εκατομμύρια ευρώ. 

Χρησιμοποιώντας υπολογιστή τσέπης κατασκευάζεται ο παρακάτω πίνακας: 
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Πίνακας 2.5 Προσεγγίζοντας το 𝒆 

      𝜈                                          (1 +
1

𝜈
)𝜈                               Προσέγγιση του 𝑒 

1 (ανά έτος)                         (1 +
1

1
)1                                     2,000000 

2 (ανά εξάμηνο)                  (1 +
1

2
)2                                     2,250000 

4 (ανά εποχή)                      (1 +
1

4
)4                                     2,441406 

12 (ανά μήνα)                     (1 +
1

12
)12                                  2,613035 

52 (ανά εβδομάδα)             (1 +
1

52
)52                                  2,704813 

1.000                                  (1 +
1

1.000
)1.000                          2,716923 

10.000                                (1 +
1

10.000
)10.000                        2,718145 

100.000                              (1 +
1

100.000
)100.000                    2,718268 

1.000.000                           (1 +
1

1.000.000
)1.000.000               2,718280 

 

Παρατηρείται ότι, καθώς το 𝜈 αυξάνει, αυξάνει και το (1 +
1

𝜈
)𝜈  και «προσεγγίζει» έναν 

ορισμένο πραγματικό αριθμό. Ο αριθμός αυτός είναι άρρητος και συμβολίζεται με 𝑒. 

Ο συμβολισμός αυτός οφείλεται στον μεγάλο Ελβετό μαθηματικό Leonhard Euler 

(1707-1783). Ο αριθμός 𝑒 με προσέγγιση πέντε δεκαδικών ψηφίων είναι 𝑒 = 2,71828. 

Συμβολικά μπορεί να αποδοθεί ως: 

𝑒 = lim
𝜈→∞

(1 +
1

𝜈
)𝜈. 

   Από τα παραπάνω καθίσταται εναργές ότι οι τιμές του 𝜈 έχουν μεγάλη σημασία όσο 

αυτές παραμένουν «μικρές». Από μια τιμή όμως και μετά, όσο και αν αυξάνει το 𝜈, το 

τελικό ποσό δε μεταβάλλεται ουσιαστικά. 

   Μεταβαίνοντας στο βιβλίο της Γεωμετρίας Β΄ Λυκείου (Αργυρόπουλος κ.ά., Τεύχος 

Β΄, 2020) και ειδικότερα στις παραγράφους 11.4 και 11.6, παρουσιάζεται η διαδικασία 

προσέγγισης τόσο του υπολογισμού του μήκους του κύκλου όσο και του εμβαδού του, 

μέσω αναφοράς στη μέθοδο της εξάντλησης. Όπως αναφέρεται και στο Πρόγραμμα 

Σπουδών, πραγματοποιείται μια πρώτη επαφή με διαδικασίες ορίου και γνωριμία με τη 

μέθοδο προσέγγισης, η οποία παράγει ορθά και ακριβή αποτελέσματα, αποτελώντας 

παράλληλα μία από τις κεντρικές ιδέες των Μαθηματικών. Έτσι, οι μαθητές που θα 

ακολουθήσουν τη θετική κατεύθυνση προετοιμάζονται για την εισαγωγή στις άπειρες 

διαδικασίες με φυσιολογικό τρόπο. 
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   Στη συνέχεια παρουσιάζεται η διαδικασία προσέγγισης του μήκους κύκλου με τη 

διαδοχική εγγραφή κανονικών πολυγώνων στο εσωτερικό ενός κύκλου:                                                                       

   Θεωρώντας έναν κύκλο (𝑂, 𝑅) (Σχήμα 2.6) και εγγράφοντας σε αυτόν διαδοχικά ένα 

ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό 6-γωνο, ένα κανονικό 12-γωνο και γενικά ένα 

πολύγωνο με διπλάσιο κάθε φορά πλήθος πλευρών από το προηγούμενο. Καθώς ο 

αριθμός των πλευρών των κανονικών πολυγώνων διπλασιάζεται, από το σχήμα 

φαίνεται ότι: «το κανονικό πολύγωνο τείνει να ταυτισθεί με τον κύκλο».    

 

Σχήμα 2.6 Προσέγγιση του μήκους του κύκλου με εγγεγραμμένα κανονικά 

πολύγωνα 

   Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγει κανείς και αν αντί εγγεγραμμένων θεωρήσει 

κανονικά πολύγωνα περιγεγραμμένα στον κύκλο (𝑂, 𝑅) (Σχήμα 2.7) και διπλασιάζει 

διαρκώς το πλήθος των πλευρών τους. 

 

 

 

 

Σχήμα 2.7 Προσέγγιση του μήκους του κύκλου με περιγεγραμμένα κανονικά 

πολύγωνα 

   Θεωρώντας λοιπόν την ακολουθία (𝑃𝜈) των περιμέτρων των κανονικών πολυγώνων 

των εγγεγραμμένων στον κύκλο (𝑂, 𝑅) και την ακολουθία (𝑃𝜈
′) των περιμέτρων των 

περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων γύρω από τον ίδιο κύκλο, τότε αποδεικνύεται 

ότι υπάρχει μοναδικός θετικός αριθμός 𝐿 μεγαλύτερος όλων των όρων της ακολουθίας 

(𝑃𝜈) και μικρότερος όλων των όρων της (𝑃𝜈
′) με την εξής ιδιότητα: καθώς το 𝜈 

διπλασιάζεται, οι όροι των ακολουθιών (𝑃𝜈) και (𝑃𝜈
′) προσεγγίζουν όλο και 

περισσότερο τον αριθμό 𝐿. Ο αριθμός 𝐿 (που είναι το κοινό όριο των ακολουθιών και 

ανεξάρτητος από την επιλογή κανονικών πολυγώνων) λέγεται μήκος του κύκλου (𝛰, 𝑅). 
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   Η ίδια διαδικασία χρησιμοποιείται και για την προσέγγιση του εμβαδού κύκλου με 

κανονικά πολύγωνα: 

Έστω ένας κύκλος (𝛰, 𝑅). Ο κύκλος μαζί με τα εσωτερικά του σημεία αποτελούν τον 

κυκλικό δίσκο με κέντρο 𝛰 και ακτίνα 𝑅. Στην παράγραφο 11.4 έγινε αντιληπτό ότι τα 

εγγεγραμμένα ή τα περιγεγραμμένα σε έναν κύκλο κανονικά πολύγωνα τείνουν να 

ταυτισθούν με τον κύκλο, καθώς το πλήθος των πλευρών τους διπλασιάζεται. Ο 

μοναδικός θετικός αριθμός 𝛦 προς τον οποίο πλησιάζουν ολοένα και περισσότερο, τα 

εμβαδά των εγγεγραμμένων και των περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων, λέγεται 

εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ή απλούστερα εμβαδόν του κύκλου. Επειδή ο Ε 

προσεγγίζεται από το εμβαδόν εγγεγραμμένων ή περιγεγραμμένων κανονικών 

πολυγώνων, ας θεωρήσουμε ένα κανονικό 𝜈-γωνο εγγεγραμμένο στον κύκλο (𝛰, 𝑅). 

Τότε το εμβαδόν 𝛦𝜈  δίνεται από τον τύπο 

𝛦𝜈 =
1

2
𝑃𝜈𝛼𝜈           (1). 

Από το Σχήμα 2.8 φαίνεται ότι καθώς το 𝜈 διπλασιάζεται το 𝛼𝜈 προσεγγίζει την ακτίνα 

𝑅 και επειδή το 𝑃𝜈  προσεγγίζει το μήκος 𝐿 του κύκλου, από την (1) προκύπτει ότι το 

𝛦𝜈  προσεγγίζει το 
1

2
𝐿 ∙ 𝑅 =

1

2
2𝜋𝑅 ∙ 𝑅 = 𝜋𝑅2.                                                                  

    

 

 

Σχήμα 2.8 Προσέγγιση του εμβαδού κύκλου με κανονικά πολύγωνα 

Επομένως, γίνεται κατανοητό πως για τον υπολογισμό του μήκους και του εμβαδού 

κύκλου, θεωρώντας εγγεγραμμένα ή περιγεγραμμένα κανονικά πολύγωνα καταλήγει 

κανείς στο ίδιο αποτέλεσμα. Δηλαδή οι αντίστοιχοι τύποι είναι όριο αύξουσας 

ακολουθίας, θεωρώντας εγγεγραμμένα πολύγωνα και όριο φθίνουσας ακολουθίας, 

θεωρώντας περιγεγραμμένα πολύγωνα. Η έννοια του ορίου στη διακριτή περίπτωση 

των ακολουθιών είναι λιγότερο δύσκολη για τους μαθητές και μπορούν να 

αναπτυχθούν ευκολότερα σωστές αντιλήψεις και εικόνες. 

   Τέλος, στο βιβλίο των Μαθηματικών Προσανατολισμού Θετικών Σπουδών της Β΄ 

Λυκείου (Αδαμόπουλος κ.ά., 2020), παρουσιάζεται μια διαφορετική εκδοχή του ορίου 

στην προσπάθεια εισαγωγής της εφαπτομένης ως μια διαδικασία προσέγγισης μέσω 

μιας τέμνουσας καθώς πλησιάζει το σημείο επαφής. Η παράσταση ενός σημείου του 
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επιπέδου με ένα ζεύγος αριθμών οδηγεί στην «αλγεβροποίηση» της Γεωμετρίας, 

δηλαδή στη μελέτη των γεωμετρικών σχημάτων και των μεταξύ τους σχέσεων με 

αλγεβρικές μεθόδους. 

   Στην παράγραφο 3.2 και στην υποπαράγραφο «Εφαπτομένη Παραβολής», 

αναφέρονται τα παρακάτω: 

Ας υποτεθεί τώρα ότι το σημείο 𝛭2(𝑥2, 𝑦2), κινούμενο πάνω στην παραβολή 𝐶, τείνει 

να συμπέσει με το σημείο 𝛭1(𝑥1, 𝑦1). Τότε το 𝑦2 τείνει να γίνει ίσο με 𝑦1, οπότε η 

εξίσωση της τέμνουσας ζ τείνει να πάρει τη μορφή (….) (Σχήμα 2.9). Η εξίσωση αυτή 

παριστάνει την ευθεία 𝜀, που είναι η οριακή θέση της τέμνουσας 𝜁, καθώς το 𝛭2 τείνει 

να συμπέσει με το 𝛭1. Η ευθεία 𝜀 λέγεται εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο 𝛭1.                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 2.9 Εφαπτομένη παραβολής 

Με ανάλογο τρόπο ορίζονται και οι εφαπτόμενες των άλλων κωνικών τομών (έλλειψη, 

υπερβολή). 

Το πρόβλημα της εφαπτόμενης μιας καμπύλης, με προσφυγή σε κινηματικές μεθόδους, 

ταιριάζει με τις πρώιμες εκφάνσεις που οδήγησαν ιστορικά, στην έννοια του ορίου. 

   Στην παράγραφο 3.3 και στην υποπαράγραφο «Εκκεντρότητα Έλλειψης», 

αναφέρεται χαρακτηριστικά πως «όταν το 𝜀 τείνει στο μηδέν, τότε ο λόγος 
𝛽

𝛼
 τείνει στο 

1 και επομένως η έλλειψη τείνει να γίνει κύκλος. Όταν, όμως, το 𝜀 τείνει στη μονάδα, 

τότε ο λόγος 
𝛽

𝛼
 τείνει στο 0 και επομένως η έλλειψη τείνει να εκφυλιστεί σε ευθύγραμμο 

τμήμα».  
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Σχήμα 2.10 Εκκεντρότητα έλλειψης 

Παρουσιάζεται η διττή αναπαράσταση του ορίου, τη μια ως αλγεβρικό αντικείμενο με 

τη βοήθεια των ατελεύτητων διαδικασιών και από την άλλη ως γεωμετρικό αντικείμενο 

του εκφυλισμού της έλλειψης σε ευθύγραμμο τμήμα. 

2.3  Η Διδασκαλία των Ορίων στη Γ΄ τάξη Γενικού Λυκείου 

To βιβλίο των Μαθηματικών της Γ΄ Λυκείου, Ομάδας Προσανατολισμού Θετικών 

Σπουδών και Σπουδών Οικονομίας & Πληροφορικής (Ανδρεαδάκης κ.ά., 2020), 

περιλαμβάνει τις τρεις ενότητες της Ανάλυσης: Όριο – Συνέχεια Συνάρτησης, 

Διαφορικό Λογισμό, Ολοκληρωτικό Λογισμό.  

   Η Ανάλυση απαιτεί την ανάπτυξη ενός τρόπου σκέψης ποιοτικά διαφορετικού από 

αυτόν που γνώρισαν οι μαθητές στη Άλγεβρα και στη Γεωμετρία. Ο πυρήνας αυτού 

του διαφορετικού τρόπου σκέψης είναι οι άπειρες διαδικασίες και ο προσδιορισμός 

αγνώστων ποσοτήτων μέσα από την προσέγγισή τους οσοδήποτε «κοντά» από γνωστές 

ποσότητες. Στο παρόν κεφάλαιο θα καταδειχθεί πώς ορίζονται και πώς υπολογίζονται 

τα όρια τιμών συναρτήσεων. Οι κανόνες υπολογισμού των ορίων είναι στρωτοί και 

ξεκάθαροι, και τα περισσότερα όρια που θα χρειαστούν οι μαθητές προκύπτουν με 

αντικατάσταση, γραφική επόπτευση, αριθμητική προσέγγιση, λίγη άλγεβρα ή με 

κάποιον συνδυασμό όλων αυτών. 

   Στην παράγραφο 1.4 «Όριο συνάρτησης στο 𝑥0 ∈ ℝ», η εισαγωγή της έννοιας του 

ορίου γίνεται με εποπτικό τρόπο, ώστε οι μαθητές να οδηγηθούν στη διατύπωση ενός 

«διαισθητικού» ορισμού του ορίου, δεδομένου ότι ο τυπικός 𝜀 − 𝛿 ορισμός δε 

συμπεριλαμβάνεται στη διδακτέα ύλη. 

   Μέσω της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥2−1

𝑥−1
, η οποία δεν ορίζεται για 𝑥 = 1, εξετάζεται η 

συμπεριφορά της 𝑓 για τιμές του 𝑥 κοντά στο 1. Παρουσιάζονται δύο διαφορετικά 

αναπαραστατικά πλαίσια του τρόπου προσέγγισης της έννοιας του ορίου. Ο πρώτος 

τρόπος σχετίζεται με τον τύπο της συνάρτησης, αφού για 𝑥 ≠ 1 είναι                        
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𝑓(𝑥) =
(𝑥−1)⋅(𝑥+1)

𝑥−1
= 𝑥 + 1, οπότε όταν το 𝑥 παίρνει τιμές που τείνουν στο 1 τότε το 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 παίρνει τιμές που τείνουν στο 2. Μοιάζει σαν να είναι αρκετή η 

αντικατάσταση στον παραπάνω τύπο της μεταβλητής 𝑥 με τη μονάδα, ώστε να 

προκύψει το όριο της συνάρτησης. 

   Ο δεύτερος τρόπος αφορά τη μελέτη της γραφικής παράστασης της 𝑓, που είναι η 

ευθεία 𝑦 = 𝑥 + 1 χωρίς το σημείο (1, 2). Το αφαιρεθέν αυτό σημείο φαίνεται ως «οπή» 

στο παρακάτω σχήμα. Παρόλο που η 𝑓(1) δεν ορίζεται, είναι εμφανές ότι η 𝑓(𝑥) 

προσεγγίζει όσο εγγύτερα θέλουμε την τιμή 2 για τιμές του 𝑥 αρκετά κοντά στη μονάδα. 

Εδώ απουσιάζει ένας πίνακας τιμών που θα δείχνει τις τιμές του 𝑓(𝑥) για τιμές του 𝑥 

κοντά στο 1.                                                                                                                                                                                                                                                                                    

                                                                                                      

 

 

 

 

 

Σχήμα 2.11 Η γραφική παράσταση της 𝒇 ταυτίζεται με την ευθεία 𝒚 = 𝒙 + 𝟏 με 

εξαίρεση το σημείο 𝒙 = 𝟏, όπου η 𝒇 δεν ορίζεται 

Και στις δύο περιπτώσεις γράφεται: 

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2 

και διαβάζεται: 

«το όριο της 𝑓(𝑥), όταν το 𝑥 τείνει στο 1, είναι 2». 

Γενικά: 

Όταν οι τιμές μιας συνάρτησης 𝑓 προσεγγίζουν όσο θέλουμε έναν πραγματικό αριθμό 

ℓ, καθώς το 𝑥 προσεγγίζει με οποιονδήποτε τρόπο τον αριθμό 𝑥0, τότε γράφεται: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ℓ 

και διαβάζεται: 

«το όριο της 𝑓(𝑥), όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥0, είναι ℓ» ή «το όριο της f(x) στο 𝑥0 είναι ℓ». 

   Οι συγγραφείς, χρησιμοποιώντας βέλη στα γραφήματά τους, επιθυμούν να δείξουν 

κίνηση. Αυτό άλλωστε δηλώνεται και με τις φράσεις όπως: «κινούμενο», 

«προσεγγίζει», «τείνει». Η ικανότητα επομένως να αναγνωριστεί και να αναπαρασταθεί 
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η ίδια έννοια σε διαφορετικά συστήματα αναπαραστάσεων καθώς και η ευχέρεια στην 

αλλαγή και διασύνδεση των αναπαραστατικών πλαισίων είναι σημαντική για την 

κατανόηση της έννοιας του ορίου (Even, 1998). 

   Στη συνέχει τονίζεται ότι, για να έχει νόημα η αναζήτηση του ορίου μιας συνάρτησης 

𝑓 σε σημείο 𝑥0 ∈ ℝ δεν απαιτείται η 𝑓 να είναι ορισμένη στο 𝑥0, αλλά να ορίζεται «όσο 

θέλουμε κοντά στο 𝑥0», δηλαδή η 𝑓 να είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής: 

(𝛼, 𝑥𝑜) ∪ (𝛽, 𝑥𝑜) ή (𝛼, 𝑥𝑜) ή (𝛽, 𝑥𝑜). Οι μαθητές πρέπει, μέσα από κατάλληλες 

γραφικές παραστάσεις, να αντιληφθούν ότι το όριο μιας συνάρτησης στο 𝑥0 δεν 

εξαρτάται από την τιμή της συνάρτησης στο 𝑥0 (όταν η συνάρτηση ορίζεται στο 𝑥0), 

αλλά από τις τιμές της «κοντά στο 𝑥0» (Σχήμα 2.12). 

 

Σχήμα 2.12 Γραφική απεικόνιση του ορισμού του ορίου 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝓵, για 

περιπτώσεις που το όριο υπάρχει 

Επιπλέον, δίνονται παραδείγματα εύρεσης των πλευρικών ορίων μιας συνάρτησης στο 

𝑥0 ∈ ℝ, συνοδευόμενα από γραφήματα που επίσης περιλαμβάνουν βέλη 

υποδηλώνοντας με τον τρόπο αυτό μια αέναη κίνηση (Σχήμα 2.13). 

 

Σχήμα 2.13 Γραφική απεικόνιση του ορισμού του ορίου 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = 𝓵, για 

περιπτώσεις που το όριο δεν υπάρχει  
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      Στις οδηγίες διδασκαλίας του μαθήματος είναι επίσης φανερό ότι η αρχική 

διδασκαλία τείνει να δίνει έμφαση στη διαδικασία προσέγγισης του ορίου, παρά στην 

ίδια την έννοια του ορίου. Το βιβλίο και οι οδηγίες διδασκαλίας προκρίνουν μία 

γλώσσα που είναι αμάλγαμα διαισθητικών περιγραφών και ιδιοτήτων. Για τον σκοπό 

αυτό προτείνονται μέσω κατάλληλων γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων, να 

αποκτήσουν οι μαθητές μια καλή εικόνα, ώστε να αποφευχθούν παρανοήσεις, που 

απαντώνται στη βιβλιογραφία για την έννοια του ορίου. Μια συνηθισμένη παρανόηση 

των μαθητών είναι να συγχέουν την ύπαρξη του ορίου με τη μονοτονία. Ενδεικτικά 

προτείνεται η μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜂𝜇
1

𝑥
 (Σχήμα 2.14). 

 

Σχήμα 2.14 Μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝒇(𝒙) = 𝒙 ⋅ 𝜼𝝁
𝟏

𝒙
 

Επιπλέον, επειδή πολλοί μαθητές θεωρούν ότι όταν ένα όριο δεν υπάρχει τα πλευρικά 

όρια υπάρχουν και είναι διαφορετικά, προτείνεται η μελέτη του γραφήματος της 

συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇
1

𝑥
 (Σχήμα 2.15). 

 

Σχήμα 2.15 Μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝒇(𝒙) = 𝜼𝝁
𝟏

𝒙
 

   Κατόπιν, στην παράγραφο 1.5 «Ιδιότητες των ορίων», περιλαμβάνονται οι ενότητες: 

όριο και διάταξη, όρια και πράξεις, κριτήριο παρεμβολής, τριγωνομετρικά όρια και όριο 
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σύνθετης συνάρτησης. Οι ιδιότητες και τα θεωρήματα που περιλαμβάνονται στις 

παραπάνω ενότητες χρησιμοποιούνται χωρίς να αποδεικνύονται. Όπως επισημαίνεται 

στο Πρόγραμμα Σπουδών η διδασκαλία του ορίου δεν είναι αυτοσκοπός, αλλά στοχεύει 

στην προετοιμασία για την εισαγωγή των μαθητών στην παράγωγο και το 

ολοκλήρωμα. Γι’ αυτό πρέπει να αποφευχθεί η άσκοπη ασκησιολογία που οι μαθητές 

υπολογίζουν όρια, κάνοντας χρήση αλγεβρικών δεξιοτήτων. Απουσιάζουν ωστόσο 

αντιπαραδείγματα όπου οι μαθητές θα διαπιστώνουν ότι η ύπαρξη του ορίου 

συνάρτησης που έχει προκύψει από πράξεις συναρτήσεων δε συνεπάγεται και την 

ύπαρξη του ορίου των επιμέρους συναρτήσεων. 

   Στην παράγραφο 1.6 «Μη πεπερασμένο όριο στο 𝑥0 ∈ ℝ», μελετώνται οι 

περιπτώσεις απειριζόντων ορίων, στις οποίες η ίδια η συνάρτηση τείνει στο ±∞ καθώς 

το x τείνει κάπου. Δίνεται επίσης βάρος στην εποπτική προσέγγιση της έννοιας του 

ορίου με τη χρήση γραφικών παραστάσεων που περιλαμβάνουν βέλη.  

Στο Σχήμα 2.16 απεικονίζεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης 𝑓 κοντά στο 𝑥0. 

Παρατηρείται ότι: καθώς το 𝑥 κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα 𝑥′𝑥 

πλησιάζει τον πραγματικό αριθμό 𝑥0, οι τιμές 𝑓(𝑥) αυξάνονται απεριόριστα και γίνονται 

μεγαλύτερες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό M. 

Στην περίπτωση αυτή λέγεται ότι η συνάρτηση 𝑓 έχει στο 𝑥0 όριο +∞ και γράφεται: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞. 

                                                                                                       

 

 

 

 

 

 

Σχήμα 2.16 Γραφική απεικόνιση της εφαρμογής του ορισμού του ορίου 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝒇(𝒙) = +∞ 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται, όταν η συνάρτηση 𝑓 έχει στο 𝑥0 όριο −∞ και γράφεται: 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞. 
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   Ως απροσδιόριστη μορφή καλείται η περίπτωση του ορίου, το οποίο έχει νόημα και 

για τον υπολογισμό του δεν μπορεί να εφαρμοστεί κάποιος γνωστός κανόνας των 

ορίων. Μπορεί να υπάρχει ή να μην υπάρχει το όριο αυτό. Είναι σημαντικό οι μαθητές 

να ξεκαθαρίσουν ότι το +∞ και το −∞ δεν είναι πραγματικοί αριθμοί και να 

κατανοήσουν τη λογική μέσω της οποίας κάποιες πράξεις είναι επιτρεπτές και κάποιες 

άλλες δεν είναι.      

   Όπως αναφέρεται στις οδηγίες διδασκαλίας για την αποφυγή της παρανόησης που 

συνδέει την ύπαρξη μη πεπερασμένου ορίου στο 𝑥0 με τη μονοτονία, προτείνεται η 

μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2 ∙ (𝜂𝜇
1

𝑥
+ 2) (Σχήμα 2.17).     

 

Σχήμα 2.17 Μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙𝟐 ∙ (𝜼𝝁
𝟏

𝒙
+ 𝟐) 

   Τέλος, στην παράγραφο 1.7 «Όρια συνάρτησης στο άπειρο», παρουσιάζονται τα όρια 

μιας συνάρτησης στο άπειρο (δηλαδή την τιμή στην οποία τείνει η συνάρτηση όταν το 

𝑥 τείνει στο ±∞) με τη βοήθεια κατάλληλων γραφικών παραστάσεων τα οποία επίσης 

περιέχουν βέλη υποδηλώνοντας με τρόπο αυτό κίνηση. 

   Στα παρακάτω σχήματα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων 𝑓, g, 

ℎ σε ένα διάστημα της μορφής (𝛼,+∞). 
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Σχήμα 2.18 Γραφικές απεικονίσεις ορίων στο ±∞ 

Για να διατυπωθούν τα παραπάνω σε μαθηματική γλώσσα πρέπει να ακολουθηθεί η 

εξής διαδικασία: 

Παρατηρείται ότι καθώς το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα με οποιονδήποτε τρόπο, 

(α) το 𝑓(𝑥) προσεγγίζει στον επιθυμητό βαθμό τον πραγματικό αριθμό ℓ και γράφεται: 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ℓ 

(β) το g(𝑥) αυξάνεται απεριόριστα και γράφεται: 

lim
𝑥→+∞

g(𝑥) = +∞ 

(γ) το ℎ(𝑥) μειώνεται απεριόριστα και γράφεται: 

lim
x→+∞

ℎ(𝑥) = −∞ 

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν, όταν 𝑥 → −∞ για μια συνάρτηση που 

είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής (−∞,𝛽). 

   Στις οδηγίες διδασκαλίας προτείνονται παραδείγματα συναρτήσεων των οποίων το 

όριο, όταν το 𝑥 τείνει στο +∞, υπάρχει αλλά οι συναρτήσεις αυτές δεν είναι μονότονες, 

όπως είναι για παράδειγμα η 𝑓(𝑥) =
𝜂𝜇𝑥

𝑥
 (Σχήμα 2.19), καθώς και συναρτήσεων των 

οποίων το όριο δεν υπάρχει, όταν το 𝑥 τείνει στο +∞, όπως είναι για παράδειγμα η 

𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥. 
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Σχήμα 2.19 Μελέτη του γραφήματος της συνάρτησης 𝒇(𝒙) =
𝜼𝝁𝒙

𝒙
 

   Η παράγραφος ολοκληρώνεται με τη μελέτη των πεπερασμένων ορίων ακολουθιών, 

δηλαδή συναρτήσεων με πεδίο ορισμού τους φυσικούς αριθμούς, τα οποία θα 

χρειαστούν οι μαθητές κατά τη διδασκαλία του ορισμένου ολοκληρώματος. 
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3  Θεωρητικό Πλαίσιο 

3.1 Οι Παρανοήσεις των Μαθητών στα Όρια και η Έννοια της           

Εικόνας 

Συχνά οι μαθητές έχουν διαισθητικές εικόνες των μαθηματικών στο μυαλό τους, οι 

οποίες επηρεάζονται από πολλούς παράγοντες όπως η γλώσσα και η καθημερινή ζωή. 

Τέτοιες εικόνες είναι γνωστές ως concept images. Με τον όρο concept image θεωρούμε  

τη συνολική γνωστική δομή που είναι συνδεδεμένη με την εικόνα η οποία περιλαμβάνει 

όλες τις νοητικές εικόνες και συνδέεται με σχετικές ιδιότητες και διαδικασίες (Tall & 

Vinner, 1981). Τέτοιες εικόνες στο μυαλό των μαθητών μπορεί να έρχονται σε 

σύγκρουση με την επίσημη εικόνα ή τον επίσημο ορισμό μιας έννοιας. Ακόμα και όταν 

η έννοια παρουσιάζεται ή κατασκευάζεται από ένα άτομο, πιθανότατα ο εν λόγω 

ορισμός να περιέχει το δικό του προσωπικό στοιχείο και να διαφέρει από τον επίσημο 

ορισμό της έννοιας.  

   Οι συγκρούσεις μεταξύ της αρχικής εικόνας των μαθητών και του επίσημου ορισμού 

είναι γνωστές ως γνωστικές συγκρούσεις (cognitive conflicts) (Tall & Vinner, 1981). 

Αυτές οι εικόνες είναι σε μεγάλο βαθμό επηρεασμένες από τα χαρακτηριστικά, τη 

σύνταξη και τη γλώσσα που χρησιμοποιείται σε σχέση με τις έννοιες. Οι έννοιες του 

ορίου και της συνέχειας αναφέρονται επίσης και είναι γνωστές ως έννοιες στις οποίες 

οι νοητικές εικόνες που κατασκευάζει το κάθε άτομο διαφέρουν από τις επίσημες 

εικόνες τους, με αποτέλεσμα συχνά να συνδέονται με γνωστικές συγκρούσεις (Tall & 

Vinner, 1981). Σε αυτή την έρευνα θα επιχειρήσουμε να δοκιμάσουμε τρόπους 

αντιμετώπισης τέτοιων συγκρούσεων. Όπως αναφέρει ο Bagni (2005) η διαδικασία του 

ορίου είναι διαισθητική από μαθηματικής άποψης αλλά όχι από τη γνωστικής, 

επομένως οι εικόνες έρχονται σε αντίθεση με τον επίσημο ορισμό του ορίου γεγονός 

που αποτελεί βασικό πρόβλημα στη διαδικασία εκμάθησης (learning) του 

συγκεκριμένου ορισμού.  

   Ο επίσημος ορισμός του ορίου μιας συνάρτησης γράφτηκε από τον Weierstrass τον 

19ο αιώνα και αναφέρει τα ακόλουθα: 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 

εννοώντας 

∀ 𝜀 > 0, ∃ 𝛿 > 0: 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀 
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   Ο προαναφερθείς ορισμός απαιτεί αρκετά μεγάλο βαθμό γνώσης, λογικής, 

συμβολισμού και σύνταξης. Παρόλα αυτά ο ορισμός έχει άτυπες ερμηνείες που είναι 

ευκολότερο να κατανοήσει κάποιος. Ένας ανεπίσημος ορισμός του ορίου μπορεί να 

διατυπωθεί ως εξής: 

Ένα όριο είναι ένας αριθμός στον οποίο οι τιμές 𝑦 της συνάρτησης μπορούν 

να βρεθούν οσοδήποτε κοντά θέλουμε, καθώς οι τιμές του 𝑥 πλησιάζουν ένα 

συγκεκριμένο αριθμό. 

Ο Williams στην προσπάθειά του να βρει μοντέλα ορίων διατυπωμένα από μαθητές, 

ξεχώρισε πέντε μοντέλα που χρησιμοποιούνται πιο συχνά από αυτούς (Williams, 

1991).  

1. Ένα όριο περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο η συνάρτηση μετακινείται, καθώς οι 

τιμές του x κινούνται προς ένα συγκεκριμένο σημείο (δυναμικό - θεωρητικό).  

2. Ένα όριο υπολογίζεται τοποθετώντας στη συνάρτηση αριθμούς που βρίσκονται όλο 

και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, μέχρι το όριο να επιτευχθεί (δυναμικό - 

πρακτικό).  

3. Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει συνεχώς αλλά 

ποτέ δε φτάνει (απρόσιτο).  

4. Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο πέρα από το οποίο η συνάρτηση δεν μπορεί 

να πάει (αξεπέραστο).  

5. Ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής επιθυμούμε 

(προσεγγιστικό).  

Στην έρευνά του οι μαθητές θα είχαν τη δυνατότητα να συμφωνήσουν ή να 

διαφωνήσουν με τις παραπάνω δηλώσεις και να επιλέξουν περισσότερες από μία 

προτάσεις για τη σωστή περιγραφή της έννοιας του ορίου. 

   Αυτά τα μοντέλα ή εικόνες ταιριάζουν με τις εικόνες έννοιας (concept images) που 

αναφέρονται από τους Tall και Vinner, (1981). Οι παρανοήσεις των μαθητών όπως 

περιγράφονται από τον Williams σχετικά με τα όρια μπορούν να θεωρηθούν ως σωστές 

περιγραφές μαθηματικών φαινομένων που συνδέονται με την έννοια του ορίου. 

Ωστόσο, κανένα από αυτά τα φαινόμενα δεν καταφέρνει να αποτυπώσει πλήρως όλα 

όσα αναφέρονται στον ορισμό των ορίων και για το λόγο αυτό, οι συγκεκριμένες 
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αντιλήψεις είναι στην πραγματικότητα παρανοήσεις της έννοιας του ορίου. 

Συμφωνούμε λοιπόν πως αυτά τα μοτίβα είναι λανθασμένα. Είναι παρόλα αυτά 

απαραίτητο να αναφερθούν οι λόγοι για τους οποίους οι απόψεις των μαθητών 

θεωρούνται λάθος:  

1.  Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο στον άξονα 𝑦 (εάν υπάρχει) και δεν μπορεί 

ένα σημείο από μόνο του να περιγράψει πώς κινείται μια συνάρτηση. Γνωρίζοντας 

ότι το όριο μιας συνάρτησης είναι για παράδειγμα 0, κανείς μπορεί να φανταστεί 

διάφορα σενάρια. Μπορεί να είναι μια γραμμική κίνηση που διέρχεται από την αρχή 

των αξόνων, όπως για παράδειγμα 𝑓(𝑥) = 𝑥 ή με απείρως πολλές ταλαντώσεις 

κοντά στην αρχή των αξόνων 𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜂𝜇
1

𝑥
 . 

2.  Αυτή η λανθασμένη αντίληψη έχει ως κοινό στοιχείο με την πέμπτη παρανόηση ότι 

το όριο είναι αρχικά προσεγγιστικό καθώς το 𝑥 πλησιάζει την τελική τιμή 𝑥0 

οσοδήποτε κοντά θέλουμε. Σε αντίθεση με την πέμπτη παρανόηση - η οποία 

υποστηρίζει ότι το αποτέλεσμα θα είναι πάντα μια προσέγγιση – πηγαίνοντας τώρα 

ένα βήμα παραπέρα και βάζοντας την τελική τιμή 𝑥0 απευθείας στη συνάρτηση, 

υπολογίζουμε το 𝑓(𝑥0). Το συγκεκριμένο μαθηματικό φαινόμενο είναι πραγματικό 

και ονομάζεται συνέχεια. Όμως, τα όρια συχνά εφαρμόζονται σε σημεία ασυνέχειας 

και σε αυτή την περίπτωση η έννοια αυτή του ορίου δε θα ήταν χρήσιμη. Σε άλλες 

εφαρμογές των ορίων, ίσως να ζητούνταν η απόδειξη της συνέχειας μιας 

συνάρτησης. Ωστόσο, ο συγκεκριμένος ορισμός το υποθέτει και για τον λόγο αυτό 

δεν ανταποκρίνεται σε αυτόν τον σκοπό. 

3.  Αυτή η εσφαλμένη αντίληψη είναι προβληματική για τον αντίθετο λόγο, καθώς για 

συνεχείς συναρτήσεις η τιμή του ορίου «φτάνει» σε όλα τα σημεία. Το φαινόμενο 

δεν είναι αληθές, γιατί απλά η τιμή του ορίου επιτυγχάνεται για πολλές τιμές στις 

οποίες μια συνάρτηση είναι συνεχής ή/και για τις τιμές στις οποίες δεν έχει 

ασύμπτωτες. Το φαινόμενο αυτό μπορεί να είναι το ίδιο με την τέταρτη παρανόηση. 

Έχει απλά μια διαφορετική στάση προς το «άπειρο»· το επιτρέπουμε ως υποθετικό 

σημείο στη γραμμή των αριθμών ή όχι. 

4. Για μονότονες συναρτήσεις που έχουν οριζόντιες ασύμπτωτες αυτή είναι μια ορθή 

αντίληψη. Πράγματι, κατά τον υπολογισμό του 𝑓(𝑥) για όλο και μεγαλύτερες τιμές 

του 𝑥 υπάρχει ένα συγκεκριμένο σημείο στον άξονα 𝑦΄𝑦 που μπορούμε να 
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προσεγγίσουμε αλλά δεν το φτάνουμε. Ανάλογα με τη στάση μας απέναντι στο 

«άπειρο» ως αριθμός, μπορούμε να πούμε ότι είτε το φτάνουμε (όπως στη δεύτερη 

παρανόηση) είτε όχι (όπως συμβαίνει στην τρίτη παρανόηση). Ως μια γενική έννοια 

του ορίου αυτό δε μπορεί να χρησιμοποιηθεί για μη μονότονες συναρτήσεις όπως 

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥, επίσης προσεγγίζει μια συγκεκριμένη τιμή καθώς το 𝑥 → ∞ αλλά 

σε αυτή την περίπτωση ξεπερνάει την τιμή ή τη φτάνει πολλές φορές.  

5.  Η συγκεκριμένη παρανόηση υποστηρίζει ότι το όριο μπορεί να είναι γνωστό στους 

μαθητές με εσφαλμένο τρόπο. Πιθανότατα βασίζεται στην εμπειρία του να 

τοποθετούμε αριθμούς όλο και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, βλέποντας ότι 

πλησιάζει μια συγκεκριμένη τιμή (όπως στη δεύτερη παρανόηση). Ωστόσο τώρα 

γνωρίζοντας ότι ο δοσμένος αριθμός 𝑥0 ίσως να δημιουργήσει πρόβλημα, για 

παράδειγμα στο σημείο στο οποίο ορίζεται η συνάρτηση δεν επιχειρούμε να 

δώσουμε αυτήν την τιμή. Αντί για αυτό, συμπεραίνουμε ότι ένα όριο δε μπορεί να 

είναι απολύτως ακριβές επειδή πρέπει να διατηρήσουμε μικρή απόσταση από τον 

αριθμό που θα θέλαμε να εισάγουμε. Το φαινόμενο αυτό είναι αληθινό και θέτει ένα 

πρόβλημα για το οποίο το όριο έχει σχεδιαστεί να λύσει. Η λύση που παρέχει η 

έννοια του ορίου είναι πολύ καλύτερη από την προσέγγιση.  

   Από τα πέντε μοντέλα του Williams (1991) συμπεραίνεται πως η δυναμική των δύο 

πρώτων μοντέλων είναι πολύ ανθεκτική στις αλλαγές. Ο Williams υποστηρίζει ότι οι 

μαθητές δυσκολεύονται να αλλάξουν τις πεποιθήσεις τους εξαιτίας της a priori 

εμπειρίας τους με γραφήματα απλών συναρτήσεων, οδηγούμενοι με αυτό τον τρόπο 

στη γενίκευση και για τον λόγο αυτό θεωρούν τις περίπλοκες συναρτήσεις ως 

εξαιρέσεις του κανόνα. 

   Τώρα γίνονται κατανοητές οι πιο συνηθισμένες παρανοήσεις των μαθητών καθώς και 

η προέλευσή τους. Υπάρχουν δύο πιθανοί τρόποι να αντιμετωπιστούν αυτές οι 

παρανοήσεις. Ο ένας τρόπος είναι να αντιμετωπιστούν οι γνωστικές συγκρούσεις όταν 

αυτές προκύπτουν. Ο δεύτερος τρόπος είναι οι μαθητές να έρθουν εξαρχής σε επαφή 

με τα στάδια ανάπτυξης της έννοιας του ορίου, ώστε να αποφευχθούν ή έστω να 

μειωθούν οι μεταγενέστερες γνωστικές συγκρούσεις (Tall, 1990). 

   Στην παρούσα εργασία θα επιλεχθεί η δεύτερη μέθοδος, η οποία αναφέρθηκε 

παραπάνω, ακολουθώντας την ιστορική εξέλιξη της έννοιας του ορίου μέχρι να 

καταλήξει κανείς στον τυπικό ορισμό. Με άλλα λόγια, προκειμένου να ανακαλυφθεί η 

συγκεκριμένη έννοια από τους μαθητές, ένας πιθανός τρόπος είναι να τους επιτραπεί 
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να ανακαλύψουν την πορεία εξέλιξης της έννοιας, αφήνοντάς τους να βιώσουν τα 

προβλήματα και τις συγκρούσεις που οδήγησαν στην ανάπτυξη του ορίου. Μια τέτοια 

μέθοδος είναι εμπνευσμένη από την ιστορία των μαθηματικών. 

3.2  Φαινόμενα Ορίων 

Κατά τη μελέτη της λίστας παρανοήσεων του Williams, παρατηρήθηκε πως δεν 

υπάρχει μία μοναδική εικόνα της έννοιας του ορίου στο μυαλό των μαθητών. Πολλές 

από αυτές θα συνιστούσαν πραγματικές έννοιες μαθηματικών φαινομένων, παρόλο που 

καμία δεν περιγράφει ορθά την έννοια του ορίου. Βασισμένοι στη μελέτη της 

Sarvestani (2011) για τα φαινόμενα ορίων (limit phenomena), παρατίθενται ένας 

ανολοκλήρωτος κατάλογος τέτοιων φαινομένων. Τα αποκαλούμε φαινόμενα ορίων, 

επειδή ξεκάθαρα η έννοια του ορίου φαίνεται να σχεδιάστηκε λαμβάνοντας αυτά τα 

φαινόμενα υπόψη. Όλα τους μπορούν να εξηγηθούν – όχι απαραίτητα επακριβώς – 

χωρίς να αναφερθεί η λέξη όριο, όπως φαίνεται στις παρακάτω περιπτώσεις: 

1. Το φαινόμενο των ειδικών σημείων: Μερικές τιμές του 𝑥 μπορεί να θεωρηθούν 

ειδικές. Για παράδειγμα, οι συναρτήσεις 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇
1

𝜒
 και 𝑔(𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝜂𝜇

1

𝜒
  που 

σχεδιάστηκαν στα Σχήματα 3.1 και 3.2 αντίστοιχα, εκδηλώνουν κάποια δυναμική ή 

διαμορφώνουν κάποια χαρακτηριστική συμπεριφορά κοντά στο 𝑥 = 0. 

Σχήμα 3.1 Η συνάρτηση 𝒇(𝒙) = 𝜼𝝁
𝟏

𝝌
 σε δύο διαφορετικές κλίμακες. 

Οσοδήποτε μικρό και αν επιλέξουμε το εύρος στο οποίο μεταβάλλεται το 𝒙, 

πάντα θα βλέπουμε άπειρα μέγιστα και ελάχιστα της συνάρτησης 
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Σχήμα 3.2 Η συνάρτηση 𝒈(𝒙) = 𝒙 ⋅ 𝜼𝝁
𝟏

𝝌
 σε δύο διαφορετικές κλίμακες 

Οι συναρτήσεις κινούνται πάνω και κάτω όλο και πιο γρήγορα (με μεγαλύτερη 

συχνότητα) καθώς το 𝑥 τείνει στο 0 από οποιαδήποτε πλευρά. Μάλιστα, κοντά στο 

𝑥 = 0, oι τιμές του 𝜂𝜇
1

𝜒
 ταλαντώνονται ολοένα και πιο γρήγορα μεταξύ των τιμών 

−1 και 1, ενώ οι τιμές του 𝑥 ⋅ 𝜂𝜇
1

𝜒
 προσεγγίζουν το μηδέν. Τα ειδικά σημεία θέτουν 

ένα πρόβλημα που αφορά την περιγραφή της κίνησης κοντά στα σημεία αυτά. Το 

συγκεκριμένο φαινόμενο ίσως να εξηγεί την πρώτη παρανόηση από τη λίστα του 

Williams (3.1). 

2. Το φαινόμενο της οριζόντιας ασύμπτωτης απλής καμπύλης8: Μια γνησίως αύξουσα ή 

φθίνουσα συνάρτηση μπορεί να έχει μία οριζόντια ασύμπτωτη. Εάν η συνάρτηση 

έχει πεδίο ορισμού το ℕ, τότε νοείται μια ακολουθία. Η ακολουθία του Ζήνωνα 
1

2𝜈 

είναι ακριβώς μια τέτοια συνάρτηση. Το παράδοξο του Ζήνωνα αναφέρει πως δε θα 

φτάσουμε ποτέ στον προορισμό μας, καθώς η υπολειπόμενη απόσταση δε θα φτάσει 

ποτέ στην τιμή 0 για κάθε 𝜈 ∈ ℕ.  

 

Σχήμα 3.3 Γραφική απεικόνιση της ακολουθίας 𝜶𝝂 =
𝟏

𝟐𝝂 

                                                             
8 Απλή καμπύλη επειδή η συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη. 
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Το φαινόμενο της οριζόντιας ασύμπτωτης θεωρείται μία τιμή την οποία μπορούμε 

να πλησιάσουμε, αλλά δεν μπορούμε να την φτάσουμε ή να την ξεπεράσουμε. Το 

φαινόμενο αυτό που εμπλέκεται στο παράδοξο του Ζήνωνα, σχετίζεται με τις 

παρανοήσεις 3 και 4 του Williams. 

3. Το φαινόμενο της οριζόντιας ασύμπτωτης ελικοειδούς καμπύλης: Μία συνάρτηση 

όπως η 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
⋅ 𝜂𝜇𝑥 αντιπροσωπεύει αυτό το φαινόμενο· η συνάρτηση συνεχίζει 

να κινείται πάνω και κάτω, αλλά φαίνεται να κινείται σε μικρότερο εύρος καθώς το 

𝑥 τείνει στο ∞.  

 

Σχήμα 3.4 Γραφική απεικόνιση της συνάρτησης 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
⋅ 𝜼𝝁𝒙 

Υποθετικά, κάποιος θα έλεγε πως αυτό είναι ένα αντιπαράδειγμα για τις 

παρανοήσεις 3 και 4 από τη λίστα του Williams. Το συγκεκριμένο φαινόμενο δείχνει 

την ανάγκη διατύπωσης μιας νέας έννοιας που δεν εξαρτάται από το δε φτάνει ή δε 

ξεπερνάει, καθώς εποπτεύοντας το γράφημα διαπιστώνεται ότι κάτι τέτοιο δεν 

υφίσταται· την τιμή 0 τη φτάνουμε και τη ξεπερνάμε άπειρες φορές.  

4. Το φαινόμενο της οπής: Μια συνεχής συνάρτηση μπορεί να έχει μια οπή· για την 

τιμή 𝑥 = 𝑥0, για την οποία η 𝑓(𝑥) δεν ορίζεται, ενώ η 𝑓(𝑥) ορίζεται για όλες τις 

άλλες τιμές του 𝑥 σε μια γειτονιά του 𝑥0. Το φαινόμενο της οπής φανερώνει ότι δεν 

μπορεί να υπολογιστεί το 𝑓(𝑥0), αλλά μπορεί να οριστεί μία ακολουθία τιμών 𝑥𝑖, 

𝑖 = 1, 2, 3, … πλησιάζοντας το 𝑥0 (για παράδειγμα μειώνοντας στο μισό την 

απόσταση κάθε φορά) και υπολογίζοντας το αντίστοιχο 𝑓(𝑥𝑖). Το αποτέλεσμα θα 

δώσει τιμές 𝑓(𝑥𝑖) οι οποίες θα έρχονται όλο και πιο κοντά μεταξύ τους. Σε καμία 

περίπτωση δεν είναι ξεκάθαρο για το ποια τιμή της 𝑓(𝑥) προσεγγίζεται, αλλά 

μπορούν να γίνουν εικασίες ή εκτιμήσεις για έναν τέτοιον αριθμό. Η πέμπτη 

παρανόηση της λίστας του Williams αληθεύει εφόσον έχουμε κάνει επίκληση σε 

κάποιο διαισθητικό επιχείρημα, χωρίς να εισαχθεί ακόμα η λέξη όριο. Στις 

περιπτώσεις μονότονων συναρτήσεων μια τέτοια τιμή μπορούμε να την 
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προσεγγίσουμε, αλλά δεν μπορούμε να τη φτάσουμε ή να την ξεπεράσουμε. Το 

φαινόμενο της οπής εμπλέκεται στο πρόβλημα εύρεσης της στιγμιαίας ταχύτητας 

του Νεύτωνα, διότι «απειλεί» το αποτέλεσμα με απροσδιοριστία 
0

0
. 

5.  Το φαινόμενο της συνέχειας: Ακόμα και αν μία συνάρτηση δεν έχει καθόλου οπές ή 

ειδικά σημεία, μπορούμε να ενεργήσουμε σαν να είχε οπή στο 𝑥0, υπολογίζοντας 

την 𝑓(𝑥) για μία ακολουθία τιμών 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3,… πλησιάζοντας το 𝑥0 (για 

παράδειγμα μειώνοντας στο μισό την απόσταση κάθε φορά). Αλλά τώρα μπορούμε 

να τελειώσουμε την ακολουθία 𝑓(𝑥𝑖) υπολογίζοντας το 𝑓(𝑥0). Για τις συνεχείς 

συναρτήσεις αυτό είναι μια ορθή περιγραφή και αντιπροσωπεύει τη δεύτερη 

παρανόηση από τη λίστα του Williams. 

   Κατά τη διάρκεια των διδακτικών παρεμβάσεων, τα παραπάνω φαινόμενα θα 

εισαχθούν στους μαθητές πριν αναφερθεί η λέξη όριο, επομένως δεν μπορούν να έχουν 

σχηματίσει παρανοήσεις για τα όρια σε εκείνο το σημείο. Οπότε βλέποντας τα 

φαινόμενα αυτά, ίσως να δράσουν διαισθητικά στα παράδοξα που θα τους τεθούν. 

Επίσης, ενδιαφερόμαστε για το βαθμό που αυτές οι διαισθητικές αντιδράσεις θα 

«ταιριάξουν» ενδεχομένως στις μεταγενέστερες παρανοήσεις των ορίων, ερευνώντας 

πιθανούς συσχετισμούς. 

3.3  Διαίσθηση 

Στα μαθηματικά, η σημασία που έχει το να κατανοήσει ο μαθητής τις διάφορες έννοιες 

πρώτα με διαισθητικό (ενορατικό) τρόπο, σε αντίθεση με τον τυπικό – φορμαλιστικό 

που – συνήθως - παρουσιάζονται στα σχολικά μαθηματικά βιβλία, είναι μεγάλη για την 

πραγματική τους κατανόηση (Τουμάσης, 2004). Ως εκ τούτου, για τη μάθηση και τη 

διδασκαλία των μαθηματικών είναι σκόπιμο να επιτευχθεί μια διαισθητική προσέγγιση 

των εννοιών και ιδεών, προτού οι μαθητές έρθουν σε επαφή με τις πιο τυπικές μεθόδους 

του συμπεράσματος και της απόδειξης (Bruner, 1960).    

   Εφόσον η διαισθητική προσέγγιση της έννοιας του ορίου από τη μεριά των μαθητών 

είναι κεντρικό θέμα συζήτησης σε αυτή την έρευνα, θα ήταν χρήσιμο να διερευνηθεί 

τι νοείται με τον όρο διαίσθηση ή διαισθητική γνώση (intuitive knowledge). Ο όρος 

διαίσθηση έχει ποικίλους ορισμούς οι οποίοι δεν έρχονται πάντα σε συμφωνία μεταξύ 

τους. Σύμφωνα με τους Dreyfus και Eisenberg (1982), ως διαίσθηση ορίζεται μία νοερή 

αναπαράσταση γεγονότων που εμφανίζεται στο μυαλό του ατόμου ως αυταπόδεικτη. 
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Ομοίως, ο Fischbein (1987), υποστηρίζοντας τους ισχυρισμούς των Dreyfus και 

Eisenberg, διατύπωσε την άποψη ότι η διαίσθηση ή διαισθητική γνώση (intuitive 

knowledge) είναι ένα είδος γνώσης που εμφανίζεται υποκειμενικά σε κάθε άτομο ως 

κάτι  αυτονόητο και άμεσα αποδεκτό. O Fischbein (1987), περιγράφει τη διαίσθηση 

σαν μία γνωστική λειτουργία που εμφανίζεται υποκειμενικά και είναι αυταπόδεικτη 

(self-evident), επίμονη (perseverance), υπονοούμενη (implicitness), άμεση 

(immediate), χαρακτηρίζεται από εγγενή βεβαιότητα (intrinsic certainty), 

σφαιρικότητα (globality), υπόσταση θεωρίας (theory status), έχει δυνατότητα 

διεύρυνσης (extrapolativeness) και εξαναγκαστικό χαρακτήρα (coerciveness). 

Διαφορετικές ερμηνείες της διαίσθησης συμπεριλαμβάνονται στο βιβλίο του Fischbein 

(1987) και είναι: 

 Πηγή κάθε αληθινής γνώσης (Descartes, Spinoza). 

 Δυνητικά παραπλανητική σε κάθε αναζήτηση της αλήθειας. 

 Μια μέθοδος ή ένα είδος νοητικής στρατηγικής που μπορεί να φτάσει στην 

ουσία των φαινομένων (Bergson). 

 Μια κατηγορία γνώσης που γίνεται άμεσα αντιληπτή χωρίς οποιαδήποτε 

ανάγκη για ρητή αιτιολόγηση ή ερμηνεία (Piaget). 

 H ικανότητα μέσω της οποίας τα αντικείμενα γίνονται άμεσα αντιληπτά σε 

αντίθεση με την ικανότητα κατανόησης μέσω της οποίας επιτυγχάνουμε 

εννοιολογική γνώση (Kant). 

 Μια σφαιρική εικασία για την οποία ένα άτομο δεν είναι σε θέση να κάνει μια 

σαφή και πλήρη αιτιολόγηση. 

 Μια στοιχειώδης κοινή λογική και πρωτόγονη μορφή γνώσης σε αντίθεση με 

τις επιστημονικές αντιλήψεις και ερμηνείες. 

 Από παιδαγωγικής άποψης σχετίζεται συχνά με την αισθητηριακή γνώση ως 

την πρώτη απαραίτητη βάση για μια περαιτέρω πνευματική εκπαίδευση. Υπό 

αυτή την έννοια είναι σχεδόν ισοδύναμη με την αντιληπτική γνώση. 

   Παρά το γεγονός ότι τα μαθηματικά έχουν μια λογική αλληλουχία σκέψεων, δεν 

μπορεί να αποφευχθεί η παρέμβαση διαισθητικών ερμηνειών όταν οι μαθητές έρχονται 

αντιμέτωποι με μαθηματικές καταστάσεις. Οι διαισθητικές αναπαραστάσεις και 

ερμηνείες είναι ενεργές όταν επιχειρείται η κατανόηση, η λύση, η απομνημόνευση ή η 

κατασκευή μαθηματικών εννοιών. Υποθετικά πολλές δυσκολίες δημιουργούνται κατά 
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τη διάρκεια εκμάθησης των μαθηματικών λόγω της έλλειψης επαρκούς διαισθητικής 

αναπαράστασης ή της διαστρέβλωσης που συμβαίνει εξαιτίας των κακών, 

λανθασμένων ή ανεπαρκών διαισθητικών ερμηνειών. 

   Η διαισθητική γνώση θα μπορούσε να περιγραφεί ως μια διαδικασία κατά την οποία 

οι μαθητές έχουν εμπειρίες – οι οποίες είτε προέρχονται από τον εκπαιδευτικό είτε όχι 

– και δεν την εκφράζουν ακόμη με λόγια. Οι διαισθήσεις δεν είναι πάντα σωστή γνώση· 

η επαφή των μαθητών με τα φαινόμενα ορίων (3.2), ενδέχεται να φέρει διάφορες 

διαισθήσεις στο μυαλό τους που θα μπορούσαν να μετατραπούν σε παρανοήσεις για 

την έννοια του ορίου, όπως περιγράφεται από τον Williams (1991). 

   Στην ιστορία της επιστήμης των μαθηματικών, υπήρξε μια προσπάθεια για 

μεγαλύτερη ακρίβεια και αυστηρότητα, η οποία αποκάλυψε τις θετικές και αρνητικές 

επιπτώσεις της διαισθητικής γνώσης. Τα θεμελιώδη αποτελέσματα των διαισθητικών 

μηχανισμών εμφανίστηκαν στους επιστήμονες και φιλοσόφους καθώς προσπαθούσαν 

να οικοδομήσουν την τυπική και συμπερασματική δομή της επιστήμης. 
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4  Ερευνητικά Ερωτήματα 

Οι διαπιστώσεις αναφορικά με το πώς οι μαθητές αντιλαμβάνονται την έννοια του 

ορίου (3.1) μας οδήγησαν στο να στραφούμε στην ιστορία ως βασική πηγή για την 

διδασκαλία των ορίων, που αποτελεί και τον κεντρικό άξονα αυτής της εργασίας. 

Συγκεκριμένα, μέσω των ιστορικών αναφορών οι μαθητές θα έχουν τη δυνατότητα να 

κατανοήσουν τη δυναμική ερμηνεία των απειροστών ως ένα σημαντικό βήμα στη 

διατύπωση του σύγχρονου ορισμού του ορίου. Μια ακόμα πτυχή της έρευνας αφορά 

τη σύγκριση των κοινών μοντέλων των ορίων που έχουν οι μαθητές και αναφέρθηκαν 

από τον Williams (1991) με τις γνωστικές συγκρούσεις αυτών, όπως μελετήθηκαν από 

τους Tall και Vinner (1981). Επιπρόσθετα, μέσω της καθοδηγούμενης διδασκαλίας οι 

μαθητές θα οδηγηθούν στην αναγκαιότητα της διατύπωσης μιας νέας έννοιας, η οποία 

αργότερα θα ονομαστεί όριο. Για τον λόγο αυτό θα τεθούν τα εξής ερευνητικά 

ερωτήματα: 

1. Ποια βήματα παρουσιάζονται στην ιστορία της έννοιας του ορίου και αξίζει να 

επαναληφθούν μέσω μιας καθοδηγούμενης συζήτησης, αν θέλουμε να 

οδηγήσουμε τους μαθητές στη σύγχρονη εκδοχή της έννοιας του ορίου; 

2. Ποιες από τις κοινές παρανοήσεις αντιμετωπίζονται ευκολότερα ή/και 

καλύτερα μέσω των ιστορικών αναφορών και ποιες θεωρούνται ανθεκτικές στο 

μυαλό τους ακόμα και μετά τη διδασκαλία; 
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5  Μεθοδολογία 

Προκειμένου να απαντηθούν τα παραπάνω ερευνητικά ερωτήματα επιλέχθηκαν 

ορισμένα προβλήματα καίριας σημασίας, τα οποία έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στη 

ανάπτυξη της έννοιας του ορίου. Έπειτα, μερικές δραστηριότητες αναπτύχθηκαν με 

τέτοιο τρόπο, ώστε να ικανοποιήσουν τις παιδαγωγικές μας προσδοκίες. Επομένως, 

προσπαθήσαμε να βοηθήσουμε του μαθητές να οικοδομήσουν την έννοια του ορίου 

μέσω καθοδηγούμενων ερωτήσεων. Οι ερωτήσεις έπρεπε να σχετίζονται με τις κοινές 

παρανοήσεις των μαθητών στα όρια με απώτερο σκοπό την ακριβή σύλληψη του 

ορισμού του ορίου. Αυτά τα σχέδια μαθήματος εφαρμόστηκαν με τέτοιο τρόπο ώστε 

να δώσουν μια καλύτερη διαισθητική αντίληψη της εν λόγω έννοιας στους μαθητές. 

   Τα ιστορικά παραδείγματα που επιλέχτηκαν για το σκοπό της έρευνας και 

ενσωματώθηκαν στη διδασκαλία της έννοιας του ορίου είναι τα ακόλουθα: 

 To Παράδοξο του Ζήνωνα 

 Ο Τετραγωνισμός της Παραβολής του Αρχιμήδη 

 Η προσπάθεια του Νεύτωνα για την εύρεση της Στιγμιαίας Ταχύτητας  

   Η παρέμβαση που έγινε σε αυτήν τη μελέτη αναλύεται στα επόμενα στάδια (5.1). 

Παράλληλα θα εξηγηθεί πως οι επιλεγμένες φάσεις από την εξέλιξη της έννοιας του 

ορίου προσαρμόστηκαν με τέτοιο τρόπο ώστε να ταιριάζουν στα σχέδια μαθήματος και 

στους διδακτικούς στόχους. 

   Η συλλογή δεδομένων κατά τη διάρκεια και μετά την εφαρμογή αυτών των 

δραστηριοτήτων θα παρουσιαστούν στο έκτο κεφάλαιο. Στο κεφάλαιο 7 θα 

περιγράψουμε πώς ελέγξαμε, αν ή όχι, και σε ποιο βαθμό οι διδακτικές μας 

παρεμβάσεις είναι χρήσιμες προκειμένου οι μαθητές να αποκτήσουν μια πιο ακριβή 

και βαθύτερη γνώση στην έννοια του ορίου.  

   Ορισμένοι ερευνητές όπως οι Barbin (2000) και Lakoma (2000), θεωρούν πως για τη 

διερεύνηση τέτοιων ζητημάτων οι ποιοτικές έρευνες είναι πιο κατάλληλες. 

Συγκεκριμένα, η Lakoma υποστηρίζει ότι προκειμένου να εξασφαλίσουμε την 

αποτελεσματικότητα των ιστορικών αναφορών στα μαθηματικά και την εφαρμογή 

αυτών στη διδασκαλία των μαθηματικών, η ποιοτική ανάλυση φαίνεται να είναι 

καλύτερη συγκριτικά με την ποσοτική προσέγγιση. Ωστόσο για τη λήψη καλύτερων 

και πληρέστερων αποτελεσμάτων κρίθηκε σκόπιμο να συμπεριληφθούν τόσο ποιοτικά 

όσο και ποσοτικά στοιχεία. Η παρούσα έρευνα βασίζεται σε μία μελέτη περίπτωσης, 
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στην οποία συμμετείχε ένα τμήμα 10 μαθητών της Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου. Η 

επιλογή του συγκεκριμένου τμήματος έγινε διότι οι μαθητές είχαν επιλέξει τα 

Μαθηματικά ως μάθημα κατεύθυνσης και ο μικρός αριθμός των συμμετεχόντων 

βοήθησε σημαντικά στη διεξαγωγή της έρευνας. 

5.1  Σχεδιασμός Διδακτικής Παρέμβασης 

Αναφορικά με τους διδακτικούς στόχους και στρατηγικές (5.1.1) καθώς επίσης και με 

τα ιστορικά στάδια τα οποία θεωρούνται κομβικά για την ανάπτυξη της έννοιας του 

ορίου, μερικές δραστηριότητες σχεδιάστηκαν για τους μαθητές. 

    Οι διδακτικές παρεμβάσεις αφορούν: To Παράδοξο του Ζήνωνα (Παράρτημα Α), Ο 

Τετραγωνισμός της Παραβολής του Αρχιμήδη (Παράρτημα Β) και την προσέγγιση του 

Νεύτωνα στην εύρεση της Στιγμιαίας Ταχύτητας (Παράρτημα Γ). Έπειτα δόθηκε στους 

μαθητές ένα Γνωστικό Τεστ (Παράρτημα Δ), ώστε να διαπιστωθεί αν και σε πιο βαθμό 

έχει κατακτηθεί η έννοια του ορίου και ποιες παρανοήσεις παραμένουν ανθεκτικές στο 

μυαλό αυτών. Η κάθε διδακτική παρέμβαση διήρκησε 2 διδακτικές ώρες, ενώ για τη 

συμπλήρωση του Γνωστικού Τεστ χρειάστηκε μία διδακτική ώρα.   

   Η χρήση των συγκεκριμένων διδακτικών παρεμβάσεων θα αναλυθεί στις 

παραγράφους (5.1.2) έως (5.1.4) και έπειτα θα εξηγήσουμε πως οδηγηθήκαμε στον 

άτυπο ορισμό του ορίου.  

5.1.1  Επιλογή Διδακτικών Στόχων και Στρατηγικών 

Δεδομένου ότι ο τυπικός ορισμός του ορίου δε συμπεριλαμβάνεται στην ύλη, 

επιλέχτηκε ο άτυπος ορισμός δίνοντας βάση στη διαισθητική προσέγγιση της έννοιας 

του ορίου. Ο άτυπος – διαισθητικός ορισμός του ορίου μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:  

Το όριο είναι ένας αριθμός στον οποίο οι τιμές 𝑦 της συνάρτησης μπορούν να 

βρεθούν οσοδήποτε κοντά θέλουμε, καθώς οι τιμές του 𝑥 πλησιάζουν ένα 

συγκεκριμένο αριθμό. 

   Αξίζει να σημειωθεί πως μέσω των δραστηριοτήτων και ερωτήσεων από τα ιστορικά 

παραδείγματα, οι μαθητές δεν έρχονται άμεσα ούτε έμμεσα σε επαφή με τον ορισμό 

του ορίου. Ωστόσο, ο κύριος στόχος είναι να βοηθήσουμε τους μαθητές να 

αντιληφθούν «ότι κάτι λείπει» το οποίο στη συνέχεια θα ονομαστεί όριο.  



71 
 

5.1.2  To Παράδοξο του Ζήνωνα 

Ο ισχυρισμός του Ζήνωνα αγγίζει τις έννοιες της συνέχειας, του απείρου και των 

απειροστών (Cajori, 1919). Ο κύριος σκοπός της χρήσης αυτού του παραδόξου είναι 

να δημιουργήσει μια πρόκληση στο μυαλό των μαθητών. Το πρόβλημα αφορά την 

ατελή διαίρεση ενός πεπερασμένου μεγέθους. Αυτή η διαίρεση παρουσιάζεται με 

τέτοιο τρόπο που είναι λογικό να περιμένει κανείς ότι το αποτέλεσμα της συνεχόμενης 

διαίρεσης μιας πεπερασμένης ποσότητας θα γίνει κάποια στιγμή μηδέν, ωστόσο αυτό 

ποτέ δεν επιτυγχάνεται. 

   Η δραστηριότητα που σχεδιάστηκε σε αυτήν την έρευνα βασίστηκε στο πρόβλημα 

της διχοτομίας: προκειμένου ένας δρομέας να φτάσει από το σημείο 𝛢 στο σημείο 𝛣 

θα πρέπει πρώτα να φτάσει στο μέσο της διαδρομής, έπειτα στο μέσο της διαδρομής 

που υπολείπεται και με αυτή τη διαδικασία να συνεχίζεται επ’ άπειρον. Εάν 

θεωρήσουμε ότι 𝛢𝛣 = 1, τότε η υπολειπόμενη απόσταση μετά από το 𝜈-οστό βήμα θα 

είναι 
1

2𝜈. Αυξάνοντας των αριθμό των βημάτων η υπολειπόμενη απόσταση μειώνεται 

και πλησιάζει το μηδέν άλλα ποτέ δε γίνεται μηδέν. 

   Ωστόσο, γνωρίζουμε από την καθημερινότητά μας πως όταν ξεκινάμε από ένα σημείο 

𝛢 θα φτάσουμε κάποια χρονική στιγμή στο σημείο 𝛣 και η υπολειπόμενη απόσταση θα 

γίνει πραγματικά μηδέν. Αλλά θα πρέπει να έχουμε περάσει από ένα άπειρο πλήθος 

σημείων που το καθένα βρίσκεται στο μέσο, στο μέσο του μισού και ούτω καθεξής. 

Στο μυαλό των μαθητών λοιπόν, αυτό αποτελεί μια πρόκληση. Μέσω των 

δραστηριοτήτων και συζητήσεων στην τάξη δε θα υπάρξει αναφορά στην έννοια του 

ορίου προκειμένου οι μαθητές να νιώσουν την έλλειψη της εν λόγω έννοιας. 

   Μερικές από τις εικόνες που δημιουργούν οι μαθητές για το όριο είναι ότι: το όριο 

είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει συνεχώς αλλά ποτέ δε 

φτάνει ή ότι το όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής 

επιθυμούμε. Για τον λόγο αυτό οι ερωτήσεις 4, 5 και 6 της δραστηριότητας του Ζήνωνα 

(Παράρτημα Α) σχεδιάστηκαν για να αντιμετωπίσουν αυτές τις παρανοήσεις. Η λίστα 

παρανοήσεων του Williams είναι δομημένη με τα κοινά λάθη των μαθητών σχετικά με 

την έννοια του ορίου μιας συνάρτησης, ενώ στην περίπτωση του Ζήνωνα γίνεται λόγος 

για ακολουθία. Μία ακολουθία ορίζεται ως 𝛼𝜈: ℕ
∗ → ℝ, όπως για παράδειγμα η 

ακολουθία 𝛼𝜈 =
1

2𝜈 , 𝜈 = 1, 2, 3,… . Παρά τη διαφορά αυτή, το παράδοξο του Ζήνωνα 

εξακολουθεί να είναι κατάλληλο, γιατί ο στόχος είναι να δημιουργηθεί η αμφιβολία 
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στο σκεπτικό των μαθητών και ως εκ τούτου να αντιμετωπίσουν αντικρουόμενες 

εικόνες που δημιουργούνται στο μυαλό τους. 

5.1.3  Ο Τετραγωνισμός της Παραβολής του Αρχιμήδη 

Ακολουθώντας την ιστορία διαπιστώνεται ότι ένας από τους κύριους προβληματισμούς 

των αρχαίων αφορούσε τον υπολογισμό εμβαδών και όγκων. Η μέθοδος που 

χρησιμοποιούνταν για την εύρεση αυτών των εμβαδών ήταν η μέθοδος της εξάντλησης. 

   Ο τετραγωνισμός της παραβολής προτιμήθηκε από τον τετραγωνισμό του κύκλου, 

επειδή ο δεύτερος περιέχει τριγωνομετρικές αναλογίες. Για τον σχεδιασμό των 

δραστηριοτήτων αποφασίστηκε η ενασχόληση με προβλήματα που σχετίζονταν με την 

έννοια του ορίου, προκειμένου να αποφευχθούν δυσκολίες που μπορεί να προκληθούν 

από την τριγωνομετρία. 

   Η μέθοδος της εξάντλησης που χρησιμοποιήθηκε για τον τετραγωνισμό της 

παραβολής (Παράρτημα Β) υπολογίζει το εμβαδόν ενός παραβολικού χωρίου 

εγγράφοντας σε αυτό ένα συγκεκριμένο τρίγωνο και στη συνέχεια στα υπόλοιπα 

τμήματα της παραβολής εγγράφει με τον ίδιο τρόπο μικρότερα τρίγωνα προκειμένου 

να «γεμίσει τα κενά». Με τον τρόπο αυτό δημιουργείται ένα πολύγωνο με δυνητικά 

άπειρο πλήθος κορυφών και πλευρών. Και σε αυτήν την περίπτωση ερχόμαστε 

αντιμέτωποι με τις απείρως μικρές ποσότητες που ποτέ δεν γίνονται μηδέν, δηλαδή το 

υπολειπόμενο εμβαδόν ανάμεσα στο πολύγωνο και την παραβολή. Από την άλλη 

πλευρά ο Αρχιμήδης απέδειξε μέσω γεωμετρικών αποδείξεων ότι το εμβαδόν ενός 

παραβολικού χωρίου είναι ακριβώς τα 
4

3
 του εμβαδού του πρώτου εγγεγραμμένου 

τριγώνου. Αυτό σημαίνει ότι το υπολειπόμενο εμβαδόν ανάμεσα στο πολύγωνο και το 

παραβολικό χωρίο θα έπρεπε να γίνει απόλυτο μηδέν, αλλά τελικά δε γίνεται. Ξανά 

λοιπόν χρειάζεται να ξέρουμε τι είναι το απείρως μικρό και πώς αυτό επηρεάζει την 

απάντησή μας. Τα απειροστά είναι η έννοια η οποία αργότερα, μετά τον Newton και 

τον Leibnitz αποτέλεσε τη βάση του απειροστικού και ολοκληρωτικού λογισμού. 

     Παρόλο που η μέθοδος της εξάντλησης του Αρχιμήδη αποτελεί ένα από τα κύρια 

σημεία στην εξέλιξη της έννοιας του ορίου, το να βασιζόμαστε αποκλειστικά σε αυτή 

για τη διδασκαλία της έννοιας δεν είναι αρκετό (Boyer, 1959). Ο λόγος είναι ότι σε 

αυτό το πρόβλημα, ο Αρχιμήδης και γενικά οι αρχαίοι Έλληνες δε γνώριζαν για το 

άπειρο αυτά που γνωρίζουμε εμείς σήμερα. Εφάρμοζε το άθροισα απείρων όρων μιας 

φθίνουσας γεωμετρικής προόδου στον τετραγωνισμό της παραβολής. Η έννοια του 
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ορίου απαιτεί το άθροισμα μιας άπειρης σειράς. Μερικοί ερευνητές όπως ο Bagni 

(2005), πιστεύει ότι η χρήση της μεθόδου της εξάντλησης και μόνο είναι ένας 

επιφανειακός τρόπος διδασκαλίας των ορίων. Πράγματι, η συγκεκριμένη μέθοδος 

εξάντλησης είναι μόνο ένα μέρος της σχεδιασμένης διαδικασίας που πρέπει να 

ακολουθηθεί για τη διδασκαλία της έννοιας του ορίου. 

   Αυτό το πρόβλημα δημιουργεί και πάλι μια πρόκληση στο μυαλό των μαθητών όταν 

από τη μία πλευρά, υπολογίζοντας βρίσκουν το εμβαδόν ανάμεσα στο παραβολικό 

χωρίο και το πολύγωνο και διαπιστώνουν ότι αυτή η διαφορά δε γίνεται μηδέν. Από 

την άλλη πλευρά αυτή η διαφορά θα έπρεπε να είναι μηδέν στο τέλος.  Μερικές από 

τις κοινές παρανοήσεις που έχουν οι μαθητές στο μυαλό τους είναι εμφανείς σε αυτή 

τη δραστηριότητα όπως για παράδειγμα: ένα όριο υπολογίζεται τοποθετώντας στη 

συνάρτηση αριθμούς που βρίσκονται όλο και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, μέχρι 

το όριο να επιτευχθεί, ή, ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση 

πλησιάζει συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει, ή, ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί 

να γίνει οσοδήποτε ακριβής επιθυμούμε. Οι ερωτήσεις 7 και 8 απευθύνονται σε αυτές 

τις παρανοήσεις. 

5.1.4  Η Προσέγγιση του Νεύτωνα στην Εύρεση της Στιγμιαίας 

Ταχύτητας 

Το επόμενο σημαντικό βήμα για να διερευνήσουν οι μαθητές είναι η συνεισφορά του 

Νεύτωνα στον Απειροστικό Λογισμό. Αξίζει να σημειωθεί ότι το πρόβλημα του 

Νεύτωνα έχει λιγότερες φιλοσοφικές πτυχές από τον τετραγωνισμό της παραβολής του 

Αρχιμήδη και το παράδοξο της διχοτόμησης του Ζήνωνα. Ο Νεύτωνας χρησιμοποίησε 

τη μέθοδο των ροών (βλέπε 1.2.1). Παρόλο που η μέθοδος εύρεσης της στιγμιαίας 

ταχύτητας είναι διαφορετική από τη δική μας και οι δύο μέθοδοι καταλήγουν στο ίδιο 

παράδοξο και έχουν την ίδια ουσία, αγνοώντας τη στιγμή και μετρώντας το ως 0. Στη 

μέθοδο της εύρεσής του ερεύνησε τη στιγμιαία ταχύτητα γνωρίζοντας τη διανυθείσα 

απόσταση 𝑆(𝑡), η οποία είναι τον εμβαδόν κάτω από την καμπύλη της συνάρτησης 

ταχύτητας 𝑉(𝑡) = 𝑆΄(𝑡) και μετά υπολόγισε τη συνάρτηση 𝑉(𝑡). Γνώριζε ότι η 

στιγμιαία ταχύτητα είναι η κλίση της εφαπτομένης της καμπύλης της μετατόπισης 𝑆(𝑡). 

Επίσης ήξερε ότι αυτό θα μπορούσε να υπολογιστεί βρίσκοντάς της παράγωγο της 

συνάρτησης. Με άλλα λόγια, αυτός γνώριζε το ολοκλήρωμα της συνάρτησης και ότι 

ένα τέτοιο ολοκλήρωμα δημιουργείται από τον λόγο μεταβολής (συναρτήσεως) 
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οποιαδήποτε χρονική στιγμή, έπειτα εφαρμόζοντας αλγεβρικούς υπολογισμούς έφτασε 

στην κύρια συνάρτηση. Με αυτόν τον τρόπο είχε μια ισότητα, στην οποία αγνόησε τον 

απείρως μικρό αριθμό από το ένα μέλος της ισότητας. Το πρόβλημα λύθηκε αριθμητικά 

σωστά αλλά κάτι έλειπε και ο ίδιος γνώριζε ότι κάτι θα ήταν λάθος. Εμείς δεν 

ακολουθήσαμε αυστηρά τη μέθοδό του κυρίως επειδή διστάζαμε να μιλήσουμε για το 

ολοκλήρωμα του οποίου η διδασκαλία έπεται αυτής του ορίου και της παραγώγου. 

Αλλά το κύριο ερώτημα, η εύρεση της στιγμιαίας ταχύτητας και το παράδοξο είναι τα 

ίδια με τον Νεύτωνα. Αλλάξαμε το πρόβλημα έτσι ώστε, πρώτον, να μη μιλήσουμε 

στους μαθητές για τη διαφόριση και ολοκλήρωση προτού αναφερθούμε στο όριο και 

δεύτερον να απλοποιήσουμε το πρόβλημα όσο το δυνατόν περισσότερο.  

   Η δραστηριότητά μας, η οποία είναι βασισμένη στη μέθοδο του Νεύτωνα για την 

εύρεση της στιγμιαίας ταχύτητας, σχεδιάστηκε ώστε να είναι όσο το δυνατόν πιο απλή 

και πιο κοντά σε αυτά που ήδη γνωρίζουν οι μαθητές (Παράρτημα Γ). Οι μαθητές θα 

κληθούν να απαντήσουν για την ταχύτητα ενός κινητού το οποίο εκτελεί ευθύγραμμη 

κίνηση, που η θέση του τη χρονική στιγμή 𝑡 εκφράζεται από τη συνάρτηση             

𝑆(𝑡) = −𝑡2 + 4𝑡. Το ερώτημα για τους μαθητές είναι να βρούνε την κλίση μιας 

δοσμένης ευθείας η οποία διέρχεται από δύο σημεία της παραβολής. Οι μαθητές έχουν 

ήδη κατανοήσει ότι η κλίση μιας τέμνουσας είναι 
𝛥𝑆(𝑡) 

𝛥𝑡
. Από τη Φυσική γνωρίζουν ότι 

η κλίση μιας τέτοιας γραμμής αναπαριστά την ταχύτητα του κινητού. Για τη 

συγκεκριμένη ερώτηση ο στόχος είναι να βρεθεί η στιγμιαία ταχύτητα για 𝑡 = 1. Οπότε 

οι απαντήσεις των ερωτήσεων αφορούν την εύρεση της κλίσης (μέση ταχύτητα) 

ανάμεσα 𝑡 = 1 και 𝑡 = 2 και μετά στα χρονικά διαστήματα: [1, 1,5], [1, 1,1], 

[1, 1,01], [1, 1,001]. Συνεπώς η μέση ταχύτητα γίνεται 1, 1,5, 1,9, 1,99, 1,999. Οι 

μαθητές ίσως παρατηρήσουν ότι ερχόμενοι όλο και πιο κοντά στο 1 sec, η μέση 

ταχύτητα (κλίση της τέμνουσας) πλησιάζει την τιμή 2 m/sec. Οπότε ακολουθώντας τη 

μέθοδο του Νεύτωνα προκειμένου να βρεθεί η στιγμιαία ταχύτητα ζητείται από τους 

μαθητές να βρουν τη μέση ταχύτητα ανάμεσα σε δύο σημεία που διαφέρουν κατά ℎ, 

όπου το ℎ λαμβάνει τιμές κοντά στο 0. Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, είναι η κλίση 

της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 𝛢(1, 𝑆(1)) και 𝛣(1 + ℎ, 𝑆(1 + ℎ)). Η 

απάντηση είναι 
2ℎ−ℎ2

ℎ
. Για να απλοποιηθεί το συγκεκριμένο κλάσμα διαιρούμε τον 

αριθμητή και τον παρανομαστή με το ℎ, οπότε πρέπει να πάρουμε τον περιορισμό ℎ ≠

0. Οπότε, αυτό είναι μέρος του παραδόξου, καθώς το ℎ δε μπορεί να γίνει 0. Από την 

άλλη πλευρά, είναι ευρέως γνωστό ότι κατά την κίνηση ενός σώματος κάθε χρονική 
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στιγμή έχει συγκεκριμένη ταχύτητα, η οποία είτε μπορεί είτε όχι να διαφέρει από την 

ταχύτητα σε άλλες χρονικές στιγμές. Με άλλα λόγια, ορμώμενοι από την καθημερινή 

μας εμπειρία, είναι κατανοητό ότι, η στιγμιαία ταχύτητα υπάρχει σε οποιαδήποτε 

χρονική στιγμή. Αυτό το γεγονός συμπληρώνει την άλλη πλευρά του παραδόξου, 

δηλαδή δεν έχουμε κανέναν περιορισμό καθώς το 𝑡 τείνει στο 1 όσο κοντά θέλουμε, 

οπότε πράγματι το ℎ θα μπορούσε να γίνει 0. Στο σημείο αυτό οι μαθητές συναντούν 

ξανά ένα παράδοξο που φέρνει ορισμένες παρανοήσεις στο μυαλό των μαθητών, όπως 

το να πλησιάζει ή να τείνει χωρίς ποτέ να φτάνει. Η μέση ταχύτητα ανάμεσα σε δύο 

σημεία καθώς το ένα από αυτά τείνει στο άλλο αλλά ποτέ δε φτάνει, εκδηλώνει κάποια 

δυναμική. Εάν ένα τέτοιο σημείο θα μπορούσε τελικά να φτάσει στο άλλο, τότε η μέση 

ταχύτητα ανάμεσά τους θα γινόταν ίση με τη στιγμιαία ταχύτητα σε εκείνο το σημείο 

(σταθερό). Πως μπορεί λοιπόν αυτή η κατάσταση να εξηγηθεί; Η απάντηση στην 

ερώτηση ίσως απαιτεί περαιτέρω συζήτηση στην τάξη. Η ερώτηση 6 σχεδιάστηκε με 

σκοπό την ανταλλαγή απόψεων σχετικά με το αν μπορούμε να φτάσουμε 𝑡 =  1. Μετά 

από αυτή τη δραστηριότητα θα ξεκινήσει συζήτηση για τα όρια και τα απειροστά για 

πρώτη φορά. Οι ερωτήσεις της διδακτικής παρέμβασης είχαν σκοπό να οδηγήσουν τους 

μαθητές από απλές έννοιες, όπως η κλίση μιας ευθείας και η μέση ταχύτητα, σε πιο 

περίπλοκες όπως το όριο και τα απειροστά.  

   Η δυναμική φύση των σημείων που τείνουν το ένα στο άλλο και ο τρόπος με τον 

οποίο οι μαθητές τοποθετούν τους αριθμούς για να βρουν τις μέσες ταχύτητες, φαίνεται 

να είναι κατάλληλες για να δημιουργήσουν τις πιο κοινές παρανοήσεις στους μαθητές.  

   Έπειτα, οι μαθητές παρατηρούν ότι η μέση ταχύτητα ανάμεσα σε δύο σημεία γίνεται 

τελικά, ή το όριό του γίνεται ίσο με τη στιγμιαία ταχύτητα. Στις προηγούμενες 

δραστηριότητες είχαμε συναντήσει την έννοια του τείνω αλλά η προσέγγισή μας – η 

οποία είναι εμπνευσμένη από την προσέγγιση του Νεύτωνα – φαίνεται να είναι πιο 

διαισθητική, διότι θα μπορούσε να είναι πιο ξεκάθαρη στους μαθητές. Διαπιστώνεται 

ότι η έννοια του ορίου είναι ανεξάρτητη από τον περιορισμό που υπάρχει για την 

προσέγγιση ενός σημείου. Είναι πιθανό εμείς να μη μπορούμε να φτάσουμε σε ένα 

σημείο, αλλά η συνάρτηση να έχει όριο στο σημείο αυτό. Υποτίθεται πως αυτή η 

δραστηριότητα δίνει μια δυναμική προσέγγιση του ορίου, η οποία ίσως είναι αρκετή 

για τους μαθητές της Μέσης εκπαίδευσης. Αφού εισάγουμε την έννοια του ορίου θα 

επιστρέψουμε στις προηγούμενες δραστηριότητες και θα επιχειρήσουμε να τις 

απαντήσουμε με αυτήν τη νέα ερμηνεία. Η κύρια διαφορά ανάμεσα σε αυτό το 
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πρόβλημα και στα δύο προηγούμενα είναι ότι ο Νεύτωνας ασχολήθηκε εκτενώς με τα 

όρια που αφορούν τη θέση μιας συνάρτησης μια χρονικής στιγμής. Ωστόσο, ο Ζήνωνας 

και ο Αρχιμήδης ενδιαφέρθηκαν κυρίως για τα όρια ακολουθιών. Στις δύο πρώτες 

δραστηριότητες δεν είναι εφικτό να ξεπεράσουμε τις τιμές του ορίου, δηλαδή δεν 

μπορούμε να ξεπεράσουμε το σημείο Β στην πρώτη δραστηριότητα ούτε το εμβαδόν 

του παραβολικού χωρίου στη δεύτερη, ενώ στον Νεύτωνα έχουμε μια κίνηση και 

μπορούμε να ξεπεράσουμε το όριο της συνάρτησης εκείνη τη στιγμή. 

5.1.5  Γνωστικό Τεστ 

Οι ερωτήσεις του γνωστικού τεστ (Παράρτημα Δ) έχουν ήδη διατυπωθεί σε ποικίλες 

έρευνες κατά τη διάρκεια των περασμένων δεκαετιών (Tall, 1977· Williams, 1991· Tall 

& Vinner, 1981· Jordaan, 2005). Πιο συγκεκριμένα, η πρώτη ερώτηση του τεστ είναι 

εμπνευσμένη από το ερωτηματολόγιο του Williams και ζητάει από τους μαθητές να 

κατατάξουν σε μία κλίμακα ιεράρχησης 6 προτάσεις ανάλογα με το ποια περιγράφει 

πληρέστερα την έννοια του ορίου. Οι προτάσεις αυτές εκφράζουν τις πεποιθήσεις των 

μαθητών για τα όρια, όπως έχουν αναπτυχθεί σε προηγούμενες έρευνες, περιγράφοντας 

το όριο ως (α) δυναμικό – θεωρητικό, (β) δυναμικό – πρακτικό, (γ) άτυπο – 

διαισθητικό, (δ) απρόσιτο, (ε) αξεπέραστο και (στ) προσεγγιστικό. Η δεύτερη ερώτηση 

επίσης υιοθετήθηκε από την έρευνα του Williams και ζητάει από τους μαθητές να 

περιγράψουν σε λίγες προτάσεις πώς αντιλαμβάνονται το όριο. Με άλλα λόγια, να 

περιγράψουν τι σημαίνει όταν λέμε ότι το όριο μιας συνάρτησης 𝑓(𝑥) καθώς το 𝑥 →

𝑥0 είναι ένας αριθμός ℓ (Williams, 1991). Ο σκοπός μας μέσω των δύο παραπάνω 

ερωτήσεων ήταν να διαπιστωθεί αν οι μαθητές έχουν τις παρανοήσεις οι οποίες 

αναφέρονται στη διεθνή βιβλιογραφία. Η τρίτη ερώτηση ζητάει από τους μαθητές να 

βρουν το όριο μιας σταθερής συνάρτησης 𝑓(𝑥) = 3, όταν η μεταβλητή 𝑥 τείνει στον 

αριθμό 2. Η συγκεκριμένη ερώτηση τέθηκε επειδή οι μαθητές συχνά δυσκολεύονται 

να εφαρμόσουν το όριο στην περίπτωση που η συνάρτηση είναι συνεχής. Αυτό 

συμβαίνει διότι η τιμή του ορίου μπορεί να φτάσει την τιμή της συνάρτησης, σε 

αντίθεση με αυτό που έχουν οι μαθητές στο μυαλό τους, ότι δηλαδή η τιμή του ορίου 

πλησιάζει αλλά ποτέ δε φτάνει. Η τέταρτη ερώτηση επιλέχθηκε για να ελέγξει μια από 

τις πιο κοινές παρανοήσεις· «το όριο δεν είναι ένας συγκεκριμένος αριθμός, αλλά μια 

προσέγγιση η οποία μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής επιθυμούμε». Η ερώτηση 

σχεδιάστηκε από τον Williams προκειμένου να προσελκύσει την προσοχή των 

μαθητών στο γεγονός ότι όταν το 𝑥 παίρνει τιμές πολύ κοντά στο 0 (και από τις δύο 
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πλευρές του 0), το 𝑓(𝑥) παίρνει τιμές πολύ κοντά στο 1. Αυτό ωστόσο δεν είναι αρκετό 

ώστε να συμπεράνουμε ότι το όριο της συνάρτησης 𝑓 καθώς το 𝑥 → 0 ισούται με τον 

αριθμό 1.  Η πέμπτη ερώτηση ζητάει από τους μαθητές να σχεδιάσουν τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥2−9

𝑥−3
  και να υπολογίσουν το όριό της όταν το 𝑥 

τείνει στο 3 που είναι ρίζα του παρανομαστή. Η παραπάνω ερώτηση στοχεύει στο να 

ελέγξει αν οι μαθητές έχουν καταλάβει ότι μια συνάρτηση μπορεί να έχει ένα όριο σε 

ένα σημείο, το οποίο σημείο να μην ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης. Η έκτη 

αποτελεί μια συνηθισμένη ερώτηση σχετικά με το όριο, πέρα από το τελευταίο μέρος 

αυτής, όπου ζητείται το όριο της ακολουθίας lim
𝜈→+∞

(1 +
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈), ώστε να 

ελέγξει την έννοια των απειροστών αλλά αυτή τη φορά με το σύμβολο του ορίου. Η 

έβδομη ερώτηση δημιουργήθηκε προκειμένου να επιβεβαιώσει αν οι μαθητές μπορούν 

να βρουν το όριο μιας συνάρτησης έχοντας μόνο τη γραφική της παράσταση. Η όγδοη 

ερώτηση είναι ίσως μια από τις πιο κοινές ερωτήσεις σε ερευνητικές εργασίες που 

σχετίζονται με την έννοια των απειροστών, καθώς ρωτάει τι βρίσκεται μεταξύ του 

0,999… (άπειρα 9) και του 1. Επιπρόσθετα, η ένατη ερώτηση εξετάζει τον βαθμό που 

οι μαθητές αντιλαμβάνονται τη συνέχεια χωρίς να την έχουν διδαχτεί κατανοώντας 

μόνο την έννοια του ορίου. Τέλος, η δέκατη ερώτηση είναι εμπνευσμένη από τους Elia 

et al. (2009) και αποτελείται από ένα πρόβλημα το οποίο περιλαμβάνει μια γεωμετρική 

αναπαράσταση. Κύριος στόχος της είναι η διερεύνηση της συμπεριφοράς των μαθητών 

στη λύση προβλήματος που περιέχει όρια και αν αυτή επηρεάζεται από τη φύση της 

οπτικής αναπαράστασης. 

5.2  Συμμετέχοντες στην Έρευνα 

Η παρούσα έρευνα εξελίχθηκε την πρώτη εβδομάδα του Νοεμβρίου του σχολικού 

έτους 2020-2021 στο Γενικό Λύκειο Μώλου του νομού Φθιώτιδας, στο οποίο 

εργαζόμουν ως καθηγητής Μαθηματικών. Η συγκεκριμένη περίοδος για τη διεξαγωγή 

της έρευνα επιλέχτηκε διότι οι μαθητές δεν είχαν διδαχθεί έως εκείνη τη στιγμή την 

έννοια του ορίου. Θεωρήθηκε επομένως ότι ήταν η κατάλληλη περίοδος να εισαχθεί 

στους μαθητές η προαναφερθείσα έννοια όχι με τον φορμαλιστικό τρόπο που 

διδάσκεται στα σχολεία, αλλά μέσω ιστορικών παραδειγμάτων.  

   Στο όλο εγχείρημα έλαβαν μέρος 10 μαθητές εκ των οποίων οι έξι ήταν αγόρια και 

τέσσερα κορίτσια που φοιτούσαν στη Γ΄ τάξη και ανήκαν στο ίδιο τμήμα. Σχετικά με 

την επιλογή του δείγματος κρίθηκε σκόπιμο οι μαθητές να έχουν επιλέξει τα 
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Μαθηματικά ως πανελλαδικά εξεταζόμενο μάθημα. Έτσι λοιπόν, οι συμμετέχοντες 

ανήκαν στις Ομάδες Προσανατολισμού Θετικών Σπουδών και Σπουδών Οικονομίας 

και Πληροφορικής, με κύριο μάθημα τα Μαθηματικά. Ο διαχωρισμός των μαθητών σε 

ομάδες έγινε με γνώμονα την ομάδα Προσανατολισμού που ανήκαν. Πιο αναλυτικά, 

την ομάδα Α αποτελούσαν τρεις μαθητές των Θετικών Σπουδών. Τόσο η ομάδα Β η 

οποία αποτελούνταν από τρεις μαθητές, όσο και η ομάδα Γ στην οποία υπήρχαν 

τέσσερις μαθήτριες ανήκαν στην Ομάδα Προσανατολισμού των Σπουδών Οικονομίας 

και Πληροφορικής. 

   Αξίζει να σημειωθεί πως δεν επιλέξαμε να κάνουμε μια πιλοτική παρέμβαση και να 

προβούμε σε μετέπειτα διορθωτικές κινήσεις, ούτε στοχεύαμε στη δημιουργία 

ιδανικών συνθηκών, εφόσον επιθυμούσαμε να είμαστε όσο γίνεται πιο κοντά στις 

ρεαλιστικές συνθήκες των ελληνικών σχολείων. Για τον λόγο αυτό, οι μαθητές δεν 

ήταν ενήμεροι εκ των προτέρων για το θέμα της παρέμβασης. 

5.3  Συλλογή Δεδομένων 

Προκειμένου να εξασφαλιστεί μια ολοκληρωμένη καταγραφή των απαντήσεων των 

μαθητών κατά τη διάρκεια των διδακτικών παρεμβάσεων, επιλέχτηκε για τη συλλογή 

των δεδομένων η μέθοδος της μαγνητοφώνησης, καθώς και οι σημειώσεις των 

μαθητών στα φύλλα εργασίας, τα οποία συγκεντρώσαμε μετά το πέρας της 

διαδικασίας. Όταν ο πυρήνας της έρευνας βασίζεται στην επικοινωνία του ερευνητή με 

τα υποκείμενα της μελέτης, τότε η μαγνητοφώνηση θεωρείται το κατάλληλο μέσο που 

θα προσφέρει μια πλήρη καταγραφή των λεκτικών δεδομένων. Αποφεύχθηκε η 

μέθοδος της βιντεοσκόπησης, διότι ίσως αυτό να προκαλούσε άγχος και αμηχανία στο 

να εκφράσουν ελεύθερα την άποψή τους, με το φόβο του λάθους. Στην περίπτωση μας, 

οι μαθητές έλαβαν γνώση για τον τρόπο διεξαγωγής και καταγραφής της έρευνας και 

έδωσαν τη συγκατάθεσή τους με τα έντυπα συναίνεσης. 
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6  Αποτελέσματα 

Σε αυτό το κεφάλαιο, επιλέξαμε να παραθέσουμε τις απαντήσεις των μαθητών για κάθε 

φύλλο εργασίας. Τα αποσπάσματα τα οποία διαλέξαμε να συμπεριλάβουμε στη 

συγκεκριμένη ενότητα στόχευαν στην ανάδειξη του τρόπου σκέψης των μαθητών, 

σύμφωνα με τον οποίο προσεγγίζουν και αναλύουν πολλαπλές μαθηματικές έννοιες, οι 

οποίες με τη σειρά τους, δομούν τη σκέψη τους. Έχοντας ως αφετηρία το θεωρητικό 

πλαίσιο της εργασίας μας, προβάλαμε εκείνα τα στοιχεία των οποίων ο ρόλος ήταν 

κεντρικός.   

6.1  Δραστηριότητα του Ζήνωνα 

Το παράδοξο του Ζήνωνα περιγράφει μία μονοδιάστατη κίνηση η οποία εγείρει ένα 

βασικό ερώτημα, σχετικά με το αν φτάνουμε ποτέ στον προορισμό μας. Ο κύριος 

στόχος μας εδώ είναι να δώσουμε μία ιδέα για τα απειροστά και για την έννοια του 

απείρου. Στην πραγματικότητα ασχολούμαστε με μία ακολουθία η οποία μηδενίζεται 

καθώς τείνει στο άπειρο. 

   Αφού δόθηκε ένα φύλλο εργασίας (Παράρτημα Α)  στους μαθητές σχετικά με τον 

βίο και τη διατύπωση του παραδόξου της διχοτομίας του Ζήνωνα, ακολούθησαν 

ερωτήσεις σχετικές με το πρόβλημα. Παρακάτω καταγράφονται οι απαντήσεις των 

μαθητών για κάθε ερώτηση ξεχωριστά: 

Απόσπασμα 1 

    Κ(αθηγητής)  Ας υποθέσουμε τώρα, ότι ξεκινάτε να περπατάτε από το σημείο 𝛢 και 

ο προορισμός σας είναι το σημείο 𝛣. Επίσης, θεωρούμε ότι με κάθε 

βήμα, μπορείτε να φτάσετε μόνο μέχρι το μέσο της υπολειπόμενης 

διαδρομής. Πόση απόσταση απομένει μετά το 1𝜊 βήμα; 

5   Ομάδα Β         Αν υποθέσουμε πως η απόσταση μας είναι 100 μέτρα, τότε 

                            απομένουν 50 μετρά μετά το πρώτο βήμα. 

    K                     Ωραία, συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία, πόση απόσταση θα έχει 

μείνει στο 2𝜊, 3𝜊 και 4𝜊 βήμα;      

    Ομάδα Γ         25 μέτρα στο 2𝜊 βήμα, 12,5 μέτρα στο 3𝜊 βήμα και στο 4𝜊 (…)            

10                                     χρειαζόμαστε κομπιουτεράκι (γέλια). 

    Ομάδα Α         6,25 μέτρα στο 4𝜊 βήμα. 

    Κ                     Σωστά, τώρα προσπαθήστε να βρείτε την απόσταση που μένει στο  
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                            𝜈𝜊  βήμα. Δηλαδή, έναν γενικό τύπο που να μας δίνει κάθε φορά την 

υπολειπόμενη απόσταση. 

15  Ομάδα Β,Γ     Τώρα μας ζητάτε πολλά (γέλια). 

    Κ                     Για σκεφτείτε, τι σας θυμίζει από την Άλγεβρα της Α΄ Λυκείου; 

    Ομάδα Α         Μήπως είναι μία ακολουθία; 

    Κ                     Ναι, γίνετε λίγο πιο συγκεκριμένοι (…). 

    Ομάδα Α         Μια γεωμετρική πρόοδος, αφού κάθε φορά πολλαπλασιάζουμε με     

20                            το 
1

2
. 

    Κ                     Άρα, ποιος είναι ο 𝜈-οστός όρος της γεωμετρικής προόδου; 

    Ομάδα Α,Β,Γ  Δε θυμόμαστε τον τύπο. 

    Κ                     Θεωρείστε την απόσταση 𝛢𝛣 = 1, τότε στο 1ο βήμα έχει απομείνει 

το  
1

2
 της απόστασης, στο 2ο βήμα θα έχει απομείνει το 

1

4
 της 

25                                     απόστασης. Ακολουθώντας αυτό το μοτίβο, τι παρατηρείτε;                                                                                                                                                                                                                         

    Ομάδα Β         Στο  3ο βήμα θα έχει απομείνει το 
1

8
 της απόστασης και στο 4ο το 

1

16
. 

    Κ                     Οπότε, στο 𝜈-οστό βήμα; 

    Ομάδα Α         
1

2𝜈 

    Κ                     Μπράβο, πολύ σωστά. 

30 Ομάδα Γ          Το 𝜈 τι αριθμός είναι;  

    Ομάδα Β         Άπειρο. 

    Κ                     Τι είναι το άπειρο; Είναι ένας αριθμός; 

    Ομάδα Β   Είναι ένας πολύ μεγάλος αριθμός. 

    Ομάδα Α         Το 𝜈 ανήκει στους φυσικούς αριθμούς αφού περιγράφει τα βήματα 

35                                      που κάνουμε κάθε φορά. 

   Όπως φαίνεται από το παραπάνω απόσπασμα, οι μαθητές κατανόησαν σε μεγάλο 

βαθμό τον τρόπο κίνησης που περιγράφει ο Ζήνωνας. Με σχετική ευκολία όλες οι 

ομάδες ήταν σε θέση να βρουν την υπολειπόμενη απόσταση μέχρι και το 4ο βήμα και 

να δώσουν ορθές απαντήσεις. Η πρώτη δυσκολία εντοπίστηκε στον καθορισμό του 

γενικού τύπου που μας δίνει κάθε φορά την υπολειπόμενη απόσταση. Συγκεκριμένα, 

και οι τρεις ομάδες μαθητών είχαν έλλειψη γνώσεων σχετικά με τις ακολουθίες, τις 

οποίες διδάχτηκαν στην Άλγεβρα της Α΄ Λυκείου (σειρές 12-16). Με την καθοδήγηση 

του εκπαιδευτικού η ομάδα Α κατάλαβε πως επρόκειτο για μια ακολουθία, και μάλιστα 
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για μια γεωμετρική πρόοδο. Με τον τρόπο αυτό βρέθηκε τελικά ο 𝜈-οστός όρος 
1

2𝜈 

(σειρές 17-28). Ένας μαθητής από την ομάδα Γ απηύθυνε μια ερώτηση σχετικά με το 

τι αριθμός είναι το 𝜈. Η ομάδα Β απάντησε ότι είναι ένας άπειρος αριθμός, θεωρώντας 

το άπειρο ως έναν πολύ μεγάλο αριθμό, εν αντιθέσει με την ομάδα Α, η οποία θεώρησε 

το 𝜈 πως παίρνει τιμές από το σύνολο των φυσικών αριθμών, διότι περιγράφει τα 

βήματα που κάνουμε κάθε φορά (σειρές 30-35).        

Απόσπασμα 2 

    Κ                     Ωραία … Μπορείτε να βρείτε κάποιο μεγάλο 𝜈 για το οποίο η           

υπολειπόμενη απόσταση να γίνεται 0; 

    Ομάδα Β         Όσο μεγάλο και να είναι το 𝜈, δε θα γίνει ποτέ 0, απλά θα 

πλησιάζουμε όλο και πιο πολύ. 

5   Κ                     Άρα αυτό που λέτε είναι ότι προσεγγίζετε το σημείο 𝛣, αλλά ποτέ  

δεν το φτάνετε. 

    Ομάδα Γ          Σύμφωνα με τον Ζήνωνα, ναι. 

    Κ                     Υπάρχει κάποιος περιορισμός στο να αυξάνουμε συνεχώς τα  

βήματα; Τι συμβαίνει με την υπολειπόμενη απόσταση; 

10  Ομάδα Γ          Δεν υπάρχει περιορισμός, αφού οι φυσικοί αριθμοί είναι άπειροι. 

    Κ                     Συμφωνείτε όλοι με αυτό; 

    Ομάδα Β         Ναι, απλά πάντα κάτι θα μένει. 

    Κ                     Άρα, θα φτάσουμε ποτέ στο σημείο 𝛣; 

    Ομάδα Α         Ποτέ δε θα φτάσουμε (...). 

15  Κ                     (...) Γιατί λοιπόν αυτό το ονομάζουμε παράδοξο; 

    Ομάδα Α         Γιατί ποτέ δε θα φτάσεις. 

    Ομάδα Β         Η θεωρία λέει ότι ποτέ δε θα φτάσεις στον προορισμό σου. 

    Κ                     Αλλά στην πραγματικότητα αν ξεκινήσεις από ένα σημείο 𝛢, θα  

φτάσεις στο σημείο 𝛣 κάποια στιγμή, σωστά; 

20  Ομάδα Α         Με αυτή την περίεργη κίνηση που περιγράφει ο Ζήνωνας, η 

απόσταση που μένει κάθε φορά δε θα μηδενιστεί, απλά θα 

πλησιάζουμε όλο και πιο πολύ. 

    Κ                     Στην πραγματικότητα όμως θα φτάσουμε στον προορισμό μας; 

    Ομάδα Β         Στην πραγματικότητα ναι, αφού κανείς δεν κινείτε έτσι. 

25  Ομάδα Α,Γ     Όντως, θα φτάσουμε. 
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    Κ                     Ένα άλλο παράδειγμα τώρα. Φανταστείτε πως ρίχνω μια μπάλα  

                            προς το μέρος σας και η μπάλα αυτή συνεχόμενα έρχεται προς τα 

εσάς. Σύμφωνα με το παράδοξο του Ζήνωνα, η μπάλα συνεχώς θα 

σας πλησιάζει αλλά ποτέ δε θα σας φτάνει.  

30  Ομάδα Γ         Ίσως φτάσει μετά από άπειρο χρόνο. Ναι, όταν το 𝜈 μεγαλώνει      

συνεχώς το κλάσμα 
1

2𝜈 μπορούμε να το θεωρήσουμε 0.   

    Κ                     Μπορεί να συμβεί αυτό; Υπάρχει άπειρος χρόνος; 

    Ομάδα Β         Πάντα θα υπάρχει μια απειροελάχιστη απόσταση και δε θα  

                                          φτάσουμε ποτέ στο τέλος. 

35  Κ                    Δηλαδή δε θα φτάσουμε ποτέ από το σημείο 𝛢 στο σημείο 𝛣; 

      Ομάδα Α,Β     Όχι! 

    Κ                     Όχι; Και πως φτάσατε στο σχολείο σας σήμερα; 

    Ομάδα Α,Β,Γ  (Γέλια). 

   Η πρόκληση σε αυτό το πρόβλημα παρουσιάζεται ως παράδοξο. Η μια πλευρά του 

παραδόξου αφορά την κίνηση από το σημείο 𝛢 στο σημείο 𝛣, καθώς θα πρέπει να 

μεταβαίνουμε κάθε φορά στο μισό της υπολειπόμενης απόστασης. Η κίνηση αυτή 

μπερδεύει τους μαθητές, διότι μια τέτοια κίνηση δεν υφίσταται στην πραγματική ζωή 

(σειρές 20-25). Η άλλη πλευρά του παραδόξου ισχυρίζεται ότι δεν μπορούμε ποτέ να 

φτάσουμε στον προορισμό μας εφόσον πάντα θα υπολείπεται κάτι, ενώ σύμφωνα με 

την εμπειρία μας γνωρίζουμε ότι μια πεπερασμένη απόσταση μπορεί να διανυθεί σε 

ένα εύλογο χρονικό διάστημα (σειρές 33-37). 

   Αξίζει να σημειωθεί, πως οι μαθητές και των τριών ομάδων θεώρησαν ότι μπορούμε 

να προσεγγίζουμε ολοένα και πιο κοντά το σημείο 𝛣, δίχως τελικά να το φτάνουμε. 

Αυτές οι διαισθητικές απαντήσεις των μαθητών συνδέονται με αυτό που εμείς 

ονομάζουμε φαινόμενα ορίων, κυρίως οι απόψεις εκείνων που βασίστηκαν στις έννοιες 

της εγγύτητας και των απειροστών. Για παράδειγμα, το επονομαζόμενο φαινόμενο της 

απλής οριζόντιας ασύμπτωτης θα μπορούσε να συνδεθεί με τη λανθασμένη αντίληψη 

του ορίου ότι: «Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει 

συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει» από τη λίστα παρανοήσεων του Williams. Το άλλο 

φαινόμενο του ορίου το οποίο συνδέεται ξανά με την έννοια της προσέγγισης είναι το 

λεγόμενο φαινόμενο της οπής. Επιστρέφοντας στη λίστα παρανοήσεων του Williams 

αναφέρεται ότι: «Ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής 

επιθυμούμε». Προκειμένου να γίνουμε πιο ακριβείς με αυτή την ιδέα, οι ερωτήσεις 4 
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(σειρά 1) και 5 (σειρές 8-9)  τέθηκαν στους μαθητές, ώστε να εμπλακούν πιο ενεργά 

με την έννοια της προσέγγισης. 

6.2  Δραστηριότητα του Αρχιμήδη 

Στο πρόβλημα του τετραγωνισμού της Παραβολής η πρόκληση με την οποία έρχονται 

αντιμέτωποι οι μαθητές αφορά την εύρεση εμβαδού ενός παραβολικού χωρίου, του 

τμήματος δηλαδή που περιέχεται από το τόξο μίας παραβολής και τη χορδή που 

ορίζεται από τα άκρα αυτού του τόξου. Συγκεκριμένα, για να βρούμε το εμβαδόν ενός 

παραβολικού χωρίου εγγράφουμε ένα τρίγωνο ακολουθώντας τα βήματα του 

Αρχιμήδη. Εγγράφοντας συνεχώς νέα τρίγωνα δημιουργείτε ένα πολύγωνο με άπειρο 

πλήθος κορυφών και πλευρών. Η διαφορά στο εμβαδόν ανάμεσα στο πολύγωνο και 

στο παραβολικό χωρίο θα πρέπει να μηδενιστεί στο άπειρο. Ο Αρχιμήδης ισχυρίζεται 

ότι το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου είναι τα 
4

3
 του εμβαδού του πρώτου 

εγγεγραμμένου τριγώνου το οποίο έχει ορισμένες χαρακτηριστικές ιδιότητες. Για 

παράδειγμα, μία από αυτές τις ιδιότητες είναι ότι το τρίγωνο αυτό έχει το μέγιστο 

εμβαδόν από τα υπόλοιπα  εγγεγραμμένα τρίγωνα. Τόσο το παράδοξο του Ζήνωνα όσο 

και το τετραγωνισμός της Παραβολής σχετίζονται με την έννοια της προσέγγισης μιας 

ακολουθίας. Εάν στο παράδοξο του Ζήνωνα οι μαθητές διατηρούσαν την πεποίθηση 

ότι το πρόβλημα ήταν ο περίεργος τρόπος της κίνησης, τώρα περιμένουμε ότι θα 

διαπιστώσουν πως το εγγεγραμμένο πολύγωνο αυξάνει τις πλευρές του με κανονικό 

τρόπο, χωρίς κανέναν περιορισμό, και στο άπειρο θα ταυτιστεί με το παραβολικό 

χωρίο.    

   Όπως και στη δραστηριότητα του Ζήνωνα έτσι και εδώ, δόθηκε στους μαθητές ένα 

φύλλο εργασίας (Παράρτημα Β) αναφορικά με τον βίο και το έργο του Αρχιμήδη. 

Έπειτα, ακολούθησαν ερωτήσεις προς τους μαθητές σχετικές με την εύρεση του 

εμβαδού ενός παραβολικού χωρίου βασισμένοι στα βήματα του Αρχιμήδη. 

Απόσπασμα 3 

    Κ                     Βλέποντας το Σχήμα 3 (σ. 131) βρείτε τις συντεταγμένες του 

σημείου 𝛤 καθώς και το εμβαδόν του τριγώνου 𝛢𝛣𝛤. 

    Ομάδα Β         Από το σχήμα φαίνεται ότι το σημείο 𝛤 έχει συντεταγμένες (0, 1). 

    Κ                     Συμφωνείτε οι υπόλοιποι;  

5   Ομάδα Α,Γ     Ναι. 
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    Κ                     Σχετικά με το εμβαδόν;  

      Ομάδα Α         Από τον τύπο 
𝛽∙𝜐

2
 βρήκαμε πως είναι 1. 

    Κ                     Σωστά. Όπως βλέπετε στο Σχήμα 4 (σ. 132), ο Αρχιμήδης εγγράφει 

με τον ίδιο τρόπο μικρότερα τρίγωνα στα υπόλοιπα τμήματα της  

10                                       παραβολής προκειμένου να γεμίσει τα κενά. Απέδειξε επίσης, ότι 

καθένα από τα εμβαδά των μικρότερων τριγώνων είναι ίσα με το 
1

8
 

του εμβαδού του μεγαλύτερου τριγώνου. Πάμε να υπολογίσουμε τις 

συντεταγμένες των σημείων 𝛥 και 𝛦. 

    Ομάδα Α         Η τετμημένη του 𝛥 είναι −
1

2
 οπότε η τεταγμένη είναι 

3

4
.  

15                         Η τετμημένη του 𝛦 είναι 
1

2
 και η τεταγμένη του 

3

4
. 

    Ομάδα Γ         Πως βρέθηκαν τα σημεία αυτά; 

     Ομάδα Α         Όπως για το σημείο 𝛤 η τετμημένη του βρίσκονταν στο μέσο των 

τετμημένων των σημείων 𝛢 και 𝛣, έτσι και η τετμημένη του 𝛥 και 𝛦 

θα βρίσκονται στο μέσο των τετμημένων των σημείων 𝛢, 𝛤 και 𝛤, 𝛣  

20                         αντίστοιχα. Για τις τεταγμένες των σημείων 𝛥 και 𝛦 τις  

                            υπολογίζουμε από τον τύπο 𝑦 = −𝑥2 + 1.   

    Ομάδα Β         Οι συντεταγμένες των σημείων φαίνονται ξεκάθαρα και από το 

σχήμα. 

    Κ                     Πολύ ωραία. Για προσπαθήστε τώρα να βρείτε τα εμβαδά των  

25                          τριγώνων 𝛢𝛤𝛥 και 𝛣𝛤𝛦. 

     Ομάδα Β         Μα δε γνωρίζουμε τα ύψη. 

    Κ                     Αφού ξέρετε τις συντεταγμένες των σημείων, εφαρμόστε τον τύπο 

του εμβαδού τριγώνου που μάθατε στα Μαθηματικά Κατεύθυνσης 

της Β΄ Λυκείου. 

30  Ομάδα Α,Β,Γ  (Γέλια). 

    Ομάδα Γ          Δε θυμόμαστε τίποτα! 

    Ομάδα Α Βοηθήστε μας λίγο. 

      Κ                     (Γράφω τον τύπο στον πίνακα). 

    Ομάδα Α         (𝛢𝛤𝛥) = (𝛣𝛤𝛦) =
1

8
 

35  Κ                     Οπότε επαληθεύεται ο ισχυρισμός του Αρχιμήδη που λέει ότι    

(𝛢𝛤𝛥) = (𝛣𝛤𝛦) =
1

8
(𝛢𝛣𝛤); 
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      Ομάδα Α         Ναι, αφού το εμβαδόν του 𝛢𝛣𝛤 ισούται με 1.  

    Κ                     Συμφωνείτε οι υπόλοιποι; 

    Ομάδα Β,Γ      Ναι! 

   Από το απόσπασμα 3, γίνεται εμφανές πως οι μαθητές των τριών ομάδων ήταν σε 

θέση να βρουν το εμβαδόν του πρώτου εγγεγραμμένου και βασικού τριγώνου 𝛢𝛣𝛤, 

καθώς χρησιμοποίησαν τον γνωστό τύπο της Ευκλείδειας Γεωμετρίας9. Ωστόσο στο 

σημείο που φάνηκε να έχουν γνωστικές ελλείψεις ήταν κατά τη διαδικασία εύρεσης 

των εμβαδών των δύο μικρότερων εγγεγραμμένων τριγώνων 𝛢𝛤𝛥 και 𝛣𝛤𝛦, διότι δε 

γνώριζαν τα ύψη των αντίστοιχων τριγώνων. Μέσω του εκπαιδευτικού τους δόθηκε ο 

τύπος του εμβαδού τριγώνου της Αναλυτικής Γεωμετρίας10 που διδάχθηκαν στα 

Μαθηματικά Κατεύθυνσης της Β΄ Λυκείου.  

Απόσπασμα 4 

    Κ                     Αφού περιγράψαμε τον τρόπο εγγραφής των τριγώνων σύμφωνα με 

τη μέθοδο του Αρχιμήδη, πόσα τρίγωνα θα εγγράψετε συνολικά στο 

3𝜊, 4𝜊 και 𝜈-οστό βήμα; 

    Ομάδα Α         1𝜊 βήμα ⇒ 1 τρίγωνο, 2𝜊 βήμα ⇒ 3 τρίγωνα, 3𝜊 βήμα ⇒ 7 τρίγωνα,  

5                               4𝜊 βήμα ⇒ 15 τρίγωνα (…). 

    Κ                     Και στο 𝜈-οστό βήμα;  

    Ομάδα Α,Β,Γ  (Παύση) 

    Κ                     (2𝜈 − 1) τρίγωνα.  

      Ομάδα Β         Όντως ο τύπος αυτός δείχνει τον αριθμό των τριγώνων σε κάθε  

10                                      βήμα. 

    Κ                     Πάμε τώρα να βρούμε και πόσες πλευρές έχει το παραγόμενο 

πολύγωνο στο 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈-οστό βήμα. 

     Ομάδα Γ         1𝜊 βήμα ⇒ 3 πλευρές, 2𝜊 βήμα ⇒ 5 πλευρές, 3𝜊 βήμα ⇒ 9 πλευρές, 

4𝜊 βήμα ⇒ 17 πλευρές. Για το 𝜈-οστό δε γνωρίζουμε.  

15  Κ                     Γνωρίζει κάποιος; 

     Ομάδα Β          Όχι. 

    Ομάδα Α         Μήπως είναι (2𝜈 + 1) πλευρές;  

                                                             
9 (𝛢𝛣𝛤) =

𝛽∙𝜐

2
, όπου 𝛽 βάση και 𝜐 το αντίστοιχο ύψος. 

10 (𝛢𝛣𝛤) =
1

2
|det (𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗)|, όπου det (𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗) η ορίζουσα των διανυσμάτων 𝛢𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗ και 𝛢𝛤⃗⃗⃗⃗  ⃗. 
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    Κ                     Σωστά. Τώρα ας βρούμε ποιο είναι το εμβαδόν του κάθε τριγώνου 

που δημιουργείται στο 2𝜊, 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈𝜊  βήμα. Δηλαδή, 𝛼𝜏𝜌1
= 1,  

20                                     𝛼𝜏𝜌2
=; 

     Ομάδα Α         𝛼𝜏𝜌2
=

1

8
,                 

    Κ                     Για συνεχίστε… 

     Ομάδα Α         𝛼𝜏𝜌3
=

1

82, 𝛼𝜏𝜌4
=

1

83, 𝛼𝜏𝜌𝜈
=

1

8𝜈−1 

     Κ                     Ωραία. Βρείτε μου τώρα το εμβαδόν του πολυγώνου που  

25      δημιουργείται στο 2𝜊, 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈𝜊  βήμα. Δηλαδή, 𝛼𝜋𝜊𝜆1
= 1, 

𝛼𝜋𝜊𝜆2
= 1 + 2 ∙

1

8
 

      Ομάδα Α         𝛼𝜋𝜊𝜆3
= 1 + 2 ∙

1

8
+ 4 ∙

1

82, 𝛼𝜋𝜊𝜆4
= 1 + 2 ∙

1

8
+ 4 ∙

1

82 + 8 ∙
1

83 .  

    Κ                     Αφού 𝛼𝜋𝜊𝜆4
= 1 + 2 ∙

1

8
+ 22 ∙

1

82 + 23 ∙
1

83, άρα                            

𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
= 1 + 2 ∙

1

8
+ 22 ∙

1

82 + 23 ∙
1

83 + ⋯+ 2𝜈−1 ∙
1

8𝜈−1 .  

30                         Άρα με απλοποιήσεις έχουμε 𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
= 1 +

1

4
+

1

42 +
1

43 + ⋯+
1

4𝜈−1 . 

                            Όπως παρατηρείτε, το παραπάνω άθροισμα παριστάνει το άθροισμα    

των πρώτων 𝜈 όρων μιας γεωμετρικής προόδου. Βρείτε μου λοιπόν 

τον πρώτο όρο 𝛼1 και το λόγο 𝜆. 

    Ομάδα Β         𝛼1 = 1 και 𝜆 =
1

4
 

35  Κ                     Εφαρμόστε τώρα τον τύπο που υπάρχει στο φύλλο εργασίας. 

    Ομάδα Γ          𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
= 1

(
1

4
)𝜈−1

1

4
−1

=
(
1

4
)𝜈−1

−
3

4

= ⋯ =
4

3
⋅ (1 −

1

4𝜈) 

    Κ                     Ωραία. Ποιο είναι λοιπόν το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου;  

    Ομάδα Α         Ένας αριθμός λίγο μικρότερος από το 
4

3
. 

    Κ                     Πως καταλήξατε σε αυτό το συμπέρασμα; 

40 Ομάδα Α         Αφού το κλάσμα 
1

4𝜈 θα είναι ένας αριθμός κοντά στο 0, άρα η        

παρένθεση (1 −
1

4𝜈) θα είναι ένας αριθμός λίγο μικρότερος από το 

1, οπότε και το γινόμενο 
4

3
⋅ (1 −

1

4𝜈) θα είναι λίγο μικρότερος από 

το 
4

3
. 

    Κ                     Πόσο κοντά μπορούμε να φτάσουμε στον αριθμό 
4

3
; 
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45 Ομάδα Β         Όσο θέλουμε. Αυξάνοντας το 𝜈 πλησιάζουμε και ολοένα τον αριθμό 

4

3
. 

    Κ                     Είναι περίπου ή ακριβώς 
4

3
. 

    Ομάδα Γ         Ακριβώς 
4

3
. 

    Κ                     Ακριβώς; Πως γίνεται αυτό; Τότε θα πρέπει να θεωρήσουμε το  

50                          κλάσμα 
1

4𝜈 ίσο με το 0. 

    Ομάδα Γ         Επειδή συνεχώς αυξάνουμε απεριόριστα τα βήματα, το κλάσμα 
1

4𝜈 το 

θεωρούμε 0.  

    Κ                    Είναι όμως 0; 

    Ομάδα Γ          Και ναι και όχι! 

55  Κ                    Ο Αρχιμήδης βρήκε πως αν το εμβαδόν του 1ου τριγώνου είναι 1, 

όπως την περίπτωσή μας, τότε το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου 

είναι ακριβώς 
4

3
. Δηλαδή, θεώρησε την διαφορά 

4

3
− 𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈

= 

                                           
4

3
−

4

3
⋅ (1 −

1

4𝜈) =
4

3
∙

1

4𝜈 = 0. 

    Ομάδα Α         Άρα, θεώρησε και ο Αρχιμήδης το κλάσμα 
1

4𝜈 = 0. 

60  Κ                    Υπάρχει λοιπόν μια λέξη που εξηγεί πως το κλάσμα 
1

4𝜈 γίνεται 0. 

Γνωρίζει κάποιος; 

    Ομάδα Α,Β,Γ  (Παύση). 

   Από το παραπάνω απόσπασμα, φαίνεται ότι οι μαθητές δε δυσκολεύτηκαν στον 

υπολογισμό του πλήθους τριγώνων και πλευρών των παραγόμενων πολυγώνων σε κάθε 

βήμα της διαδικασίας, κάτι που δε συνέβη όταν κλήθηκαν να βρουν το 𝜈-οστό όρο. Με 

εξαίρεση την ομάδα Α, η οποία μπόρεσε να βρει το 𝜈-οστό όρο της ακολουθίας των 

πλευρών των παραγόμενων πολυγώνων, οι ομάδες Β και Γ αντιμετώπισαν δυσκολίες 

στη διατύπωση ενός γενικού τύπου που περιελάμβανε τις παραπάνω ακολουθίες. Είναι 

εμφανής η έλλειψη επαγωγικού τρόπου σκέψης μιας και δεν μπορούν να αντιληφθούν 

κανονικότητες που με τη σειρά τους θα τους οδηγήσουν σε γενικά συμπεράσματα. Στις 

ερωτήσεις 6 (σειρές 18-20) και 7 (σειρές 24-26), η παρέμβαση του καθηγητή κρίθηκε 

απαραίτητη για την κατανόηση της διαδικασίας εύρεσης των ακολουθιών 𝛼𝜏𝜌𝜈
 και 

𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
. 
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   Η μία πλευρά του παραδόξου ισχυρίζεται ότι η διαφορά ανάμεσα στο εμβαδόν του 

παραβολικού χωρίου και του πολυγώνου ποτέ δε γίνεται 0 (σειρές 40-43), ενώ η άλλη 

πλευρά θεωρεί πως αυτή η διαφορά μπορεί να γίνει 0 (σειρές 47-52). Για τον σκοπό 

αυτό η ερώτηση 8 (σειρές 37 & 44) τέθηκε στους μαθητές για να ελέγξει εάν πιστεύουν 

ότι το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου είναι 
4

3
 ή μια προσέγγιση του 

4

3
. Με άλλα λόγια, 

θα διαπιστωθεί εάν η διαφορά ανάμεσα στο εμβαδόν του παραβολικού χωρίου και του 

πολυγώνου 𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
, καθώς το 𝜈 τείνει στο άπειρο, γίνεται ή δε γίνεται 0. Οι ομάδες Α 

και Β θεώρησαν πως το εμβαδόν του παραβολικού χωρίου είναι μια προσέγγιση του 
4

3
. 

Ο ισχυρισμός αυτός έγκειται στο γεγονός ότι το κλάσμα 
1

4𝜈 δεν μπορεί να γίνει ίσο με 

το 0. Η ομάδα Γ από την άλλη, θεώρησε το κλάσμα αυτό ίσο με το 0 καθώς το 𝜈 τείνει 

στο άπειρο χωρίς να αναφέρεται στη λέξη όριο, πράγμα που δεν προκαλεί καμία 

έκπληξη. 

6.3  Δραστηριότητα του Νεύτωνα 

Με αφορμή τον υπολογισμό της στιγμιαίας ταχύτητας, η δραστηριότητα αυτή έχει ως 

στόχο να οδηγήσει τους μαθητές σε μια διαισθητική προσέγγιση του ορισμού του ορίου 

συνάρτησης σε σημείο. Πιο αναλυτικά, μελετάται η σχέση μέσης και στιγμιαίας 

ταχύτητας σε ένα πρόβλημα κίνησης όπου οι μαθητές καλούνται να βρουν τη στιγμιαία 

ταχύτητα σε μια χρονική στιγμή 𝑡, αφού πρώτα υπολογίσουν τη μέση ταχύτητα σε 

χρονικά διαστήματα που τείνουν να γίνουν απεριόριστα μικρά. 

   Έπειτα από μία σύντομη αναφορά στον βίο και το έργο του Νεύτωνα, δόθηκε στους 

μαθητές ένα πρόβλημα από την καθημερινή ζωή προκειμένου να έρθουν σε επαφή με 

τις έννοιες της ευθύγραμμης κίνησης, της μετατόπισης, του διαστήματος (απόστασης), 

της ταχύτητας, καθώς επίσης και της μέσης ταχύτητας που έχουν διδαχθεί στη Φυσική 

της Α΄ Λυκείου.  

Απόσπασμα 5 

    Κ                     Ξέρει κανείς πως λειτουργούν τα ραντάρ της τροχαίας; 

    Ομάδα Β         Έχουν σχήμα σαν όπλο που στοχεύουν στα οχήματα και μετράνε 

την ταχύτητα. 

    Κ                     Συγκεκριμένα τα ραντάρ τύπου lazer εκπέμπουν μια δέσμη lazer, η  

5                           οποία προσπίπτει και αντανακλάται από το όχημα και επιστρέφει 
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                            πίσω. Από το χρόνο επιστροφής της δέσμης, η συσκευή υπολογίζει 

την απόσταση που βρίσκεται το όχημα. Αμέσως μετά, μια δεύτερη 

δέσμη στέλνεται και αντανακλάται πάλι πίσω, ώστε να υπολογιστεί 

η απόσταση που έχει διανύσει το όχημα, μεταξύ των χρονικών 

10                         διαστημάτων επιστροφής στη συσκευή ραντάρ.  

    Ομάδα Α         Οπότε και το ραντάρ υπολογίζει τη μέση ταχύτητα. 

    Κ                 Ουσιαστικά το πιστόλι ραντάρ κάνει 2 μετρήσεις απόστασης, διαιρεί με 

το χρόνο ανάμεσα στις μετρήσεις και υπολογίζει την ταχύτητα του 

οχήματος. Οι μετρήσεις αυτές γίνονται σε κλάσματα του  

15                                    δευτερολέπτου σχεδόν ακαριαία, οπότε μπορούμε να θεωρήσουμε 

την ταχύτητα αυτήν ως στιγμιαία ταχύτητα;   

    Ομάδα Γ          Στιγμιαία ταχύτητα είναι η ταχύτητα που δείχνει το κοντέρ τη 

στιγμή που θα το κοιτάξεις. Αυτό μάθαμε στη Φυσική της Α΄ 

Λυκείου. 

20  Ομάδα Β         Είναι μια μέση ταχύτητα που προσεγγίζει την στιγμιαία ταχύτητα. 

   Από το απόσπασμα 5 φαίνεται πως οι μαθητές είναι εξοικειωμένοι με την έννοια της 

μέσης ταχύτητας ενός κινούμενου σώματος σε κάποιο χρονικό διάστημα, η οποία 

ισούται με το πηλίκο της διανυθείσας απόστασης διά τον αντίστοιχο χρόνο. Εντούτοις, 

η έννοια της στιγμιαίας ταχύτητας περιλαμβάνει – έστω και κρυμμένη – οριακή 

διαδικασία.  

Απόσπασμα 6 

    Κ                     Προσπαθήστε να υπολογίσετε την απόσταση που διήνυσε το όχημα 

κατά το χρονικό διάστημα από 𝑡1 = 1 έως 𝑡2 = 2 και στη συνέχεια 

να βρεθεί η μέση ταχύτητα στο αντίστοιχο χρονικό διάστημα. 

    Ομάδα B         Η απόσταση είναι 𝑆(2) − 𝑆(1) = ⋯ = 1 𝑚 και η μέση ταχύτητα  

5                                       είναι 
𝑆(2)−𝑆(1)

2−1
= ⋯ = 1 𝑚/𝑠. 

    Κ                   Ωραία, πάμε να σχεδιάσουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 

𝑦 = 𝑆(𝑡), όπου ο οριζόντιος άξονας παριστάνει το χρόνο 𝑡 και ο 

κατακόρυφος άξονας το 𝑆(𝑡). 

    Ομάδα Α,Β,Γ  Είναι δύσκολο το σχήμα κύριε! 

10 Κ         Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑆(𝑡) = −𝑡2 + 4𝑡 = ⋯ = −(𝑡 − 2)2 +

4 είναι, σύμφωνα με όσα γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου, μια 
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παραβολή με κορυφή το σημείο (2, 4) και άξονα συμμετρίας την 

ευθεία 𝑡 = 2. Επίσης, η 𝐶𝑆 τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 στα σημεία με 

τετμημένες 0 και 4 αντιστοίχως, που είναι οι ρίζες 

15                                    του διωνύμου −𝑡2 + 4𝑡. 

                            Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης 𝑆; 

    Ομάδα Γ          Το [0,+∞), διότι το 𝑡 παριστάνει χρόνο. 

    Κ                     Πλέον, μπορείτε να τη σχεδιάσετε. 

                            (…) Ποια είναι η κλίση της ευθείας 𝛢𝛣;                              

20 Ομάδα Α         Από τον τύπο 
𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
= ⋯ = 1 

    Ομάδα B         Όσο και η μέση τιμή που βρήκαμε στην ερώτηση 2. 

    Κ                     Ακριβώς, από γεωμετρική άποψη, η μέση ταχύτητα από το 𝑡1 στο 𝑡2 

ταυτίζεται με την κλίση της τέμνουσας 𝛢𝛣. 

   Στην παραπάνω συζήτηση οι μαθητές, μπόρεσαν να υπολογίσουν την απόσταση και 

τη μέση ταχύτητα μεταξύ δύο χρονικών διαστημάτων αλγεβρικά, χρησιμοποιώντας 

απλή αριθμητική και μερικούς στοιχειώδεις κανόνες. Το σημείο που τους δυσκόλεψε 

ήταν αυτό κατά το οποίο τους ζητήθηκε να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης. Είναι εμφανής η έλλειψη προηγούμενων γνώσεων βασικών συναρτήσεων 

και η αδυναμία της μετάβασής τους από τον αναλυτικό τρόπο της συνάρτησης μέσω 

του τύπου στο γραφικό μέσω της γραφικής παράστασης. Στο τέλος, οι ομάδες των 

μαθητών μπόρεσαν να αντιληφθούν ότι η κλίση της τέμνουσας 𝛢𝛣 είναι ίση με τη μέση 

ταχύτητα στο διάστημα [𝑡1, 𝑡2].     

Απόσπασμα 7 

    Κ                     Προσπαθήστε να υπολογίσετε τις μέσες ταχύτητες στα παρακάτω 

χρονικά διαστήματα και στη συνέχεια πείτε μου ποιον αριθμό 

πλησιάζουν οι μέσες ταχύτητες για μικρά χρονικά διαστήματα που 

αρχίζουν τη στιγμή 𝑡 = 1. 

 5                          Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε κομπιουτεράκι για τις πράξεις. 

    Ομάδα B         
𝑆(1,5)−𝑆(1)

1,5−1
= ⋯ = 1,5 , 

𝑆(1,1)−𝑆(1)

1,1−1
= ⋯ = 1,9 , 

                            
𝑆(1,01)−𝑆(1)

1,01−1
= ⋯ = 1,99 , 

𝑆(1,001)−𝑆(1)

1,001−1
= ⋯ = 1,999  

                            Φαίνεται ότι η μέση ταχύτητα πλησιάζει τα 2 𝑚/𝑠. 

    Ομάδα Α,Γ      Τα ίδια αποτελέσματα βρήκαμε και εμείς.  



91 
 

10 Κ                     Έχουμε κάποιον περιορισμό στο να μικραίνουμε τα χρονικά 

διαστήματα; 

    Ομάδα Α         Όχι κανέναν, αρκεί να μη γίνει μηδέν γιατί το κλάσμα δε θα 

ορίζεται.  

    Κ                     Παρόλα αυτά, δεν μπορούμε να συνεχίζουμε αυτήν τη διαδικασία 

15                                      επ’ άπειρον, καθώς δεν είναι πρακτικό. Προσπαθήστε τώρα να 

βρείτε την κλίση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 

𝛢(1, 𝑆(1)) και 𝛣(1 + ℎ, 𝑆(1 + ℎ)) και τη μέση ταχύτητα του 

οχήματος κατά το χρονικό διάστημα από 𝑡𝛢 = 1 έως 𝑡𝛣 = 1 + ℎ. 

    Ομάδα Α         Είδαμε προηγουμένως πως η μέση ταχύτητα και η κλίση της ευθείας 

20                                      𝛢𝛣 ταυτίζονται. 

    Κ                     Σωστά, βρείτε το αντίστοιχο κλάσμα. 

                            (…) (οι μαθητές γράφουν το κλάσμα 
2ℎ−ℎ2

ℎ
). 

                            Με ποια προϋπόθεση παραγοντοποιείται το κλάσμα; 

     Ομάδα Γ         Όταν το ℎ ≠ 0. 

25 Κ                      Γιατί; 

    Ομάδα Γ         Αν ℎ = 0 τότε το κλάσμα 
0

0
 δεν ορίζεται. 

    Ομάδα Α         Για ℎ ≠ 0 το κλάσμα γίνεται 
ℎ⋅(2−ℎ)

ℎ
= 2 − ℎ. 

    Κ (...) το ℎ τείνει στο 0 και δε γίνεται 0. Τι μπορούμε να πούμε για 

                                          την κλίση της ευθείας 𝛢𝛣;  

30 Ομάδα Β          Είναι ο αριθμός 2. 

    Κ                      Είναι πράγματι ο αριθμός 2 ή πλησιάζει σε αυτόν τον αριθμό; 

    Ομάδα Α          Πλησιάζει συνεχώς σε αυτόν τον αριθμό. 

    Ομάδα Γ          Προσεγγίζει τον αριθμό 2, επειδή τα σημεία 𝛢 και 𝛣 είναι πάρα 

                                          πολύ κοντά μεταξύ τους. Στην πραγματικότητα είναι αυτό που είπε 

35                                      ο Αρχιμήδης στην παραβολή, έτσι δεν είναι; 

    Κ                     Κατά κάποιο τρόπο, ναι. Όταν λέμε πως το ℎ τείνει στο 0, εννοούμε 

ότι πάντα υπάρχει ένας αριθμός ανάμεσα στο ℎ και το 0. Εάν ισχύει 

η ισότητα 2 − ℎ = 2 τότε το ℎ θα έπρεπε να είναι 0. 

    Ομάδα Α         Η ισότητα δεν ισχύει επειδή το ℎ ≠ 0. Αν το ℎ = 0 τότε τα σημεία 

40                                      𝛢 και 𝛣 θα ταυτίζονταν και δε θα μπορούσαμε να σχεδιάσουμε μια 
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                                          τέμνουσα από ένα μόνο σημείο. Το σημείο 𝛣 πλησιάζει όλο και πιο 

κοντά το σημείο 𝛢.  

    Κ                     Ακριβώς, το 𝛣 μπορεί να βρεθεί οσοδήποτε κοντά θέλουμε στο 𝛢 

όμως δεν μπορεί να συμπίπτουν. Ομοίως και για τη μέση ταχύτητα 

45                                   οι χρονικές στιγμές 𝑡𝛢 = 1 και 𝑡𝛣 = 1 + ℎ δεν μπορεί να είναι ίσες.  

                                          (…) Τότε ποια νομίζετε ότι είναι η ταχύτητα του οχήματος τη 

χρονική στιγμή 𝑡 = 1;  

    Ομάδα Α         Είδαμε στην ερώτηση 4, όσο η 2η χρονική στιγμή πλησιάζει την 1η 

(𝑡 = 1) η μέση ταχύτητα πλησιάζει την τιμή 2. Άρα η ταχύτητα τη  

50                                      χρονική στιγμή 𝑡 = 1 προσεγγίζει τα 2 𝑚/𝑠.  

    Κ                      (…) Ήρθε η στιγμή να εισάγουμε νέες μαθηματικές έννοιες που 

δίνουν απαντήσεις στα ερωτήματά μας. Συγκεκριμένα, η ταχύτητα 

του οχήματος τη στιγμή 𝑡 = 1 είναι (γράφω στον πίνακα): 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

(2 − ℎ) = 2 − 0 = 2 𝑚/𝑠. Λέγοντας 𝑙𝑖𝑚 εννοούμε 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡  

55                                      δηλαδή όριο.  

    Ομάδα Β         Είναι δυνατόν τώρα το ℎ να γίνεται 0; 

    Κ                     Όχι, εδώ ακριβώς συναντάμε τα απειροστά. Το απειροστό είναι ένας 

απείρως μικρός αριθμός, δεν είναι 0, αλλά είναι μικρότερος από 

οποιονδήποτε αριθμό μπορούμε να φανταστούμε. 

60  Ομάδα Β         Και τι σημαίνει αυτό; 

    Κ                     Ότι καθώς το ℎ τείνει στο 0, η μέση ταχύτητα προσεγγίζει την 

οριακή τιμή 2 𝑚/𝑠 και αυτήν ονομάζεται στιγμιαία ταχύτητα. Από 

γεωμετρική σκοπιά, οι διαδοχικές τέμνουσες ευθείες 𝛢𝛣, καθώς το 

𝛣 πλησιάζει το 𝛢, παίρνουν μια οριακή θέση η οποία λέγεται  

65                                      εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑆 στο 𝛢 με κλίση 2. 

    Ομάδα Γ          Δηλαδή το όριο θα πλησιάζει συνεχώς το 2; 

    Κ                      Όχι, το όριο δεν τείνει στο 2 αλλά είναι ακριβώς 2. Στην περίπτωση 

του Ζήνωνα έχουμε το όριο: lim
𝜈→∞

1

2𝜈 = 0 οπότε η υπολειπόμενη 

απόσταση γίνεται 0. Στον Αρχιμήδη έχουμε το όριο:    

70                                       lim
𝜈→∞

[
4

3
⋅ (1 −

1

4𝜈)] =
4

3
 διότι το lim

𝜈→∞

1

4𝜈 = 0, άρα το εμβαδόν του 

παραβολικού χωρίου είναι ακριβώς 
4

3
.   
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   Αρχικά στο παραπάνω απόσπασμα οι μαθητές κλήθηκαν να βρουν τις μέσες 

ταχύτητες για μικρά χρονικά διαστήματα που άρχιζαν τη στιγμή 𝑡 = 1. Παρατήρησαν 

ότι όσο πιο μικρά είναι τα χρονικά διαστήματα τόσο προσεγγίζεται η τιμή 2. 

Γενικεύοντας τη διαδικασία, τους ζητήθηκε να υπολογίσουν την κλίση και τη μέση 

ταχύτητα στο διάστημα [𝑡𝛢, 𝑡𝛣]. Προχωρώντας τη διαδικασία βήμα βήμα, 

παραγοντοποίησαν το κλάσμα με τον περιορισμό ότι το ℎ ≠ 0. Η γνωστική σύγκρουση 

των μαθητών στο σημείο αυτό έγκειται στο γεγονός ότι ενώ το ℎ δεν μπορούσε να είναι 

0, τελικά οι υπολογισμοί έδειξαν ότι γίνεται 0. Από την καταγραφή των απαντήσεων 

των μαθητών, παρατηρείται πως εμπλέκονται και οι δύο πλευρές του παραδόξου. Από 

τη μία η ομάδα Α ισχυρίστηκε πως το ℎ δεν μπορεί να γίνει 0, επειδή σε αντίθετη 

περίπτωση τα σημεία 𝛢 και 𝛣 θα ταυτίζονταν (σειρές 39-42). Από την άλλη, η ομάδα 

Β ανέφερε πως η κλίση της ευθείας 𝛢𝛣 είναι ακριβώς 2, πράγμα που δείχνει ότι θεωρεί 

το ℎ ίσο με το 0 (σειρές 28-30). Η ομάδα Γ υποστήριξε πως το ℎ δεν μπορούσε να είναι 

0, διότι εάν αυτό ίσχυε, θα είχαμε κλάσμα 
0

0
 (σειρές 24-26), ενώ αναφορικά με την 

κλίση της ευθείας θεώρησε πως ισούται με 2 (σειρές 33-35). Στο σημείο αυτό, είναι 

προφανές πως οι μαθητές νιώθουν την έλλειψη μαθηματικής εξήγησης για αυτό το 

παράδοξο, οπότε κρίνεται αναγκαία η εισαγωγή της έννοιας του ορίου και των 

απειροστών.  

6.4  Γνωστικό Τεστ 

Κάθε ομάδα κλήθηκε να απαντήσει ξεχωριστά στο ερωτηματολόγιο (Παράρτημα Δ) 

και παρακάτω ακολουθεί η ποιοτική ανάλυση των δεδομένων που συλλέχθηκαν. Το 

ερωτηματολόγιο δόθηκε ακριβώς μετά από τις δραστηριότητες του Ζήνωνα, του 

Αρχιμήδη και του Νεύτωνα. Αυτό που στην πραγματικότητα θέλαμε να 

διαπιστώσουμε, είναι σε ποιο βαθμό έχει κατακτηθεί η έννοια του ορίου και ποιες 

παρανοήσεις παραμένουν ανθεκτικές στο μυαλό των μαθητών, έπειτα από τα ιστορικά 

παραδείγματα και τις συζητήσεις που ακολούθησαν.  

6.4.1  Ερώτηση 1 

1.  Κατατάξτε από το 1 έως το 6 (όπου 1 = πρώτο στην προτίμησή σας και 6 = 

τελευταίο στην προτίμησή σας) τις παρακάτω προτάσεις που περιγράφουν 

καλύτερα το όριο; 
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□ (α) Ένα όριο περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο η συνάρτηση                

μετακινείται, καθώς οι τιμές του 𝑥 κινούνται προς ένα συγκεκριμένο 

σημείο. 

□ (β)  Ένα όριο υπολογίζεται τοποθετώντας στη συνάρτηση αριθμούς που 

βρίσκονται όλο και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, μέχρι το όριο να 

επιτευχθεί. 

□ (γ)  Ένα όριο είναι ένας αριθμός στον οποίο οι τιμές 𝑦 της συνάρτησης 

μπορούν να βρεθούν οσοδήποτε κοντά θέλουμε, καθώς οι τιμές του 𝑥 

πλησιάζουν ένα συγκεκριμένο αριθμό. 

□ (δ) Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει 

συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει. 

□ (ε) Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο πέρα από το οποίο η      

συνάρτηση δεν μπορεί να πάει. 

□ (στ) Ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε 

ακριβής επιθυμούμε. 

 

   Η πρώτη ερώτηση του γνωστικού τεστ ζητούσε από τους μαθητές να κατατάξουν σε 

μια κλίμακα ιεράρχησης 6 προτάσεις, ανάλογα με το ποια περιέγραφε πληρέστερα την 

έννοια του ορίου. Οι πέντε προτάσεις ήταν εμπνευσμένες από τη λίστα παρανοήσεων 

του Williams και συμπεριλάβαμε μια ακόμη πρόταση που περιγράφει τον άτυπο – 

διαισθητικό ορισμό του ορίου, όπως αυτός παρουσιάζεται στα σχολικά εγχειρίδια. Η 

επιλογή της σωστής απάντησης, η οποία περιέγραφε πληρέστερα την έννοια του ορίου, 

δεν εγγυάται ταυτόχρονα και την κατάκτησή της. Από την άλλη, η επιλογή μιας 

απάντησης που διέφερε κατά πολύ από τη σωστή, μπορεί να αποτελεί ένδειξη ότι οι 

παρανοήσεις συνεχίζουν να είναι ανθεκτικές στο μυαλό των μαθητών.  

Πίνακας 6.1 Κατάταξη σε κλίμακα από 1-6 (όπου 1= πρώτο στην προτίμηση και 

6= τελευταίο στην προτίμηση) των προτάσεων (α) – (στ) που 

περιγράφουν καλύτερα το όριο 

 
Μοντέλα Ορίων Williams                                      Ομάδα Α       Ομάδα Β       Ομάδα Γ

(α)     Δυναμικό - Θεωρητικό                                       3                    2                    3 

(β)     Δυναμικό - Πρακτικό                                         4                    4                    4 

(γ)     Άτυπο - Διαισθητικό                                           1                    1                    2 

(δ)     Απρόσιτο                                                             2                    3                    1 

(ε)     Αξεπέραστο                                                         5                    6                    5 

(στ)   Προσεγγιστικό                                                     6                    5                    6 
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Από τις 6 προτάσεις του ερωτηματολογίου, τρεις επιλέχτηκαν ως πιο δημοφιλείς για 

την πληρέστερη περιγραφή του ορίου. Συγκεκριμένα, ο άτυπος – διαισθητικός ορισμός 

του ορίου ήταν η δημοφιλέστερη απάντηση, καθώς οι μαθητές ίσως να θυμόντουσαν 

τη διατύπωση του εν λόγω ορισμού που είχε προηγηθεί. Δεύτερη στην κατάταξη ήταν 

η πρόταση που θεωρεί το όριο ως απρόσιτο και τρίτη ήταν η άποψη ότι το όριο είναι 

μια δυναμική διαδικασία.  

6.4.2  Ερώτηση 2 

2. Περιγράψτε με δικά σας λόγια πως αντιλαμβάνεστε ένα όριο. Δηλαδή, περιγράψτε 

τι σημαίνει όταν λέμε ότι το όριο μιας συνάρτησης 𝑓(𝑥) καθώς το 𝑥 → 𝑥0 είναι 

ένας αριθμός ℓ. 

 

   Στην ερώτηση 2, οι μαθητές κλήθηκαν να αποσαφηνίσουν πως αντιλαμβάνονται την 

έννοια του ορίου, εφόσον έπρεπε να περιγράψουν το όριο ℓ μιας συνάρτησης 𝑓 όταν η 

μεταβλητή 𝑥 τείνει σε έναν συγκεκριμένο αριθμό 𝑥0. Οι απαντήσεις των ομάδων 

δίνονται στις παρακάτω Εικόνες (6.1, 6.2 και 6.3): 

 

 

 

 

Εικόνα 6.1 Απάντηση της ομάδας Α στην ερώτηση 2 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6.2 Απάντηση της ομάδας Β στην ερώτηση 2 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6.3 Απάντηση της ομάδας Γ στην ερώτηση 2 
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 Η ομάδα Α βλέπει το όριο μιας συνάρτησης ως την τιμή της συνάρτησης σε ένα 

σημείο, πράγμα που αληθεύει στις συνεχείς συναρτήσεις. Η ομάδα Β απάντησε πως 

όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥0 χωρίς να το φτάνει, η 𝑓 πλησιάζει το ℓ και στο άπειρο το όριο 

γίνεται ίσο με το ℓ. Η ομάδα Γ δεν περιέγραψε το όριο και αρκέστηκε στη συμβολική 

απεικόνιση αυτού. 

6.4.3  Ερώτηση 3 

3.  Δίνεται μια συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 3, υπολογίστε το όριο της 𝑓(𝑥) καθώς 𝑥 → 2. 

 

   Η συγκεκριμένη ερώτηση στόχευε να ελέγξει κατά πόσο οι μαθητές δυσκολεύονταν 

να εφαρμόσουν το όριο στην περίπτωση μιας συνεχούς συνάρτησης. Όλες οι ομάδες 

απάντησαν σωστά κάτι που έρχεται σε αντίθεση με τις κοινές παρανοήσεις των 

μαθητών, όπως τείνει και δε φτάνει, κ.λπ. Προφανώς, το γεγονός ότι η συνάρτηση είναι 

συνεχής και σταθερή δεν τους έκανε να σκεφτούν ότι το όριο της συνάρτησης δε φτάνει 

σε ένα σημείο ή αριθμό. Επομένως, η ερώτηση αυτή τους έκανε να αποφύγουν μία από 

τις κοινές παρανοήσεις του Williams.    

6.4.4  Ερώτηση 4 

4.  Σε έναν μαθητή δόθηκε μια συνάρτηση 𝑓 και του ζητήθηκε να βρει το όριο της 𝑓 

καθώς το 𝑥 προσεγγίζει το 0. Ο μαθητής τοποθέτησε τους αριθμούς εκατέρωθεν 

του 0 και έκανε τον ακόλουθο πίνακα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τι συμπέρασμα βγάζετε για το όριο της συνάρτησης 𝑓 καθώς το 𝑥 προσεγγίζει το 

0; 

 

   Οι μαθητές συχνά πιστεύουν ότι ένα όριο μπορεί να βρεθεί υπολογίζοντας τις τιμές 

του 𝑓(𝑥) για έναν περιορισμένο αριθμό τιμών του 𝑥. Για το λόγο αυτό, δόθηκε ο 

παραπάνω πίνακας ο οποίος δείχνει ότι όταν το 𝑥 παίρνει τιμές πολύ κοντά στο 0 (και 

από τις δύο πλευρές του 0), το 𝑓(𝑥) λαμβάνει τιμές πολύ κοντά στο 1. Τόσο η ομάδα 

𝒙 < 𝟎 𝒇(𝒙) 

    -0,1     0,9 

    -0,01     0,99 

    -0,001     0,999 

    -0,0001     0,9999 

    -0,00001     0,99999 

𝒙 > 𝟎 𝒇(𝒙) 

    0,1     1,1 

    0,01     1,01 

    0,001     1,001 

    0,0001     1,0001 

    0,00001     1,00001 
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Β όσο και η ομάδα Γ απάντησαν ότι το όριο της συνάρτησης είναι ίσο με το 1. Ωστόσο, 

η ομάδα Α είναι πιο προσεκτική και καταλήγει: «Το όριο καθώς το 𝑥 → 0 είναι πιθανόν 

1, αλλά μπορεί επίσης να είναι 1,000…001 ή 0,999…999». Ανάλογα με το πως 

ερμηνεύουμε τις τελείες (… ), ο εν λόγω συλλογισμός ενδέχεται να μην είναι απόλυτα 

σωστός. Για παράδειγμα, εάν με τις τελείες (… ) η ομάδα Α εννοεί έναν άπειρο αριθμό 

μηδενικών ή εννιαριών, τότε αυτός ο αριθμός στον Απειροστικό Λογισμό είναι ίσος με 

το 1. 

6.4.5  Ερώτηση 5 

5.  Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥2−9

𝑥−3
 

      Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

(α)  Τι συμβαίνει στο σημείο 𝑥 = 3; 

(β)  Υπάρχει το όριο της 𝑓(𝑥) στο 𝑥 = 3; Εάν ναι, ποιο είναι αυτό το όριο; 

(γ)  Ποια είναι η τιμή της συνάρτησης στο 𝑥 = 3; 

 

   Η παραπάνω ερώτηση τέθηκε με σκοπό να εξετάσει εάν οι μαθητές έχουν κατανοήσει 

ότι μία συνάρτηση μπορεί να έχει όριο σε ένα σημείο χωρίς ωστόσο να ορίζεται στο 

σημείο αυτό. Αρχικά, ζητήθηκε από τις ομάδες να χαράξουν τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης. Ενώ οι ομάδες Β και Γ απλοποίησαν τη συνάρτηση φέρνοντάς τη στη 

μορφή 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 3, εντούτοις δεν μπόρεσαν να χαράξουν σωστά το γράφημά της, το 

οποίο είναι η ευθεία 𝑦 = 𝑥 + 3 χωρίς το σημείο (3, 6), διότι υπάρχει μια «οπή» στο 

αφαιρεθέν αυτό σημείο. Ακολουθούν οι απαντήσεις των ομάδων (Εικόνες 6.4, 6.5 και 

6.6): 

 

Εικόνα 6.4 Απάντηση της ομάδας Α στην ερώτηση 5 

 



98 
 

 

Εικόνα 6.5 Απάντηση της ομάδας Β στην ερώτηση 5 

 

Εικόνα 6.6 Απάντηση της ομάδας Γ στην ερώτηση 5 

6.4.6  Ερώτηση 6 

6.  Να βρείτε τα ακόλουθα όρια, εφόσον υπάρχουν: 

(α)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

3𝑥 + 8 

(β) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥 

                   (γ) 𝑙𝑖𝑚
𝜈→+∞

(1 +
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈) 

 

   Το υποερώτημα (α) σχετίζεται με το όριο μιας συνεχούς συνάρτησης, ενώ το (β) 

αναφέρεται στο όριο της τριγωνομετρικής συνάρτησης, 𝜂𝜇𝑥, στο άπειρο, το οποίο δεν 

υπάρχει. Το υποερώτημα (γ) αφορά το όριο μιας ακολουθίας με σκοπό να ελέγξει την 

έννοια των απειροστών χρησιμοποιώντας το σύμβολο του ορίου. Οι απαντήσεις 

δίνονται στις παρακάτω Εικόνες (6.7, 6.8 και 6.9): 
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Εικόνα 6.7 Απάντηση της ομάδας Α στην ερώτηση 6 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6.8 Απάντηση της ομάδας Β στην ερώτηση 6 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 6.9: Απάντηση της ομάδας Γ στην ερώτηση 6 

   Παρόλο που όλες οι ομάδες μαθητών απάντησαν σωστά στο υποερώτημα (α) καθώς 

θεωρήθηκε μια απλή αλγεβρική διαδικασία, το υποερώτημα (β) ήταν μία πρόκληση για 

αυτούς. Προφανώς οι ομάδες Β και Γ θεώρησαν ότι το όριο υπάρχει κάτι που δεν ίσχυε 

για την ομάδα Α. Η ομάδα Β πίστευε ότι εφόσον το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα, το ίδιο 

ισχύει για το 𝜂𝜇𝑥, ενώ η ομάδα Γ θεώρησε ότι καθώς το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα, το 

𝜂𝜇𝑥 παίρνει τη μέγιστη τιμή του, η οποία είναι ίση με το 1. Το υποερώτημα (γ) φαίνεται 

να είναι ξεκάθαρο μόνο για τις ομάδες Α και Β, μιας και απάντησαν σωστά. 
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6.4.7  Ερώτηση 7 

7. Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις, όταν η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

𝑓 είναι: 

 
(α)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→2
𝑓(𝑥)     

(β) 𝑙𝑖𝑚
   𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  

(γ)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)     

(δ)  𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

𝑓(𝑥)  

    

   Η ερώτηση έγινε με σκοπό να ελέγξει σε ποιο βαθμό οι μαθητές μπορούν να 

υπολογίσουν τα όρια μιας συνάρτησης εποπτεύοντας το γράφημά της και εξετάζοντας 

τη συμπεριφορά των τιμών της. Οι απαντήσεις των ομάδων παρουσιάζονται στον 

παρακάτω πίνακα: 

Πίνακας 6.2 Απαντήσεις των ομάδων στην ερώτηση 7

 
Υποερωτήματα                                           Ομάδα Α          Ομάδα Β          Ομάδα Γ 

(α)     lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)                                         Δεν υπάρχει             ±∞                  +∞ 

(β)  lim
     𝑥→−∞

𝑓(𝑥)                                              0                       0                    −∞ 

(γ)     lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)                                                  2                       2                       2 

(δ)     lim
𝑥→5

𝑓(𝑥)                                                  3                       3                       3

 
Στο υποερώτημα (α), μόνο η ομάδα Α έδωσε τη σωστή απάντηση. Με την απάντηση 

ότι το όριο δεν υπάρχει, ενδεχομένως να θεωρεί ότι η 𝑓 δεν έχει όριο καθώς 𝑥 → 2,   

επειδή το αριστερό και δεξιό όριο είναι διαφορετικά. Με το σύμβολο ±∞ η ομάδα Β 

εννοεί ότι το όριο μπορεί να είναι +∞ ή −∞ ανάλογα με την κατεύθυνση της 

προσέγγισης του αριθμού 2. Η ομάδα Γ φαίνεται να προσεγγίζει το 2 μόνο από τα 

αριστερά, χωρίς να παρατηρεί ολοκληρωμένα και ως εκ τούτο σωστά το γράφημα. Στο 

υποερώτημα (β) μόνο η ομάδα Γ απάντησε λανθασμένα, γεγονός που φανερώνει την 
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αδυναμία των μαθητών της συγκεκριμένης ομάδας να ερμηνεύουν το γράφημα μιας 

συνάρτησης με ασύμπτωτες. Στα υποερωτήματα (γ) και (δ), όλες οι ομάδες απάντησαν 

σωστά.      

6.4.8  Ερώτηση 8 

8.  Τι βρίσκεται μεταξύ του 0,999… (άπειρα 9) και του 1; 

(α)  Τίποτα επειδή 0,999… = 1. 

(β)  Μία απείρως μικρή απόσταση επειδή 0,999 . . . < 1. 

(γ) Δεν μπορούμε πραγματικά να απαντήσουμε επειδή το 0,999…  συνεχίζει 

για πάντα και ποτέ δεν σταματάει. 

(δ) Εάν δεν συμφωνείτε με κανένα από τα παραπάνω, επιλέξτε τη 

συγκεκριμένη απάντηση, δίνοντας τη δική σας εξήγηση παρακάτω. 

 

   Οι ομάδες των μαθητών κλήθηκαν να απαντήσουν τη συγκεκριμένη ερώτηση 

κυκλώνοντας μία από τις τέσσερις επιλογές που τους δόθηκαν. Από τις απαντήσεις των 

ομάδων, με εξαίρεση μία, γίνεται αντιληπτό ότι οι μαθητές θεωρούν πως το 0,999… 

δεν ισούται με το 1, αλλά είναι απείρως μικρότερο από το 1. Η ομάδα Α 

διαφοροποιήθηκε θεωρώντας το 𝑙𝑖𝑚 0,999… = 1, ενώ το 0,999… ≠ 1. 

 

6.4.9  Ερώτηση 9 

9.  Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥−2

𝑥−2
 

            Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

(α)  Ποια είναι η τιμή του 𝑓(2);    
(β)  Έχει η 𝑓(𝑥) όριο στο 𝑥 = 2;   

(γ)  Εάν ναι, ποιο είναι το όριο; 

 

   Η ένατη ερώτηση ζητούσε από τους μαθητές να χαράξουν τη γραφική παράσταση 

μιας συνάρτησης η οποία έχει μία «οπή». Σκοπός ήταν να διαπιστωθεί σε ποιο βαθμό 

οι μαθητές αντιλαμβάνονται τις ασυνεχείς συναρτήσεις, χωρίς να τις έχουν διδαχθεί, 

μόνο από την κατανόηση της έννοιας του ορίου. Η ομάδα Α σχεδίασε σωστά το 

γράφημα και για το υποερώτημα (α) έγραψε ότι: «δεν ορίζεται το 𝑓(2) διότι το 2 ∉

𝐷𝑓» και συνέχισε: «η 𝑓(𝑥) έχει όριο στο 𝑥 = 2 με lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 1» απαντώντας με τον 

τρόπο αυτό στα υποερωτήματα (β) και (γ) αντίστοιχα. Παρόλο που η ομάδα Β 

απλοποίησε τη συνάρτηση φέρνοντάς τη στη μορφή 𝑓(𝑥) = 1, κατά τον σχεδιασμό δεν 

σημείωσε την οπή στο γράφημα. Στο υποερώτημα (α) σημείωσε πως δεν υπάρχει το 

𝑓(2) και για το όριο έγραψε πως ισούται με το 1. Τέλος, η ομάδα Γ δεν μπόρεσε να 



102 
 

χαράξει τη γραφική παράσταση της 𝑓. Απάντησε: «𝑓(2) =
0

0
 απροσδιοριστία» για το 

υποερώτημα (α) και για το όριο πως δεν υπάρχει.  

6.4.10  Ερώτηση 10 

10. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ θέτουμε 𝛼1=ΑΒ+ΑΓ (το άθροισμα των μηκών ΑΒ και ΑΓ). 

Στη συνέχεια θεωρούμε τα μέσα Δ, Ε, Ζ των πλευρών του και κατασκευάζουμε 

τα τρίγωνα ΒΔΖ και ΖΕΓ. Θέτουμε 𝛼2=ΒΔ+ΔΖ+ΖΕ+ΕΓ. Στα τρίγωνα ΒΔΖ και 

ΖΕΓ κατασκευάζουμε από δύο τρίγωνα στο κάθε ένα με την ίδια διαδικασία και 

θέτουμε 𝛼3 το άθροισμα των αντίστοιχων οκτώ ευθυγράμμων τμημάτων, όπως 

φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.   

 

Η διαδικασία αυτή μπορεί να συνεχιστεί επ’ άπειρον. Η τιμή του 𝛼𝜈 καθώς το 𝜈 

αυξάνει απεριόριστα τείνει στο μήκος του ΒΓ; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

 

Η δέκατη ερώτηση αφορούσε ένα γεωμετρικό πρόβλημα το οποίο στόχευε να 

διερευνήσει την επίδοση των μαθητών στα όρια και αν αυτή επηρεάζονταν από τη φύση 

της οπτικής αναπαράστασης. Η ομάδα Α απάντησε πως: «η τιμή του 𝛼𝜈 καθώς το 𝜈 

αυξάνει απεριόριστα τείνει στο μήκος του ΒΓ, καθώς το άθροισμα των πλευρών των 

τριγώνων που θα δημιουργηθούν εμφανίζουν τη συνολική πλευρά ΒΓ». Παρόμοια 

απάντηση έδωσε η ομάδα Β η οποία ανέφερε ότι: « lim
𝜈→+∞

𝛼𝜈 = 𝛣𝛤 καθώς η τιμή που θα 

πάρει το όριο θα ακουμπήσει κάποια στιγμή το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ». Τέλος, η ομάδα 

Γ έγραψε πως: «Η τιμή του 𝛼𝜈 καθώς το 𝜈 αυξάνει απεριόριστα θα τείνει στο μήκος του 

ΒΓ, αλλά δεν θα γίνει ποτέ ίση με αυτή, όπως και στο ερώτημα 8 με το 0,999…». 

Χρησιμοποιώντας γνώσεις Γεωμετρίας, εύκολα κανείς μπορεί να αποδείξει ότι 

𝛼𝜈=ΑΒ+ΑΓ για κάθε 𝜈 = 1, 2, 3…, δηλαδή ότι η ακολουθία είναι σταθερή. Επομένως 

η ακολουθία 𝛼𝜈 καθώς 𝜈 → +∞ συγκλίνει στη σταθερή τιμή της, κάτι που έρχεται σε 
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αντίθεση με τις απαντήσεις των μαθητών στις οποίες κατέληξαν εποπτεύοντας το 

σχήμα. 

   Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, τα κύρια σημεία των ερωτήσεων του γνωστικού 

τεστ που θα μπορούσαν να βοηθήσουν την καθοδήγηση σε ορισμένα συμπεράσματα 

ήταν οι ερωτήσεις 4, 6 (γ) και 8. Οι συγκεκριμένες ερωτήσεις είχαν κοινό στοιχείο τις 

διερευνητικές ιδέες των μαθητών για τα απειροστά και την έννοια του ορίου. 

Μολαταύτα, οι ερωτήσεις στόχευαν και κάπου αλλού· να ελέγξουν την ιδέα ότι ένα 

όριο μπορεί να βρεθεί τοποθετώντας αριθμούς στην ανεξάρτητη μεταβλητή, όπως 

φαίνεται στην τέταρτη ερώτηση. Η όγδοη ερώτηση σχετίζονταν με την έννοια των 

απειροστών και πως αυτή συνδέεται με την έννοια του ορίου. Αν και αυτή η ερώτηση 

ήταν παρόμοια με την 6 (γ), η οποία αφορούσε αποκλειστικά το όριο μιας ακολουθίας, 

οι μαθητές δεν αναγνώρισαν την ομοιότητά της με την όγδοη,  όπου η έννοια του ορίου 

εμπεριέχονταν σε αυτή. 
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7  Συμπεράσματα 

Σε αυτό το κεφάλαιο, γίνεται διεξαγωγή συμπερασμάτων από τις απαντήσεις και 

συζητήσεις των ομάδων μαθητών στα φύλλα εργασίας και στο γνωστικό τεστ. Το 

πρώτο ερευνητικό ερώτημα της εργασίας, αφορούσε τα βήματα που παρουσιάζονται 

στην ιστορία της έννοιας του ορίου και αξίζει να επαναληφθούν μέσω μιας 

καθοδηγούμενης συζήτησης, αν θέλουμε να οδηγήσουμε τους μαθητές στη σύγχρονη 

εκδοχή της έννοιας του ορίου. Απαντώντας λοιπόν στο παραπάνω ερευνητικό 

ερώτημα, επιλέχθηκαν τα εξής βήματα: 

 Το Παράδοξο της Διχοτομίας του Ζήνωνα, διότι συνδέεται με την τρίτη 

παρανόηση από τη λίστα του Williams ότι: «Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα 

σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει» (απρόσιτο). 

 Ο Τετραγωνισμός της Παραβολής του Αρχιμήδη, καθώς σχετίζεται με την 

πέμπτη παρανόηση από τη λίστα του Williams ότι: «Ένα όριο είναι μία 

προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής επιθυμούμε» 

(προσεγγιστικό). 

 Η Στιγμιαία Ταχύτητα του Νεύτωνα, επειδή αφορά τη δεύτερη παρανόηση 

από τη λίστα του Williams ότι: «Ένα όριο υπολογίζεται τοποθετώντας στη 

συνάρτηση αριθμούς που βρίσκονται όλο και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, 

μέχρι το όριο να επιτευχθεί» (δυναμικό - πρακτικό). 

7.1  Ζήνωνας 

Εφόσον οι μαθητές μας δεν έχουν διδαχθεί ακόμη τα όρια, δεν μπορούμε πραγματικά 

να ερμηνεύσουμε τις γνωστικές συγκρούσεις που λαμβάνουν χώρα  στο μυαλό τους. 

Οι ιδέες που εξέφρασαν μπορούν να συνδεθούν με ορισμένα από τα φαινόμενα ορίων, 

όπως αναφέρονται στην παράγραφο 3.2. Καθώς κάθε παράδοξο έχει δύο 

αντικρουόμενες απόψεις, οι οποίες δεν είναι απαραίτητα λάθος, ήταν δεδομένο ότι οι 

μαθητές θα εμπλέκονταν σε αυτές. 

   Στο παράδοξο του Ζήνωνα, το φαινόμενο της απλής οριζόντιας ασύμπτωτης το οποίο 

μπορεί να συνδεθεί με το «Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση 

πλησιάζει συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει» (Williams, 1991), είναι ορατό στις συζητήσεις 

με τους μαθητές. Οι δύο πλευρές του παραδόξου είναι: είτε φτάνουμε στον προορισμό 
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μας στο άπειρο είτε δε φτάνουμε ποτέ. Και οι τρεις ομάδες μαθητών που συμμετείχαν 

στην έρευνα πίστευαν ότι μπορούν να πλησιάζουν ολοένα και πιο κοντά στο σημείο 𝛣 

χωρίς ωστόσο να το φτάνουν εντελώς. Αυτή η πεποίθηση ήταν κυρίαρχη και στις τρεις 

ομάδες, αν και γνώριζαν ότι κάτι τέτοιο δεν υφίσταται στην πραγματική ζωή. 

   Ο εκπαιδευτικός ενθάρρυνε την εμπλοκή των μαθητών στο παράδοξο και στην ιδέα 

της προσέγγισης μέσω καθοδηγούμενων ερωτήσεων. Στην ενότητα των φαινομένων 

ορίων, η ιδέα της προσέγγισης ονομάζεται φαινόμενο της οπής η οποία είναι μία 

παρανόηση: «Ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής 

επιθυμούμε» (Williams, 1991). Η ερώτηση που διερευνήθηκε στο σημείο αυτό, 

αφορούσε το τι συμβαίνει στην απειροελάχιστη απόσταση που υπολείπεται 

πηγαίνοντας από το σημείο 𝛢 στο σημείο 𝛣· θα έπρεπε να θεωρείται 0 ή μια προσέγγιση 

κοντά στο 0. Οι ομάδες Α και Β φαίνεται να πιστεύουν ότι η προσέγγιση εξηγεί μόνο 

μία πλευρά του παραδόξου, η οποία είναι ο περίεργος τρόπος κίνησης στο πρόβλημα 

του Ζήνωνα. Δηλαδή ότι ποτέ δε θα φτάσουμε στον προορισμό μας, καθώς πάντα κάτι 

θα μένει. Η ομάδα Γ, ενώ φαίνεται να συμφωνεί εν μέρει με τις άλλες δύο ομάδες, 

θεωρεί ότι το να φτάσει κανείς πραγματικά στον προορισμό είναι μια προσέγγιση και 

η ακολουθία 
1

2𝜈 γίνεται ακριβώς 0 όταν το 𝜈 τείνει στο άπειρο. 

7.2  Αρχιμήδης  

Οι δύο πλευρές του παραδόξου αφορούν το γεγονός ότι από τη μία το εμβαδόν του 

πολυγώνου ισούται με αυτό του παραβολικού χωρίου, καθώς το 𝜈 αυξάνεται ολοένα 

και πιο πολύ, ενώ από την άλλη τα δύο αυτά εμβαδά δεν μπορούν να γίνουν ίσα. Σε 

αυτή την ενότητα μόνο μία περίπτωση των φαινομένων ορίων αναφέρθηκε και 

συζητήθηκε, το λεγόμενο φαινόμενο της οπής. Συγκριτικά με τις κοινές αντιλήψεις για 

την έννοια του ορίου, το φαινόμενο αυτό συνδέεται με την παρανόηση: «Ένα όριο είναι 

μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής επιθυμούμε» (Williams, 1991). 

Η  ομάδα Γ ανέφερε τη δυναμική διαδικασία κατά την οποία η υπολειπόμενη διαφορά 

– μεταξύ των δύο εμβαδών – όλο και μικραίνει και πως στο άπειρο η διαφορά αυτή 

γίνεται 0. Από την άλλη οι ομάδες Α και Β, ισχυρίστηκαν ότι αυτή η διαφορά μεταξύ 

των εμβαδών δε θα γίνει ποτέ 0. 
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7.3  Νεύτωνας 

Σε αυτή τη δραστηριότητα, οι μαθητές έπρεπε να βρουν τη στιγμιαία ταχύτητα 

βρίσκοντας τη μέση ταχύτητα μεταξύ δύο χρονικών στιγμών που διέφεραν κατά ℎ. Οι 

δύο πλευρές του παραδόξου είναι ότι από τη μία η στιγμιαία ταχύτητα δεν υπάρχει, 

όπως στην περίπτωση του τροχονόμου με το ραντάρ, και από την άλλη η στιγμιαία 

ταχύτητα υπάρχει τη στιγμή που θα κοιτάξουν το ταχύμετρο του αυτοκινήτου. Φυσικά, 

εμείς γνωρίζουμε από την εμπειρία μας ότι η στιγμιαία ταχύτητα όντως υφίσταται. 

Παρόλα αυτά, για να την προσδιορίσουμε, υπολογίσαμε τη διανυθείσα απόσταση σε 

ένα χρονικό διάστημα. Το περί ου ο λόγος χρονικό διάστημα περιλαμβάνει 

τουλάχιστον δύο χρονικές στιγμές οι οποίες είναι διαφορετικές μεταξύ τους, αφού κάτι 

τέτοιο θα απαιτούσε να θέσουμε ℎ = 0, και το πηλίκο 
0

0
 δεν ορίζεται. Κατά τη διάρκεια 

των υπολογισμών, οι μαθητές παραγοντοποίησαν τους όρους του κλάσματος, με τη 

συνθήκη ότι ℎ ≠ 0. Το γεγονός αυτό προκάλεσε υπολογιστική σύγχυση σε αυτούς και 

έπρεπε να βρουν εξήγηση για αυτό. Η πρώτη τους διαισθητική σκέψη αφορούσε μία 

από τις παρανοήσεις της λίστας του Williams (1991): «Ένα όριο υπολογίζεται 

τοποθετώντας στη συνάρτηση αριθμούς που βρίσκονται όλο και πιο κοντά σε ένα 

δοσμένο αριθμό, μέχρι το όριο να επιτευχθεί». Η άποψη αυτή σχετίζονταν με το 

φαινόμενο της συνέχειας όπως αναφέρεται στην παράγραφο 3.2, της λίστας φαινόμενα 

ορίων. Η ομάδα Β θεώρησε πως η κλίση της ευθείας 𝛢𝛣 είναι ακριβώς 2, άρα το ίδιο 

ισχύει και για τη στιγμιαία ταχύτητα, ανεξάρτητα από τη συνθήκη του ℎ. Οι ομάδες Α 

και Γ από την άλλη, πίστευαν πως υπολογίζοντας τις μέσες ταχύτητες για πολύ μικρά 

χρονικά διαστήματα, δίνουν μια προσέγγιση της στιγμιαίας ταχύτητας.     

7.4  Γνωστικό Τεστ 

Στην πρώτη ερώτηση του γνωστικού τεστ η οποία ζητούσε από τους μαθητές να 

κατατάξουν σε μια κλίμακα ιεράρχησης έξι προτάσεις, ανάλογα με το ποια περιέγραφε 

πληρέστερα την έννοια του ορίου, οι εξής τρεις επιλέχτηκαν ως πιο δημοφιλείς για την 

πληρέστερη περιγραφή του ορίου:  

 Ένα όριο είναι ένας αριθμός στον οποίο οι τιμές 𝑦 της συνάρτησης μπορούν να 

βρεθούν οσοδήποτε κοντά θέλουμε, καθώς οι τιμές του 𝑥 πλησιάζουν ένα 

συγκεκριμένο αριθμό (άτυπο-διαισθητικό). 
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 Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει συνεχώς 

αλλά ποτέ δε φτάνει (απρόσιτο). 

 Ένα όριο περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο η συνάρτηση μετακινείται, καθώς οι 

τιμές του 𝑥 κινούνται προς ένα συγκεκριμένο σημείο (δυναμικό-θεωρητικό). 

   Η επιλογή του άτυπου – διαισθητικού ορισμού του ορίου ως τη δημοφιλέστερη 

απάντηση, δείχνει πως οι μαθητές ανακάλεσαν στη μνήμη τους τον ορισμό του ορίου 

που είχε διατυπωθεί πριν τη διεξαγωγή του συγκεκριμένου ερωτηματολογίου. Έπειτα, 

η δεύτερη πιο δημοφιλής σε κατάταξη πρόταση αφορούσε το όριο ως απρόσιτο και 

πιθανότατα επιλέχθηκε διότι οι μαθητές ήταν επηρεασμένοι από τα προβλήματα του 

Ζήνωνα και του Αρχιμήδη. Αναφορικά με την τρίτη επιλογή που σχετιζόταν με την 

περιγραφή του ορίου ως δυναμικό – θεωρητικό, οι μαθητές φαίνεται να την επέλεξαν, 

καθώς η χρήση δυναμικής γλώσσας που δηλώνει μια συνεχόμενη κίνηση στο μυαλό 

τους ήταν στενά συνδεδεμένη με το όριο. 

   Στη δεύτερη ερώτηση οι μαθητές έπρεπε να περιγράψουν πώς αντιλαμβάνονται την 

έννοια του ορίου. Δεν μπορούμε ωστόσο να καταλάβουμε από την περιγραφή των 

μαθητών της ομάδας Α, αν έχουν κατανοήσει τον ορισμό της έννοιας του ορίου, εφόσον 

επαναλαμβάνουν την ίδια πρόταση που βρίσκεται στην εκφώνηση χρησιμοποιώντας 

σύμβολα. Οι μαθητές της συγκεκριμένης ομάδας πιστεύουν ότι το όριο μιας 

συνάρτησης είναι η τιμή της συνάρτησης σε ένα σημείο, γεγονός που ισχύει μόνο όταν 

οι συναρτήσεις είναι συνεχείς. Οι μαθητές της ομάδας Β φαίνεται πως έχουν στο μυαλό 

τους την έννοια της εγγύτητας, καθώς αναφέρουν πως όταν το 𝑥 τείνει στο 𝑥0 χωρίς να 

το φτάνει, η 𝑓 πλησιάζει το ℓ και στο άπειρο το όριο ισούται με το ℓ. Οι μαθητές της 

ομάδας Γ από την άλλη έγραψαν με συμβολικό τρόπο και χωρίς να περιγράψουν τον 

ορισμό του ορίου. Από τις απαντήσεις γίνεται αντιληπτό επίσης πως υπάρχει αδυναμία 

από τη μεριά των μαθητών να μιλήσουν για την έννοια του ορίου, παρά το γεγονός ότι 

τους είχε δοθεί ένας άτυπος ορισμός. Αυτό μπορεί να οφείλετε σε δύο λόγους· είτε 

έχουν ξεχάσει τον ορισμό είτε ενεργούν σαν να μη τους είχε δοθεί και έχουν την τάση 

να δημιουργούν αντιλήψεις που σχετίζονται με διάφορες πτυχές της πρότερης 

εμπειρίας τους. 

   Στην ερώτηση 3, ζητήθηκε από τους  μαθητές να βρουν το όριο στην περίπτωση μιας 

συνεχούς και σταθερής συνάρτησης. Οι μαθητές δε φάνηκαν να δυσκολεύονται, καθώς 

όλες οι ομάδες απάντησαν σωστά. Το ότι οι μαθητές γνώριζαν πως το γράφημα της 
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συνάρτησης 𝑓 είναι η οριζόντια ευθεία 𝑦 = 3 τους ώθησε στο να αποφύγουν μία από 

τις κοινές παρανοήσεις για το όριο από τη λίστα του Williams, όπως τείνει και δε φτάνει. 

   Στην ερώτηση 4, τόσο η ομάδα Β όσο και η ομάδα Γ οδηγήθηκαν στο λανθασμένο 

συμπέρασμα ότι ένα όριο μπορεί να βρεθεί εξετάζοντας τη συμπεριφορά της 

συνάρτησης για τιμές του 𝑥 κοντά σε μια τιμή 𝑥0. Αξίζει να σημειωθεί ότι αυτή η 

διαισθητική προσέγγιση με τη χρήση πίνακα για την εισαγωγή στα όρια παρουσιάζεται 

σε πολλά μαθηματικά βιβλία, όπου και υπολογίζει σωστά αρκετά όρια. Ωστόσο, η εν 

λόγω προσέγγιση δεν μπορεί να γενικευτεί. Για παράδειγμα, η συνάρτηση              

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
1

1020⋅𝑥
 που έδωσε ο Williams στην έρευνά του, ζητώντας από τους 

μαθητές του να υπολογίσουν το όριο της 𝑓(𝑥) καθώς 𝑥 → 0 επαληθεύει τον πίνακα 

που τους δόθηκε για περιορισμένες τιμές του 𝑥. Εάν όμως συνεχιστεί αυτή η διαδικασία 

θα εκπλαγούμε. Όπως παρατηρείται στο Σχήμα 7.1, η 𝑓(𝑥) δεν έχει όριο καθώς 𝑥 → 0, 

αφού οι τιμές της 𝑓 αυξάνονται απεριόριστα (κατ’ απόλυτη τιμή) καθώς 𝑥 → 0, δηλαδή 

δεν προσεγγίζουν κανέναν πραγματικό αριθμό. Το να κάνουμε λοιπόν παραδοχές και 

υποθέσεις που βασίζονται αποκλειστικά στη διαίσθησή μας για το τι πρέπει να είναι το 

όριο, ενδεχομένως να οδηγηθούμε σε παραπλανητικά αποτελέσματα και παρανοήσεις. 

Η ομάδα Α από την άλλη, συμπέρανε ότι το όριο πιθανόν να ισούται με 1, αλλά μπορεί 

επίσης να είναι 1,000…001 ή 0,999…999. Ο  συλλογισμός τους ενδέχεται να μην 

είναι απόλυτα σωστός, μιας και αυτό έχει να κάνει με την ερμηνεία των τριών τελειών. 

Συμπεραίνεται λοιπόν, ότι δύο από τις τρεις ομάδες έδειξαν την εσφαλμένη αντίληψη 

ότι ένα όριο μπορεί να καθοριστεί τοποθετώντας αριθμούς. 

 

Σχήμα 7.1 Η συνάρτηση 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 +
𝟏

𝟏𝟎𝟐𝟎⋅𝒙
 εστιασμένη στο σημείο (𝟎, 𝟏) 
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   Στην ερώτηση 5, ζητήθηκε από τους μαθητές να χαράξουν τη γραφική παράσταση 

μιας ρητής συνάρτησης και στη συνέχεια να απαντήσουν σε ερωτήματα που 

σχετίζονταν με σημείο που δεν ορίζονταν. Σκοπός ήταν να εξεταστεί κατά πόσο οι 

μαθητές έχουν κατανοήσει ότι μία συνάρτηση μπορεί να έχει όριο σε ένα σημείο χωρίς 

όμως να ορίζεται στο σημείο αυτό. Από τις τρεις ομάδες μόνο η ομάδα Α μπόρεσε να 

χαράξει σωστά το γράφημα της συνάρτησης με το αφαιρεθέν σημείο. Από τις 

απαντήσεις εξάγεται το συμπέρασμα πως οι μαθητές παρατήρησαν ότι μια συνάρτηση 

μπορεί να έχει όριο σε ένα σημείο, το οποίο να μην ανήκει στο πεδίο ορισμού της. 

Αξιοσημείωτη ήταν η απάντηση της ομάδας Β στο υποερώτημα (β): «το όριο υπάρχει 

επειδή ποτέ δε φτάνει στο 3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

(𝑥−3)⋅(𝑥+3)

(𝑥−3)
= 6». Oι μαθητές της 

συγκεκριμένης ομάδας θεώρησαν ότι το 𝑥 δεν μπορεί να γίνει ίσο με το 3 όταν 

ψάχνουμε για το όριο. Φαίνεται ότι για αυτούς το όριο για 𝑥 → 3 υπάρχει αν και μόνο 

αν η συνάρτηση δεν ορίζεται για 𝑥 = 3. 

   Η ερώτηση 6 αφορούσε την εύρεση ορίων, εφόσον αυτά υπάρχουν, μιας απλής 

πολυωνυμικής και μιας τριγωνομετρικής συνάρτησης καθώς επίσης και μιας 

ακολουθίας. Οι μαθητές δε δυσκολεύτηκαν στο υποερώτημα (α) καθώς ήταν μια απλή 

αλγεβρική διαδικασία οπότε όλοι τους απάντησαν σωστά. Όμως αυτό δε συνέβη στα 

υποερωτήματα (β)· προφανώς οι ομάδες Β και Γ θεώρησαν ότι το όριο υπάρχει, κάτι 

που δεν ίσχυε για την ομάδα Α. Ενδεχομένως οι μαθητές της ομάδας Β να πίστευαν ότι 

αφού το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα, άρα το ίδιο ισχύει για το 𝜂𝜇𝑥. Από την άλλη, η 

ομάδα Γ θεώρησε ότι καθώς το 𝑥 αυξάνεται απεριόριστα, το 𝜂𝜇𝑥 παίρνει τη μέγιστη 

τιμή του, η οποία είναι ίση με το 1. Το υποερώτημα (γ) φαίνεται να είναι ξεκάθαρο 

μόνο για τις ομάδες Α και Β, εφόσον απάντησαν σωστά. Το γεγονός αυτό ίσως να 

οφείλεται στο ότι όταν το σύμβολο του ορίου (lim) υπάρχει, οι μαθητές δεν έχουν 

πρόβλημα να θεωρήσουν ότι 
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈 ισούται με 1. Αυτό ωστόσο δεν το 

αντιλαμβάνονται στην ερώτηση 8, που δε βλέπουν το σύμβολο του ορίου (lim), 

θεωρώντας το άθροισμα 
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈 ≠ 1, ενώ θα έπρεπε να προσέξουνε ότι η 

εν λόγω έννοια εμπεριέχεται στην ερώτηση. Πιστεύουν πως το ίδιο το άθροισμα είναι 

μια άπειρη διαδικασία, όπως ακριβώς το 0,999… που αυξάνεται συνεχώς. Η αιτία 

οφείλεται στην ερμηνεία των τριών τελειών (… ) για τους μαθητές. Οι τρεις τελείες 

(… ) ενδέχεται να σημαίνουν έναν αυθαίρετα επιλεγμένο πλήθος προσθετέων. Στην 

περίπτωση αυτή η έννοια του απείρου δε συμπεριλαμβάνεται στο νόημα των τελειών. 
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Αντίθετα, οι τρεις τελείες στην ερώτηση 8 αντιπροσωπεύουν την ιδέα του απείρου. Η 

λάθος απάντηση της ομάδας Γ ίσως να οφείλεται στην παρανόηση πως εκλαμβάνει το 

άθροισμα άπειρων θετικών αριθμών ως έναν μη πεπερασμένο αριθμό. 

   Η ερώτηση 7 στόχευε στον έλεγχο της κατανόησης των μαθητών σχετικά με τον 

υπολογισμό των ορίων μιας συνάρτησης εξετάζοντας το γράφημά της και τη 

συμπεριφορά των τιμών της. Το σκεπτικό της ομάδας Α στο υποερώτημα (α), ίσως να 

δείχνει πως οι μαθητές θεώρησαν ότι η 𝑓 δεν έχει όριο καθώς 𝑥 → 2, επειδή τα 

πλευρικά όρια είναι διαφορετικά. Με το σύμβολο ±∞ η ομάδα Β ενδεχομένως εννοεί 

ότι το όριο μπορεί να είναι +∞ ή −∞ ανάλογα με την κατεύθυνση της προσέγγισης 

του αριθμού 2, ενώ η ομάδα Γ δεν παρατηρεί σωστά το γράφημα καθώς πλησιάζει το 

2 μόνο από τα αριστερά. Το γεγονός ότι στο υποερώτημα (β) μόνο η ομάδα Γ απάντησε 

λανθασμένα, φανερώνει ότι οι μαθητές της συγκεκριμένης ομάδας αδυνατούν να 

ερμηνεύσουν ορθά το γράφημα μιας συνάρτησης με ασύμπτωτες. 

   Στην ερώτηση 8, οι λανθασμένες απαντήσεις των μαθητών μας δίνουν τη δυνατότητα  

να ερευνήσουμε τη διττή φύση του απείρου, είτε ως δυνητικό είτε ως πραγματικό. Στο 

δυνητικό, το άπειρο είναι μια αέναη διαδικασία της συνεχούς προσθήκης εννιαριών. 

Από την άλλη πλευρά, το πραγματικό άπειρο αντιπροσωπεύει μια ολοκληρωμένη 

οντότητα, ένα μαθηματικό αντικείμενο, που στην περίπτωσή μας είναι ο απειροψήφιος 

δεκαδικός αριθμός 0,999… . Η κατευθυντήρια γραμμή στην έρευνα ήταν η δυναμική 

διαδικασία των απειροστών και συνεπώς του απείρου. Το πραγματικό άπειρο είναι μια 

πιο αφηρημένη έννοια που δεν εμφανίζεται συχνά στο μυαλό των μαθητών. Το 

αξιοσημείωτο σε αυτή την ερώτηση είναι ότι η έννοια του ορίου υπονοείται και για να 

την αναγνωρίσουν οι μαθητές απαιτείται ένα υψηλότερο επίπεδο κατανόησης της 

έννοιας. 

   Η ερώτηση 9, που περιλάμβανε μια συνάρτηση με μια «οπή» στο γράφημα, φάνηκε 

να μη δυσκολεύει τους μαθητές των ομάδων Α και Β μιας και έδωσαν σωστές 

απαντήσεις. Η ομάδα Γ ωστόσο δεν έφερε τη συνάρτηση σε απλοποιημένη μορφή, κάτι 

που τη δυσκόλεψε τόσο κατά τη χάραξη της γραφικής παράστασης όσο και για την 

εύρεση του ορίου.   

   Η δέκατη ερώτηση αφορούσε ένα πρόβλημα γεωμετρικής αναπαράστασης το οποίο 

στόχευε να διερευνήσει την επίδοση των μαθητών στη λύση προβλήματος στα όρια και 

αν η επίδοσή τους επηρεάζονταν από τη φύση της οπτικής αναπαράστασης. Είναι 

χαρακτηριστικό το γεγονός πως και οι τρεις ομάδες οδηγήθηκαν στο λανθασμένο 
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συμπέρασμα πως η ακολουθία 𝛼𝜈 συγκλίνει στο μήκος του ΒΓ, διότι βασίστηκαν 

αποκλειστικά στη γεωμετρική αναπαράσταση που συνόδευε το πρόβλημα, 

χρησιμοποιώντας την με έναν ακατάλληλο διαισθητικό τρόπο. Άλλωστε, μια 

μαθηματική αλήθεια κατοχυρώνεται και γίνεται αποδεκτή μόνο μέσα από την αυστηρά 

τυπική απόδειξη. Παρόμοια αποτελέσματα συναντήσαμε και στην έρευνα των Elia et 

al. (2009), η οποία πραγματοποιήθηκε σε σχολεία Δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης στην 

Ελλάδα. Στη συγκεκριμένη έρευνα συμμετείχαν 222 μαθητές της Γ΄ Λυκείου που είχαν 

τα μαθηματικά ως κύριο μάθημα και μέχρι εκείνη τη στιγμή που πραγματοποιήθηκε η 

έρευνα, είχαν ήδη διδαχθεί στοιχειώδη λογισμό, συμπεριλαμβανομένων των 

συναρτήσεων, του ορίου, της συνέχειας, των παραγώγων και των ολοκληρωμάτων. 

Μόνο το 7% μπόρεσε να δώσει σωστή απάντηση στο πρόβλημα. 

  Λαμβάνοντας υπόψη όλα τα παραπάνω και επιστρέφοντας στο δεύτερο ερευνητικό 

ερώτημα που σχετίζεται με το ποιες από τις κοινές παρανοήσεις αντιμετωπίζονται 

ευκολότερα ή/και καλύτερα μέσω των ιστορικών αναφορών και ποιες θεωρούνται 

ανθεκτικές στο μυαλό τους ακόμα και μετά τη διδασκαλία, διαπιστώθηκε ότι: 

 Η πλειονότητα των μαθητών είναι σε θέση να υπολογίζει σωστά όρια συνεχών 

συναρτήσεων (όπως πολυωνυμικών και τριγωνομετρικών), συναρτήσεων με 

οπές, καθώς επίσης και όρια απειροσειρών. 

 Στην περίπτωση μιας συνεχούς και σταθερής συνάρτησης, οι μαθητές 

απάντησαν σωστά, αποφεύγοντας μία από τις κοινές παρανοήσεις για το όριο 

από τη λίστα του Williams, όπως τείνει και δε φτάνει. 

 Οι μαθητές παρατήρησαν ότι μια συνάρτηση μπορεί να έχει όριο σε ένα σημείο, 

το οποίο να μην ανήκει στο πεδίο ορισμού της. 

 Υπήρξε αδυναμία περιγραφής του ορισμού του ορίου, παρά το γεγονός ότι τους 

είχε δοθεί ένας άτυπος ορισμός. 

 Σε ορισμένα έργα αρκετοί μαθητές εξέφρασαν την άποψη πως το όριο τείνει και 

δε φτάνει. 

 Μια άλλη προσέγγιση είναι ότι το όριο μπορεί να καθοριστεί τοποθετώντας 

αριθμούς. 
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 Για κάποιους μαθητές το άπειρο δηλώνει μια συνεχόμενη αύξηση χωρίς 

σταματημό. Εκλαμβάνουν το άθροισμα άπειρων θετικών αριθμών ως έναν μη 

πεπερασμένο αριθμό. 

Παρατηρείται λοιπόν ότι σε κάποια έργα οι παρανοήσεις ξεπεράστηκαν, ενώ σε άλλα 

παρέμειναν ανθεκτικές ακόμα και μετά τη διδασκαλία των ορίων μέσω ιστορικών 

παραδειγμάτων. 
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8  Συζήτηση 

8.1  Σύγκριση με Άλλες Έρευνες 

Στην ενότητα αυτή θα παρατεθούν ορισμένες έρευνες που σχετίζονταν με τη δική μας, 

συγκρίνοντας τις διδακτικές τους προσεγγίσεις και τα αποτελέσματα αυτών με τη δική 

μας. 

   Συγκρίνοντας τη διδακτική προσέγγιση του Williams με τη δική μας, παρατηρείται 

ότι μία κύρια διαφορά είναι ότι στην περίπτωσή μας δε διατυπώθηκε σε καμιά στιγμή 

ο ορισμός του ορίου στους μαθητές, όπως συνέβη στην περίπτωση του Williams, όπου 

ο εν λόγω ορισμός δόθηκε στους φοιτητές του από την αρχή του παραδοσιακού 

μαθήματος. Επιπλέον, ο Williams θέλησε να αλλάξει τις λανθασμένες διαισθητικές 

αντιλήψεις των φοιτητών του για την έννοια του ορίου, σκοπός που μοιάζει με αυτόν 

της δική μας εργασίας. Τα πέντε μοντέλα παρανοήσεων για την έννοια του ορίου που 

αναγνώρισε στους φοιτητές του και κατηγοριοποίησε, χρησιμοποιήθηκαν στη δική μας 

έρευνα προκειμένου να διερευνήσουμε την κατανόηση των δικών μας μαθητών στα 

όρια. Παρόλο που το έργο του Williams παρέχει ένα καλό έναυσμα για περαιτέρω 

μελέτη, θα ήταν προτιμότερο για τον ίδιο να είχε χρησιμοποιήσει μία ενισχυτική 

διδακτική προσέγγιση στους φοιτητές του, παράλληλα με το παραδοσιακό μοντέλο 

διδασκαλίας του. Σε αντίθεση με τον Williams, η δική μας εργασία έφερε τους μαθητές 

σε επαφή με την έννοια του ορίου μέσα από ιστορικές αναφορές. Μία ακόμα διαφορά 

έγκειται στο γεγονός ότι τα υποκείμενα της έρευνας του Williams ήταν φοιτητές, 

επομένως ήδη γνώριζαν την έννοια του ορίου, ενώ στη δική μας έρευνα το δείγμα 

αποτέλεσαν μαθητές της Δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης, οι οποίοι δεν είχαν διδαχθεί 

μέχρι εκείνη τη στιγμή την έννοια του ορίου. Γίνεται λοιπόν αντιληπτό πως ενώ ο 

Williams επιχείρησε να ελέγξει το βαθμό κατανόησης της συγκεκριμένης έννοιας 

στους φοιτητές του, εμείς στοχεύαμε στη διαισθητική προσέγγιση του ορίου μέσω 

δυναμικών διαδικασιών ιστορικής προοπτικής. Επιπρόσθετα, στο ερωτηματολόγιο του 

Williams, το οποίο ερευνούσε τις πιθανές οριακές αντιλήψεις του ορίου, η πλειοψηφία 

των φοιτητών επέλεξε ως σωστή τη δυναμική – θεωρητική αντίληψη. Η θέση αυτή 

αναδεικνύεται και από την έρευνα των Tall και Vinner (1981), η οποία 

πραγματοποιήθηκε σε 70 φοιτητές πρώτου έτους που είχαν βαθμό «Α» ή «Β» στα 

μαθηματικά. Ζητήθηκε λοιπόν από τους φοιτητές να γράψουν έναν ορισμό του 
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lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑐, εφόσον γνώριζαν κάποιον. Τα αποτελέσματα αυτών που 

ανταποκρίθηκαν ήταν τα εξής: 

Πίνακας 8.1 Απαντήσεις των φοιτητών (Ν=70)

   Είδος απάντησης                               Σωστό          Λάθος

Τυπικός                                                 4                  14 

                          Δυναμικός                                            27                 4 

 
Υποσημείωση: Δεν απάντησαν όλοι οι φοιτητές 

   Παρατηρώντας τον παραπάνω πίνακα, διαπιστώνεται ότι η πλειονότητα των 

φοιτητών που διατύπωσε τον ορισμό άτυπα με τη χρήση δυναμικών εικόνων, απάντησε 

σωστά. Αντίθετα, από τους φοιτητές που επέλεξαν να διατυπώσουν τον τυπικό ορισμό, 

η μειοψηφία απάντησε σωστά. Από τα αποτελέσματα φαίνεται ότι οι δυναμικές 

αντιλήψεις για την έννοια του ορίου ήταν ανθεκτικές στο μυαλό των φοιτητών, παρόλο 

που είχαν διδαχθεί τον τυπικό ορισμό. Στη δική μας περίπτωση, οι δύο από τις τρεις 

ομάδες επέλεξαν ως σωστή την άτυπη – διαισθητική αντίληψη και η τρίτη ομάδα αυτή 

του απρόσιτου. Οι ίδιες δυναμικές αντιλήψεις ήταν κυρίαρχες και στο μυαλό των δικών 

μας μαθητών, εμποδίζοντάς τους να περιγράψουν ορθά τον ορισμό του ορίου.  

   Σε μία άλλη έρευνα των Tall και Schwarzenberger (1978), δόθηκε ένα 

ερωτηματολόγιο σε πρωτοετείς φοιτητές μαθηματικού τμήματος, το οποίο αφορούσε 

τα όρια ακολουθιών. Μία από τις ερωτήσεις ρωτούσε τους φοιτητές αν είχαν διδαχθεί 

την έννοια του ορίου ακολουθίας. Δέκα από τους συμμετέχοντες ισχυρίστηκαν ότι 

είχαν διδαχθεί τον ακριβή ορισμό αλλά μόνο επτά από αυτούς έδωσαν έναν επαρκή 

ορισμό. Από την άλλη, 21 φοιτητές δήλωσαν ότι είχαν εισαχθεί άτυπα στην εν λόγω 

έννοια και από αυτούς μόνο ένας μπόρεσε να δώσει έναν ακριβή ορισμό. Οι 

περισσότερες από τις συζητήσεις εστίαζαν σε 2 ερωτήσεις, η μία τους ζητούσε να 

υπολογίσουν το παρακάτω όριο 

lim
𝜈→∞

(1 +
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈). 

Η άλλη ερώτηση αφορούσε αν το 0,999… είναι ίσο με το 1 ή μικρότερο από το 1.  

Στην πρώτη ερώτηση οι περισσότεροι φοιτητές απάντησαν σωστά, υπολογίζοντας το 

όριο ίσο με το 2. Οι απαντήσεις των φοιτητών στη δεύτερη ερώτηση ήταν ποικίλες· 14 

απάντησαν ότι 0,999… = 1, αλλά 2 εξ’ αυτών άλλαξαν την άποψή τους αργότερα. 

Είκοσι απάντησαν ότι 0,999… < 1. Ανάμεσα στους επτά φοιτητές που έδωσαν ακριβή 
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ορισμό του ορίου, μόνο ένας από αυτούς απάντησε ότι 0,999… = 1. Σύμφωνα με τους 

ερευνητές, οι φοιτητές είχαν έλλειψη γνώσης για τα απειροστά και το άπειρο. 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσματα αυτής της έρευνας με τη δική μας, διαπιστώνουμε πως 

και εμείς πραγματευόμαστε τις ίδιες ιδέες, αυτές των απειροστών και του απείρου. Και 

στη δική μας έρευνα, δύο από τις τρεις ομάδες απάντησαν πως το όριο ισούταν με 2, 

ενώ όλοι τους απάντησαν πως το 0,999… είναι μικρότερο από το 1.  

8.2  Περιορισμοί της Έρευνας – Προτάσεις Μελλοντικών Ερευνών 

Οι περιορισμοί που εντοπίστηκαν στην παρούσα έρευνα ήταν οι ακόλουθοι: 

Αρχικά το δείγμα ήταν μικρό, επομένως όχι τόσο αντιπροσωπευτικό ώστε να 

γενικευτούν απόλυτα τα συμπεράσματα. Επιπλέον, η έλλειψη χρόνου αποδείχθηκε 

ανασταλτικός παράγοντας στη διεξαγωγή περαιτέρω συζήτησης με τους μαθητές και 

ανάλυσης του σκεπτικού με το οποίο οδηγήθηκαν στις λανθασμένες απαντήσεις, τόσο 

στα φύλλα εργασίας όσο και στο γνωστικό τεστ. Ο επιπλέον χρόνος θα έδινε τη 

δυνατότητα να συμπεριληφθούν περισσότερα ιστορικά παραδείγματα τα οποία με τη 

σειρά τους θα συνέβαλαν στην επίτευξη των στόχων της έρευνας. Ακόμα οι ιστορικές 

δραστηριότητες πέτυχαν το στόχο που είχαν, δηλαδή να δείξουν στους μαθητές ότι 

υπάρχει κάποιο «πρόβλημα» που πρέπει να λυθεί. Αν και οι ίδιοι παρατήρησαν τα 

παράδοξα που προέκυπταν και έδειχναν ενδιαφέρον για τη διερεύνησή τους, εντούτοις 

δεν βρέθηκαν στοιχεία που να αποδεικνύουν ότι ήταν τελικά πεπεισμένοι πως η έννοια 

του ορίου επιλύει αυτά τα προβλήματα. 

 Μια πρόταση μελλοντικής έρευνας στη διδασκαλία των ορίων, θα μπορούσε να 

συμπεριλαμβάνει περισσότερα ιστορικά παραδείγματα, και να ενσωματώσει λογισμικά 

δυναμικής γεωμετρίας. Η χρήση τέτοιων λογισμικών δίνει τη δυνατότητα 

οπτικοποίησης των προβλημάτων, απαλλάσσει τους μαθητές από τον υπολογισμό 

περίπλοκων πράξεων και εστιάζει το ενδιαφέρον τους σε άπειρες, δυναμικές 

διαδικασίες.   
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Παραρτήματα 

Παράρτημα Α – Το Παράδοξο του Ζήνωνα 

Ο Ζήνων ο Ελεάτης ήταν φιλόσοφος της Αρχαίας Ελλάδας 

και διακεκριμένος επινοητής παραδόξων. Γεννήθηκε γύρω 

στο 490 π.Χ. στην Ελέα (σημερινή Velia) της Ιταλίας, ήταν 

γιος του Τελευταγόρα και ο αγαπημένος μαθητής του 

Παρμενίδη. Για περισσότερα από 2.000 χρόνια, τα 

παράδοξα του Ζήνωνα ενέπνευσαν μαθηματικούς και 

φιλοσόφους ώστε να κατανοήσουν καλύτερα τη φύση του απείρου. Το γνωστότερο 

επινόημά του είναι το Παράδοξο της Διχοτομίας, το οποίο σημαίνει το παράδοξο του να 

κόβω κάτι στα δύο. Το Παράδοξο της Διχοτομίας αναφέρει ότι: 

«Ένας δρομέας διανύει ένα στάδιο κατά μήκος. Πριν τερματίσει θα πρέπει πρώτα να 

φτάσει στο μέσο της διαδρομής, έπειτα στο μέσο της διαδρομής που υπολείπεται και 

συνεχίζει με τον ίδιο τρόπο να περνάει από το μέσο του μέρους της διαδρομής που κάθε 

φορά υπολείπεται με αποτέλεσμα να μη φτάνει ποτέ στο τέλος.» 

Ας υποθέσουμε τώρα, ότι ξεκινάτε να περπατάτε από το σημείο 𝛢 και ο προορισμός 

σας είναι το σημείο 𝛣. Επίσης, θεωρούμε ότι με κάθε βήμα, μπορείτε να φτάσετε μόνο 

μέχρι το μέσο της υπολειπόμενης διαδρομής: 

 

1. Δώστε μια τυχαία απόσταση στο 𝛢𝛣 και γράψτε πόση απόσταση απομένει μετά 

το 1𝜊 βήμα. 

 

2. Πόση απόσταση έχει απομείνει στο 2𝜊, 3𝜊 και 4𝜊 βήμα; 

 

3. Συνεχίστε να υπολογίζετε την υπολειπόμενη απόσταση και ανακαλύψτε πόση 

απόσταση απομένει στο 𝜈𝜊  βήμα. 

 

4. Μπορείτε να βρείτε κάποιο μεγάλο 𝜈 για το οποίο η υπολειπόμενη απόσταση 

να γίνεται 0; 

 

5. Πιστεύετε ότι έχουμε κάποιον περιορισμό στο να αυξάνουμε τα βήματα και 

συνεπώς να μειώνουμε την υπολειπόμενη απόσταση; «Αυξάνοντας τα βήματα 

χωρίς σταματημό», τι παρατηρείτε να συμβαίνει στην υπολειπόμενη απόσταση; 
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6. Συμφωνείτε με την άποψη του Ζήνωνα ότι ο δρομέας δε θα φτάσει ποτέ στο 

τέλος; Αιτιολογείστε την απάντησή σας. 

 

7. Για ποιο λόγο ο ισχυρισμός του Ζήνωνα αποτελεί παράδοξο; 
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Παράρτημα Β – Ο Τετραγωνισμός της Παραβολής   

   Ο Αρχιμήδης ο Συρακούσιος (287–212 π.Χ.) ήταν ένας από 

τους πιο αξιοθαύμαστους μαθηματικούς όλων των εποχών. Ο 

Αμερικανός συγγραφέας William Dunham, ειδικευθείς στην 

ιστορία των Μαθηματικών, αναφέρει πως ο Αρχιμήδης 

αδιαμφισβήτητα θεωρείται ως ο σπουδαιότερος μαθηματικός 

της αρχαιότητας, καθώς οι αποδείξεις του οι οποίες 

βρίσκονται σε πολλά βιβλία και αποσπάσματα διακρίνονται 

από μεθοδικότητα και λογικό συλλογισμό. Πράγματι, τα βασικά χαρακτηριστικά του 

πλούσιου και ιδιαίτερα πολυσχιδούς έργου του είναι η δημιουργική ευρηματικότητα 

που συνοδευόταν από υψηλή μαθηματική αισθητική και πρωτοπορία. Παραφράζοντας 

τα λεγόμενα του Νεύτωνα, ο Αρχιμήδης σίγουρα στεκόταν στους ώμους γιγάντων. Ένα 

σημαντικό μέρος του έργου του αφορά στον τετραγωνισμό, δηλαδή στην εύρεση του 

εμβαδού διαφόρων γεωμετρικών σχημάτων. Σε ένα γράμμα του – το οποίο αργότερα 

ονομάστηκε Τετραγωνισμός της Παραβολής – προς τον φίλο του Δοσίθεο, ο Αρχιμήδης 

υπολογίζει το εμβαδόν ενός παραβολικού χωρίου, του τμήματος δηλαδή που περιέχεται 

από το τόξο μίας παραβολής και τη χορδή που ορίζεται από τα άκρα αυτού του τόξου 

(βλ. Σχήμα 1). 

 

Σχήμα 1 
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1. Παρακάτω υπάρχει η γραφική παράσταση της παραβολής 𝑦 = −𝑥2 + 1 μαζί με 

τα σημεία 𝛢(−1, 0) και 𝛣(1, 0). Ακολουθώντας τη μέθοδο της εξάντλησης του 

Αρχιμήδη, θα επιχειρήσουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του 

γραμμοσκιασμένου παραβολικού χωρίου (βλ. Σχήμα 2). 

 

Σχήμα 2 

2. Αρχικά, ο Αρχιμήδης σχημάτισε ένα εγγεγραμμένο τρίγωνο με βάση την χορδή 

𝛢𝛣 και απέναντι κορυφή το σημείο 𝛤 της παραβολής τέτοιο ώστε η τετμημένη 

του 𝛤 να βρίσκεται στο μέσο των τετμημένων των σημείων 𝛢 και 𝛣 (βλ. Σχήμα 

3). Αυτό το τρίγωνο έχει το μέγιστο εμβαδόν μεταξύ άλλων εγγεγραμμένων 

τριγώνων.  

 

Σχήμα 3 
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 Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου 𝛤.  

 Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου 𝛢𝛣𝛤. 

 

3. Στα υπόλοιπα τμήματα της παραβολής, εγγράφει με τον ίδιο τρόπο τα 

μικρότερα τρίγωνα 𝛢𝛤𝛥 και 𝛣𝛤𝛦 προκειμένου να «γεμίσει τα κενά» (βλ. Σχήμα 

4). Επίσης, ο Αρχιμήδης απέδειξε ότι καθένα από τα εμβαδά των μικρότερων 

τριγώνων είναι ίσα με το 
1

8
 του εμβαδού του μεγαλύτερου τριγώνου.  

 

Σχήμα 4 

 Να βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων 𝛥 και 𝛦. 

 Να υπολογίσετε τα εμβαδά των τριγώνων 𝛢𝛤𝛥 και 𝛣𝛤𝛦. 

 Να επαληθεύσετε τον ισχυρισμό του Αρχιμήδη ότι (𝛢𝛤𝛥) = (𝛣𝛤𝛦) =

1

8
(𝛢𝛣𝛤). 

          

4. Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία στα εναπομείναντα παραβολικά χωρία, πόσα 

τρίγωνα θα εγγράψετε συνολικά στο 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈𝜊  βήμα; 

 

5. Πόσες πλευρές έχει το παραγόμενο πολύγωνο στο 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈𝜊  βήμα; 

 

6. Ποιο είναι το εμβαδόν του κάθε τριγώνου που δημιουργείται στο 2𝜊, 3𝜊, 4𝜊 και 

𝜈𝜊  βήμα, θεωρώντας την ακολουθία (𝛼𝜏𝜌𝜈
); 
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7. Ποιο είναι το εμβαδόν του πολυγώνου που δημιουργείται στο 2𝜊, 3𝜊, 4𝜊 και 𝜈𝜊  

βήμα, θεωρώντας την ακολουθία (𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
); 

 Θυμηθείτε ότι το άθροισμα των πρώτων 𝜈 όρων μιας γεωμετρικής    

προόδου που έχει πρώτο όρο 𝛼1 και λόγο 𝜆 ≠ 1, είναι 𝑆𝜈 = 𝛼1 ⋅
𝜆𝜈−1

𝜆−1
 

 

8. Ποιο θεωρείτε πως είναι το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου παραβολικού 

χωρίου; Πόσο κοντά μπορούμε να φτάσουμε σε αυτόν τον αριθμό 

ακολουθώντας την ακολουθία των εμβαδών (𝛼𝜋𝜊𝜆𝜈
); 
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Παράρτημα Γ – Η Προσέγγιση του Νεύτωνα στην Εύρεση της   

Στιγμιαίας Ταχύτητας  

   Ο Isaac Newton (1642–1727) τοποθετείται στην κορυφή της 

μαθηματικής μεγαλοσύνης. Οι ανακαλύψεις του οφείλονταν 

τόσο στην επιμέλειά του όσο και στην ιδιοφυΐα του, ενώ αξίζει 

να σημειωθεί πως τη φήμη του ως μαθηματικός ο Νεύτωνας την 

οφείλει, κατά βάση, στην «επινόηση» του λογισμού. Ο λογισμός 

ασχολείται με την εύρεση ρυθμών μεταβολής και με τους 

υπολογισμούς μεγεθών σαν τα εμβαδά περιοχών, οι οποίες 

βρίσκονται κάτω από μια καμπύλη. Για την εύρεση αυτών χρησιμοποιούσε απειροστά, 

δηλαδή απειροελάχιστα µικρές ποσότητες, οι οποίες µπορούν να παραλειφθούν όταν 

είναι «συγκριτικά μικρές». Ο Νεύτωνας μελετώντας το έργο του Γαλιλαίου για την 

πτώση σωμάτων διατύπωσε το θεμελιώδης ερώτημα: «Τι πραγματικά εννοούμε με τον 

όρο ταχύτητα ενός αντικειμένου τη χρονική στιγμή 𝑡;». 

 

Πρόβλημα 1 

Ένα αυτοκίνητο ταξιδεύει από τη Λαμία προς την Αθήνα, μια απόσταση 210 km/h, με 

μέση ταχύτητα 70 km/h. Κατά τη διάρκεια της διαδρομής η τροχαία σταμάτησε τον 

οδηγό, δίνοντάς του πρόστιμο για υπέρβαση του ορίου ταχύτητας. Ο τροχονόμος 

ανέφερε στον οδηγό πως κινούνταν με ταχύτητα 110 km/h τη χρονική στιγμή που τον 

«έπιασε» το ραντάρ, σε περιοχή όπου το επιτρεπόμενο όριο ταχύτητας ήταν 90 km/h. 

Ο τροχονόμος, όπως και ο Νεύτωνας, έκανε λόγο για τη στιγμιαία ταχύτητα τη χρονική 

στιγμή 𝑡.  

 Ο τροχονόμος κατέγραψε πράγματι τη στιγμιαία ταχύτητα; 

Δικαιολογήστε την απάντησή σας. 
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Πρόβλημα 2 

Η θέση ενός οχήματος που εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση περιγράφεται από τη 

συνάρτηση 𝑆(𝑡) = −𝑡2 + 4𝑡. Η ανεξάρτητη μεταβλητή 𝑡 εκφράζει το χρόνο κίνησης 

του οχήματος σε δευτερόλεπτα (𝑠𝑒𝑐) και η εξαρτημένη μεταβλητή 𝑆(𝑡) την απόσταση 

σε μέτρα (𝑚) που έχει διανύσει το όχημα μέχρι τη χρονική στιγμή 𝑡.       

1. Να βρεθεί η απόσταση που διήνυσε το όχημα κατά το χρονικό διάστημα από 

𝑡1 = 1 έως 𝑡2 = 2. 

 

2. Να βρεθεί η μέση ταχύτητα του οχήματος κατά το χρονικό διάστημα από 𝑡1 =

1 έως 𝑡2 = 2. 

 

3. Να σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑦 = 𝑆(𝑡) και η ευθεία 

που διέρχεται από τα σημεία 𝛢(1, 𝑆(1)) και 𝛣(2, 𝑆(2)). 

 Πως η κλίση της ευθείας 𝛢𝛣 σχετίζεται με την απάντησή σας στην 

ερώτηση 2; 

 

4. Ας υποθέσουμε ότι το σημείο 𝛣 πλησιάζει το 𝛢, να υπολογίσετε τις μέσες 

ταχύτητες στα παρακάτω χρονικά διαστήματα: 

 [1, 1,5], [1, 1,1], [1, 1,01], [1, 1,001] 

 Ποιον αριθμό πλησιάζουν οι μέσες ταχύτητες για μικρά χρονικά 

διαστήματα που αρχίζουν τη στιγμή 𝑡 = 1; 

 

5. Να βρεθεί η κλίση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία 𝛢(1, 𝑆(1)) και 

𝛣(1 + ℎ, 𝑆(1 + ℎ)) και η μέση ταχύτητα του οχήματος κατά το χρονικό 

διάστημα από 𝑡𝛢 = 1 έως 𝑡𝛣 = 1 + ℎ. 

 

6. Αν το ℎ τείνει στο 0, τότε ποια νομίζετε ότι είναι η ταχύτητα του οχήματος τη 

χρονική στιγμή 𝑡 = 1; 
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Παράρτημα Δ – Γνωστικό Τεστ 

1. Κατατάξτε από το 1 έως το 6 (όπου 1 = πρώτο στην προτίμησή σας και 6 = 

τελευταίο στην προτίμησή σας) τις παρακάτω προτάσεις που περιγράφουν 

καλύτερα το όριο; 

□ Ένα όριο περιγράφει τον τρόπο με τον οποίο η συνάρτηση μετακινείται, 

καθώς οι τιμές του 𝑥 κινούνται προς ένα συγκεκριμένο σημείο. 

□ Ένα όριο υπολογίζεται τοποθετώντας στη συνάρτηση αριθμούς που 

βρίσκονται όλο και πιο κοντά σε ένα δοσμένο αριθμό, μέχρι το όριο να 

επιτευχθεί. 

□ Ένα όριο είναι ένας αριθμός στον οποίο οι τιμές 𝑦 της συνάρτησης 

μπορούν να βρεθούν οσοδήποτε κοντά θέλουμε, καθώς οι τιμές του x 

πλησιάζουν ένα συγκεκριμένο αριθμό. 

□ Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο που η συνάρτηση πλησιάζει 

συνεχώς αλλά ποτέ δε φτάνει. 

□ Ένα όριο είναι ένας αριθμός ή ένα σημείο πέρα από το οποίο η 

συνάρτηση δεν μπορεί να πάει. 

□ Ένα όριο είναι μία προσέγγιση που μπορεί να γίνει οσοδήποτε ακριβής 

επιθυμούμε. 

 

2. Περιγράψτε με δικά σας λόγια πως αντιλαμβάνεστε ένα όριο. Δηλαδή, 

περιγράψτε τι σημαίνει όταν λέμε ότι το όριο μιας συνάρτησης 𝑓(𝑥) καθώς το 

𝑥 → 𝑥0 είναι ένας αριθμός ℓ. 

….………………………………………………………………………………

….………………………………………………………………………………

….………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………..... 

 

3. Δίνεται μια συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 3, υπολογίστε το όριο της 𝑓(𝑥) καθώς 𝑥 → 2. 

….………………………………………………………………………………

….……………………………………………………………………………… 
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4. Σε έναν μαθητή δόθηκε μια συνάρτηση 𝑓 και του ζητήθηκε να βρει το όριο της 

𝑓 καθώς το 𝑥 προσεγγίζει το 0. Ο μαθητής τοποθέτησε τους αριθμούς 

εκατέρωθεν του 0 και έκανε τον ακόλουθο πίνακα: 

                

         

                                                                                         

Τι συμπέρασμα βγάζετε για το όριο της συνάρτησης 𝑓 καθώς το 𝑥 προσεγγίζει 

το 0; 

..…………………………………………………………….……………….….

…….………………………………………………………….………..…….… 

 

5. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥2−9

𝑥−3
 

       Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

 Τι συμβαίνει στο σημείο 𝑥 = 3; 

 Υπάρχει το όριο της 𝑓(𝑥) στο 𝑥 = 3; Εάν ναι, ποιο είναι αυτό το όριο; 

 Ποια είναι η τιμή της συνάρτησης στο 𝑥 = 3; 

..…………………………………………………………….……………….….

…….………………………………………………………….………...………

………………………………………………………………………....…….… 

 

6. Να βρείτε τα ακόλουθα όρια, εφόσον υπάρχουν: 

 lim
𝑥→2

3𝑥 + 8 

 lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥 

 lim
𝜈→+∞

(1 +
9

10
+

9

100
+ ⋯+

9

10𝜈) 

….………………………………………………………………………………

….………………………………………………………………………………

….……………………………………………………………………………… 

𝑥 < 0 𝑓(𝑥) 

    -0,1     0,9 

    -0,01     0,99 

    -0,001     0,999 

    -0,0001     0,9999 

    -0,00001     0,99999 

𝑥 > 0 𝑓(𝑥) 

    0,1     1,1 

    0,01     1,01 

    0,001     1,001 

    0,0001     1,0001 

    0,00001     1,00001 
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7. Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις, όταν η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 𝑓 είναι: 

 

 lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)    …………………………………………………………. 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ...……………………………………………….............. 

 lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)    …………………………………………………………. 

 lim
𝑥→5

𝑓(𝑥)    …………………………………………………………. 

 

8. Τι βρίσκεται μεταξύ του 0,999… (άπειρα 9) και του 1; 

 Τίποτα επειδή 0,999… = 1. 

 Μία απείρως μικρή απόσταση επειδή 0,999 . . . < 1. 

 Δεν μπορούμε πραγματικά να απαντήσουμε επειδή το 0,999… 

συνεχίζει για πάντα και ποτέ δεν σταματάει. 

 Εάν δεν συμφωνείτε με κανένα από τα παραπάνω, επιλέξτε τη 

συγκεκριμένη απάντηση, δίνοντας τη δική σας εξήγηση παρακάτω. 

….………………………………………………………………………………

….………………………………………………………………………………

….……………………………………………………………………………… 

9. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓(𝑥) =
𝑥−2

𝑥−2
 

Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις: 

 Ποια είναι η τιμή του 𝑓(2);    …………………………………………. 

 Έχει η 𝑓(𝑥) όριο στο 𝑥 = 2;  .……………………………………….... 

 Εάν ναι, ποιο είναι το όριο;    .….……………………………………... 
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10. Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ θέτουμε 𝛼1=ΑΒ+ΑΓ (το άθροισμα των μηκών ΑΒ και 

ΑΓ). Στη συνέχεια θεωρούμε τα μέσα Δ, Ε, Ζ των πλευρών του και 

κατασκευάζουμε τα τρίγωνα ΒΔΖ και ΖΕΓ. Θέτουμε 𝛼2=ΒΔ+ΔΖ+ΖΕ+ΕΓ. Στα 

τρίγωνα ΒΔΖ και ΖΕΓ κατασκευάζουμε από δύο τρίγωνα στο κάθε ένα με την 

ίδια διαδικασία και θέτουμε 𝛼3 το άθροισμα των αντίστοιχων οκτώ 

ευθυγράμμων τμημάτων, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.   

 

Η διαδικασία αυτή μπορεί να συνεχιστεί επ’ άπειρον. Η τιμή του 𝛼𝜈 καθώς το 

𝜈 αυξάνει απεριόριστα τείνει στο μήκος του ΒΓ; Αιτιολογείστε την απάντησή 

σας. 

….………………………………………………………………………………

….………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………….… 
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