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Πρόλογος 
 

Η καύση και ειδικότερα ο έλεγχος των διεργασιών που σχετίζονται µε αυτή, αποτελεί 

εάν όχι το βασικότερο, έναν από τους βασικότερους λόγους της ύπαρξής ζωής στον 

πλανήτη, όπως αυτή έχει εξελιχθεί σήµερα. Μία απλή παρατήρηση στο περιβάλλον 

µας, είναι αρκετή να αποτελέσει έναν ικανοποιητικό λόγο, υπέρµαχο της 

προηγούµενης παρατήρησης και απόδειξη της σηµαντικότητας και του ρόλου των 

διεργασιών καύσης. Η θερµοκρασία του χώρου στον οποίο ζούµε, είναι αποτέλεσµα 

µίας άµεσης διεργασίας καύσης, η οποία λαµβάνει χώρα σε ένα καυστήρα πετρελαίου 

ή φυσικού αερίου, ή µίας έµµεσης, η οποία απορρέει από τον ηλεκτρισµό, ο οποίος 

συνδέεται άµεσα µε την καύση οργανικών ορυκτών καυσίµων. Επιπρόσθετα 

περισσότερο από το 50% της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας ανά τον κόσµο 

προέρχεται µέσω της καύσεως άνθρακα ή άλλων οργανικών καυσίµων, ενώ ένας 

άλλος τοµέας, ο οποίος συνηγορεί στην αναγκαιότητα της κατανόησης των 

φαινοµένων που λαµβάνουν χώρα κατά την καύση αποτελεί αυτός των µεταφορών. Η 

αποδοτικότητα, η αξιοπιστία, η λειτουργικότητα και κυρίως η βιωσιµότητα αυτού 

είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την επάρκεια, τη διαθεσιµότητα και την καύση των 

οργανικών καυσίµων. Γενικότερα µπορεί να ειπωθεί ότι οι περισσότερες 

βιοµηχανικές παραγωγικές µονάδες και οι συσκευές που χρησιµοποιούν στον κύκλο 

περάτωσης του τελικού προϊόντος, βασίζονται έµµεσα ή άµεσα σε διεργασίες καύσης. 

Έχοντας αναφέρει τις θετικές πλευρές και τη σπουδαιότητα της καύσης και 

γενικότερα των διεργασιών της, είναι απαραίτητο να αναφερθεί και το κύριο 

µειονέκτηµα αυτής, το οποίο σχετίζεται µε τη µόλυνση του περιβάλλοντος, γεγονός 

που δεν αναιρεί, αλλά καθιστά περισσότερο επιτακτική την ανάγκη κατανόησης και 

µελέτης της. Ως γνωστόν όλες οι παραγωγικές διαδικασίες έχουν σαν αποτέλεσµα την 

παραγωγή καυσαερίων και αέριων ρύπων, οι οποίοι επηρεάζουν την ισορροπία του 

οικοσυστήµατος και τη συγκέντρωση των συστατικών της ατµόσφαιρας, µε τελικό 

απότοκο την µόλυνση της τελευταίας.  

Με βάση τα προαναφερθέντα διαπιστώνεται ότι η καύση αποτελεί ένα αντικείµενο 

προς µελέτη και έρευνα, ιδιαίτερα στη σηµερινή εποχή, όπου το ενεργειακό 

πρόβληµα είναι αυτό που θα καθορίσει τη βιωσιµότητα και τη µελλοντική πορεία της 

ανθρωπότητας. Η ανάγκη για ορθολογική χρήση ενέργειας, βελτίωση αυτής, αύξησης 

του βαθµού απόδοσης και µείωσης των εκπεµπόµενων ρύπων από τους σταθµούς 
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παραγωγής ενέργειας απαιτεί την κατανόηση και δυνατότητα µεταβολής των 

συνθηκών καύσης, για καλύτερη αξιοποίηση των διαθέσιµων ενεργειακών πόρων.  

 

Κίνητρο - Στόχος - Συνεισφορά 
 

Θέµα της διδακτορικής διατριβής αποτέλεσε η υπολογιστική διερεύνηση τυρβωδών 

διεργασιών καύσης µε τη χρήση της µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών (Large 

Eddy Simulation - LES), βασισµένη στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης 

(Approximate Deconvolution Model - ADM) καθώς και στο µοντέλο Smagorinsky 

(κλασσικό και δυναµικό) σε συνδυασµό µε τη µέθοδο των σταθερών φλογιδίων 

(steady flamelets) και µε τη βοήθεια των τρισδιάστατων φασµατικών πεπερασµένων 

στοιχείων (spectral elements). Στόχος τέθηκε η ανάπτυξη υπολογιστικών µοντέλων 

για διεργασίες καύσης, καθώς και η ανάλυση, στάθµιση και επαλήθευση τους µε 

πειραµατικά και άλλα δεδοµένα, για την κατανόηση των φυσικοχηµικών φαινοµένων 

και των µηχανισµών κατά τις διεργασίες καύσης, µε τελικό σκοπό τον έλεγχο και τη 

βελτίωση της απόδοσης των διεργασιών αυτών, καθώς και τη µείωση των 

εκπεµπόµενων ρύπων. 

Η προσοµοίωση των συστηµάτων και των γεωµετριών, στις οποίες λαµβάνει χώρα 

καύση είναι ιδιαίτερα περίπλοκη, όχι µόνο λόγω των υπολογιστικών προβληµάτων 

σχετικών µε την επίλυση των εξισώσεων ροής, αλλά και λόγω δυσκολίας στη 

µαθηµατική περιγραφή των σηµαντικών χηµικών και φυσικών διεργασιών που 

λαµβάνουν χώρα στα συστήµατα αυτά. Κύριο πρόβληµα και δυσκολία αποτελεί η 

ύπαρξη πολλών κλιµάκων και χαρακτηριστικών µεγεθών κατά την ανάπτυξη της 

ροής, τα οποία καθορίζονται όχι µόνο από το ισόθερµο ροϊκό πεδίο, αλλά και από τη 

φύση και τη δοµή της φλόγας, που αυξάνουν σε µεγάλο βαθµό το υπολογιστικό 

κόστος προσοµοίωσης και το βαθµό µαθηµατικής δυσκολίας τέτοιων εφαρµογών. 

Οι κύριοι στόχοι της διδακτορικής διατριβής και τα επιµέρους ζητήµατα που 

διαπραγµατεύεται η εργασία µπορούν να συνοψιστούν στα εξής: 

• Ανάπτυξη λογισµικού για να επεκταθεί ο ήδη υπάρχων κώδικας µε την εφαρµογή 

της µεθόδου «Προσοµοίωσης των Μεγάλων δινών» (Large Eddy Simulation - 

LES) βασισµένη στη µέθοδο «Προσεγγιστικής Ανέλιξης» (Approximate 

Deconvolution Model - ADM) καθώς και στο µοντέλο Smagorinsky (κλασσικό 

και δυναµικό). 
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• Λεπτοµερής µελέτη και κατανόηση της φυσικής και αριθµητικής συµπεριφοράς 

του κλάσµατος ανάµιξης Z (mixture fraction) µε τη µέθοδο προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών καθώς και τη µέθοδο της άµεσης προσοµοίωσης. 

• Μελέτη της δυνατότητας σύζευξης της τελικής µεθοδολογίας και του κώδικα που 

προέκυψε, µε ένα µοντέλο σταθερών φλογιδίων, το οποίο θα πιστοποιηθεί µε 

αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης, για τη µελέτη της χηµείας της αέριας 

φάσης. 

Βασική συνεισφορά και πρωτοτυπία της παρούσας διδακτορικής διατριβής στο 

συγκεκριµένο πεδίο έρευνας, αποτέλεσε το γεγονός ότι η ανάπτυξη του λογισµικού 

που πραγµατοποιήθηκε και η διεξαγωγή των προσοµοιώσεων, έγινε µε τη 

χρησιµοποίηση και τη µεταφορά των µοντέλων προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) και 

Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό) στον πολυωνυµικό χώρο. Η µελέτη της 

επίδρασης του πυρήνα του φίλτρου και της συµπεριφοράς των διαφόρων µοντέλων 

που χρησιµοποιούνται στην προσοµοίωση µεγάλων δινών δεν έχει διερευνηθεί 

λεπτοµερώς στον πολυωνυµικό χώρο. Με την παρούσα διδακτορική διατριβή δίνεται 

έµφαση στο ρόλο της µοντελοποίησης και στη γενικότερη φιλοσοφία που διέπει τη 

µεταφορά της εφαρµογής συγκεκριµένων µοντέλων από το φυσικό στον 

πολυωνυµικό χώρο, ενώ παράλληλα µελετάται και η δυνατότητα σύζευξης µεταξύ 

αυτών, του µοντέλου των σταθερών φλογιδίων (steady flamelet) και των φασµατικών 

πεπερασµένων στοιχείων (spectral elements) για την υπολογιστική προσοµοίωση 

τυρβωδών φλογών διάχυσης. Επιπρόσθετα δίνεται έµφαση στη στάθµιση και 

πιστοποίηση του µοντέλου σταθερών φλογιδίων που χρησιµοποιήθηκε στη διατριβή 

µε αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης µε τη χρήση αναλυτικής πινακοποιηµένης 

χηµείας. 

 

Περίληψη 
 

Το 1ο µέρος της έρευνας που πραγµατοποιήθηκε στην παρούσα διδακτορική διατριβή 

στοχεύει στη µεταφορά των εργαλείων και µεθόδων που χρησιµοποιούνται στο 

φυσικό χώρο (finite volumes) στο φασµατικό και στην περαιτέρω ανάλυση και 

στάθµιση τους σε αυτόν, µε τη χρήση της µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών σε 

συνδυασµό µε τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία. Η µελέτη της επίδρασης του 

πυρήνα του φίλτρου και της συµπεριφοράς των διαφόρων µοντέλων που 
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χρησιµοποιούνται στην προσοµοίωση µεγάλων δινών δεν έχει διερευνηθεί διεξοδικά 

στον πολυωνυµικό χώρο και βασική συνεισφορά και πρωτοτυπία της παρούσας 

διδακτορικής διατριβής αποτέλεσε η ανάπτυξη της µεθοδολογίας και του λογισµικού 

που πραγµατοποιήθηκε στο χώρο αυτό. Στο 2ο µέρος της διατριβής µελετήθηκε 

επιπρόσθετα η δυνατότητα σύζευξης των µοντέλων που προέκυψαν, µε το µοντέλο 

των σταθερών φλογιδίων και τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία, έτσι ώστε να είναι 

δυνατή η µελέτη φλογών διάχυσης. Η δυνατότητα σύζευξης περιλαµβάνει την 

επίλυση του κλάσµατος ανάµιξης Ζ, καθώς επίσης και τον έλεγχο αξιοπιστίας του 

µοντέλου σταθερών φλογιδίων. 

Τα µοντέλα που χρησιµοποιήθηκαν στο 1ο µέρος της έρευνας είναι το µοντέλο 

προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) και µοντέλο Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό). 

Κύρια γεωµετρία στάθµισης και ελέγχου αξιοπιστίας των µοντέλων στον 

πολυωνυµικό χώρο , αποτέλεσε η δέσµη ασυµπίεστου ρευστού οµοροής (Coflow Jet) 

µε Re = 2000 (τυρβώδης ροή). Όσο αφορά στο 2ο µέρος της διατριβής, η αντίστοιχη 

γεωµετρία που χρησιµοποιήθηκε, για τον έλεγχο της αξιοπιστίας του µοντέλου 

σταθερών φλογιδίων (steady flamelet) και της δυνατότητας τελικής σύζευξης αυτού 

µε τα µοντέλα επίλυσης του ροϊκού πεδίου, ήταν αυτή της αντικριστής δέσµης 

(Opposed Jet) µε Re = 100, 200, 300, 400 και 500 (συµπιεστή, στρωτή ροή) µε 

καύσιµο υδρογόνο (H2). 

Στην περίπτωση επίλυσης του ασυµπίεστου πεδίου ροής, µε τη χρήση του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM), καθώς και µε τροποποιήσεις ή βελτιώσεις του, οι 

προβλέψεις του δεν ήταν ικανοποιητικές σε σύγκριση µε αυτές της άµεσης 

προσοµοίωσης στην µεταβατική περιοχή της γεωµετρίας της δέσµης. Από την άλλη 

πλευρά το δυναµικό µοντέλο Smagorinsky παρουσίασε καλύτερα αποτελέσµατα, όσο 

αφορά στην πρόβλεψη της έντασης της τύρβης, σε σχέση µε το µοντέλο 

προσεγγιστικής ανέλιξης. Ωστόσο οι τελικές προβλέψεις δεν ήταν το ίδιο 

ικανοποιητικές µε αυτές του κλασσικού µοντέλου Smagorinsky µε συντελεστή Cs = 

0.1, το οποίο και τελικά επιλέχθηκε για την επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς του 

κλάσµατος ανάµιξης Z  στο 2ο µέρος της διατριβής. Επιπλέον προσπάθεια για την 

περαιτέρω βελτίωση των αποτελεσµάτων του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky, 

επιδιώχθηκε µε τη χρήση του Λαγκρασιανού µοντέλου Smagorinsky (Lagrangian 

Dynamic Model – LDSM), χωρίς όµως ιδιαίτερα αποτελέσµατα. 

Επιπρόσθετα µε τα παραπάνω για τη µελέτη της δυνατότητας σύζευξης των µοντέλων 

που επιλέχθηκαν και του µοντέλου σταθερών φλογιδίων, επιλύθηκε, µε τη µέθοδο 
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προσοµοίωσης µεγάλων δινών, η εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης Z . 

Κατόπιν της επίλυσης του προβλήµατος κλεισίµατος (closure problem), µε τη 

χρησιµοποίηση της υπόθεσης κλίσης ταχύτητας (gradient diffusion hypothesis), 

διαπιστώθηκε ότι µε την εφαρµογή της µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών όλα 

τα µοντέλα, τόσο το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs, όσο και αυτό 

µε δυναµικό υπολογισµό του συντελεστή Cd υπερεκτιµούσαν και / ή υποεκτιµούσαν 

τις τιµές του κλάσµατος ανάµιξης, προβλέποντας γι αυτό τιµές µεγαλύτερες της 

µονάδος και µικρότερες του µηδενός. Το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό 

συντελεστή Cs = 0.2 παρουσίασε καλύτερη συµπεριφορά όσο αφορά στην πρόβλεψη 

των µέγιστων και ελάχιστων τιµών του κλάσµατος ανάµιξης, δίνοντας τη µικρότερη 

απόκλιση από της αντίστοιχες θεωρητικές 1 και 0. Αντίστοιχα το µοντέλο 

Smagorinsky µε Cs = 0.1, το οποίο έδωσε τα καλύτερα αποτελέσµατα στην επίλυση 

του ροϊκού πεδίου, παρουσίασε µεγαλύτερες αποκλίσεις από το 0 και το 1, γεγονός το 

οποίο οφείλεται στο µικρότερο χαρακτήρα σκέδασης του συγκεκριµένου µοντέλου. 

Τα δυναµικά µοντέλα που χρησιµοποιήθηκαν, παρουσίασαν όµοια συµπεριφορά, ενώ 

οι αποκλίσεις από τη µέγιστη και ελάχιστη θεωρητική τιµή του κλάσµατος ανάµιξης 

Z  παρουσίασαν το ίδιο εύρος τιµών, το οποίο εξαρτάται από το µέγεθος της 

ενέργειας που αποκόπτει η χρησιµοποιούµενη κάθε φορά συνάρτηση πυρήνα του 

φίλτρου. Εκτεταµένες προσοµοιώσεις µε διαφορετικό βαθµό πολυωνυµικής 

προσέγγισης και τη χρησιµοποίηση µίας εναλλακτικής µεθόδου προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών, βελτίωσαν αισθητά τα τελικά αποτελέσµατα. 

Τελευταίο στάδιο µελέτης και έρευνας αποτέλεσε η χρήση και στάθµιση ενός κώδικα 

σταθερών φλογιδίων µε αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης. Για το λόγο αυτό τα 

αποτελέσµατα του ανοιχτού κώδικα των σταθερών φλογιδίων FlameMaster 

συγκρίθηκαν και πιστοποιήθηκαν, µε αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης µίας 

στρωτής συµπιεστής ροής φλόγας διάχυσης αντικριστής γεωµετρίας (Opposed Jet 

Flame) µε καύσιµο H2 και µε τη βοήθεια πινακοποιηµένης αναλυτικής χηµείας. 

 

∆ιάθρωση της διατριβής 
 

Η παρούσα διδακτορική διατριβή αποτελείται από 6 κεφάλαια. Στο 1ο κεφάλαιο 

δίνεται µία γενική και σύντοµη περιγραφή των µεθόδων υπολογιστικής 

προσοµοίωσης που χρησιµοποιούνται για τη διερεύνηση, µελέτη και ανάλυση 
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πρότυπων βιοµηχανικών ή µη εφαρµογών, καθώς επίσης και οι διαφορές και 

οµοιότητες µεταξύ πειραµατικών µετρήσεων και υπολογιστικής προσοµοίωσης. Στο 

2ο κεφάλαιο αναλύονται οι εξισώσεις για τυρβώδη, µίας φάσεως, ενός στοιχείου και 

σταθερής πυκνότητας ροής. Για την επίλυση αυτών χρησιµοποιήθηκε ένας κώδικας 

βασισµένος σε φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία, η δοµή του οποίου διαµορφώθηκε 

ανάλογα µε τις απαιτήσεις της µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών (Large Eddy 

Simulation – LES), καθώς και αυτών του προβλήµατος κλεισίµατος των εξισώσεων 

(closure problem) µε τη µέθοδο προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate 

Deconvolution Model - ADM) και τη χρήση του µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό 

και δυναµικό). Παράλληλα γίνεται εκτενής µαθηµατική περιγραφή του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate Deconvolution Model – ADM) και του 

µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό), ενώ επιπρόσθετα αναλύεται η 

διαδικασία διαµόρφωσης των εξισώσεων και η τελική µορφή αυτών στην περίπτωση 

εφαρµογής των µοντέλων που προαναφέρθηκαν. Εν συνεχεία το 3ο κεφάλαιο αφορά 

στην υπολογιστική προσοµοίωση µίας ισόθερµης γεωµετρίας δέσµης (jet), η οποία 

είναι η πρότυπη γεωµετρία που προσοµοιώθηκε µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου 

άµεσης προσοµοίωσης (DNS) και αυτής των µεγάλων δινών (LES). Στο 

συγκεκριµένο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM), καθώς και οι προσπάθειες βελτίωσης αυτών µέσω 

της επίδρασης των διαφόρων παραµέτρων του µοντέλου. Παράλληλα παρουσιάζονται 

οι αντίστοιχες προβλέψεις του µοντέλου Smagorinsky και διερευνάται ο ρόλος της 

συνάρτησης του πυρήνα του φίλτρου και η επίδραση αυτού στα τελικά 

αποτελέσµατα. Στο 4ο και 5ο κεφάλαιο παρουσιάζεται η µελέτη της δυνατότητας 

σύζευξης του µοντέλου µε το οποίο επιλύεται το ροϊκό πεδίο και του αντίστοιχου που 

επιλέχθηκε για την καύση (κώδικας FlameMaster). Συγκεκριµένα το 4ο κεφάλαιο 

αφορά στην υπολογιστική επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης 

Z και στη µαθηµατική διερεύνηση της συµπεριφοράς του µε τη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών και τη χρήση του µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό 

και δυναµικό), καθώς επίσης και τη χρήση µίας διαφορετικής διαδικασίας 

φιλτραρίσµατος, η οποία µπορεί να χαρακτηριστεί ως εναλλακτική µέθοδος 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών. Επίσης αναλύονται τα βασικά προβλήµατα που 

προέκυψαν κατά την εφαρµογή της µεθόδου και αποτέλεσαν εµπόδιο στην περαιτέρω 

ανάπτυξη αυτής. Στο 5ο κεφάλαιο γίνεται µία προσπάθεια επίλυσης του προβλήµατος 

της δοµής της φλόγας µε τη χρήση του µοντέλου των σταθερών φλογιδίων (κώδικας 
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FlameMaster). Για την πιστοποίηση και τη στάθµιση του µοντέλου των σταθερών 

φλογιδίων που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα διδακτορική διατριβή έγινε 

υπολογιστική προσοµοίωση µίας στρωτής φλόγας σε γεωµετρία αντικριστής δέσµης 

(Opposed Jet), τα αποτελέσµατα της οποίας συγκρίθηκαν µε τα αντίστοιχα του 

µοντέλου φλογιδίων στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης Z. Τέλος στο 6ο κεφάλαιο 

παρουσιάζονται τα τελικά αποτελέσµατα και τα γενικότερα συµπεράσµατα, τα οποία 

προέκυψαν από την παρούσα διδακτορική διατριβή, ενώ παράλληλα δίνονται πιθανές 

κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα και περαιτέρω ανάλυση. 
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G  συνάρτηση πυρήνα του φίλτρου 
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NQ  τελεστής αντιστροφής του φίλτρου 
Q  «θερµική» κλίση (thermal divergence) 
r  ακτίνα 
R  σταθερά µίγµατος 

 παγκόσµια σταθερά αερίων 
ρ  πυκνότητα 
S  τανυστής διατµιτικών τάσεων 

),( txT  θερµοκρασιακό πεδίο 
Tr  ίχνος τανυστή (άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων ενός τανυστή) 
t  χρόνος 

sgsτ  τανυστής υποπλεγµατικών κλιµάκων (subgrid scale tensor) 
sgs

test
τ  τανυστής υποπλεγµατικών κλιµάκων µετά την εφαρµογή του φίλτρου 

δοκιµής (test subgrid scale tensor) 
),( txu  διάνυσµα ταχύτητας ( ), , Tu v w  

u  µέτρο αξονικής ταχύτητας 
v  µέτρο ακτινικής ταχύτητας 

 
effv  «δραστικό» κινηµατικό ιξώδες (effective viscosity) 

molv  µοριακό κινηµατικό ιξώδες (molecular viscosity) 

refv  κινηµατικό ιξώδες αναφοράς (reference viscosity) 

tv  κινηµατικό ιξώδες τύρβης (turbulent eddy viscosity) 
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w  µέτρο αζιµουθιακής ταχύτητας 
x  διάνυσµα χωρικών διαστάσεων ( ), , Tx y z  
x  κατεύθυνση στον x – άξονα 

ix  σηµεία Gauss Lobatto Legendre 

uχ  συντελεστής χαλάρωσης 
χ  βαθµωτός ρυθµός σκέδασης (scalar dissipation rate) 
Y  κλάσµα µάζας 
y  κατεύθυνση στον y – άξονα 
z  κατεύθυνση στον z – άξονα 
Z  κλάσµα ανάµιξης 

iω  όρος πηγής στοιχείου i 
Φ  τυχαία µεταβλητή 
ξ  συναρτήσεις Boyd 
∇  ανάδελτα 

t
∂
∂

 
χρονική παράγωγος 

ix
∂
∂

 
χωρική παράγωγος 

( )′  διακύµανση 

( )* πεδίο ανέλιξης 

( )  φιλτραρισµένη τιµή µε βάση την πυκνότητα (favre filtering) 

( )  φιλτραρισµένη τιµή (filtering) 

( )  φιλτραρισµένη τιµή µε βάση το φίλτρο δοκιµής (test filtered) 

∞  περιοχή αδιατάρακτης ροής 
i  εσωτερικό γινόµενο 
•
•  double contraction 
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Κεφάλαιο 1ο 
Βιβλιογραφική ανασκόπηση  
 

Εισαγωγή 
 

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι η γενική και σύντοµη περιγραφή των µεθόδων 

υπολογιστικής προσοµοίωσης που χρησιµοποιούνται για τη διερεύνηση, µελέτη και 

ανάλυση πρότυπων βιοµηχανικών ή µη εφαρµογών. Στην ενότητα 1.1 γίνεται ένας 

διαχωρισµός µεταξύ των ροών που συναντώνται στην πράξη και πως αυτές είναι 

δυνατό να µελετηθούν µε τη µέθοδο της άµεσης προσοµοίωσης (Direct Numerical 

Simulation – DNS) και τη µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών (Large Eddy 

Simulation – LES). Στη συνέχεια, στην ενότητα 1.2 αναλύονται τα κύρια 

πλεονεκτήµατα της υπολογιστικής προσοµοίωσης και περιγράφεται η δυνατότητα 

σύζευξης αυτής µε το πείραµα, ενώ παράλληλα αναφέρεται η προοπτική εφαρµογής 

των συγκεκριµένων εργαλείων σε πρακτικές εφαρµογές. Επιπρόσθετα η παράγραφος 

1.3 αποτελεί µία γενική περιγραφή της µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών 

(LES), στην οποία αναλύεται η ουσία της εισαγωγής µοντέλων για την επίλυση του 

προβλήµατος κλεισίµατος, που προκύπτει από την εφαρµογή ενός φίλτρου κατά τη 

χρησιµοποίηση της µεθόδου στις γενικές εξισώσεις περιγραφής της ροής. Τέλος στο 

τελευταίο µέρος του κεφαλαίου, στην ενότητα 1.4 αναφέρονται και περιγράφονται 

περιληπτικά τα πιο διαδεδοµένα µοντέλα που χρησιµοποιούνται στη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών, καθώς και οι δύο µεγάλες κατηγορίες στις οποίες 

ανήκουν. 

 

1.1 Χαρακτηρισµός Ροών  
 

Οι ροές που παρουσιάζονται στη φύση µπορούν να χωριστούν γενικά σε δύο µεγάλες 

κατηγορίες: στρωτές και τυρβώδεις. Μία ροη είναι δυνατόν να αναπτυχθεί αρχικά 

σαν στρωτή και να µεταβεί σε τυρβώδη λόγω µίας αστάθειας, αφού προηγουµένως 

µεσολαβήσει µία κατάσταση µεταβατικού χαρακτήρα. Γενικά θα µπορούσαµε να 

πούµε ότι η τυρβώδης ροή είναι αποτέλεσµα της µη δυνατότητας απόσβεσης 
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ασταθειών από την επίδραση του ιξώδους - χαρακτηριστική ιδιότητα του ρευστού -, 

που δηµιουργούνται στη ροή [Pope - 2002]. Εν συνεχεία το ροϊκό πεδίο παρουσιάζει 

τυχαίες διακυµάνσεις, που οδηγούν στη διατάραξη ολόκληρης της ροής και στην 

εµφάνιση µεγάλων και µικρών δινών, οι οποίες αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Το 

πρώτο πείραµα που έγινε για τον χαρακτηρισµό των καταστάσεων της ροής είναι 

αυτό του Osborne Reynolds, κατά το οποίο η µετάβαση από στρωτή σε τυρβώδη ροή 

- που σχετίζεται άµεσα µε τον αδιάστατο αριθµό που φέρει το όνοµά του (Reynolds 

number) - έγινε ορατή µε τη βοήθεια µίας διαφορετικού χρώµατος ροϊκής γραµµής 

µέσα στο συνολικό ροϊκό πεδίο [Tennekes - 2001]. 

Στις περισσότερες τεχνικές και βιοµηχανικές εφαρµογές, η καύση λαµβάνει χώρα 

κυρίως σε τυρβώδη και λιγότερο σε στρωτά ροϊκά πεδία. Ο λόγος της παραπάνω 

διαπίστωσης έχει διπλό χαρακτήρα. Πρώτον, η τύρβη αυξάνει την ένταση των 

διεργασιών που σχετίζονται µε την ανάµιξη, γεγονός που ενισχύει και βοηθά την 

καύση και δεύτερον, δια µέσου της καύσεως εκλύεται θερµότητα και εποµένως το 

ροϊκό πεδίο γίνεται περισσότερο ασταθές λόγω των αδρανειακών (buoyancy forces) 

και των δυνάµεων που οφείλονται στην εκτόνωση των καυσαερίων (gas expansion 

forces), καταστάσεις που µειώνουν το χρονικό διάστηµα µετάβασης στην τυρβώδη 

κατάσταση. Ως εκ τούτου η τύρβη παίζει ένα πάρα πολύ σηµαντικό ρόλο κατά τη 

καύση διαφόρων υλών και είναι αναγκαία η κατανόηση και µελέτη της. 

Για την καλύτερη ‘ποιοτική’ κατανόηση ενός τυρβώδους ροϊκού πεδίου είναι 

σκόπιµος ο διαχωρισµός των διαφόρων δοµών και / ή κλιµάκων που εµφανίζονται σε 

αυτό, σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία.  

Η θεωρία του Kolmogorov το 1941 για την ισότροπη τύρβη [Pope 2003] - η τιµή του 

πεδίου της ταχύτητας παραµένει στατιστικά αµετάβλητη ύστερα από µετατόπιση 

(translation), περιστροφή (rotation) ή ανάκλαση / αντικατοπτρισµό (reflection) του 

συστήµατος συντεταγµένων -, υποθέτει µία σταθερή µεταφορά κινητικής ενέργειας 

από τις µεγάλες δίνες (large scales) στις µικρές (small scales), η οποία τελικά 

σκεδάζεται µέσω της επίδρασης του ιξώδους σε αυτές (energy cascade hypothesis). Η 

µεγαλύτερη κλίµακα (scale) που εµφανίζεται σε ένα τυρβώδες ροϊκό πεδίο, αποτελεί 

το άνω όριο της δυνατότητας ύπαρξης δίνης τέτοιου µεγέθους. Στην περίπτωση για 

παράδειγµα µίας ροής διαµέσου ενός καναλιού η µεγαλύτερη κλίµακα τύρβης που 

µπορεί να εµφανιστεί είναι δυνατό να έχει µέγεθος ίση µε τη διάµετρο αυτού. Η 

δεύτερη κλίµακα που εµφανίζεται είναι η integral length scale, η οποία από φυσικής 

απόψεως αποτελεί τη µέση τιµή του συνόλου των µεγάλων κλιµάκων που 
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εµφανίζονται στο ροϊκό πεδίο. Η κλίµακα integral είναι πάντα µικρότερη της 

κλίµακας που αναφέρθηκε προηγουµένως. Το κάτω όριο, όσο αφορά στο µέγεθος των 

κλιµάκων, αποτελεί η κλίµακα Kolmogorov (Kolmogorov scale), στην οποία η 

κίνηση των δινών και η αλληλεπίδρασή τους µε το περιβάλλον, επηρεάζεται από το 

ιξώδες, ενώ τέλος η κλίµακα µεταξύ των δύο προαναφερθέντων (integral και 

kolmogorov), ονοµάζεται Taylor scale. Η απεικόνιση όλων των παραπάνω µπορεί να 

γίνει ευκολότερα στο φασµατικό χώρο (χώρος συχνοτήτων). Στο σχήµα 1.1 φαίνεται 

το λογαριθµικό διάγραµµα, που δείχνει την κατανοµή της τυρβώδους κινητικής 

ενέργειας σε σχέση µε το µήκος κύµατος [Kraichman - 1971]. Η ένταση της κινητικής 

ενέργειας της τύρβης ορίζεται ως: ( ) 3532 −⋅≈ kkE ε , όπου το ε  αναφέρεται στη 

σκέδαση ενέργειας και το k στο µήκος κύµατος. 

 
Σχήµα 1.1: Σχηµατική αναπαράσταση της τυρβώδους φασµατικής κινητικής ενέργειας σαν συνάρτηση 

του µήκους κύµατος k  [Norbert - 2002]. 

 

Για µικρά µήκη κύµατος, τα οποία αντιστοιχούν σε µεγάλες δίνες, η ενέργεια ανά 

µονάδα µήκους κύµατος αυξάνει µε έναν νόµο δύναµης (power law) από 2k  έως 4k . 

Το εύρος αυτής της περιοχής καθορίζεται από τις αστάθειες των µεγάλων δινών, οι 

οποίες εξαρτώνται από τις οριακές συνθήκες της ροής. Επιπλέον παρατηρείται ότι η 

κινητική ενέργεια παρουσιάζει ένα µέγιστο, που αντιστοιχεί στην περιοχή των 

integral scales, κάτι το οποίο είναι φυσιολογικό και αναµενόµενο, λόγω του ότι οι 

δίνες αυτού του µεγέθους περιέχουν το µεγαλύτερο ποσοστό της κινητικής ενέργειας 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 4

ολόκληρου του φάσµατος. Για µεγαλύτερα µήκη κύµατος, εµφανίζεται µία περιοχή η 

οποία είναι γνωστή ως inertial subrange, το κύριο χαρακτηριστικό της οποίας είναι η 

σχέση που παρουσιάζεται µεταξύ της κινητικής ενέργειας και του µήκους κύµατος, 

γνωστής και ως νόµος -5/3. Πέραν αυτής της περιοχής οριοθετείται το τελευταίο 

εύρος των κλιµάκων, το άνω όριο της οποίας καθορίζεται από την κλίµακα του 

Kolmogorov και στην οποία κυριαρχεί η επίδραση του ιξώδους. Η εκθετική µείωση 

της τυρβώδους κινητικής ενέργειας σε αυτό το εύρος εξηγείται από την επίδραση του 

ιξώδους στις δίνες, των οποίων το µέγεθος είναι της τάξεως της κλίµακας του 

Kolmogorov. Από όλα τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι σε ένα τυρβώδες ροϊκό πεδίο 

η κινητική ενέργεια µεταφέρεται από τις µεγαλύτερες δίνες σε µικρότερες, µέσω της 

αλληλεπίδρασης των τελευταίων (χωρίς να αποκλείεται σε ορισµένες περιπτώσεις η 

αντίθετη φορά στην κατεύθυνση κίνησης της ενέργειας -backscatter-), και εν 

συνεχεία σκεδάζεται δια µέσου των µικρότερων δινών µε την επίδραση του ιξώδους 

σε αυτές [Norbert 2002]. 

 

1.2 Πείραµα και αριθµητική προσοµοίωση  
 

Το πείραµα και η αριθµητική προσοµοίωση είναι δύο ευρέως χρησιµοποιούµενα 

εργαλεία για τη µελέτη των φαινοµένων καύσης και γενικότερα των 

ρευστοµηχανικών προβληµάτων. Η πειραµατική µελέτη της καύσης είναι κάτι που 

εφαρµόστηκε αρχικά για τον υπολογισµό των διαφόρων παραµέτρων που σχετίζονται 

µε αυτή και συνεχίζει να εφαρµόζεται ακόµη και σήµερα. Παρόλα αυτά, λόγω της 

πολυπλοκότητας των πειραµάτων, της δυσκολίας εύρεσης και χρήσης κατάλληλων 

συσκευών για ικανοποιητικές µετρήσεις και του υψηλού κόστους των πειραµατικών 

διατάξεων, είναι δύσκολή, εάν όχι ακατόρθωτη η πλήρης ανάλυση και η ανάλυση 

ευαισθησίας των διαφόρων κάθε φορά παραµέτρων. Για το λόγο αυτό η χρήση της 

υπολογιστικής ρευστοµηχανικής (Computational Fluid Dynamics - CFD) 

χρησιµοποιείται όλο και περισσότερο σήµερα από την παγκόσµια ερευνητική 

κοινότητα. Όπως είναι γνωστό, οι διάφορες ροές και οτιδήποτε σχετίζεται µε αυτές 

µπορούν να περιγραφούν - µε ή χωρίς προσεγγίσεις και υποθέσεις - από ένα σύστηµα 

µερικών διαφορικών (partial-differential) ή ολοκληρωτικών διαφορικών (integro-

differential) εξισώσεων (Navier-Stokes), οι οποίες δεν µπορούν να λυθούν αναλυτικά 

πέραν ορισµένων χαρακτηριστικών και απλών περιπτώσεων [Ferziger - 2002, Chung 
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- 2002, Anderson - 1995, Pierre - 2004]. Για να είναι εφικτή η εύρεση µίας 

προσεγγιστικής λύσης αριθµητικά, θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί µία µέθοδος 

διακριτοποίησης, το κύριο γνώρισµα της οποίας είναι η όσον το δυνατόν καλύτερη 

προσέγγιση του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων µε ένα τελικό σύστηµα 

αλγεβρικών εξισώσεων, η επίλυση του οποίου επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια 

ηλεκτρονικού υπολογιστή. Οι διάφορες προσεγγίσεις αφορούν ένα πεπερασµένο 

χώρο (domain) και / ή χρόνο (time), µε τελικό αποτέλεσµα την αριθµητική επίλυση 

των εξισώσεων σε συγκεκριµένες θέσεις στο χώρο και χρόνο. Όπως η ακρίβεια των 

πειραµατικών δεδοµένων είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την ποιότητα και την 

ακρίβεια των διατάξεων που χρησιµοποιούνται, µία παρόµοια εξάρτηση 

παρουσιάζεται µεταξύ της ακρίβειας της τελικής προσεγγιστικής λύσης και της 

µεθόδου διακριτοποίησης, που χρησιµοποιήθηκε [Heath – 2002, Pierre - 2004]. Με 

βάση λοιπόν αυτά που αναφέρθηκαν στην ενότητα 1.1, για να έχουµε την καλύτερη 

δυνατή ποιότητα αποτελεσµάτων θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας όλες τις χωρικές 

και χρονικές κλίµακες (space and time scales) κατά την επίλυση των εξισώσεων 

Navier-Stokes. Για το λόγο αυτό η διακριτοποίηση του χώρου, θα πρέπει να είναι 

αρκετά πυκνή (fine), ώστε να είναι σε θέση να περιλάβει όλες τις κλίµακες (scales) 

αριθµητικά, πράγµα το οποίο επιτυγχάνεται µε την επιλογή ενός χρονικού και 

χωρικού βήµατος, το οποίο είναι µικρότερο αυτού που αντιστοιχεί στο 

χαρακτηριστικό µήκος και χρόνο, που σχετίζεται µε τη µικρότερη ενεργή κλίµακα της 

αναλυτικής λύσης [Batchelor - 1998, Anderson - 1995, Marcel - 2008, Pierre - 2004]. 

Η µέθοδος αριθµητικής επίλυσης του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων που 

περιγράφουν τη ροή για όλες τις χωρικές και χρονικές κλίµακες ονοµάζεται άµεση 

αριθµητική επίλυση (DNS – Direct Numerical Simulation). Στην περίπτωση που το 

εύρος των κλιµάκων είναι πολύ µεγάλο, όπως για παράδειγµα στις τυρβώδεις ροές, το 

πρόβληµα επίλυσης γίνεται πολύ δύσκολο, µε την έννοια ότι ο λόγος των 

µεγαλύτερων κλιµάκων προς τις µικρότερες αυξάνεται πάρα πολύ - integral scales / 

Kolmogorov scales = )(Re 43O  [Pierre - 2004] -, πράγµα το οποίο αποτελεί ένα από 

τα µεγαλύτερα µειονεκτήµατα της µεθόδου, καθώς είναι απαγορευτικό για την 

επίλυση προβληµάτων µεγάλων αριθµών Reynolds, που συναντώνται στην πράξη και 

για το λόγο αυτό η µέθοδος αυτή παραµένει ερευνητικού κυρίως ενδιαφέροντος 

[Norbert - 2002, Ferziger - 2002, Chung - 2002, Anderson - 1995]. Για να είµαστε 

λοιπόν σε θέση να υπολογίσουµε αριθµητικά µία προσεγγιστική λύση πρέπει να 
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µειώσουµε τον αριθµό των βαθµών ελευθερίας, για τις οποίες επιλύουµε το σύστηµα 

των εξισώσεων που περιγράφουν το πρόβληµα, χωρίς όµως να επηρεάσουµε, όσο 

είναι αυτό εφικτό το τελικό αποτέλεσµα. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι µείωσης του 

αριθµού των βαθµών ελευθερίας του προβλήµατος [Pierre - 2004]: 

1) Υπολογίζοντας τη στατιστική µέση τιµή της προσεγγιστικής λύσης άµεσα 

(Reynolds Averaged Navier Stokes - RANS) [Launder - 1972], µέθοδος η 

οποία χρησιµοποιείται ευρέως στις βιοµηχανικές εφαρµογές, λόγω της 

απλότητας και της ταχύτητας που αυτή προσφέρει. Στην µέθοδο αυτή η 

ακριβής λύση φ  θεωρείται ότι αποτελεί το άθροισµα δύο πεδίων, της 

στατιστικής µέσης τιµής και της διακύµανσης, φ φ φ′= + . Ο διαχωρισµός 

αυτός είναι γνωστός στην αγγλική βιβλιογραφία ως Reynolds Decomposition 

[Norbert - 2002, Pope - 2003, Tennekes - 2001, Jean - 2000]. Μία γραφική 

απεικόνιση του τρόπου λειτουργίας της µεθόδου φαίνεται στο σχήµα 1.2, στο 

οποίο απεικονίζεται το ενεργειακό φάσµα της λύσεως στο φασµατικό χώρο 

και το άθροισµα των δύο προαναφερθέντων πεδίων. 

 

Σχήµα 1.2: Ανάλυση του ενεργειακού φάσµατος της λύσεως µε βάση τη µέθοδο RANS - Reynolds 

Averaged Navier Stokes - (συµβολική αναπαράσταση) [Pierre - 2004]. 

 

Η διακύµανση στην περίπτωση αυτή δεν προσοµοιώνεται άµεσα από το υπολογιστικό 

σχήµα (numerical scheme) που χρησιµοποιείται, αλλά λαµβάνεται υπόψη µέσω ενός 

τυρβώδους µοντέλου. Το µαθηµατικό µοντέλο που προκύπτει είναι αυτό των 

σταθερών στο χρόνο εξισώσεων Navier-Stokes. Η µέθοδος αυτή είναι κατάλληλη για 

προσοµοίωση και εύρεση µέσων τιµών, µόνον εφόσον το µοντέλο τύρβης που 

χρησιµοποιείται είναι ικανό να αναπαραστήσει τη διακύµανση αποτελεσµατικά 

[Pierre - 2004]. 

2) Υπολογίζοντας µόνο συγκεκριµένα modes χαµηλών κυρίως συχνοτήτων (της 

τάξεως των εκατοντάδων hertz) και το µέσο πεδίο (mean field). Η αριθµητική 
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αυτή προσέγγιση αναφέρεται µε διάφορες ονοµασίες, ανάλογα µε το πόσο 

πυκνό ή αραιό είναι το πλέγµα της αριθµητικής διακριτοποίησης που 

χρησιµοποιείται και του αριθµού των modes που υπολογίζονται: Unsteady 

Averaged Navier Stokes (URANS) , Semi - Deterministic Simulation (SDS) 

[Pope - 2002], Very Large-Eddy Simulation (VLES) [Pope - 2002, Ferziger -

2002] και µερικές φορές Coherent Structure Capturing [Van derVen - 1995, 

Bastin - 1997]. Στην κατηγορία αυτή το ροϊκό πεδίο φ  θεωρείται ότι είναι το 

άθροισµα τριών όρων: ο πρώτος αναπαριστά το χρονικό µέσο της ακριβής 

λύσης, ο δεύτερος το στατιστικό µέσο υπό συνθήκη (conditional statistical 

average) και ο τρίτος την τυρβώδη διακύµανση. Η γραφική αναπαράσταση 

του τρόπου λειτουργίας της συγκεκριµένης µεθόδου φαίνεται στο σχήµα 1.3, 

η οποία αφορά στο φασµατικό χώρο - Fourier space [Pierre - 2004]. 

 

Σχήµα 1.3: Ανάλυση του ενεργειακού φάσµατος της λύσεως µε βάση τη µέθοδο URANS - Unsteady 

Reynolds Averaged Navier Stokes -, στην περίπτωση ύπαρξης µίας κυρίαρχης / επικρατέστερης 

συχνότητας (συµβολική αναπαράσταση) [Pierre - 2004]. 

 

Όπως στην προηγούµενη µέθοδο έτσι και σε αυτή η τυχαία διακύµανση λαµβάνεται 

υπόψη µέσω κάποιου µοντέλου, ενώ το άθροισµα της χρονικής µέσης τιµής και της 

µέσης τιµής υπό συνθήκη, αποτελεί τη µεταβλητή που υπολογίζεται από το 

µαθηµατικό µοντέλο. Εφόσον η περίπτωση αυτή αποτελεί µία µεταβλητή χρονικά 

προσέγγιση, σε αντίθεση µε τη σταθερή χρονικά προηγούµενη, η τελική λύση 

προσοµοιώνεται καλύτερα, λόγω των περισσότερων δεδοµένων που περιέχονται σε 

αυτή. 

3) Υπολογίζοντας τα modes χαµηλών συχνοτήτων στο χώρο άµεσα και 

µοντελοποιώντας την επίδραση των modes υψηλών συχνοτήτων, σε αυτά των 

χαµηλών συχνοτήτων (Large Eddy Simulation - LES), µε τη χρησιµοποίηση 
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κατάλληλων υπολογιστικών εργαλείων. Η συγκεκριµένη µέθοδος αποτελεί το 

αντικείµενο αυτής της διδακτορικής διατριβής και θα αναλυθεί διεξοδικότερα 

παρακάτω. Προς το παρόν στο γράφηµα του σχήµατος 1.4 απεικονίζεται η 

γενική ιδέα εφαρµογής της [Pierre - 2004, Pope - 2003, Ferziger - 2002, 

Launder - 1972]. 

 

Σχήµα 1.4: Ανάλυση του ενεργειακού φάσµατος της λύσεως µε βάση τη µέθοδο LES –Large Eddy 

Simulation-(συµβολική αναπαράσταση) [Pierre - 2004]. 

 

1.3 Προσοµοίωση µεγάλων δινών και πρόβληµα κλεισίµατος 

(LES – closure problem)  
 

Για την κατανόηση του όρου προσοµοίωσης µεγάλων δινών (Large-Eddy-Simulation 

- LES) [Ferziger - 2002, Chung - 2002, Anderson - 1995, Marcel - 2008] είναι 

απαραίτητος ο διαχωρισµός των κλιµάκων (scales) της τύρβης σε δύο µεγάλες 

κατηγορίες, µε απώτερο σκοπό τη µείωση των βαθµών ελευθερίας του προβλήµατος. 

Για να είναι εφικτός ένας τέτοιος διαχωρισµός πρέπει να οριστεί µία κλίµακα 

αποκοπής (cutoff length scale). Οι κλίµακες, οι οποίες είναι µεγαλύτερες από το 

µήκος της κλίµακας αποκοπής (cutoff length) ονοµάζονται µεγάλες κλίµακες ή 

κλίµακες οι οποίες υπολογίζονται αναλυτικά (large scales και / ή resolved scales), 

ενώ αυτές που είναι µικρότερες αυτού του ορίου, µικρές ή υποπλεγµατικές κλίµακες 

(small scales και / ή unresolved scales). Τα παραπάνω φαίνονται στο σχήµα 1.5, όπου 

η αριστερή πλευρά αυτού αναφέρεται στο φυσικό χώρο και η δεξιά αφορά στο 

φασµατικό χώρο (Fourier space). 
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Σχήµα 1.5: Σχηµατική αναπαράσταση του απλούστερου διαχωρισµού των κλιµάκων: το φίλτρο του 

πλέγµατος και το θεωρητικό φίλτρο είναι τα ίδια, τα οποία αναπαριστώνται στο χώρο του φάσµατος 

(Fourier space) µε ένα µήκος κύµατος αποκοπής, το οποίο διαχωρίζει τις κλίµακες που επιλύονται 

αναλυτικά (resolved scales), µε τις υποπλεγµατικές κλίµακες (subgrid scales). Το µήκος κύµατος 

αποκοπής δηλώνεται µε kc, το οποίο υπολογίζεται άµεσα από το µήκος του φίλτρου αποκοπής ∆  στο 

φυσικό χώρο. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, το ∆  θεωρείται ίσο µε το µήκος του υπολογιστικού 

πλέγµατος [Pierre – 2004]. 

 

Στη µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών (Large-Eddy-Simulation - LES), οι 

µεγαλύτερες τρισδιάστατες, ασταθείς κλίµακες (scales) τύρβης επιλύονται αναλυτικά 

και άµεσα, ενώ η επίδραση των µικρότερων λαµβάνεται υπόψη µε τη βοήθεια και τη 

χρησιµοποίηση ενός µοντέλου. Ο διαχωρισµός µεταξύ τους επιτυγχάνεται µε τη 

χρησιµοποίηση φίλτρων χαµηλών συχνοτήτων (low pass filter), τα οποία καθορίζουν 

τη συχνότητα αποκοπής. Η βασική ιδέα της µεθόδου στηρίζεται στο γεγονός ότι οι 

µεγάλες κλίµακες τύρβης περιέχουν το µεγαλύτερο ποσοστό ενέργειας, σε αντίθεση 

µε τις µικρές, οι οποίες σχετίζονται µε τη σκέδαση αυτής. Συµπερασµατικά λοιπόν 

είναι δυνατό να λεχθεί ότι η επίλυση των µεγάλων κλιµάκων και η µοντελοποίηση 

της επίδρασης και / ή της συσχέτισης των µικρών µε τις µεγάλες  µπορεί να 

προσφέρει µία αρκετά καλή προσέγγιση του πεδίου ροής, που επιλύεται. 

Χρησιµοποιώντας ως µέτρο σύγκρισης την υπολογιστική ισχύ που απαιτείται για τις 

µεθόδους που αναφέρθηκαν παραπάνω, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η 
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προσοµοίωση µεγάλων δινών βρίσκεται ανάµεσα στις µεθόδους RANS, η οποία 

αποτελεί το κάτω όριο αυτής της κλίµακας, και DNS, η οποία βρίσκεται στο άνω όριο 

αυτής. Το αριθµητικό κόστος για µία προσοµοίωση µεγάλων δινών (LES) είναι 

µεγαλύτερο από τη µέθοδο RANS και µικρότερο της µεθόδου DNS, ενώ δίνει πολύ 

καλύτερα αποτελέσµατα από την πρώτη - από την οποία προκύπτουν µόνο οι µέσες 

τιµές των διαφόρων µεγεθών προς επίλυση - και λιγότερο αναλυτικά αποτελέσµατα 

από τη δεύτερη. 

Ωστόσο τόσο η µέθοδος RANS, όσο και η αντίστοιχη LES παρουσιάζουν ένα βασικό 

µειονέκτηµα, το οποίο είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως πρόβληµα κλεισίµατος 

(closure problem). Κατά την εφαρµογή της µεθόδου RANS στο σύστηµα των 

εξισώσεων που περιγράφει το πρόβληµα, δηµιουργούνται, λόγω των µη γραµµικών 

όρων και των όρων συναγωγής της εξίσωσης ορµής, επιπρόσθετοι όροι της µορφής 

i ju u′ ′⋅ , οπού το iu′  είναι η διακύµανση της ταχύτητας, η οµαδοποίηση των οποίων 

αποτελεί έναν τανυστή, που ονοµάζεται τανυστής υποπλεγµατικών κλιµάκων 

(subgrid stress tensor). Ο τανυστής αυτός αποτελείται από 6 συσχετίσεις 

(correlations) µεταξύ των διακυµάνσεων της ταχύτητας , οι οποίες περιγράφουν την 

επίδραση αυτών στο µέσο πεδίο. Λόγω του ότι οι όροι αυτοί είναι άγνωστοι, 

απαιτείται ο προσδιορισµός επιπλέον εξισώσεων, κάτι το οποίο δεν είναι αδύνατο, 

οδηγεί όµως το τελικό σύστηµα των εξισώσεων σε αδιέξοδο, καθώς οι επιπλέον 

εξισώσεις περιλαµβάνουν όρους της µορφής kji uuu ′⋅′⋅′ , οι οποίες αποτελούν τριπλές 

συσχετίσεις µεταξύ των διακυµάνσεων της ταχύτητας. Η αναγωγική αυτή διαδικασία 

αυξάνει κάθε φορά το µέγεθος του τανυστή µε αποτέλεσµα το τελικό σύστηµα που 

προκύπτει να παραµένει ανεπίλυτο, καθώς ο τελικός αριθµός των αγνώστων είναι 

µεγαλύτερος από αυτό των εξισώσεων. Συµπερασµατικά λοιπόν το παραπάνω 

πρόβληµα είναι αδύνατο να επιλυθεί µε την προαναφερθείσα αναγωγική µέθοδο. 

Επιβάλλεται λοιπόν ένας διαφορετικός τρόπος προσέγγισης, αυτός που αφορά τη 

µοντελοποίηση των αγνώστων όρων. ∆ιάφορα µοντέλα που δίνουν λύση στο 

παραπάνω πρόβληµα περιγράφονται αναλυτικά από τους Launder - 1972, Marcel - 

2008, Pierre - 2004. 

Σε συµφωνία µε τα παραπάνω, κατά την εφαρµογή της µεθόδου LES, και 

συγκεκριµένα στο στάδιο κατά το οποίο γίνεται η εφαρµογή του φίλτρου στο 

σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν το εκάστοτε πρόβληµα, 

δηµιουργούνται όροι, η αριθµητική επίλυση των οποίων είναι αναπόφευκτη χωρίς τη 
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χρησιµοποίηση κάποιου µοντέλου, αποτελεσµατικού όσο αφορά την πρόβλεψή τους. 

Οι άγνωστοι όροι (subgrid ή / και residual scale terms) που εµφανίζονται λόγω της 

αλληλεπίδρασης των µικρών µε τις µεγάλες κλίµακες τύρβης, επιλύονται µε τη 

χρησιµοποίηση διαφόρων µοντέλων φυσικής ή µη σηµασίας. Συνοψίζοντας µπορούµε 

να αναφέρουµε ότι η µέθοδος LES γίνεται µε εφαρµογή τεσσάρων βασικών βηµάτων-

σταδίων [Pope - 2003]: 

1) Μία διαδικασία εφαρµογής ενός φίλτρου στο φυσικό ή στο φασµατικό χώρο, 

η οποία αναλύει την ταχύτητα u  σε ένα άθροισµα µίας µέσης τιµής, που 

αποτελεί τη φιλτραρισµένη συνιστώσα (filtered, resolved) - συνιστώσα η 

οποία υπολογίζεται αριθµητικά και εξαρτάται από τα γεωµετρικά 

µακροσκοπικά χαρακτηριστικά της εκάστοτε προς προσοµοίωση διάταξης - , 

και µίας διακύµανσης, η οποία αντιπροσωπεύει την αφιλτράριστη συνιστώσα 

(unfiltered, unresolved) - συνιστώσα η επίδραση της οποίας στην 

προηγούµενη λαµβάνεται υπόψη µέσω µοντέλου και δεν υπολογίζεται 

αριθµητικά - . Η πρώτη - τρισδιάστατη και χρονικά µεταβαλλόµενη - 

αντιπροσωπεύει τις µεγάλες κλίµακες τύρβης (large scales), ενώ η δεύτερη 

αφορά στις µικρές κλίµακες (small scales) και παρουσιάζει έναν πιο γενικό 

χαρακτήρα και συµπεριφορά, η οποία καθορίζεται από το ιξώδες - 

χαρακτηριστική ιδιότητα του ρευστού -. 

2) Οι εξισώσεις του ροϊκού πεδίου που αφορούν στο φιλτραρισµένο πεδίο της 

ταχύτητας προκύπτουν από τις εξισώσεις Navier–Stokes. Οι άγνωστοι όροι 

(residual stress tensor), προκύπτουν από την εφαρµογή του φίλτρου (1ο 

στάδιο) σε αυτές. 

3) Χρησιµοποίηση κατάλληλου µοντέλου, για την επίλυση του προβλήµατος 

κλεισίµατος (closure problem), που δηµιουργείται από το φιλτράρισµα των 

εξισώσεων. Το βήµα αυτό αποτελεί ουσιαστικά τη διατύπωση µίας υπόθεσης 

µε τη µορφή µαθηµατικού µοντέλου, η οποία αφορά στη συµπεριφορά και 

στον τρόπο αλληλεπίδρασης των µικρών κλιµάκων σε σχέση µε τις µεγάλες. 

4) Οι τελικές φιλτραρισµένες εξισώσεις επιλύονται αριθµητικά - κατά τη 

διάρκεια της διαδικασίας λαµβάνεται υπόψη το µοντέλο που χρησιµοποιήθηκε 

στο τρίτο βήµα - για τη φιλτραρισµένη µόνο τιµή της ζητούµενης µεταβλητής, 

που αποτελεί µία καλή προσέγγιση της κίνησης των µεγάλων κλιµάκων 

τύρβης και του ροϊκού πεδίου που περιγράφουν. 
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1.4 Γενικά µοντέλα για την επίλυση του προβλήµατος 

κλεισίµατος (closure problem) 
 

1.4.1. Εισαγωγή  

 

Η µέθοδος προσοµοίωσης µεγάλων δινών [Smagorinsky - 1963, Lilly - 1967, 

Deardorff - 1974] ξεκίνησε από την απαίτηση µελέτης µετεωρολογικών εφαρµογών 

και προσοµοίωσης του ατµοσφαιρικού οριακού στρώµατος [Mason - 1994]. Η 

ανάπτυξη και η εκτίµηση για την εγκυρότητα της µεθόδου ξεκίνησε από τη µελέτη 

ισότροπης τύρβης [Kraichnan - 1976, Chasnov - 1991], και εν συνεχεία εφαρµόστηκε 

στην περίπτωση πλήρους ανεπτυγµένης ροής σε κανάλι [Deardorff - 1970, Schuman - 

1975, Moin & Kim - 1982, Piomelli - 1993]. Ένα πρωταρχικό βήµα στο πεδίο αυτό 

υπήρξε η εφαρµογή της µεθόδου σε πολύπλοκες γεωµετρίες, οι οποίες 

παρουσιάζονται στις περισσότερες µηχανολογικές εφαρµογές [Akselvoll & Moin - 

1996, Haworth & Jansen - 2000]. Η συλλογή των εργασιών του Galperin και Orszag - 

1993 παρουσιάζει µία περίληψη της ιστορίας της µεθόδου LES και του εύρους των 

εφαρµογών της.  

Όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενη ενότητα, η µοντελοποίηση των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων τύρβης (subgrid scales), απαιτεί την εκτίµηση της 

αλληλεπίδρασης µεταξύ µικρών και µεγάλων κλιµάκων, η οποία µαθηµατικά 

αποτελεί τον όρο τ⋅∇ (subgrid scale tensor), για την προσεγγιστική εκτίµηση του, 

µέσω του φιλτραρισµένου πεδίου u . Οι δυνατότητες µοντελοποίησης µπορούν να 

χωριστούν σε δύο µεγάλες κατηγορίες [Sagaut - 2000]: 

1) Functional modeling: Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η µοντελοποίηση της 

επίδρασης του τανυστή υποπλεγµατικών τάσεων στη φιλτραρισµένη τιµή του 

πεδίου ταχύτητας και όχι η προσέγγιση του ίδιου. Η επίλυση του προβλήµατος 

κλεισίµατος (closure problem) µπορεί µαθηµατικά να εκφραστεί µέσω της 

σχέσεως: ( )uHu =′  ή ( )uH=τ . 

2) Structural modeling: Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η προσέγγιση του 

τανυστή υποπλεγµατικών κενών µε κατασκευή του µέσω της φιλτραρισµένης 

τιµής ή από ανάπτυξη κάποιας σειράς (series expansion). Η υπόθεση που 

υπεισέρχεται µε τη χρησιµοποίηση του µοντέλου είναι της µορφής: 

( )uH=⋅∇ τ . 
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Στις επόµενες παραγράφους αναλύονται τα µοντέλα που χρησιµοποιούνται σε κάθε 

µία από τις παραπάνω κατηγορίες, µε αναφορές από τη βιβλιογραφία και το διεθνή 

τύπο. 

 

1.4.2 Functional modeling 

 

Τα µοντέλα που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία είναι δυνατόν χωριστούν στις 

παρακάτω γενικές περιοχές : 

 

Α) Φασµατικά µοντέλα (spectral models): 

 

Τα µοντέλα που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία είναι όλα µοντέλα ιξώδους δίνης 

(eddy viscosity models), αφορούν στο φασµατικό χώρο και βασίζονται στην υπόθεση 

κατά Kraichnan [Kraichnan - 1971]: 

1) Μοντέλο Chollet - Lesieur [Chollet - 1981]: Το συγκεκριµένο µοντέλο 

χρησιµοποιεί  µία αναλυτική έκφραση για το ιξώδες σα συνάρτηση του 

µήκους κύµατος στο σηµείο αποκοπής, γεγονός που το κάνει αποτελεσµατικό 

στην πρόβλεψη των φαινοµένων που λαµβάνουν χώρα στην περιοχή αυτή 

(π.χ. αύξηση της µεταφερόµενης ενέργειας προς τις υποπλεγµατικές 

κλίµακες). Παρέχει δηλαδή την εξάρτηση του ιξώδους µε την κατανοµή της 

κινητικής ενέργειας στο σηµείο αποκοπής. Μόνο το µέγεθος της 

µεταφερόµενης ενέργειας αποτελεί µεταβλητή και όχι η υποτιθέµενη µορφή 

αυτής. 

2) Μοντέλο effective viscosity [Chollet - 1989]: Το µοντέλο αυτό αποτελεί στην 

ουσία µία απλούστευση του προηγούµενου και βασίζεται στις ίδιες υποθέσεις 

και παραδοχές. Το ιξώδες είναι ανεξάρτητο του µήκους κύµατος και 

υπολογίζεται έτσι ώστε να εξασφαλίζει την ίδια µέση τιµή, µε αυτή του 

µοντέλου Chollet - Lesieur. Είναι για το λόγο αυτό πιο εύκολο να 

υπολογιστεί, αλλά το βασικό µειονέκτηµα του είναι ότι δεν λαµβάνει υπόψη 

τα φαινόµενα που συµβαίνουν στην περιοχή γύρω από τη συχνότητα 

αποκοπής. 

3) ∆υναµικό φασµατικό µοντέλο (dynamic spectral model) [Metais - 1992]: 

Αποτελεί µία επέκταση και βελτίωση του πρώτου, η οποία επιτυγχάνεται µε 

τη χρησιµοποίηση διαφορετικής κλίσης της φασµατικής κατανοµής ενέργειας, 
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στην περιοχή inertial subrange, από την αυτή που λαµβάνεται στην υπόθεση 

κατά Kraichnan (π.χ. -5/3). Ενώ λοιπόν το µοντέλο Chollet - Lesieur λαµβάνει 

υπόψη µόνο την κατανοµή ενέργειας στην περιοχή της αποκοπής, το παρόν 

µοντέλο επεκτείνεται στην περιγραφή της κλίσης της καµπύλης κατανοµής 

ενέργειας (στο φασµατικό χώρο) στην ίδια περιοχή. Με τη βελτίωση αυτή, 

είναι δυνατή η µη χρησιµοποίηση του µοντέλου σε περιπτώσεις και σε 

περιοχές της ροής όπου η κινητική ενέργεια στη συχνότητα αποκοπής είναι µη 

µηδενική, αλλά η µεταφορά αυτής από τις µεγάλες στις υποπλεγµατικές 

κλίµακες τύρβης είναι µηδενική. Οι υποθέσεις και η δυνατότητα πρόβλεψης 

τοπικών φαινοµένων στην περιοχή της αποκοπής αυτού του µοντέλου είναι 

ίδιες µε αυτές του µοντέλου Chollet – Lesieur. 

4) Μοντέλο Lesieur – Rogallo [Lesieur - 1989]: Αποτελεί και αυτό, όπως το 

προηγούµενο επέκταση του µοντέλου Chollet – Lesieur, επέκταση η οποία 

αφορά τον υπολογισµό της εντάσεως µεταφοράς της ενέργειας µέσω µίας 

δυναµικά µεταβαλλόµενης διεργασίας. Λόγω αυτού είναι δυνατόν να ληφθούν 

υπόψη αλλαγές στη φύση της µεταφοράς ενέργειας προς τις υποπλεγµατικές 

κλίµακες τύρβης, ενώ η δυναµική διαδικασία αφορά στην εισαγωγή 

περισσότερης πληροφορίας στο µοντέλο, µέσω της ενέργειας, που 

περικλείεται στις µεγαλύτερες από τις κλίµακες που επιλύονται. 

5) Μοντέλα που βασίζονται στην αναλυτική θεωρία της τύρβης και των τυρβωδών 

ροών: Κύριο χαρακτηριστικό των µοντέλων αυτών είναι ότι υπολογίζουν το 

ιξώδες, που αφορά τις υποπλεγµατικές κλίµακες, χωρίς καµία περαιτέρω 

υπόθεση για τη µορφή ή / και την κλίση του ενεργειακού φάσµατος αυτών (η 

κλίση στην περιοχή του inertial subrange είναι αυτή του µοντέλου Chollet - 

Lesieur (-5/3)). Για το λόγο αυτό τα συγκεκριµένα µοντέλα γίνονται 

γενικότερα από όλα τα προηγούµενα, ικανά να συµπεριλάβουν πολύπλοκα 

φυσικά φαινόµενα. Η προσέγγιση αυτή έχει χρησιµοποιηθεί από τους 

Boersma - 1998, Chollet - 1983a, Chollet - 1983b και Bertoglio - 1984a, 

Bertoglio - 1984b. Το βασικό µειονέκτηµα όµως αφορά στην κωδικοποίησή 

τους - για να είναι κατάλληλα για χρησιµοποίηση σε υπολογιστικούς κώδικες 

- και στην υπολογιστική ισχύ και χρόνο που απαιτούν για την επίλυση του 

προβλήµατος. 
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Β) Η επόµενη κατηγορία αναφέρεται σε µοντέλα που σχετίζονται µε το φυσικό χώρο 

και στηρίζονται είτε στις κλίµακες που επιλύονται άµεσα, είτε στην ενέργεια στην 

περιοχή της αποκοπής, είτε τέλος στις υποπλεγµατικές κλίµακες τύρβης. Αυτά είναι 

τα ακόλουθα : 

 

1) Το µοντέλο Smagorinsky [Smagorinsky – 1963, Bogey - 2006]: Βασίζεται στον 

υπολογισµό διαφόρων µεγεθών µέσω των κλιµάκων τύρβης, οι οποίες 

επιλύονται (resolved scales). Το συγκεκριµένο µοντέλο χρησιµοποιεί µία 

σχέση µεταξύ του ιξώδους των υποπλεγµατικών κλιµάκων (subgrid viscosity) 

και των κλίσεων (gradients) των κλιµάκων που επιλύονται. Ως γνωστόν όµως 

αυτό εισάγει µία φυσική ασυνέχεια λόγω του ότι το ιξώδες των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων είναι µη µηδενικό καθώς το πεδίο ταχύτητας 

εµφανίζει χωρικές διακυµάνσεις, ακόµα και εάν αυτό είναι στρωτό και 

επιλύονται όλες οι κλίµακες. Η υπόθεση λοιπόν που συνδέει την ύπαρξη των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων µε τις κλίσεις του µέσου πεδίου, απαιτεί την 

ανάπτυξη µοντέλων, τα οποία έχουν να κάνουν µε ροές πλήρως τυρβώδεις ή 

περιλαµβάνουν υποπλεγµατικές κλίµακες σε όλο το εύρος τους. Το 

συγκεκριµένο πρόβληµα παρουσιάζεται σε όλα τα µοντέλα, τα οποία 

στηρίζονται στις µεγάλες κλίµακες τύρβης. 

2) Structure Function Model [Metais - 1992]: Αποτελεί επέκταση στο φυσικό 

χώρο των µοντέλων, τα οποία έχουν σαν βάση την ενέργεια στο σηµείο 

αποκοπής. Οι εφευρέτες του [Metais - 1992] πρότειναν την εκτίµηση της 

ενέργειας στη συχνότητα αποκοπής µε τη βοήθεια µίας δευτέρου βαθµού 

συνάρτησης ταχύτητας (second order velocity structure function). Η δυσκολία 

όµως αυτού να διατηρήσει την πληροφορία τοπικά σταθερή στο φυσικό και 

στο φασµατικό χώρο, αποτελεί ένα από τα κυριότερα µειονεκτήµατά του. 

3) Μοντέλο βασισµένο στην κινητική ενέργεια των υποπλεγµατικών κλιµάκων 

τύρβης [Horiuti - 1985, Schumann - 1975, Yoshizawa - 1991, Yoshizawa - 

1985, Moeng - 1984, Stevens - 1999, Kim - 1999]: Στην περίπτωση αυτή η 

περιεχόµενη στο φάσµα κινητική ενέργεια αποτελεί µία επιπλέον µεταβλητή 

του προβλήµατος, για την οποία επιλύεται µία ακόµη εξίσωση µεταφοράς. Για 

το λόγο αυτό είναι θεωρητικά πιο αποτελεσµατικό από τα προηγούµενα, µε το 

βασικό του όµως µειονέκτηµα να παραµένει η αύξηση του αριθµού των 
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υποθέσεων που αυτό απαιτεί (µοντελοποίηση επιπλέον όρων, οριακές 

συνθήκες). 

4) Μοντέλο Yoshizawa: Έχει βασικά τα ίδια πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα 

µε το προηγούµενο, ανήκει όµως στην κατηγορία µοντέλων που στηρίζονται 

στις υποπλεγµατικές κλίµακες, λόγω του ότι περιλαµβάνει µία επιπλέον 

εξίσωση για τη µεταφορά ενός µεγέθους, το οποίο σχετίζεται µε µία 

χαρακτηριστική υποπλεγµατική κλίµακα [Pierre - 2004]. 

5) Mixed Scale Model [Sagaut – 2000, Sagaut - 1996]: Βασίζεται στη συλλογή 

πληροφοριών που σχετίζονται τόσο µε τις υποπλεγµατικές κλίµακες, όσο και 

µε αυτές που επιλύονται άµεσα, χωρίς ωστόσο να χρησιµοποιεί επιπρόσθετες 

εξισώσεις µεταφοράς, όπως συµβαίνει στη περίπτωση του µοντέλου 

Yoshizawa. Τα δεδοµένα και τα µεγέθη που αφορούν στις υποπλεγµατικές 

κλίµακες προκύπτουν από αυτά των µεγάλων κλιµάκων, µε τη βοήθεια 

γραµµικής ή άλλου είδους παρεµβολής στο πεδίο συχνοτήτων (φασµατικός 

χώρος – Fourier space). Το συγκεκριµένο µοντέλο µπορεί να χαρακτηριστεί 

σαν ένα ενδιάµεσο µοντέλο µεταξύ αυτών που βασίζονται στις 

υποπλεγµατικές κλίµακες και αυτών που προκύπτουν µε τη χρησιµοποίηση 

επιπλέον εξισώσεων από τις µεγάλες κλίµακες τύρβης. 

 

Γ) Μία τρίτη οµάδα µοντέλων που ανήκουν στη πρώτη γενική κατηγορία που 

αναφέρθηκε στην αρχή της ενότητας 1.4.1 (structural modeling), αποτελείται κυρίως 

από µοντέλα, τα οποία αποτελούν βελτιώσεις των προηγουµένων στο φυσικό χώρο. Η 

βελτίωση αυτή δεν αφορά στην αλλαγή ή / και στην µετατροπή της δοµής του 

µοντέλου εξολοκλήρου, αλλά στη διατήρηση αυτής σταθερής και στην πρόσθεση 

νέων µεταβλητών - στην περίπτωση των µοντέλων που στηρίζονται στις µεγάλες 

κλίµακες - , ή επιπλέον υποθέσεων. Στη συνέχεια παρουσιάζεται µία σειρά µοντέλων, 

τα οποία ανήκουν σε µία κατηγορία, κύριο χαρακτηριστικό της οποίας αποτελεί η 

χρησιµοποίηση µίας δυναµικής στο χώρο και στο χρόνο διαδικασίας, που αφορά στον 

υπολογισµό των διαφόρων αυτών σταθερών. Η γενική φιλοσοφία της όλης 

διαδικασίας σχετίζεται µε την επιλογή ενός φίλτρου δοκιµής (test filter) και την 

εφαρµογή αυτού στις κλίµακες τύρβης που επιλύονται άµεσα. Το τελικό πεδίο που 

προκύπτει κατόπιν της εφαρµογής του φίλτρου δοκιµής αντιστοιχεί στις υψηλότερης 

συχνότητας κλίµακες τύρβης, οι οποίες λαµβάνονται υπόψη από την προσοµοίωση. 

Τέτοιου τύπου διαδικασίες αποτελούν οι: 
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1) Germano - Lilly Dynamic Procedure: Ο Germano [Pierre - 2004, Germano - 

1991, Stolz - 1999], πρότεινε έναν αλγόριθµο δυναµικού υπολογισµού της 

σταθεράς Cd του µοντέλου Smagorinsky, σε κάθε χωρική και χρονική θέση. 

Μέσω της διαδικασίας αυτής, η οποία είναι εφαρµόσιµη σε οποιοδήποτε 

µοντέλο, επιτυγχάνεται η χωρική και δυναµική εξάρτηση του µέχρι τώρα 

σταθερού (σε χώρο και σε χρόνο) συντελεστή Cd. 

2) Lagrangian Dynamic Procedure: Αποτελεί διαδικασία κατά την οποία 

υπολογίζεται η µέση τιµή ενός συντελεστή κατά την οµοιογενή κατεύθυνση 

(homogeneous direction) και έχει ως βασικό µειονέκτηµα τη µη εφαρµογή του 

µοντέλου σε πολύπλοκες γεωµετρίες, οι οποίες είναι εντελώς ανοµοιογενείς. 

Μία τεχνική επίλυσης του προαναφερθέντος προβλήµατος αποτελεί η επιλογή 

της τροχιάς των στοιχείων ρευστού και όχι της οµοιογενής κατεύθυνσης, ως 

κατεύθυνση µε βάση την οποία θα γίνει η εύρεση της µέσης τιµής [Meneveau 

- 1996]. 

3) Constrained Localized Dynamic Procedure [Pierre - 2004]: Αποτελεί µία 

διαδικασία, η οποία εφαρµόζεται σε περιπτώσεις ανοµοιογένειας 

(heterogeneous direction) και βασίζεται στην ιδέα ελαχιστοποίησης ενός 

προβλήµατος ολοκλήρωσης, µεταβλητού στο χώρο, και όχι τοπικού σε αυτόν 

- διαδικασία η οποία εφαρµόζεται στο µοντέλο Germano – Lilly -. 

 

1.4.3 Structural modeling  

 

Η οικογένεια αυτών των µοντέλων δεν απαιτεί γνώση εκ των προτέρων της φύσης 

των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των υποπλεγµατικών κλιµάκων και αυτών που 

επιλύονται άµεσα. Τα συγκεκριµένα µοντέλα µπορούν να χωριστούν στις παρακάτω 

γενικές κατηγορίες [Pierre - 2004]: 

 

1) Μοντέλα που προκύπτουν από ανάπτυξη σειρών (formal series expansion): 

Χαρακτηριστικό των συγκεκριµένων αποτελεί η δυνατότητα δηµιουργίας 

τους, χωρίς τη χρησιµοποίηση της γνώσης των φυσικών φαινοµένων που 

λαµβάνουν χώρα κατά την εξέλιξη της ροής, παρά µόνο µε την ανάλυση των 

διαφόρων όρων, που εµφανίζονται στις φιλτραρισµένες εξισώσεις της ροής 

(Navier-Stokes equations). Η κατηγορία αυτή περιλαµβάνει µοντέλα, τα οποία 
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προκύπτουν µέσω της διαδικασίας της προσεγγιστικής ανέλιξης (approximate 

deconvolution models) ή µη γραµµικά µοντέλα. 

2) Μοντέλα το οποία στηρίζονται στην αρχή της οµοιότητας των κλιµάκων τύρβης 

(scale similarity models): Μέσω αυτής της οµοιότητας επιτυγχάνεται η 

συσχέτιση και οµοιότητα µεταξύ των διαφόρων δοµών της ροής σε διάφορα 

επίπεδα φιλτραρίσµατος. Παρόλο που τα µοντέλα αυτά είναι παρόµοια σαν 

βάση µε τα προηγούµενα - τύπου ανέλιξης - , η βασική διαφορά τους µε τα 

τελευταία οφείλεται στο γεγονός της φυσικής τους βάσης και όχι των 

µαθηµατικών υποθέσεων. 

3) Μοντέλα συνδυασµού (mixed model): Όπως αναφέρει και το όνοµά τους 

αποτελούν µία κατηγορία µοντέλων, η οποία είναι ένας γραµµικός 

συνδυασµός µεταξύ των structural και functional µοντέλων. Παρόλο που 

ξεκίνησαν στη βάση της οµοιότητας κλιµάκων (scale similarity), πρόσφατες 

αναφορές δείχνουν ότι αποτελούν φυσικό µέρος των µοντέλων ανέλιξης 

(deconvolution models). 

4) Στην πρώτη από τις τρεις προαναφερθείσες κατηγορίες ανήκουν τα µοντέλα 

ανέλιξης (deconvolution), τα οποία ορισµένες φορές αναφέρονται και ως 

µοντέλα αναστροφής της διαδικασίας φιλτραρίσµατος (defiltering models): Η 

βασική ιδέα πάνω στην οποία στηρίζεται η δηµιουργία και η εφαρµογή τους 

απεικονίζεται στο σχήµα 1.6 - στην αριστερή πλευρά του οποίου 

αναπαριστάται µία ιδανική προσοµοίωση µεγάλων δινών (LES), ενώ στη 

δεξιά πλευρά αυτού µία ιδανική προσέγγιση της προσοµοίωσης µεγάλων 

δινών - και είναι η εξής: η όλη διαδικασία στοχεύει στη δυνατότητα 

υπολογισµού και στην ανακατασκευή ή / και όσο το δυνατόν καλύτερη 

αναπαραγωγή του αφιλτράριστου πεδίου από το φιλτραρισµένο, το οποίο έχει 

επιλυθεί. 

Τα γενικά µοντέλα συνέλιξης δεν βασίζονται σε φυσικές παραδοχές, πράγµα το οποίο 

συµβαίνει µε τα µοντέλα τύπου eddy viscosity, (µε την παραδοχή κλίσης ή βαθµίδας - 

gradient assumption hypothesis -), και επιπλέον οι µοντελοποιηµένες τυρβώδεις 

τάσεις συγκλίνουν ασυµπτωτικά στην ακριβή λύση, εφόσον το µήκος του φίλτρου 

συγκλίνει στο µηδέν. 
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Σχήµα 1.6: Αριστερά: Γραφική αναπαράσταση µίας ιδανικής προσοµοίωσης µεγάλων δινών (LES –

Large Eddy Simulation). ∆εξιά: Γραφική αναπαράσταση της αντίστροφης µοντελοποίησης και 

ανακατασκευής του αφιλτράριστου πεδίου από το φιλτραρισµένο [Kueng - 2007]. 
 

Πριν τη θεωρητική ανάλυση της διεργασίας είναι σκόπιµο να αναφέρουµε τα εξής : 

1) Η µέθοδος είναι αποτελεσµατική στην περίπτωση που το είδος του φίλτρου 

που χρησιµοποιείται είναι αντιστρέψιµο. Σε αντίθετη περίπτωση η απώλεια 

πληροφορίας κατά τη διάρκεια της διαδικασίας αντιστροφής του φίλτρου είναι 

αρκετά µεγάλη µε τελικό απότοκο τη λανθασµένη σε µικρό ή σε µεγάλο 

βαθµό ανακατασκευή της αφιλτράριστης τιµής του πεδίου της ταχύτητας από 

τη φιλτραρισµένη αυτού. Θεωρητικά η αντιστροφή της διαδικασίας 

φιλτραρίσµατος είναι δυνατή στην περίπτωση οµαλών φίλτρων [Pierre - 

2004]. 

2) Στην πράξη, κατά τη διάρκεια διεξαγωγής της προσοµοίωσης το φίλτρο λόγω 

του πλέγµατος είναι πάντα υπαρκτό, εξαιτίας του πεπερασµένου αριθµού 

διακριτών κόµβων ή σηµείων που χρησιµοποιούνται για την επίλυση του 

προβλήµατος. Επιπλέον ως συνέπεια του θεωρήµατος Nyquist [Brigham - 

1974], ένα φίλτρο µη αντιστρεπτό, µε µήκος και χρόνο αποκοπής ίσο µε 2∆x 

και 2∆t αντίστοιχα - το ∆x αντιπροσωπεύει το µήκος του υπολογιστικού 

πλέγµατος που χρησιµοποιείται για την προσοµοίωση και το ∆t το χρονικό 

βήµα του αριθµητικού σχήµατος επίλυσης -, είναι και αυτό σε συνεχή 

παρουσία. Το φίλτρο δηλαδή που χρησιµοποιείται στις πρακτικές εφαρµογές 
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είναι ένας συνδυασµός µεταξύ ενός φίλτρου ανέλιξης µε µήκος ∆  και ενός 

φίλτρου που σχετίζεται µε το µήκος πλέγµατος που χρησιµοποιείται. Το 

τελευταίο µπορεί να θεωρηθεί φίλτρο µε απότοµη αποκοπή σε µήκος κύµατος 

ck xπ= ∆ . Με βάση τα παραπάνω συνάγεται το συµπέρασµα ότι η 

διαδικασία της ανέλιξης δεν είναι δυνατό να ανακατασκευάσει δοµές και 

κλίµακες τύρβης µικρότερες από 2∆x [Pierre - 2004]. Ακολουθώντας την 

ορολογία κατά Adams προκύπτουν τα δύο παρακάτω προβλήµατα : 

1) Το πρόβληµα της ήπιας ανέλιξης (soft deconvolution) : αναφέρεται στην 

αναπαραγωγή του αφιλτράριστου πεδίου από το φιλτραρισµένο για 

συχνότητες από 0 έως xπ ∆ , η οποία είναι δυνατόν να επιτευχθεί µε δύο 

τρόπους : 

I.  ∆ιαδικασίες, οι οποίες στηρίζονται στην επαναληπτική ανακατασκευή -

αναπαραγωγή - του αντίστροφου φίλτρου [Adams - 2001, Stolz - 2001a, 

Stolz 2001b, Stolz - 1999a, Stolz - 1999b]. 

II.  ∆ιαδικασίες, οι οποίες βασίζονται στην ανακατασκευή του φίλτρου µε 

την ανάπτυξη αυτού σε σειρά Taylor [Lubbers - 2001]. 

2) Το πρόβληµα της ισχυρής ανέλιξης (hard deconvolution): αποτελεί το 

πρόβληµα το οποίο δεν επιλύεται στην περίπτωση Ι, καθώς η επίδραση των 

κλιµάκων τύρβης, µικρότερες του 2∆x, δεν έχουν ληφθεί υπόψη σε αυτήν, 

αφήνοντας ανεπίλυτο το πρόβληµα κλεισίµατος (closure problem) των 

εξισώσεων. Η πληροφορία λοιπόν, που εµπεριέχεται στις κλίµακες αυτές 

χάνεται εξολοκλήρου και για το λόγο αυτό απαιτείται η χρησιµοποίηση ενός 

µοντέλου - µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα µοντέλο της κατηγορίας functional - 

για την δυνατότητα κέρδους του µεγαλύτερου µέρους αυτής.  

Στο σχήµα 1.7 παρουσιάζονται γραφικά τα δύο παραπάνω προβλήµατα και η 

τελική θεωρητική επίλυση αυτών. 
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Σχήµα 1.7: Σχηµατική αναπαράσταση του συνολικού προβλήµατος ανέλιξης. Επάνω: Πρόβληµα 

ήπιας ανέλιξης. Κάτω: Ιδεατή θεωρητικά λύση για το συνολικό πρόβληµα (ήπιας και ισχυρής) 

ανέλιξης [Pierre - 2004]. 

 

Στη δεύτερη υποκατηγορία των µοντέλων structural, ανήκουν τα µοντέλα που 

βασίζονται στην αρχή της οµοιότητας των κλιµάκων τύρβης (scale similarity models) 

[Bardina - 1980]. Με βάση την υπόθεση αυτή θεωρείται µία οµοιότητα µεταξύ των 

µεγαλύτερων κλιµάκων τύρβης που µοντελοποιούνται και των µικρότερων κλιµάκων 

τύρβης που επιλύονται αναλυτικά. Με αυτή λοιπόν τη θεώρηση η καµπύλη της 

ενέργειας όπως αυτή απεικονίζεται στο φασµατικό χώρο, µπορεί να θεωρηθεί ότι 

αποτελείται από 3 περιοχές: 1) τις µεγαλύτερες κλίµακες τύρβης που επιλύονται, 2) 

τις µικρότερες κλίµακες τύρβης και 3) τις υποπλεγµατικές κλίµακες τύρβης οι οποίες 

δεν επιλύονται, αλλά µοντελοποιούνται. Με βάση λοιπόν τα παραπάνω η καµπύλη 

της ενέργειας στο χώρο του φάσµατος είναι αυτή που εικονίζεται στο σχήµα 1.8, στο 

οποίο φαίνονται καθαρά οι τρεις προαναφερθείσες περιοχές. 
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Σχήµα 1.8: Φασµατική ανάλυση βασισµένη στην υπόθεση οµοιότητας κλιµάκων (scale similarity 

hypothesis) [Pierre - 2004]. 

 

Το πιο χαρακτηριστικό παράδειγµα µοντέλου που ανήκει σε αυτή την κατηγορία είναι 

το µοντέλο Bardina (Bardina’s model) [Bardina - 1980], το οποίο χρησιµοποιεί µία 

πολυωνυµική αναστροφή, σε σχέση µε το φίλτρο που χρησιµοποιείται [Guerts - 

2007]. Η φυσική σηµασία του µοντέλου εµπεριέχεται στο γεγονός ότι καταφέρνει να 

µοντελοποιήσει τον τυρβώδη τανυστή τάσεων (turbulent stress tensor), αγνοώντας τα 

Reynolds και Cross stresses, χρησιµοποιώντας παράλληλα µόνο τα Leonard stresses 

[James - 2000], για τα οποία ένα άλλο φίλτρο (explicit filter) εφαρµόζεται στη 

φιλτραρισµένη τιµή του πεδίου ροής.  

Επιπρόσθετα το µοντέλο Liu-Meneveau-Katz [Pierre - 2004], το ποίο στην ουσία 

αποτελεί µία γενίκευση του προηγούµενου µοντέλου, χρησιµοποιεί δύο διαδοχικά 

φίλτρα µε διαφορετικές συχνότητες αποκοπής, µε τελικό αποτέλεσµα την ικανότητα 

υπολογισµού των διακυµάνσεων των µικρών κλιµάκων τύρβης. 

Μία παραλλαγή του µοντέλου Liu-Meneveau-Katz, αποτελεί το µοντέλο δυναµικής 

οµοιότητας (dynamic similarity model), µε βάση το οποίο ο υπολογισµός της 

εντάσεως (intensity) του τανυστή υποπλεγµατικών κενών (subgrid scale tensor) 

γίνεται µε µία δυναµική διαδικασία, πράγµα το οποίο δεν γινόταν µε κανένα από τα 

προηγούµενα µοντέλα που αναφέρθηκαν. 
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Το κύριο µειονέκτηµα των µοντέλων της κατηγορίας functional είναι, ότι παρόλο που 

λαµβάνουν υπόψη τη µεταφορά ενέργειας µεταξύ πλεγµατικών και υποπλεγµατικών 

κλιµάκων τύρβης, η πρόβλεψη τους αναφορικά µε τη δοµή του τανυστή 

υποπλεγµατικών κλιµάκων είναι µέτρια, µε τελικό αποτέλεσµα τη λανθασµένη σε 

µικρό ή σε µεγάλο βαθµό προσέγγιση της τελικής λύσεως. Από την άλλη πλευρά, τα 

µοντέλα τα οποία βασίζονται στην υπόθεση οµοιότητας µεταξύ των διαφόρων 

κλιµάκων τύρβης ή στη µέθοδο της συνέλιξης, ενώ προσεγγίζουν καλύτερα τη δοµή 

του τανυστή υποπλεγµατικών κλιµάκων, η µοντελοποίηση της µεταφοράς της 

ενέργειας από τις µεγάλες προς τις µικρές κλίµακες τύρβης (στη συχνότητα αποκοπής 

- φασµατικός χώρος -) δεν επιτυγχάνεται το ίδιο αποτελεσµατικά, όπως στα 

προηγούµενα µοντέλα. Η απαίτηση λοιπόν του συνδυασµού των παραπάνω, η οποία 

αφορά τόσο στη σωστή πρόβλεψη της δοµής του τανυστή υποπλεγµατικών κενών, 

όσο και στη σωστή µοντελοποίηση µεταφοράς ενέργειας αποτέλεσε το πρώτο βήµα 

στη δηµιουργία µοντέλων, γνωστά µε το όνοµα mixed models. 

Ο Shao et al. [Shao - 1999] πρότειναν ένα διαχωρισµό της µεταφερόµενης κινητικής 

ενέργειας, που λαµβάνει χώρα στο σηµείο αποκοπής (σηµείο στο οποίο ενεργεί το 

φίλτρο), ο οποίος αναπαριστά το ρόλο των functional και scale similarity models, 

µέσω της θεώρησης του τανυστή των υποπλεγµατικών κενών ως άθροισµα 2 όρων, 

ενός που αναφέρεται στο αργά µεταβαλλόµενο µέρος του τανυστή και ενός που 

αφορά στο γρήγορα µεταβαλλόµενο. Παραδείγµατα τέτοιων µοντέλων αποτελούν τα 

µοντέλα Smagorinsky - Bardina [Pierre - 2004], one - parameter dynamic mixed 

model -, το οποίο χρησιµοποιεί µία δυναµική διαδικασία υπολογισµού βασισµένη στη 

σχέση του Germano - Lilly [Sheikhi - 2004] και το µοντέλο N-parameter mixed 

dynamic [Pierre - 2004], που είναι στην ουσία µία επέκταση του τελευταίου. 
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Κεφάλαιο 2ο 

Μαθηµατική περιγραφή των εξισώσεων – ∆ιαδικασία 

φιλτραρίσµατος στον πολυωνυµικό χώρο 
 

Εισαγωγή 
 

Σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι η ανάλυση των εξισώσεων για τυρβώδη, µίας 

φάσεως, ενός στοιχείου και σταθερής πυκνότητας ροής. Για την επίλυση αυτών 

χρησιµοποιήθηκε ένας κώδικας βασισµένος σε φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία 

[Fischer - 2000, Tomboulides - 1999], η δοµή του οποίου διαµορφώθηκε ανάλογα µε 

τις απαιτήσεις της µεθόδου LES και αυτών του προβλήµατος κλεισίµατος των 

εξισώσεων (closure problem) µε τη µέθοδο ADM (Approximate Deconvolution 

Model) [Stolz - 1999] και τη χρήση του µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και 

δυναµικό) [Smagorinsky – 1963, Germano - 1991]. Στην ενότητα 2.1 αναλύονται οι 

εξισώσεις που περιγράφουν µαθηµατικά ροές χαµηλού αριθµού Mach, ενώ στην 

επόµενη ενότητα 2.2 πραγµατοποιείται η αδιαστατοποίηση αυτών µε τη χρήση 

αδιάστατων µεγεθών. Η τελική µορφή των παραπάνω εξισώσεων, ύστερα από την 

εφαρµογή του φίλτρου σε αυτές, για την χρησιµοποίηση τους στη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών παρουσιάζεται στην ενότητα 2.3. Στις επόµενες 

ενότητες 2.4 και 2.5 γίνεται εκτενής µαθηµατική περιγραφή του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate Deconvolution Model - ADM) και του 

µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό), ενώ παράλληλα στην παράγραφο 

2.6 αναλύεται η διαδικασία διαµόρφωσης των εξισώσεων και η τελική µορφή αυτών 

στην περίπτωση εφαρµογής των µοντέλων που προαναφέρθηκαν. Τέλος στην 

τελευταία ενότητα 2.7 του κεφαλαίου διερευνάται η διαδικασία φιλτραρίσµατος στον 

πολυωνυµικό χώρο και µελετάται εκτενέστερα η ισοδυναµία µεταξύ των 

διαφορετικών επιλογών της συνάρτησης µεταφοράς και / ή πυρήνα (kernel function) 

του φίλτρου. Παράλληλα ελέγχεται η όλη διαδικασία φιλτραρίσµατος και µελετάται η 

επίδραση του φίλτρου µέσω της χρησιµοποίησης γνωστών συναρτησιακών σχέσεων. 

 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 25

2.1 Low – Mach Νumber Flows – Μαθηµατικές Εξισώσεις 
 

Η φυσική κατάσταση ενός ρευστού είναι δυνατό να περιγραφεί µαθηµατικά από το 

διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων ),( txu , το οποίο αποτελεί µία µαθηµατική συνάρτηση 

του χρόνου t και του τρισδιάστατου χώρου x , και δύο τυχαίων θερµοδυναµικών 

βαθµωτών µεταβλητών (για παράδειγµα πίεση ),( txp  και θερµοκρασία ),( txT ). Για 

τη γνώση αυτών των µεγεθών είναι απαραίτητη η επίλυση ενός συστήµατος 

διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν µαθηµατικά την εκάστοτε ροή. Το 

µεγαλύτερο µέρος των υπολογιστικών προσοµοιώσεων βασίζεται στις θεµελιώδεις 

εξισώσεις της µηχανικής των ρευστών, οι οποίες είναι : 

• Η εξίσωση διατήρησης της µάζας  

• Η εξίσωση της ορµής, η οποία είναι αποτέλεσµα του 2ου νόµου του Newton 

(Navier-Stokes equations) - 3 εξισώσεις, κάθε µία από τις οποίες αναφέρεται 

σε µία κατεύθυνση του συστήµατος συντεταγµένων -.  

• Η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας  

Για να είναι δυνατή η προσοµοίωση και η τελική επίλυση του ροϊκού πεδίου, 

επιπρόσθετα µε τις προηγούµενες εξισώσεις απαιτούνται επιπλέον Ν εξισώσεις για τα 

χηµικά στοιχεία και µία καταστατική εξίσωση. Το τελικό λοιπόν προς επίλυση 

σύστηµα που προκύπτει αποτελείται από Ν + 5 µερικές διαφορικές εξισώσεις και µία 

καταστατική εξίσωση ισορροπίας. Η θεώρηση ενός µόνου στοιχείου στη ροή µειώνει 

τον αριθµό του συστήµατος των εξισώσεων που επιλύονται σε 6. 

Ως γνωστόν στη µαθηµατική προσοµοίωση συµπιεστής ροής χαµηλής ταχύτητας, η 

ύπαρξη υψηλής συχνότητας ακουστικών κυµάτων αποτελεί έναν από τους 

κυριότερους περιορισµούς στο χρονικό βήµα επίλυσης της µεθόδου. Η 

χρησιµοποίηση τεχνικών διαταραχής (perturbation) [Rehm - 1978] στις περιπτώσεις 

ροών χαµηλού αριθµού Mach, είναι ένα µέσο για την αποφυγή αυτών των κυµάτων 

από το τελικό σύστηµα εξισώσεων. Με την εφαρµογή της µεθόδου η θερµοδυναµική 

πίεση 1p δεν αποτελεί πλέον συνάρτηση των χωρικών συντεταγµένων x , µε τελικό 

αποτέλεσµα την απαλοιφή των ακουστικών κυµάτων στη ροή. Σε αντίθεση µε τη 

θερµοδυναµική, η υδροδυναµική πίεση, 2p , είναι αυτή που εµφανίζεται στις 

εξισώσεις ορµής Navier-Stokes, ενώ όσο αφορά στην εξίσωση της ενέργειας, αυτή 

αποτελείται µόνο από τη θερµική (λανθάνουσα - sensible) ενθαλπία ή τη 
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θερµοκρασία. Πρέπει να τονιστεί ότι όλοι οι δυναµικοί συντελεστές µ  (δυναµικό 

ιξώδες), λ  (θερµική αγωγιµότητα), Dρ  ( ρ : πυκνότητα και D : συντελεστής 

διάχυσης), και pC  (ειδική θερµοχωρητικότητα) που εµφανίζονται στη συνέχεια 

θεωρούνται ανεξάρτητοι της θερµοκρασίας, µε αποτέλεσµα οι κινηµατικοί 

συντελεστές v (κινηµατικό ιξώδες), α (συντελεστής θερµικής διάχυσης) και D να 

αποτελούν άµεση συνάρτηση της θερµοκρασίας. 

Το σύστηµα των εξισώσεων που περιγράφει τη ροή αποτελείται από τις παρακάτω 

µερικές διαφορικές εξισώσεις: 

 

• Εξίσωση διατήρησης µάζας  

( ) 0=⋅∇+
∂
∂ u

t
ρρ         (2.1) 

• Εξίσωση ορµής (Navier - Stokes equations) 

( ) ( ) ( )2
u uu u u u p S
t t
ρ ρ ρ µ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+∇ ⋅ = + ⋅∇ = −∇ +∇⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (2.2) 

• Εξίσωση διατήρησης ενέργειας  

( ) ( )p
Tc uT T
t
ρ ρ λ∂⎡ ⎤+∇ = ∇⋅ ∇⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥∂⎣ ⎦

     (2.3) 

• Καταστατική εξίσωση 
p RTρ=          (2.4) 

 

Στις παραπάνω εξισώσεις το σύµβολο ),( txuu =  αποτελεί το διανυσµατικό πεδίο 

ταχυτήτων, το )(2 xp  την υδροδυναµική πίεση, το ),( txTT =  τη θερµοκρασία και το 

)(Tρρ =  την πυκνότητα. Οι ποσότητες pC , µ , λ , αποτελούν τη µέση 

θερµοχωρητικότητα, το δυναµικό ιξώδες και τη θερµική αγωγιµότητα αντίστοιχα. Το 

σύµβολο S  αναφέρεται στον τανυστή των διατµητικών τάσεων και ορίζεται ως εξής: 

( ) ( )2
3

TS u u u I= ∇ + ∇ − ∇⋅ , όπου το I  αποτελεί το µοναδιαίο τανυστή. 
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2.2 Αδιαστατοποίηση των εξισώσεων 
 

Για την αδιαστατοποίηση των εξισώσεων είναι απαραίτητη η χρήση αδιάστατων 

µεγεθών και αριθµών. Τα µεγέθη που χρησιµοποιήθηκαν για την αδιαστατοποίηση 

είναι: L∞  µήκος, u∞  ταχύτητα, t L u∞ ∞ ∞=  χρόνος, ρ∞  πυκνότητα, 2p uρ∞ ∞ ∞=  πίεση, 

pc
∞

 θερµοχωρητικότητα και λ∞  θερµική αγωγιµότητα. Ο δείκτης ∞  αναφέρεται στην 

περιοχή της αδιατάρακτης ροής (far field region), ενώ το σύµβολο ^, όπου 

αναφέρεται στη συνέχεια συµβολίζει το αδιάστατο µέγεθος.  

 

I. Αδιαστατοποίηση της εξίσωσης µάζας 

 

Με τη χρησιµοποίηση της εξίσωσης (2.1) και των προαναφερθέντων αδιάστατων 

µεγεθών προκύπτει ότι: 

 

( )ˆ 1 ˆ ˆ ˆ 0ˆ uu
tt L
ρρ ρρ∞

∞ ∞
∞ ∞

∂
+ ∇ ⋅ =

∂
       (2.5) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0ˆ
u u

t t L
ρ ρρ ρ∞ ∞ ∞

∞ ∞

∂
+ ∇ ⋅ =

∂
       (2.6) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0ˆ
u u u

L t L
ρ ρρ ρ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

∂
+ ∇ ⋅ =

∂
       (2.7) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0ˆ
L u L u u

u L t u L
ρ ρρ ρ

ρ ρ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∂
⋅ + ⋅ ∇ ⋅ =

∂
     (2.8) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ 0ˆ u
t
ρ ρ∂
+∇ ⋅ =

∂
        (2.9) 

 

II. Αδιαστατοποίηση της εξίσωσης ορµής 

 

Με τη χρησιµοποίηση της εξίσωσης (2.2) και των προαναφερθέντων αδιάστατων 

µεγεθών προκύπτει ότι: 

 

( ) ( ) ( )2
u uu u u u p S
t t

ρρ ρ µ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅∇ = +∇⋅ = −∇ +∇⋅ ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
   (2.10) 
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( ) ( ) ( ) ( )2

ˆ ˆ 1 1 1 1 1 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

Tuu
uu uu p p uu uu uu I

tt L L L L L L
ρρ

ρρ µµ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎛ ⎞∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞
+ ∇⋅ = − ∇ + ∇⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠

          (2.11) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

ˆ ˆ 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

Tuu u p uuu p p u u u I
t t L L L

ρρ ρ µρ µ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞

∞ ∞ ∞ ∞

∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = − ∇ + ∇⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 

(2.12) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

ˆ ˆ 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

Tuu u p uuu p p u u u I
L t L L L

ρρ ρ µρ µ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞

∞ ∞ ∞ ∞

∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = − ∇ + ∇⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
          (2.13) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2 2

ˆ ˆ 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

TuL u u L p L uuu p u u u I
u L t L u L u L

ρρ ρ µρ µ
ρ ρ ρ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ + ∇ ⋅ = − ⋅ ∇ + ⋅ ∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
          (2.14) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

22

ˆ ˆ 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

Tu L uuu p u u u I
t u L u L
ρ ρ µρ µ

ρ ρ
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+∇ ⋅ = − ⋅ ∇ + ⋅∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 

(2.15) 

( ) ( ) ( ) ( )2

ˆ ˆ 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ 3

Tu
uu p u u u Iu Lt

ρ
ρ µρ

µ
∞ ∞ ∞

∞

∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+∇ ⋅ = −∇ + ⋅∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2.16) 

( ) ( ) ( ) ( )2

ˆ ˆ 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ Re 3

Tu
uu p u u u I

t
ρ

ρ µ
∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞+∇ ⋅ = −∇ + ⋅∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

  (2.17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

ˆ ˆ ˆ 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ Re 3

Tu uuu u u p u u u I
t t
ρ

ρ ρ µ
∂⎡ ⎤ ∂ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞+∇ ⋅ = + ⋅∇ = −∇ + ⋅∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇ − ∇⋅⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

          (2.18) 

( ) ( ) ( )2
ˆ 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ Re 3
Tu vu u p u u u I

t ρ
∂ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ ⋅∇ = − ∇ + ⋅∇ ⋅ ∇ + ∇ − ∇⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

  (2.19) 

 

III. Αδιαστατοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς θερµότητας σε περίπτωση 

που Cp = σταθερό 

 

Με τη χρησιµοποίηση της εξίσωσης (2.3) και των προαναφερθέντων αδιάστατων 

µεγεθών προκύπτει ότι: 

 

( ) ( )pc T
uT T

t
ρ

ρ λ
∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎡ ⎤⎣ ⎦∂
      (2.20) 
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( )p
Tc u T T
t

ρ λ∂⎛ ⎞+ ⋅∇ = ∇⋅ ∇⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
      (2.21) 

( )ˆˆ 1 1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ
ˆp p
TTc c uu TT TT

tt L L L
ρρ λλ

∞

∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
+ ∇ ⋅ = ∇⋅ ∇⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

  (2.22) 

( ) ( )2

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆ

p p
p p

c T c u T TTc c uT T
t t L L

ρ ρ λρ ρ λ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂
  (2.23) 

( ) ( )2

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆ

p p
p p

u c T c u T TTc c uT T
L t L L

ρ ρ λρ ρ λ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂ ⎡ ⎤+ ⋅∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂
  (2.24) 

( ) ( )2

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆ

p p
p p

p p p

u c T c u TL L L TTc c uT T
u c T L t u c T L u c T L

ρ ρ λρ ρ λ
ρ ρ ρ

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∂ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅∇ ⋅ = ⋅ ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂

          (2.25) 

( ) ( )2

ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆp p

p

L TTc c uT T
t u c T L

λρ ρ λ
ρ

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⋅ = ⋅ ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂
    (2.26) 

( ) ( )ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆp p

p

LTc c uT T
t u c T
ρ ρ λ

ρ
∞

∞

∞ ∞ ∞

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂
     (2.27) 

( ) ( )ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ
ˆ

p
p p

cTc c uT T
t u L

λ
ρρ ρ λ∞

∞

∞

∞ ∞

∂ ⎡ ⎤+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎣ ⎦∂
   `  (2.28) 

( ) ( )ˆˆ 1 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ
ˆ Re Prp
Tc uT T
t
ρ ρ λ

⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
     (2.29) 

( ) ( )
ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ Re Prp p
T Tc uT c u T T
t t
ρ λρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎡ ⎤+∇ ⋅ = + ⋅∇ = ∇⋅ ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  (2.30) 

( )
ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
ˆ Re Pr

pcT u T T
t

λ
ρ⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤+ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠

      (2.31) 

( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
ˆ Re Pr
T u T T
t

α⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤+ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
      (2.32) 

 

IV. Αδιαστατοποίηση της καταστατικής εξίσωσης 

 

Με τη χρησιµοποίηση της εξίσωσης (2.4) και των προαναφερθέντων αδιάστατων 

µεγεθών προκύπτει ότι: 

ˆˆp̂p RTTρρ∞ ∞ ∞=         (2.33) 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 30

Η σταθερά R στην περίπτωση µίγµατος, το οποίο περιέχει που περιέχει Ν συστατικά 

µπορεί να γραφεί ως: 

1
1

N
Ni ii i
i

i

R m m nR
m m M m M
= ∞

=
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =∑ ∑ ,    (2.34) 

όπου iR  και im  η σταθερά και η µάζα του συστατικού i αντίστοιχα, m∞ , n∞  και M∞  

η µάζα, τα µόρια και το µοριακό βάρος του συστατικού αναφοράς (όλο το µίγµα) και 

 η παγκόσµια σταθερά µε τιµή 8.3166 J/mol/K. Εποµένως η σχέση (2.33) µε τη 

βοήθεια της σχέσης (2.34) µπορεί να γραφεί ως: 

ˆˆp̂p TT
M

ρρ∞ ∞ ∞
∞

=         (2.35) 

ˆˆˆ Tp T
p M
ρ ρ∞ ∞

∞ ∞

=         (2.36) 

Εάν θέσουµε 1T
p M
ρ∞ ∞

∞ ∞

=  τότε:  

ˆˆp̂ Tρ=          (2.37) 

Επιπλέον εάν η θερµοδυναµική πίεση δεν µεταβάλλεται µε το χρόνο η τελική µορφή 

της αδιαστατοποιηµένης καταστατικής εξίσωσης είναι: 

ˆˆ1 Tρ=           (2.38) 

Εποµένως η τελική µορφή του συστήµατος εξισώσεων που προκύπτει στην 

αδιαστοποιηµένη του µορφή είναι η παρακάτω, η οποία αποτελείται από τις 

εξισώσεις (2.9), (2.19), (2.32), (2.38) όπου έχει παραληφθεί παραληφθεί το σύµβολο 

^ για ευκολία στην ανάγνωση. Όλα τα µεγέθη που εµφανίζονται σε αυτές τις 

εξισώσεις είναι αδιάστατα : 

( ) 0ˆ u
t
ρ ρ∂
+∇⋅ =

∂
        (2.39) 

( ) ( ) ( )2
1 2

Re 3
Tu vu u p u u u I

t ρ
∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ ⋅∇ = − ∇ + ⋅∇ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

   (2.40) 

2

Re Pr
T au T T
t

∂⎛ ⎞+ ⋅∇ = ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠
       (2.41) 

1 Tρ=           (2.42) 

Οι αδιαστατοποιηµένοι αριθµοί Re  και Pr  είναι αντίστοιχα οι αριθµοί Reynolds και 

Prandtl : 
∞

∞∞

∞

∞∞∞ ==
νµ

ρ LuLuRe  και Pr pcµ
λ
∞ ∞

∞

=  
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Στο τελικό σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει η ταχύτητα και η πυκνότητα 

περιέχονται τόσο στις εξισώσεις ορµής όσο και σε αυτή της ενέργειας περιπλέκοντας 

την επίλυση του συστήµατος αυτών. Η µέθοδος επίλυσης που χρησιµοποιείται στον 

υπάρχοντα κώδικα αποδεσµεύει (decouples) τη θερµοχηµεία από το πεδίο ταχυτήτων 

µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι απλούστερη η αριθµητική επίλυση αυτού. 

Ακολουθώντας την ανάλυση κατά Tomboulides - 1999 υπολογίζεται η κλίση του 

διανυσµατικού πεδίου ταχυτήτων u⋅∇ , σε αντίθεση µε τους κώδικες επίλυσης 

ασυµπίεστων ροών στους οποίους 0=⋅∇ u  . Μετά από υπολογισµούς αναλύθηκε και 

βρέθηκε ότι η κλίση αυτή είναι ίση µε:  

21
Re Pr

u T
⎧ ⎫

∇ ⋅ = ∇⎨ ⎬
⎩ ⎭

        (2.43) 

Η εξίσωση (2.43) αντικαθιστά την εξίσωση διατήρησης µάζας (2.39) 

Συνάγεται λοιπόν το συµπέρασµα ότι το τελικό σύστηµα των αδιαστατοποιηµένων 

εξισώσεων που προκύπτει είναι το παρακάτω: 

2

ˆ Re Pr
T au T T
t

∂⎛ ⎞+ ⋅∇ = ∇⎜ ⎟∂⎝ ⎠
       (2.44) 

21
Re Pr

u T
⎧ ⎫

∇ ⋅ = ∇⎨ ⎬
⎩ ⎭

        (2.45) 

( ) ( ) ( )2
1 2

Re 3
Tu vu u p u u u I

t ρ
∂⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ ⋅∇ = − ∇ + ⋅∇ ⋅ ∇ + ∇ − ∇ ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

   (2.46) 

Tρ=1           (2.47) 

Τονίζεται ότι οι παραπάνω εξισώσεις αναφέρονται µόνο σε ένα στοιχείο. Στην 

περίπτωση ασυµπίεστης ροής και για ισόθερµη ροή στο οποίο δεν υπάρχουν 

µεταβολές θερµοκρασίας, το σύστηµα των τελικών εξισώσεων διαµορφώνεται στο: 

0u∇⋅ =          (2.48) 

( ) ( )( )2
1

Re
Tu vu u p u u

t ρ
∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = − ∇ + ⋅∇ ⋅ ∇ + ∇⎢ ⎥∂⎣ ⎦

     (2.49) 

 

2.3 Favre Filtered µορφή των εξισώσεων 
 

Η τυρβώδης κίνηση αποτελεί µία τυχαία και ακανόνιστη διεργασία, η οποία όπως έχει 

αναφερθεί, αποτελείται από ένα µεγάλο εύρος κλιµάκων. Για την επίλυση λοιπόν 

προβληµάτων στα οποία είναι αναγκαία η χρησιµοποίηση και η επίλυση διαφορικών 
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εξισώσεων, που περιγράφουν την τυρβώδη κίνηση είναι απαραίτητη η µείωση των 

βαθµών ελευθερίας του προβλήµατος για την ταυτόχρονη µείωση του υπολογιστικού 

κόστους και χρόνου των υπολογισµών και/ή προσοµοιώσεων. Όπως αναφέρθηκε και 

στο 1ο κεφάλαιο, η µέθοδος που χρησιµοποιείται ευρέως είναι αυτή της 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών, σύµφωνα µε την οποία η εφαρµογή ενός χωρικού 

φίλτρου στο συνολικό σύστηµα εξισώσεων µειώνει τις προς επίλυση κλίµακες του 

ροϊκού πεδίου. Για ροές µε µεγάλες αλλαγές στην πυκνότητα του ρευστού, όπως είναι 

αυτές κατά τις οποίες λαµβάνει χώρα καύση, χρησιµοποιούνται µέσες τιµές 

ποσοτήτων, οι οποίες έχουν προκύψει µε βάση την πυκνότητα [Norbert - 2002]. Έτσι 

το συνολικό διανυσµατικό πεδίο ταχυτήτων θεωρείται ότι αποτελεί το άθροισµα µίας 

µέσης τιµής και µίας διακύµανσης. Η ανάλυση αυτή γίνεται µε την προϋπόθεση ότι η 

µέση τιµή του γινοµένου της διακύµανσης της ταχύτητας επί την πυκνότητα να είναι 

ίση µε το µηδέν, σε αντίθεση µε την ανάλυση κατά Reynolds, σύµφωνα µε την οποία 

η µέση τιµή της διακύµανσης της ταχύτητας είναι µηδέν. Η µέθοδος αυτή είναι 

γνωστή και ως Favre Filtering. Κατά την εφαρµογή του χωρικού φίλτρου σε µία 

τυχαία µεταβλητή Φ , ο γενικός κανόνας που ισχύει, απορρέει από την παρακάτω 

σχέση: 

ρ
ρΦ

=Φ~          (2.50) 

όπου η ευθεία γραµµή δηλώνει το χωρικό φίλτρο, ενώ η περισπωµένη το favre 

filtering.  

Με την εφαρµογή του φίλτρου στο σύστηµα των εξισώσεων (2.48) και (2.49) για 

ασυµπίεστη ροή και µε την υπόθεση ότι η φιλτραρισµένη τιµή της παραγώγου µίας 

µεταβλητής f και η παράγωγος της φιλτραρισµένης τιµής δεν διαφέρουν σηµαντικά 

(the filter commutes), δηλαδή: 
( )ff

x x

∂⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
, τότε καταλήγουµε στη φιλτραρισµένη 

µορφή των εξισώσεων. 

0 0u u∇⋅ = ⇒∇⋅ =         (2.51) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
1

ˆ ˆ Re
Tuu u u uu p u u

t t
ρ

ρ ρ µ
⎡ ⎤∂∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = +∇ ⋅ = −∇ + ⋅∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.52) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
1

ˆ ˆ Re
Tuu u u uu p u u

t t
ρ

ρ ρ µ
∂⎡ ⎤∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = +∇ ⋅ = −∇ + ∇ ⋅ ⋅ ∇ + ∇⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.53) 
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1 1T Tρ ρ= ⇒ =         (2.54) 

Εάν οι µεταβολές της πυκνότητας λόγω της θερµοκρασίας είναι αµελητέες: 

1ρ =           (2.55) 

Στις παραπάνω εξισώσεις ο όρος µεταφοράς (convective term, ( )uuρ∇⋅  ή 

( )( )u uρ ⋅ ⋅∇ ) είναι άγνωστος, λόγω της µη γνωστής τιµής του διανυσµατικού πεδίου 

της ταχύτητας u , δεδοµένου ότι το συνολικό σύστηµα εξισώσεων επιλύεται για τη 

φιλτραρισµένη τιµή αυτού u , δηµιουργώντας το πρόβληµα κλεισίµατος (closure 

problem). Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού στην παρούσα διδακτορική 

διατριβή χρησιµοποιήθηκαν 2 διαφορετικά µοντέλα. Το µοντέλο προσεγγιστικής 

ανέλιξης (Approximate Deconvolution Model – ADM) [Stolz - 1999] και το µοντέλο 

Smagorinksy (κλασσικό [Smagorinsky – 1963] και δυναµικό [Germano - 1991]). 

Αρχικά δεν λήφθηκαν υπόψη µεταβολές πυκνότητας λόγω θερµοκρασιακών 

µεταβολών ή χηµικών αντιδράσεων. Οι εξισώσεις οι οποίες επιλύθηκαν αφορούν 

στην ασυµπίεστη ροή και ο λόγος για τον οποίο έγινε κάτι τέτοιο, αφορά στον έλεγχο 

της αξιοπιστίας τόσο του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) όσο και του 

µοντέλου Smagorinsky στη δυνατότητα πρόβλεψης των διαφόρων µεγεθών του 

ροϊκού πεδίου. Στις ενότητες 2.4 και 2.5 διαµορφώνεται το τελικό σύστηµα των 

εξισώσεων όπως αυτό προκύπτει µετά από την επίλυση του προβλήµατος κλεισίµατος 

αυτών, µε τη χρήση των µοντέλων προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate 

Deconvolution Model – ADM) και του µοντέλου Smagorinsky (κλασικό και 

δυναµικό). 

 

2.4 Μοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate 

Deconvolution Model – ADM) 
 

Με φυσικούς όρους θα µπορούσαµε γενικά να πούµε ότι τα µοντέλα υποπλεγµατικών 

κλιµάκων (subgrid scale models) προσπαθούν να µοντελοποιήσουν ή / και να 

αναπαραστήσουν τη µεταφορά ενέργειας από τις µεγάλες κλίµακες τύρβης, οι οποίες 

επιλύονται αναλυτικά (resolved scales), στις µικρές υποπλεγµατικές κλίµακες, που 

δεν επιλύονται και στις οποίες λαµβάνει χώρα η τελική σκέδαση της µεταφερόµενης 

ενέργειας, µέσω της επίδρασης του ιξώδους. Η µέθοδος της προσεγγιστικής ανέλιξης 
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µπορεί να θεωρηθεί ότι ανήκει στα µοντέλα οµοιότητας (scale similarity models) 

[Bardina – 1980, Pierre – 2004]. 

Η διαδικασία φιλτραρίσµατος σε µία χωρική περιοχή [ ]βα ⋅∆⋅∆ , , ορίζεται από τη 

σχέση: 

∆
′

′Φ
∆

′−
=Φ∗=Φ ∫

⋅∆−

⋅∆−

xdxxxxGGx
x

x

)(),()(
α

β

     (2.56) 

όπου G,,Φ∆  αποτελούν το σταθερό µήκος του φίλτρου, µία τυχαία µεταβλητή και 

τον πυρήνα του φίλτρου αντίστοιχα. Η µέθοδος στοχεύει στη δυνατότητα 

υπολογισµού και στην ανακατασκευή ή / και όσο το δυνατόν καλύτερη αναπαραγωγή 

του αφιλτράριστου πεδίου από το φιλτραρισµένο, το οποίο έχει επιλυθεί [Stolz – 1999, 

Domaradzki - 2000]. Με βάση λοιπόν το φιλτραρισµένο πεδίο υπολογίζεται το πεδίο 

ανέλιξης (deconvoluted field), µέσω της παρακάτω διεργασίας: 

NQ∗Φ = ∗Φ ≈ Φ         (2.57) 

όπου το ∗Φ ,Φ  και NQ  αποτελούν το πεδίο ανέλιξης, το φιλτραρισµένο πεδίο και τον 

τελεστή προσεγγιστικής ανέλιξης, ο οποίος ισούται περίπου µε τον αντίστροφο 

πυρήνα του φίλτρου 1−G  και δίνεται από τη µαθηµατική σειρά: 

( ) 1

0

N

NQ I G Gν

ν

−

=

= − ≈∑        (2.58) 

όπου I  είναι ο µοναδιαίος τελεστής και το N  υποδηλώνει την τάξη της ανέλιξης. Ο 

λόγος που χρησιµοποιείται η προσεγγιστική τιµή για τον αντίστροφο πυρήνα του 

φίλτρου είναι απλός και οφείλεται κατά κύριο λόγο στο γεγονός ότι η αναλυτική 

αντιστροφή του φίλτρου δεν είναι πάντα µαθηµατικά εφικτή. 

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις και το φιλτραρισµένο πεδίο υπολογίζεται το πεδίο 

ανέλιξης (deconvoluted field), µέσω της παρακάτω διεργασίας: 

( )* 2 3 3Nu Q u u u u u u u u u u∗ ⎛ ⎞⎟⎜= = + + + − + + = − + +⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
   (2.59) 

όπου το N  υποδηλώνει την τάξη της ανέλιξης [Keung - 2007]. Μετά τον υπολογισµό 

των προαναφερθέντων ποσοτήτων, είναι δυνατή η επίλυση του συστήµατος των 

εξισώσεων που προκύπτει από την εφαρµογή του φίλτρου, κατόπιν προσέγγισης των 

µη γραµµικών όρων σε οποιαδήποτε από τις εξισώσεις διατήρησης µάζας, ορµής ή 

ενέργειας µε απευθείας αντικατάσταση των µη φιλτραρισµένων ποσοτήτων µε την 

προσεγγιστική τους ανέλιξη (approximate deconvolution). Σύµφωνα όµως µε τους 
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[Stolz - 1999 - 2001a - 2001b], η επίδραση των µη αντιπροσωπευτικών κλιµάκων 

τύρβης (non-represented) στις κλίµακες οι οποίες επιλύονται αναλυτικά δεν είναι 

δυνατόν να προέρθει µόνο µε την παραπάνω αντικατάσταση, η οποία αφορά τη 

χρησιµοποίηση του πεδίου ανέλιξης ∗Φ  αντί του πραγµατικού πεδίου Φ , στο µη 

γραµµικό όρο συναγωγής των εξισώσεων (convective non-linear term). Για την 

µοντελοποίηση λοιπόν της µεταφερόµενης ενέργειας µέσω αυτής της 

αλληλεπίδρασης προστίθεται στις εξισώσεις ένας όρος χαλάρωσης µετά την 

εφαρµογή του φίλτρου. Στο σχήµα 2.1 φαίνεται γραφικά η γενική ιδέα που 

χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση της αλληλεπίδρασης µεταξύ των κλιµάκων 

τύρβης που επιλύονται αναλυτικά και των µη αντιπροσωπευτικών από το πλέγµα. Η 

τεταγµένη του διαγράµµατος αφορά το µήκος κύµατος (Fourier space), ενώ η 

τεταγµένη αναφέρεται στις τιµές: 

• Κόκκινη γραµµή: πυρήνας του φίλτρου G  

• Κίτρινη γραµµή: τον τελεστή NQ G∗   

• Μπλε γραµµή: αντίστροφος τελεστής προσεγγιστικής ανέλιξης 1
NQ G−≈  

k/Ns
kct

Resolved scales k<kct

Non-represented 
scales

Non-resolved
represented scales

Tr
an

sf
er

 F
un

ct
io

ns

k/Ns
kct

Resolved scales k<kct

Non-represented 
scales

Non-resolved
represented scales

Tr
an

sf
er

 F
un

ct
io

ns

•Μοντέλο για την αλληλεπίδραση των κλιµάκων που επιλύονται (resolved scales with k<kct) 
µε αυτές που δεν αναπαριστώνται από το πλέγµα (non-represented with k>1)

•Συντελεστής χαλάρωσης, που επιδρά στις κλίµακες που δεν επιλύονται
(non-resolved represented scales), αλλά µοντελοποιούνται: ( )* *ij N

u i
j

I Q G u
x
τ

χ
∂

= − −
∂
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•Μοντέλο για την αλληλεπίδραση των κλιµάκων που επιλύονται (resolved scales with k<kct) 
µε αυτές που δεν αναπαριστώνται από το πλέγµα (non-represented with k>1)

•Συντελεστής χαλάρωσης, που επιδρά στις κλίµακες που δεν επιλύονται
(non-resolved represented scales), αλλά µοντελοποιούνται: ( )* *ij N

u i
j

I Q G u
x
τ

χ
∂

= − −
∂  

Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση του πυρήνα του φίλτρου G , του τελεστή *NQ G  και του 

αντίστροφου τελεστή προσεγγιστικής ανέλιξης 1
NQ G−≈ [LES summer school - 2004]. 
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Ο µη γραµµικός όρος συναγωγής των εξισώσεων µπορεί να προσεγγιστεί λοιπόν µε 

βάση την παρακάτω ισότητα: 

( ) ( ) ( )u Nu u u u I Q G uχ∗ ∗⋅∇ = ⋅∇ + − ∗ ∗      (2.60) 

Εποµένως η favre filtered µορφή του συστήµατος των εξισώσεων (2.51) και (2.53) σε 

συνδυασµό µε το µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης και µε τη θεώρηση αµελητέας 

βαρυτικής επίδρασης, παίρνουν την παρακάτω τελική µορφή, η οποία αποτελεί και το 

τελικό σύστηµα των εξισώσεων που επιλύονται από τον υπάρχοντα κώδικα: 

0u∇⋅ =          (2.61) 

( ) ( )( )( ) ( )2
1

ˆ Re
T

u N
u u u p u u I Q G u
t

ρ µ ρχ∗ ∗∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = −∇ + ∇⋅ ⋅ ∇ + ∇ − − ∗ ∗⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

          (2.62) 

 

2.5 Μοντέλο Smagorinsky (Smagorinsky Model - SM) 
 

Το µοντέλο Smagorinsky [Smagorinsky - 1963] ανήκει στην κατηγορία µοντέλων 

ιξώδους (eddy viscosity models). Όλα τα µοντέλα της συγκεκριµένης κατηγορίας 

βασίζονται στην υπόθεση ότι το τελικό αποτέλεσµα των υποπλεγµατικών δοµών 

(SGS stresses) της ροής είναι η αυξηµένη µεταφορά και σκέδαση ενέργειας. Τέτοια 

φαινόµενα στις στρωτές ροές σχετίζονται µε το ιξώδες του ρευστού, µε αποτέλεσµα η 

ίδια φιλοσοφία να µεταφέρεται και στις τυρβώδεις ροές, στις οποίες ο όρος των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων (subgrid scale) µοντελοποιείται µε τη χρησιµοποίηση ενός 

τυρβώδους ιξώδους. Σε αντίθεση µε το προηγούµενο µοντέλο (ADM), η φυσική βάση 

πάνω στην οποία δοµείται όλη η φιλοσοφία του µοντέλου Smagorinsky, πηγάζει από 

την υπόθεση ότι οι µικρές κλίµακες τύρβης βρίσκονται σε ισορροπία, 

ισοσταθµίζοντας την παραγωγή και τη σκέδαση ενέργειας µέσω του τυρβώδους 

ιξώδους, γνωστό και ως eddy viscosity. Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 1.3 η 

εφαρµογή ενός φίλτρου στο γενικό σύστηµα των εξισώσεων, που περιγράφει 

µαθηµατικά και φυσικά το προς εξέταση κάθε φορά σύστηµα, δηµιουργεί το 

πρόβληµα κλεισίµατος αυτών, το οποίο επιλύεται µέσω της χρησιµοποίησης κάποιου 

µοντέλου. Ο άγνωστος όρος των εξισώσεων αποτελεί ένα τανυστή, ο οποίος καλείται 

τανυστής υποπλεγµατικών κλιµάκων (subgrid scale tensor) και αντιπροσωπεύει την 

αλληλεπίδραση µεταξύ των κλιµάκων τύρβης που επιλύονται αναλυτικά και άµεσα, 
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µε αυτές που µοντελοποιούνται. ∆εδοµένου ότι στην περίπτωση µας η ροή θεωρείται 

ασυµπίεστη διαιρώντας µε την πυκνότητα τη σχέση (2.53) προκύπτει ότι: 

( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S
t

∂
+∇ ⋅ = −∇ + ∇ ⋅

∂
      (2.63) 

Για την επίλυση του προβλήµατος κλεισίµατος προστίθεται και στα 2 µέλη της 

παραπάνω εξίσωσης ο όρος ( )uu∇⋅ : 

( ) ( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu uu p v S uu
t

∂
+∇⋅ +∇ ⋅ = −∇ + ∇⋅ +∇ ⋅

∂
   (2.64) 

( ) ( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ +∇ ⋅ −∇ ⋅

∂
   (2.65) 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇ ⋅ −

∂
   (2.66) 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re
sgs

mol
u uu p v S
t

τ∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇ ⋅

∂
    (2.67) 

όπου ο όρος modp είναι η πίεση διαιρεµένη µε την πυκνότητα, molv  το κινηµατικό 

µοριακό ιξώδες της ροής και ο όρος sgsτ αποτελεί τον τανυστή υποπλεγµατικών 

κλιµάκων (subgrid scale), ο οποίος όπως αναφέρθηκε απαιτεί µοντελοποίηση. Από 

κατασκευής του ο συγκεκριµένος τανυστής είναι ανισότροπος και για το λόγο αυτό 

είναι δυνατόν να χωριστεί σε δύο µέρη, από τα οποία το ένα να αφορά το ισότροπο 

µέρος (isotropic part) και το υπόλοιπο το ανισότροπο (anisotropic ή deviatoric part): 

1 1( )      ή         
3 3ij kk

sgs sgs d sgs sgs d
ij ijTr Iτ τ τ τ τ δ τ= + = +     (2.68) 

όπου ijδ  αποτελεί το δέλτα του Kronecker, οι δείκτες ij υποδηλώνουν άθροιση κατά 

επανάληψη (Einstein summation) και ( )sgsTr τ  είναι το άθροισµα των στοιχείων της 

κύριας διαγωνίου του τανυστή. Με βάση τη σχέση (2.68) η σχέση (2.67) 

διαµορφώνεται ως εξής: 

( ) ( )mod
1 1 ( )ˆ Re 3

sgs d
mol

u uu p v S Tr I
t

τ τ∂ ⎛ ⎞+∇ ⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇ ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
  (2.69) 

( ) ( ) ( )mod
1 1( )ˆ 3 Re

sgs d
mol

u uu p Tr I v S
t

τ τ∂ ⎛ ⎞+∇ ⋅ = −∇ + + ∇⋅ −∇⋅⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
  (2.70) 

Το ισότροπο µέρος του τανυστή ( 1 ( )
3

sgsTr Iτ  ή 1
3 kk

sgs
ijτ δ ) προστίθεται στον όρο της 

υδροδυναµικής κλίσης πίεσης και δεν απαιτεί περεταίρω µοντελοποίηση [Randy - 
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2004]. Επιπρόσθετα στην περίπτωση που η ροή είναι ασυµπίεστη, όπως και στην 

περίπτωσή µας, ο όρος αυτός είναι ίσος µε το 0, καθόσον αποτελεί την απόκλιση 

ταχύτητας 0v wu
x y z
υ∂ ∂ ∂

∇⋅ = + + =
∂ ∂ ∂

, όπου , ,v wυ  είναι οι 3 συνιστώσες του 

διανυσµατικού ροϊκού πεδίου u . 

Στηριζόµενοι στη βασική υπόθεση του µοντέλου Smagorinsky που αναφέρθηκε στην 

αρχή της παρούσας ενότητας το ανισότροπο τµήµα των υποπλεγµατικών κλιµάκων 

(subgrid scale), dτ , µοντελοποιείται µε βάση τη σχέση : 

1 ( ) 2
3

d sgs sgs
tTr I v Sτ τ τ= − = −       (2.71) 

όπου tv  είναι το ιξώδες λόγω τύρβης (turbulent eddy viscosity) ορισµένο από τη 

σχέση: ( )2
t sv C S= ∆ , µε τον όρο ∆ να υποδηλώνει το µήκος του φίλτρου, Cs το 

συντελεστή του µοντέλου Smagorinsky και ( )1 2
2 :S S S= το µέτρο του τανυστή των 

διατµητικών τάσεων. Με βάση λοιπόν το ιξώδες της τύρβης, η εξίσωση (2.70) παίρνει 

τη µορφή: 

( ) ( ) ( )mod
1 1( ) 2ˆ 3 Re

sgs
mol t

u uu p Tr I v S v S
t

τ∂ ⎛ ⎞+∇⋅ = −∇ + + ∇⋅ +∇ ⋅⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
  (2.71) 

( ) ( )mod
1 1( )ˆ 3 Re

sgs
tot

u uu p Tr I v S
t

τ∂ ⎛ ⎞+∇⋅ = −∇ + + ∇⋅⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
   (2.72) 

όπου 2tot mol tv v v= +  είναι το συνολικό ιξώδες, το οποίο αποτελεί το άθροισµα του 

µοριακού και του τυρβώδους αντίστοιχα. 

 

2.5.1 Κλασσικό Μοντέλο Smagorinsky (Constant Smagorinsky Model - CSM) 

 

Στην περίπτωση του κλασσικού µοντέλου Smagorinsky απαιτείται ο ορισµός 2 

παραµέτρων, του συντελεστή Cs, που όπως υποδηλώνει και το όνοµα του µοντέλου 

παραµένει σταθερός και παίρνει τιµές από 0.1 έως και 0.2 και του µήκους του 

φίλτρου ∆. Λόγω της χρησιµοποίησης της µεθόδου των φασµατικών πεπερασµένων 

στοιχείων ο ορισµός του µήκους του φίλτρου ∆, δεν είναι πλήρως ξεκάθαρος, λόγω 

της συσσώρευσης κοµβικών σηµείων στα όρια του κάθε στοιχείου. Η αρχική επιλογή 

που έγινε στην παρούσα διδακτορική διατριβή αφορούσε στην επιλογή 2 

διαφορετικών ορισµών του φίλτρου. Στον 1ο, το µέγεθός του φίλτρου αποτελεί 
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συνάρτηση της τοπικής θέσης σε κάθε κοµβικό σηµείο του πλέγµατος, ενώ στον 2ο το 

µήκος αυτού είναι µία µέση διακριτή τιµή σε κάθε φασµατικό πεπερασµένο στοιχείο, 

ανεξάρτητο της θέσης µέσα σε αυτό [Bouffanais - 2007]. Το µέγεθος του φίλτρου 

ορίζεται µαθηµατικά από τη σχέση: 

( )
1 3

1 3
1 2 3( , , ) ( ) ( ) ( )

x y z

x y zx y z x y z
N N N

⎛ ⎞∆ ∆ ∆
∆ = ∆ ∆ ∆ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (2.73) 

όπου ∆x, ∆y και ∆z είναι οι αντίστοιχες πλεγµατικές αποστάσεις του κάθε κελιού σε 

κάθε διεύθυνση και Nx, Ny, Nz ο βαθµός του πολυωνύµου παρεµβολής στις 

κατευθύνσεις x, y και z αντίστοιχα. Ο ορισµός του µήκους του φίλτρου που αφορά 

στον τοπικό χαρακτήρα αυτού υπολογίστηκε µέσω της απόστασης µεταξύ των 

κοµβικών σηµείων του πλέγµατος. Με βάση το 2ο τρόπο ορισµού του µήκους του 

φίλτρου, ο αριθµητής στην παραπάνω σχέση µπορεί να θεωρηθεί σαν τον όγκο του 

κάθε πεπερασµένου κελιού και µπορεί να υπολογιστεί εύκολα από το ολοκλήρωµα 

της Ιακωβιανής σε αυτό. Όπως προέκυψε και θα δειχθεί σε επόµενη ενότητα, οι δύο 

διαφορετικοί ορισµοί του φίλτρου έδειξαν µικρές διαφορές στην πρόβλεψη των 

τάσεων Reynolds και τελικά χρησιµοποιήθηκε ο 2ος. 

 

2.5.2 ∆υναµικό Μοντέλο Smagorinsky (Dynamic Smagorinsky Model- DSM) 

 

Το βασικό µειονέκτηµα του κλασσικού µοντέλου Smagorinsky είναι η σταθερή τιµή 

του συντελεστή Cs που όµως δεν έχει την ίδια τιµή για τους διάφορους τύπους ροών 

που συναντούνται στην πράξη. Επιπλέον το συγκεκριµένο µοντέλο δεν επιτρέπει την 

προσαρµογή της παραµέτρου Cs σε περιοχές ιδιαίτερης σηµασίας, όπως είναι οι 

περιοχές κοντά σε τοιχώµατα ή περιοχές υψηλής διάτµησης και επιπρόσθετα 

απαγορεύει την αντίστροφη µεταφορά ενέργειας από τις µικρές κλίµακες τύρβης στις 

µεγάλες (back-scatter), που θα έπρεπε να χαρακτηρίζεται από αρνητικές τιµές του 

συντελεστή Cs. Όπως διαπιστώθηκε και από τα τελικά αποτελέσµατα των 

προσοµοιώσεων, τα οποία παρουσιάζονται στο 3ο κεφάλαιο, σε περιοχές διατµιτικών 

τάσεων η τιµή του συντελεστή του µοντέλου πρέπει να είναι πολύ µικρότερη από 

αυτήν που αντιστοιχεί σε ισότροπη τύρβη. Ένα άλλο σηµαντικό µειονέκτηµα του 

σταθερού µοντέλου Smagorinsky, όπως προαναφέρθηκε στην παράγραφο 2.5.1, 

αποτελεί και ο «ασαφής» ορισµός του µήκους του φίλτρου ∆ στην περίπτωση των 
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φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων, λόγω της συσσώρευσης αρκετών σηµείων 

κοντά στα όρια αυτών. 

H βασική ιδέα πάνω στην οποία στηρίζεται η έννοια της οµοιότητας κλιµάκων (scale 

similarity) και του µοντέλου Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs, µε βάση την 

οποία οι µικρότερες κλίµακες τύρβης µπορούν να δώσουν πληροφορίες για το 

χαρακτήρα και τη φυσική που διέπει τις αντίστοιχες µεγαλύτερες, µπορεί να 

επεκταθεί περαιτέρω και να εξελιχθεί σε δυναµικό µοντέλο ή διαδικασία. Το 

δυναµικό µοντέλο Smagorinsky επιτρέπει στο συντελεστή Cd να µεταβάλλεται τόσο 

χωρικά όσο και χρονικά. Η δυναµική διαδικασία, η οποία χρησιµοποιήθηκε στη 

παρούσα διδακτορική διατριβή περιγράφεται από τους Germano - 1991, 

Habisreutinger - 2003, Blackburn - 2003, Randy - 2004, Schmidt - 2001. Η όλη 

διεργασία βασίζεται στην εισαγωγή ενός δεύτερου φίλτρου µεγέθους ∆  (φίλτρο 

δοκιµής - test filter), το οποίο είναι συνήθως διπλάσιο από αυτό του βασικού φίλτρου 

∆ (grid filter), του οποίου το µέγεθος ορίζεται από αυτό του πλέγµατος. Με την 

εφαρµογή του φίλτρου δοκιµής στις ήδη φιλτραρισµένες εξισώσεις Navier-Stokes, 

δηµιουργείται εκ νέου το πρόβληµα κλεισίµατος αυτών. Με την εφαρµογή του 

φίλτρου δοκιµής στην εξίσωση (2.72) προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇⋅ −

∂
   (2.73) 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇⋅ −

∂
   (2.74) 

( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅

∂
     (2.75) 

Για την επίλυση του προβλήµατος κλεισίµατος προστίθεται και στα 2 µέλη της 

παραπάνω εξίσωσης ο όρος ( )uu∇⋅ : 

( ) ( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu uu p v S uu
t

∂
+∇⋅ +∇ ⋅ = −∇ + ∇⋅ +∇ ⋅

∂
   (2.76) 

( ) ( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ +∇⋅ −∇⋅

∂
   (2.77) 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re mol
u uu p v S uu uu
t

∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇ ⋅ −

∂
   (2.78) 

( ) ( ) ( )mod
1

ˆ Re
sgs

mol test

u uu p v S
t

τ∂
+∇⋅ = −∇ + ∇⋅ −∇⋅

∂
    (2.79) 
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όπου ο όρος sgs

test
uu uuτ = −  αποτελεί τον τανυστή υποπλεγµατικών κλιµάκων του 

φίλτρου δοκιµής. Στην περίπτωση αυτή ο όρος των υποπλεγµατικών κλιµάκων 

αναπαριστά την επίδραση των φιλτραρισµένων µε το φίλτρο δοκιµής µικρών 

κλιµάκων τύρβης στις αντίστοιχες µεγάλες. Στις εξισώσεις το σύµβολο ^ δηλώνει το 

φίλτρο δοκιµής και το σύµβολο ~ το φίλτρο πλέγµατος. 

Εάν θεωρήσουµε ότι ο τανυστής υποπλεγµατικών κενών sgsτ καθώς επίσης και ο 

αντίστοιχος sgs

test
τ  έχουν παρόµοια φυσική συµπεριφορά τότε το ισότροπο µέρος και 

των δύο µπορεί να εκφραστεί µε βάση το ίδιο µοντέλο. Εποµένως για τον καθένα από 

αυτούς ισχύει ότι: 

( )21 ( ) 2 2
3

dsgs sgs sgs
t sTr I v S C S Sτ τ τ= − = − = − ∆     (2.80)  

και η φιλτραρισµένη τιµή αυτού: 

( )22dsgs
sC S Sτ = − ∆         (2.81) 

( )21 ( ) 2 2
3

dsgs sgs sgs
t stest test test

Tr I v S C S Sτ τ τ= − = − = − ∆      (2.82) 

Φιλτράροντας µε το φίλτρο δοκιµής τον τανυστή sgs uu uuτ = −  προκύπτει ότι 

sgs uu uuτ = − , εξίσωση της οποίας ο πρώτος όρος του 2ου µέρους είναι ο όρος που 

εµφανίζεται στον τανυστή υποπλεγµατικών κλιµάκων του φίλτρου δοκιµής 

sgs

test
uu uuτ = − . Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις καταλήγουµε στην ισότητα 

κατά Germano: 

sgs sgs sgs sgs

test test
L uu uu uu uu uu uu L uu uuτ τ τ τ= − = − − + = − ⇒ = − = −   (2.83) 

Συνδυασµός των σχέσεων (2.81), (2.82) και (2.83) οδηγεί στην παρακάτω σχέση: 

( ) ( ) ( )
22 22 2 2sgs sgs

s s stest
L C S S C S S L C Mτ τ= − = − ∆ + ∆ ⇒ = − ∆   (2.84) 

Όπου ο τανυστής M  δίνεται από τη σχέση: 
2

M S S S S
⎛ ⎞∆

= −⎜ ⎟⎜ ⎟∆⎝ ⎠
  (2.85) 

Για να προκύψει µία διακριτή βαθµωτή τιµή του δυναµικού συντελεστή 

( )2
d sC C= ∆ του µοντέλου Smagorinsky σε κάθε σηµείο του υπολογιστικού 
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πλέγµατος από τη σχέση (2.84), η τελευταία πολλαπλασιάζεται (double contraction) 

από αριστερά και δεξιά µε τον τανυστή M .  

( ) ( )2 2 : :1 1: 2 :
2 : 2 :s s d

L M L M
L M C M M C C

M M M M
= − ∆ ⇒ ∆ = − ⇒ = −  (2.86) 

Με βάση την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι κατά την εφαρµογή του δυναµικού 

µοντέλου Smagorinsky δεν είναι απαραίτητος ο ορισµός του µήκους του φίλτρου εκ 

των υστέρων µε την έννοια ότι κατά τη διαδικασία υπολογισµού του δυναµικού 

συντελεστή Cd απαιτείται µόνο η γνώση του λόγου του φίλτρου πλέγµατος προς το 

φίλτρο δοκιµής, ο οποίος όπως αναφέρθηκε λαµβάνεται συνήθως ίσος µε 2 (στην 

παρούσα διδακτορική διατριβή λήφθηκε ίσος µε 2). Επιπλέον ο συντελεστής έχει τη 

δυνατότητα να µεταβάλλεται τόσο χωρικά όσο και χρονικά µε αποτέλεσµα το 

µοντέλο να διαθέτει από την κατασκευή του µία δυνατότητα αναπροσαρµογής σε 

περιοχές υψηλής ή χαµηλής διάτµησης. Εποµένως θεωρητικά παρέχεται η 

δυνατότητα διαφορετικής πρόβλεψης και προσαρµογής του µοντέλου στις διάφορες 

περιοχές του ροϊκού πεδίου. 

 

2.6 Κώδικας φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων – 

Χωρική και χρονική διακριτοποίηση 
 

Ο κώδικας ο οποίος χρησιµοποιήθηκε και επεκτάθηκε στην παρούσα διδακτορική 

διατριβή αναπτύχθηκε αρχικά από τους Fischer & Tufo - 2000 και βασίζεται στα 

φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία [Deville - 2002]. Η συµπεριφορά του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) και του µοντέλου Smagorinsky σε συνδυασµό µε τα 

φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία δεν έχει ερευνηθεί πλήρως, καθόσον δεν είναι 

ξεκάθαρη η φυσική συµπεριφορά αυτών στην περίπτωση που η διαδικασία 

φιλτραρίσµατος λαµβάνει χώρα στον πολυωνυµικό και όχι στο φυσικό χώρο 

(πεπερασµένοι όγκοι -finite volume-), κάτι το οποίο διερευνάται εκτενέστερα στη 

συνέχεια. 

Η χωρική διακριτοποίηση του συστήµατος των εξισώσεων γίνεται, αφού 

προηγουµένως ολόκληρη η υπολογιστική περιοχή έχει χωριστεί σε εξάεδρα, τα οποία 

εν συνεχεία µέσω µετασχηµατισµού συντεταµένων µετατρέπονται σε 

κανονικοποιηµένα εξάεδρα. Μετέπειτα όλα τα δεδοµένα του προβλήµατος και οι 

µεταβλητές αυτού εκφράζονται ως ανάπτυγµα σειράς πολυωνύµων Lagrange βαθµού 
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Ns υπολογισµένων στα κοµβικά σηµεία Gauss – Lobatto xi [Canuto - 1988]. Η 

προσεγγιστική τιµή µίας συνάρτησης f(x) στην περίπτωση µονοδιάστατου χώρου 

µπορεί να εκφραστεί ως: 

0
( ) ( )

sN

i i
i

f x f h x
=

= ⋅∑ , µε ( )
( )0,

( )
sN

k
i

k k i i k

x x
h x

x x= ≠

−
=

−∏     (2.87) 

όπου ( )ih x  είναι το πολυώνυµο Lagrange βαθµού i, fi οι συντελεστές του 

αναπτύγµατος της σειράς και xi είναι τα κοµβικά σηµεία Gauss – Lobatto τα οποία 

προκύπτουν από τη σχέση: 

cosi
s

ix
N
π⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, µε 0, , si N= …       (2.88) 

Για τη χρονική διακριτοποίηση ο υπάρχων κώδικας χρησιµοποιεί ένα µικτό σχήµα 

explicit - implicit 2ου βαθµού (Backward Differentiation 2nd order), όπου όλοι οι όροι 

του τελικού συστήµατος των εξισώσεων διακριτοποιούνται µε τη χρήση µόνο 

προηγούµενων τιµών (explicit), εκτός από τον όρο της πίεσης και του ιξώδους, για τη 

διακριτοποίηση των οποίων απαιτείται η χρήση τόσο προηγούµενων όσο και 

επόµενων χρονικών περιόδων (implicit).  

Στην περίπτωση συµπιεστής ροής µε ένα είδος και µε τη θεώρηση µεταβολών 

θερµοκρασίας το τελικό διακριτοποιηµένο στο χρόνο σύστηµα εξισώσεων που 

προκύπτει µε τη χρήση της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης είναι: 

1 1 2 1

0 0

1
Re Pr

J J
n qn q n n

q q
q q

aT u T T
t

α β −+ − + +

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⋅∇ + ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑    (2.89) 

1 2 11
Re Pr

n nQ T+ += ∇         (2.90) 

( )
1

1 11
mod

0 0

1 1
Re

J J
n qn q nn

q q
q q

vu u u p S
t

α β
ρ

−
−+ − ++

= =

= − ⋅∇ − ∇ + ∇
∆ ∑ ∑    (2.91) 

Όπου ∆t το χρονικό βήµα της µεθόδου, αq και βq οι συντελεστές του explicit και 

implicit µέρους του J βαθµού του σχήµατος που χρησιµοποιείται [Orszag - 1986, 

Karniadakis - 1991] και Qn+1 ή “θερµική” κλίση (thermal divergence) [Tomboulides - 

1999]. 

Στο παρακάτω ροϊκό διάγραµµα απεικονίζεται γενικά η επαναληπτική διαδικασία που 

γίνεται κατά τη διάρκεια επίλυσης των εξισώσεων από τον κώδικα. 
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u

( )u f T∇⋅ =

u

Χρονικό βήµα n γνωστά µεγέθη: ρ,T, 

Επίλυση της εξίσωσης ενέργειας – θερµότητας ( εξίσωση 2.89) Εύρεση της θερµοκρασίας στο n+1

Επίλυση της εξίσωσης Poisson Εύρεση p1 στο n+1 για την ικανοποίηση της

Επίλυση της εξίσωσης ορµής ( εξίσωση 2.91) Εύρεση της στο n+1

και p1

Εύρεση του

( )u f T∇⋅ =

Επανάληψη της διαδικασίας στο n+2, n+3,… µέχρι τη σύγκλιση αυτής

u

( )u f T∇⋅ =

u

Χρονικό βήµα n γνωστά µεγέθη: ρ,T, 

Επίλυση της εξίσωσης ενέργειας – θερµότητας ( εξίσωση 2.89) Εύρεση της θερµοκρασίας στο n+1

Επίλυση της εξίσωσης Poisson Εύρεση p1 στο n+1 για την ικανοποίηση της

Επίλυση της εξίσωσης ορµής ( εξίσωση 2.91) Εύρεση της στο n+1

και p1

Εύρεση του

( )u f T∇⋅ =

Επανάληψη της διαδικασίας στο n+2, n+3,… µέχρι τη σύγκλιση αυτής  
 

Υποθέτοντας ότι τη χρονική στιγµή n είναι γνωστά τα µεγέθη ρ,T, u  και p1, 

πυκνότητα, θερµοκρασία, ταχύτητα και υδροδυναµική πίεση αντίστοιχα, από την 

εξίσωση (2.89) υπολογίζεται η θερµοκρασία στο χρονικό βήµα n+1 η οποία 

χρησιµοποιείται στην καταστατική εξίσωση (2.42) για τον υπολογισµό της 

πυκνότητας στο ίδιο βήµα. Εν συνεχεία υπολογίζεται η κλίση του πεδίου ταχύτητας 

από την εξίσωση (2.90), το οποίο αποτελεί συνάρτηση της κλίσης του 

θερµοκρασιακού πεδίου. Μετέπειτα επιλύεται µία εξίσωση Poisson για την πίεση p1 

στο βήµα n+1, έως ότου να ικανοποιηθεί η τιµή της κλίσης του πεδίου ταχύτητας που 

υπολογίστηκε από την εξίσωση (2.90). Η εξίσωση Poisson προκύπτει από την κλίση 

της εξίσωσης της ορµής και περιγράφεται αναλυτικά από τους [Tomboulides et al. - 

1999]. Τέλος επιλύεται η εξίσωση της ορµής (2.91) για την εύρεση του ροϊκού πεδίου 

ταχύτητας u  στο χρονικό βήµα n+1 και η διαδικασία επαναλαµβάνεται για τα 

επόµενα χρονικά βήµατα n+2, n+3,…, έως τη σύγκλιση της υπολογιστικής 

διεργασίας.  

 

2.6.1 ∆ιαµόρφωση των εξισώσεων στην περίπτωση του µοντέλου προσεγγιστικής 

ανέλιξης (Approximate Deconvolution Model - ADM) 

 

Στην περίπτωση του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης, όπως αυτό διατυπώθηκε 

στην παράγραφο 2.4 και µε τη θεώρηση ασυµπίεστης ροής χωρίς θερµοκρασιακές 
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µεταβολές, µε ένα είδος, το τελικό σύστηµα των χρονικά διακριτοποιηµένων 

εξισώσεων που προκύπτει µετά από την επίλυση του προβλήµατος κλεισίµατος 

αυτών είναι: 
1 0nQ + =          (2.92) 

( ) ( )
1 11 1

mod
0 0

1 1
Re

n qJ J nn q n
q q u N

q q

vu I Q G u u u p S
t

α ρ β χ
ρ

−− ++ − ∗ ∗ +

= =

⎡ ⎤= − − ∗ + ⋅∇ − ∇ + ∇⎢ ⎥⎣ ⎦∆ ∑ ∑  

          (2.93) 

 

2.6.2 ∆ιαµόρφωση των εξισώσεων στην περίπτωση του µοντέλου Smagorinksy 

µε σταθερό Cs και δυναµικό υπολογισµού αυτού (Constant Smagorinsky Model - 

CSM και Dynamic Smagorinsky Model - DSM) 

 

Στην περίπτωση του µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό), όπως αυτό 

διατυπώθηκε στην παράγραφο 2.5.1 και 2.5.2 και µε τη θεώρηση ασυµπίεστης ροής 

χωρίς θερµοκρασιακές µεταβολές, µε ένα είδος, το τελικό σύστηµα των χρονικά 

διακριτοποιηµένων εξισώσεων που προκύπτει µετά από την επίλυση του 

προβλήµατος κλεισίµατος αυτών είναι: 
1 0nQ + =          (2.94) 

( )
1 11 exp 1

mod
0 0

21 1
Re Re

n qJ J nn q impln
q q

q q

v v
u u u S p S

t
α β

ρ

−− ++ − +

= =

⎡ ⎤
= − ⋅∇ + ∇ − ∇ + ∇⎢ ⎥∆ ⎣ ⎦

∑ ∑  (2.95) 

Για να µειωθεί η επίδραση της συνεισφοράς διάχυσης του όρου κλίσης των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων (
1n

S
+

∇ ), όσο αφορά στην ευστάθεια του υπολογιστικού 

κώδικα ακολουθήθηκε η διαδικασία που αναφέρεται στους Blackburn – 2003 και 

Schmidt - 2001, κατά την οποία το άθροισµα του µοριακού και του τυρβώδους 

ιξώδους eff mol tv v v= +  αναλύθηκε σε µία συνιστώσα η οποία είναι χωρικά σταθερή 

effv  και σε µία δεύτερη η οποία µεταβάλλεται ( )eff refv v− . Το µέρος του συνολικού 

ιξώδους στο οποίο χρησιµοποιήθηκαν µόνο προηγούµενες τιµές (explicit) για τη 

χρονική διακριτοποίηση αφορά στο exp eff refv v v= − , ενώ για τον όρο refv  

χρησιµοποιήθηκαν τόσο επόµενες όσο και προηγούµενες τιµές imp refv v= . Εποµένως 

η εξίσωση (2.95) διαµορφώνεται στην: 
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( ) ( )1 11 1
2

0 0

21 1
Re Re

n q
J J neff refn q refn

q q
q q

v v v
u u u S p S

t
α β

ρ

−
− ++ − +

= =

⎡ ⎤−
= − ⋅∇ + ∇ − ∇ + ∇⎢ ⎥

∆ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

          (2.96) 

Η επιλογή του όρου refv  γίνεται µε κριτήριο τη διατήρηση της σταθερότητας της 

υπολογιστικής διεργασίας. Οι Blackburn et al. - 2003 χρησιµοποίησαν για την τιµή 

του refv  την µέγιστη τιµή του effv  σε ολόκληρο το υπολογιστικό πλέγµα. Στην 

παρούσα διδακτορική διατριβή, όπως θα αναλυθεί διεξοδικά στο κεφάλαιο 3 δεν 

χρησιµοποιήθηκε κάποια κατεύθυνση οµοιογένειας της ροής για την εύρεση ενός 

µέσου χρονικού όρου µε αποτέλεσµα η διακύµανση της µέγιστης του όρου effv  να 

είναι αρκετά µεγάλη, γεγονός που είχε ως συνέπεια την αποσταθεροποίηση της 

υπολογιστικής διαδικασίας. Για το λόγο αυτό για την τιµή του refv  επιλέχθηκε η 

χωρική µέση τιµή του effv  σε ολόκληρο το υπολογιστικό πλέγµα, η διακύµανση της 

οποίας ήταν πολύ χαµηλότερη σε σχέση µε την αντίστοιχη της µέγιστης τιµής αυτού. 

 

2.7 ∆ιαδικασία φιλτραρίσµατος  
 

Η διαδικασία φιλτραρίσµατος λαµβάνει χώρα στον πολυωνυµικό χώρο. Στο χώρο 

αυτό οποιαδήποτε µεταβλητή µε συγκεκριµένο πεδίο ορισµού µπορεί να θεωρηθεί 

σαν άθροισµα συντελεστών επί την τιµή συγκεκριµένων πολυωνύµων παρεµβολής σε 

σηµεία του πεδίου ορισµού της. Μαθηµατικά σε µία χωρική διάσταση και µε τη 

χρησιµοποίηση των πολυωνύµων Legendre - Lagrange [Karniadakis - 1999, Deville - 

2002] η παραπάνω διαπίστωση µπορεί να γραφεί ως εξής: 

'

0

( ) ( )
sN

i j j i
j

u x u h x
=

= ⋅∑         (2.97) 

όπου ix  είναι τα σηµεία διακριτοποίησης του υπολογιστικού πλέγµατος, ( )iu x , η τιµή 

της µεταβλητής στο αντίστοιχο σηµείο, '
ju  ο j συντελεστής της πολυωνυµικής 

προσέγγισης και ( )j ih x  είναι η τιµή του πολυωνύµου Lagrange βαθµού j στο σηµείο 

διακριτοποίησης ix . Λόγω της εξ ορισµού ιδιότητας των πολυωνύµων Lagrange, 

βάση της οποίας οι τιµές των συντελεστών δεν µειώνονται µε αύξηση του 

πολυωνυµικού βαθµού j, η διαδικασία φιλτραρίσµατος δεν επηρεάζει ιδιαίτερα το 
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τελικό αποτέλεσµα της φιλτραρισµένης τιµής της µεταβλητής. Για το λόγο αυτό 

ενδείκνυται η χρησιµοποίηση των πολυωνύµων Legendre [Jan - 2008]. Με βάση 

λοιπόν τα πολυώνυµα Legendre η σχέση (2.97) γράφεται ως: 

'

0

( ) ( )
N

i j j i
j

u x u L x
=

= ⋅∑         (2.98) 

ή µε τη µορφή πινάκων: 

u L u′= ⋅          (2.99) 

Η βασική ιδέα της διαδικασίας φιλτραρίσµατος περιλαµβάνει το φιλτράρισµα της 

µεταβλητής µέσω του φιλτραρίσµατος των συντελεστών '
ju  µε τη χρησιµοποίηση 

µίας συνάρτησης µεταφοράς µίας διάστασης (1-D function), οι διακριτές τιµές τις 

οποίας περιλαµβάνονται στις διαγώνιες θέσεις ενός πίνακα FD . Λόγω της διαγώνιας 

θέσης που κατέχουν οι τελευταίες, ο συγκεκριµένος πίνακας επιδρά µόνο στους 

συντελεστές '
ju  και όχι στα πολυώνυµα παρεµβολής αυτά καθαυτά. Η διαδικασία 

φιλτραρίσµατος αρχικά αφορά στο φιλτράρισµα των συντελεστών '
ju  µέσω της 

σχέσης: 

Fu D u′ ′= ⋅          (2.100) 

Εποµένως από τη σχέση (2.99) προκύπτει η φιλτραρισµένη προσεγγιστική τιµή ( )iu x  

της µεταβλητής ( )iu x : 

( )iu x L u′= ⋅          (2.101) 

η οποία µε συνδυασµό των σχέσεων (2.99) και (2.100) οδηγεί στην τελική 

µαθηµατική έκφραση της διαδικασίας φιλτραρίσµατος: 
1

Fu L D L u−= ⋅ ⋅ ⋅         (2.102) 

Η µορφή των πινάκων L , 1L− , FD  φαίνεται παρακάτω: 

 

(1) 0 0
(2)0 0

( )0 0

F

diag
diag

D

diag j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦
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j ii i
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L xL x L x

L

L xL x L x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎢ ⎥
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11 1 1 2

1 22 1 2 2

1 2

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

i

i

j j j i

L xL x L x
L xL x L x

L

L x L x L x

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

Υπάρχουν δύο δυνατότητες εφαρµογής του φίλτρου. Η πρώτη αφορά στη διαδικασία 

φιλτραρίσµατος κατά την οποία τα όρια των πεπερασµένων στοιχείων παραµένουν 

ανέπαφα κατά τη διάρκεια αυτής (Boyd space [Boyd - 1998]), µε αποτέλεσµα την 

αποφυγή της τελικής άµεσης συνάθροισης (direct stiffness summation). Η δεύτερη 

έρχεται σε αντίθεση µε την προηγούµενη επηρεάζοντας τα όρια των στοιχείων κατά 

την εφαρµογή της (Legendre space [Canuto - 1988]). 

Η πρακτική εφαρµογή των παραπάνω γίνεται, αφού προηγουµένως η µεταβλητή 

( )iu x  µε πεδίο συγκεκριµένο πεδίο ορισµού x [κάτω όριο, πάνω όριο], εκφραστεί µε 

τη µορφή νέων βασικών συναρτήσεων ξm στο µετασχηµατισµένο χώρο [-1,+1]. Εάν 

θεωρήσουµε οριακές συνθήκες Dirichlet για τη µεταβλητή ( )iu x  της µορφής: 

( 1)u a− =  και ( 1)u β+ =  τότε ο µετασχηµατισµός στο χώρο Boyd, µε τη βοήθεια των 

συναρτήσεων ξm µπορεί να γίνει µέσω της σχέσης:  

( ) ( )
2 2

BN

m m
m

a au x u xβ β ξ+ − ′= + +∑       (2.103) 

όπου οι συναρτήσεις βάσης Boyd καθορίζονται από την: 

0

1

2

( ) , 0
( ) ( ) , 1

( ) ( ) , 1
m

m m

L x ά m
x L x ά m

L x L x ά m

ε ν
ξ ε ν

ε ν−

=⎧
⎪= =⎨
⎪ − >⎩

   (2.104) 

Εποµένως σε κάθε σηµείο διακριτοποίησης η προσεγγιστική τιµή της µεταβλητής u 

µπορεί να γραφεί ως: 

( ) ( )
2 2

2 2

2 2

B

B

N

N i i m m i
m

N

i m im
m

i

a au x x u x

a a x u

a a x u

β β ξ

β β ξ

β β

+ − ′= + +

+ − ′= + +

+ − ′= + +Ξ

∑

∑      (2.105) 

όπου ο πίνακας Ξ  περιέχει τις τιµές µετασχηµατισµού ( ) ( )m i m ix xξ ξΞ = = . Η 

διαδικασία φιλτραρίσµατος στο χώρο Boyd πραγµατοποιείται µέσω της σχέσης: 
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1

2 2N NF
a au x D uβ β −+ −

= + +Ξ ⋅ ⋅Ξ       (2.106) 

Από την οποία όπως παρατηρείται τα όρια των πεπερασµένων στοιχείων δεν 

επηρεάζονται. 

Στην περίπτωση που η διαδικασία φιλτραρίσµατος λαµβάνει χώρα στο χώρο 

Legendre τότε οι σχέσεις (2.103), (2.104), (2.105) και (2.102) διαµορφώνονται 

αντίστοιχα στις: 

( ) ( )
LN

m m
m

u x u xξ′=∑         (2.107) 

( ) ( )m mx L xξ =          (2.108) 

( ) ( )
B BN N

N i m m i m im
m m

u x u x u uξ ξ′ ′ ′= = = Ξ ⋅∑ ∑      (2.109) 

1
N NFu D u−= Ξ ⋅ ⋅Ξ         (2.110) 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι τα όρια των πεπερασµένων στοιχείων 

επηρεάζονται κατά τη διεργασία µε αποτέλεσµα να απαιτείται η εφαρµογή της 

άµεσης συνάθροισης (direct stiffness summation) µετά τη διαδικασία 

φιλτραρίσµατος, για την αποφυγή ανεπιθύµητων απότοµων µεταβολών στα όρια των 

στοιχείων. 

 

2.7.1 Επιλογή συναρτήσεων πυρήνα / µεταφοράς (kernel function) - Μοντέλο 

προσεγγιστικής ανέλιξης (Approximate Deconvolution Model - ADM) 

 

Όπως αναφέρθηκε και στην προηγούµενη ενότητα η βασικότερη παράµετρος της 

διαδικασίας φιλτραρίσµατος είναι η µορφή της συνάρτησης µεταφοράς / πυρήνα 

(kernel function), η οποία χρησιµοποιείται για το φιλτράρισµα των συντελεστών της 

σειράς του πολυωνυµικού αναπτύγµατος, που χρησιµοποιείται για την προσέγγσιη 

της αναλυτικής λύσης.  

Στην περίπτωση του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης η µορφή της συνάρτησης 

µεταφοράς βασίστηκε στους Stolz και Adams - 2001, ενώ η εισαγωγή της στον 

υπάρχοντα κώδικα έγινε από τον Marco Kueng και είναι η παρακάτω: 
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          (2.111) 

όπου κ είναι ο πολυωνυµικός βαθµός προσέγγισης, Ns ο µέγιστος πολυωνυµικός 

βαθµός και ctκ  η συχνότητα αποκοπής.  

Στο σχήµα 2.2 απεικονίζεται η µονοδιάστατη συνάρτηση πυρήνα του φίλτρου για ctκ  

= 0.7, σε σχέση µε τον πολυωνυµικό βαθµό προσέγγισης ( )0 sNκ κ< < , καθώς 

επίσης και η συνάρτηση µεταφοράς του. Η συχνότητα αποκοπής ορίστηκε µε βάση τη 

σχέση: 

1
2ct

s

G
N
κ κ

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
        (2.112) 

 
Σχήµα 2.2: Συναρτήσεις µεταφοράς του φίλτρου (G), του τελεστή (QN*G) και του φίλτρου υψηλών 

συχνοτήτων του όρου χαλάρωσης (Ι- QN*G) για συχνότητα αποκοπής kct =0.7. 
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Επιπλέον παρουσιάζεται η συνάρτηση µεταφοράς του τελεστή ( )dNQ G∗  και το 

φίλτρο υψηλών συχνοτήτων του όρου χαλάρωσης ( )( )dNI Q G− ∗  

 

2.7.2 Επιλογή συναρτήσεων πυρήνα / µεταφοράς (kernel function) - ∆υναµικό 

µοντέλο Smagorinsky (Dynamic Smagorinsky Model - DSM)  

 

Στην περίπτωση του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky χρησιµοποιήθηκαν δύο 

εναλλακτικοί τρόποι δηµιουργίας του φίλτρου. Ο 1ος αφορά στην κατάλληλη επιλογή 

της µονοδιάστατης συνάρτησης µεταφοράς µέσω της χρησιµοποίησης του διαγώνιου 

πίνακα FD , ενώ η 2η βασίζεται στη θεωρία των Fischer και Mullen - 2001 και 

εφαρµόζεται σε επίπεδο πεπερασµένων στοιχείων. 

 

1ος τρόπος: Στο σχήµα 2.3 απεικονίζεται η µονοδιάστατη συνάρτηση µεταφοράς του 

φίλτρου στην περίπτωση πολυωνύµων παρεµβολής 9ου βαθµού. Στην παρούσα 

διδακτορική διατριβή χρησιµοποιήθηκαν 4 εναλλακτικές συναρτήσεις µεταφοράς, 

κάθε µία από τις οποίες θα αναφέρεται εν συνεχεία ως DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3 

και DSM_v4. Όλες οι συναρτήσεις επιδρούν και / ή αποκόπτουν τις υψηλές 

συχνότητες (modes) της χρησιµοποιούµενης µεταβλητής.  

0
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Σχήµα 2.3: Μονοδιάστατη συνάρτηση φίλτρου για τις περιπτώσεις DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3 και 

DSM_v4. 
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Στον πίνακα 2.1 παρουσιάζεται το ποσοστό κατά το οποίο επηρεάζει η διαδικασία 

φιλτραρίσµατος τα modes υψηλών συχνοτήτων του αναπτύγµατος του αθροίσµατος, 

που χρησιµοποιείται για την προσέγγιση της λύσης. Όλες οι συναρτήσεις µεταφοράς 

που χρησιµοποιήθηκαν επιδρούν µετά το 4ο mode. Η συνάρτηση µεταφοράς DSM_v3 

αποκόπτει το µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας µε τις DSM_v1 και DSM_v2 να 

ακολουθούν. Όσο αφορά στην DSM_v4, αυτή αποτελεί ένα απότοµο φίλτρο υψηλών 

συχνοτήτων κατά την εφαρµογή του οποίου παραλείπονται εντελώς οι δύο τελευταίοι 

όροι του αναπτύγµατος που χρησιµοποιείται για την προσέγγιση της λύσης. 
 

Πίνακας 2.1: Επίδραση της συνάρτησης πυρήνα (kernel function) στους πολυωνυµικούς όρους του 

αναπτύγµατος της σχέσεως (2.97). 

ΦΙΛΤΡΟ DSM_v1 DSM_v2 DSM_v3 DSM_v4 

mode_5 1% 0% 4% 0% 

mode_6 10% 1% 18% 0% 

mode_7 50% 10% 68% 0% 

mode_8 90% 82% 92% 100% 

mode_9 100% 100% 100% 100% 

 

2ος τρόπος: Ο 2ος τρόπος βασίζεται στη θεωρία των Fischer και Mullen -2001 και 

εφαρµόζεται σε επίπεδο φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. Οι φιλτραρισµένες 

τιµές του ροϊκού πεδίου ταχύτητας και πίεσης προκύπτουν από την προβολή των 

πεδίων σε ένα σύνολο βασικών συναρτήσεων µικρότερου πολυωνυµικού βαθµού. Με 

τον τρόπο αυτό οι αρχικές τιµές µίας µεταβλητής σε συγκεκριµένες κοµβικές θέσεις 

προβάλλονται στις ίδιες κοµβικές θέσεις µε τη διαφορά ότι στη δεύτερη περίπτωση 

έχουν χρησιµοποιηθεί πολυώνυµα παρεµβολής, τα οποία αντιστοιχούν σε µικρότερο 

αριθµό Gauss - Lobatto -Legendre (GLL) σηµείων. Η επέκταση της διαδικασίας 

φιλτραρίσµατος στις τρείς διαστάσεις είναι εφικτή µέσω υπολογισµών που 

στηρίζονται σε πολλαπλασιασµό πινάκων [Blackburn - 2003, Bouffanais - 2007]. Για 

παράδειγµα σε µία διάσταση, εάν 2
N
NI −  είναι ο τελεστής ο οποίος παρεµβάλει ένα 

πολυώνυµο βαθµού N-2 µε Np = N-1 κόµβους σε ένα σύνολο Ν κόµβων τότε ο 

τελεστής 2
2

N N
N NI I −
−Π =  παρεµβάλλει στα GLL σηµεία βαθµού Ν-2 µία οποιαδήποτε 
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µεταβλητή ορισµένη στα ίδια GLL σηµεία βαθµού N και τη µεταφέρει πίσω στο 

αρχικό πλέγµα βαθµού Ν. Η µαθηµατική µορφή του τελεστή 2N
NI −  έχει τη µορφή:  

( )

( )

0
2

0

, 0, , , 0, , 2

N

j p
p
p jN

N ij N

k p
q
q k

x x

I j M k N
x x

=
≠−

=
≠

−

= = = −
−

∏

∏
… …    (2.113) 

Η διαδικασία φιλτραρίσµατος απεικονίζεται στο σχήµα 2.4. 

 

 
                  u (ταχύτητα) 2

2
N N
N NI I −
−Π =  u u= Π ⋅  

Σχήµα 2.4: Γραφική απεικόνιση της διαδικασίας φιλτραρίσµατος στον πολυωνυµικό χώρο. 

 

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή µετά από έλεγχο ανεξαρτησίας των λύσεων και 

µετά από βιβλιογραφική ανασκόπηση, ο αριθµός των κόµβων στο υπολογιστικό 

πλέγµα για κάθε κελί ορίστηκε ίσος µε 9, ενώ ο βαθµός των πολυωνύµων του 

φίλτρου δοκιµής ίσος µε 8 (7 κόµβοι).  

Η διαδικασία φιλτραρίσµατος όπως περιγράφτηκε παραπάνω αφορά σε όλα τα 

µοντέλα και σε µία χωρική διάσταση. Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως η επέκταση 

της διεργασίας σε 2 ή 3 χωρικές διαστάσεις µπορεί να γίνει µέσω κατάλληλου 

πολλαπλασιασµού µητρών / πινάκων. Για παράδειγµα εάν η µεταβλητή που πρόκειται 

να φιλτραριστεί αποτελεί συνάρτηση δύο χωρικών διαστάσεων η διαδικασία 

φιλτραρίσµατος περιγράφεται µαθηµατικά από τη σχέση Tu u= Π ⋅ ⋅Π , ενώ για την 

περίπτωση τριών διαστάσεων από την: 

( )Tu u= Π ⋅ ⋅Π ⋅Π         (2.114) 

Ο δείκτης T  στην παραπάνω σχέση υποδηλώνει τον ανάστροφο πίνακα. 

 

 

 

 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 54

2.7.3 Ισοδυναµία των εναλλακτικών τρόπων φιλτραρίσµατος 

 

Για να ελεγχθεί η ισοδυναµία των δύο εναλλακτικών τρόπων φιλτραρίσµατος που 

εφαρµόστηκαν στην περίπτωση του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky (DSM) 

εφαρµόστηκε η αντίστροφη διεργασία, µε σκοπό να προσδιοριστεί εάν υπάρχει 

διαγώνιος πίνακας FD  ή να βρεθεί η µορφή αυτού, στην περίπτωση χρησιµοποίησης 

του τελεστή 2
2

N N
N NI I −
−Π = . Η µαθηµατική µορφή του τελεστή φιλτραρίσµατος στην 

περίπτωση χρήσης του διαγώνιου πίνακα FD  δίνεται από τη σχέση (2.110), στην 

οποία ο πίνακας Ξ  περιέχει τις τιµές της µεταβλητής στο µετασχηµατισµένο χώρο ξ 

[-1,+1] και είναι γνωστός εκ των υστέρων. Εάν υποθέσουµε επιπλέον ότι γνωρίζουµε 

το φιλτραρισµένο πεδίο της µεταβλητής µέσω του 2ου τρόπου φιλτραρίσµατος (σχέση 

2.114), τότε η µεταβλητή Nu  της σχέσης (2.110) είναι γνωστή και η ισοδυναµία των 

δύο διαδικασιών φιλτραρίσµατος (σχέσεις 2.110 και 2.114) επιτυγχάνεται εάν ο 

τελεστής Π είναι ίσος και / ή ισοδύναµος µε τον τελεστή 1
FD −Ξ ⋅ ⋅Ξ , κάτι το οποίο 

µαθηµατικά εκφράζεται µε βάση τη σχέση: 
1

FD −Π = Ξ ⋅ ⋅Ξ         (2.115) 

Εάν πολλαπλασιάσουµε και τα δύο µέλη της σχέσης (2.115) από αριστερά µε 1−Ξ  και 

από δεξιά µε Ξ  τότε προκύπτει η µορφή που θα έχει ο πίνακας FD  στην περίπτωση 

του 2ου τρόπου φιλτραρίσµατος µέσω της παρακάτω ακολουθίας πράξεων: 
1 1 1 1 1 1

F F F FD D I D I D− − − − − −Π = Ξ ⋅ ⋅Ξ ⇒ Ξ ⋅Π ⋅Ξ = Ξ ⋅Ξ ⋅ ⋅Ξ ⋅Ξ⇒ Ξ ⋅Π ⋅Ξ = ⋅ ⋅ ⇒ = Ξ ⋅Π ⋅Ξ

Εποµένως η µορφή του πίνακα FD  προκύπτει µε πολλαπλασιασµό πινάκων οι οποίοι 

είναι εκ των υστέρων γνωστοί. Η µορφή του πίνακα FD  που προέκυψε είναι η 

παρακάτω: 

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

FD

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

-0.8523

1

1
1

1
1

1

1

      (2.116) 
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Όπως παρατηρείται ο πίνακας FD  στην περίπτωση αυτή δεν είναι διαγώνιος. Ωστόσο 

παρατηρείται καθαρά ότι κατά τη διαδικασία του 2ου τρόπου φιλτραρίσµατος η 

επίδραση του πίνακα FD  είναι µηδενική για τους έξι πρώτους συντελεστές του 

αναπτύγµατος της σειράς της πολυωνυµικής προσέγγισης της µεταβλητής. Ο πίνακας 

επιπλέον αποκόπτει τους δύο τελευταίους όρους της σειράς, κάτι το οποίο είναι 

αναµενόµενο καθόσον ο τελεστής που χρησιµοποιείται στο 2ο τρόπο φιλτραρίσµατος 

χρησιµοποιεί πολυώνυµα βαθµού Ν-2 = 9-2 =7, ενώ ταυτόχρονα επιδρά και στον 7ο 

όρο της σειράς για την αποφυγή συσσώρευσης της ενέργειας κοντά στη συχνότητα 

αποκοπής. Συνάγεται λοιπόν το συµπέρασµα ότι η µορφή του πίνακα στην 2η 

διεργασία φιλτραρίσµατος δεν είναι διαγώνια, ωστόσο όµως η διεργασία είναι 

ισοδύναµη και παρέχει τα ίδια αποτελέσµατα µε την 1η, εάν ο πίνακας FD  

αντικατασταθεί µε αυτόν της σχέσης (2.116). 

 

2.7.4 Έλεγχος της διαδικασίας φιλτραρίσµατος 

 

Για τον ποιοτικό έλεγχο της διαδικασίας φιλτραρίσµατος επιλέχθηκε ως µεταβλητή 

µια τυχαία συνάρτηση και εν συνεχεία η ίδια υποβλήθηκε στη διαδικασία 

φιλτραρίσµατος. Η επιλογή της συνάρτησης έγινε µε την απαίτηση να περιέχει όσο το 

δυνατόν υψηλότερες συχνότητες (modes υψηλών συχνοτήτων), ώστε να είναι δυνατή 

η επίδραση του φίλτρου σε αυτή. 

Στο σχήµα 2.5 απεικονίζεται η επίδραση του κάθε φίλτρου για δύο διαφορετικά πεδία 

συναρτήσεων:  

1η στήλη: 2 2 2( , ) cos( ) 10 sin(cos(x )) + sin(y )F x y y= + ⋅  

2η στήλη: 3 3( , ) sin(x ) + cos(x ) + tan(cos(3 x))F x y = ⋅   
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 2 2 2cos( ) 10 sin(cos(x )) + sin(y )F y= + ⋅  3 3sin(x ) + cos(x ) + tan(cos(3 x))F = ⋅
Α
φι
λτ
ρά
ρι
στ
ο 
πε
δί
ο 

  

D
SM

_v
1 

  

D
SM

_v
2 

  

D
SM

_v
3 

  



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 57

D
SM

_v
4 

  

D
SM

_I
nm

 

  

Σχήµα 2.5: Επίδραση των διαφορετικών φίλτρων (DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3, DSM_v4 και DSM_Inm 

που χρησιµοποιήθηκαν, σε δύο γνωστές συναρτήσεις F(x,y). 

 

Όπως προκύπτει από το σχήµα 2.5 οι διαφορές µεταξύ του αφιλτράριστου πεδίου και 

των αντίστοιχων φιλτραρισµένων δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες και όλα τα φίλτρα 

καταφέρνουν να αποκόψουν τις µεγάλες συχνότητες (µικρές δοµές) ικανοποιητικά. 

Μεγαλύτερο µέρος της ενέργειας αποκόπτεται όπως φαίνεται στην περίπτωση που 

χρησιµοποιείται η συνάρτηση µεταφοράς DSM_v3, καθώς η επίδραση αυτής στους 

συντελεστές της σειράς του πολυωνυµικού αναπτύγµατος, που χρησιµοποιείται για 

την προσέγγιση της αναλυτικής λύσης είναι µεγαλύτερη (σχήµα 2.3 και πίνακας 2.1 ). 

Το φιλτραρισµένο πεδίο που προκύπτει από τη χρησιµοποίηση της συνάρτησης 

µεταφοράς DSM_v1 είναι πιο οµαλό σε σχέση µε το αντίστοιχο της DSM_v2, 

καθόσον το τελευταίο αποκόπτει µικρότερο µέρος της ενέργειας που περικλείουν οι 

µικρότερες δοµές (δοµές υψηλών συχνοτήτων). Όσο αφορά στην περίπτωση 

DSM_Inm, προκύπτει ότι αυτό διατηρεί τη δοµή του αρχικού αφιλτράριστου πεδίου 

στο µεγαλύτερο βαθµό σε σχέση µε τα υπόλοιπα. Με µία αρχική εκτίµηση µπορούµε 

να πούµε ότι η πληροφορία που περιέχεται στο φιλτραρισµένο πεδίο της περίπτωσης 

DSM_Inm αποτυπώνει σε µεγαλύτερο βαθµό αυτήν που περιέχεται στο αρχικό 
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αφιλτράριστο πεδίο, σε σχέση πάντα µε τις υπόλοιπες περιπτώσεις φιλτραρίσµατος. 

Στο επόµενο κεφάλαιο γίνεται εκτενής διερεύνηση της επίδρασης των παραπάνω 

φίλτρων στην ποιότητα των τελικών αποτελεσµάτων της προσοµοίωσης, καθώς 

επίσης και σύγκριση µεταξύ τους. 
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Κεφάλαιο 3ο 

Υπολογιστική προσοµοίωση ισόθερµης δέσµης 

οµοροής (Isothermal Coflow Jet) 
 

Εισαγωγή 
 

Το παρόν κεφάλαιο αφορά στην υπολογιστική προσοµοίωση µίας ισόθερµης 

γεωµετρίας δέσµης (jet) µε τη χρήση της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης (DNS) και 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών (LES). Στην ενότητα 3.1 γίνεται η περιγραφή της 

συγκεκριµένης πρότυπης γεωµετρίας που επιλέχθηκε ενώ στην επόµενη ενότητα 3.2 

γίνεται µία σύντοµη ιστορική αναδροµή στις ροές δέσµης, τόσο για την περίπτωση 

ισόθερµων ροών όσο και σε περιπτώσεις στις οποίες λαµβάνουν χώρα φαινόµενα 

καύσης. Η ενότητα 3.3 αφορά στην αναλυτική γεωµετρία και στο υπολογιστικό 

πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε. Εν συνεχεία στις επόµενες παραγράφους 3.4, 3.5, 3.6, 

3.7 και 3.8 παρουσιάζονται και αναλύονται τα τελικά αποτελέσµατα και η σύγκριση 

µεταξύ των διαφόρων µεθόδων και µοντέλων που χρησιµοποιήθηκαν, ενώ 

παράλληλα πραγµατοποιείται και µία ανάλυση ευαισθησίας µε βάση τις διάφορες 

παραµέτρους που επηρεάζουν τη λειτουργία τους. Στην παράγραφο 3.9 

πραγµατοποιείται ο έλεγχος ανεξαρτησίας των τελικών αποτελεσµάτων από το 

χρησιµοποιούµενο υπολογιστικό πλέγµα, ενώ η τελευταία ενότητα 3.10 του 

κεφαλαίου συνοψίζει τα τελικά συµπεράσµατα και παρατηρήσεις που προέκυψαν από 

την υπολογιστική µελέτη.  

 

3.1 Περιγραφή της ισόθερµης δέσµης (Isothermal Jet) 
 

Οι δέσµες (jets) ανήκουν σε µία κατηγορία διατάξεων η οποία χρησιµοποιείται σε 

πάρα πολλές πρακτικές και βιοµηχανικές εφαρµογές. Η καύση, η αεροακουστική, η 

πρόωση καθώς επίσης και η σταθεροποίηση διαφόρων φλογών, αποτελούν 

χαρακτηριστικά παραδείγµατα ροών, στα οποία οι διάφορες αστάθειες και µεγάλες 

δοµές που δηµιουργούνται σε όλη την έκταση του ροϊκού πεδίου, είναι άρρηκτα 
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συνδεδεµένες µε το ροϊκό πεδίο που εµφανίζεται στις διατάξεις δέσµης (jet). Οι ροές 

δέσµης από ερευνητική άποψη αποτελούν µία από τις πρότυπες ροές ελεύθερης 

διάτµησης (free shear flows). Συνάγεται λοιπόν το συµπέρασµα ότι τόσο στην 

περίπτωση των πρακτικών βιοµηχανικών ή µη εφαρµογών, όσο και σε αυτή των 

ερευνητικών, οι ροές δέσµης (jet) αποτελούν διατάξεις, η πειραµατική, θεωρητική και 

/ ή υπολογιστική µελέτη των οποίων είναι σηµαντική για την περαιτέρω κατανόηση 

της συµπεριφοράς τους και της δυνατότητας εξήγησης των φαινοµένων που 

λαµβάνουν χώρα σε αυτά. 

Μία συµµετρική δέσµη προκύπτει από τη ροή ρευστού διαµέσου ακροφυσίου -

συνήθως κυλινδρικής διατοµής - προς ένα ανοιχτό περιβάλλον. Στην περίπτωση που 

η δέσµη είναι ελεύθερης µορφής, αποµακρυσµένη δηλαδή από οποιαδήποτε 

γεωµετρική δοµή και η ροή διαµέσου του ακροφυσίου γίνεται προς ένα αδρανειακά 

σταθερό περιβάλλον τότε αυτή ονοµάζεται ελεύθερη δέσµη (free jet), ενώ στην 

περίπτωση που η ροή διαµέσου του ακροφυσίου περιβάλλεται από ρεύµα οµοροής, 

τότε αυτή ονοµάζεται δέσµη οµοροής ή coflowing jet. Η συµπεριφορά του ροϊκού 

πεδίου µετά την έξοδο του ρευστού από το ακροφύσιο εξαρτάται από πολλές 

παραµέτρους, οι χαρακτηριστικότερες των οπoίων αποτελούν το επίπεδο θορύβου 

στο γειτνιάζων περιβάλλον µε το οποίο έρχεται σε επαφή το ρευστό, την εισαγωγή 

επιπλέον ποσότητας ρευστού από το περιβάλλον ρευστό του χώρου, καθώς επίσης και 

από τη γεωµετρία και την επιφάνεια του ακροφυσίου, οι οποίες καθορίζουν έµµεσα 

και τις οριακές συνθήκες στο ακροφύσιο (µέσες τιµές, διακυµάνσεις και συσχετίσεις). 

 
Σχήµα 3.1: Σχηµατική αναπαράσταση µίας ελεύθερης δέσµης (free jet) κυλινδρικής διατοµής σε 

πολικό σύστηµα συντεταγµένων [Pope - 2003]. 

 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 61

Η ιδανική πειραµατική διάταξη και το σύστηµα συντεταγµένων για την µαθηµατική 

περιγραφή και την ανάλυση των εξισώσεων που διέπουν το ροϊκό πεδίο στην 

περίπτωση µίας ελεύθερης δέσµης (free jet) φαίνεται στo σχήµα 3.1, ενώ στο σχήµα 

3.2 απεικονίζεται η περίπτωση µίας δέσµης οµοροής. 

 
Σχήµα 3.2: Σχηµατική αναπαράσταση µίας δέσµης οµοροής (coflow jet) κυλινδρικής διατοµής σε 

πολικό σύστηµα συντεταγµένων. 

 

Η ροή στην περίπτωση αυτή είναι στατιστικά σταθερή και συµµετρική ως προς τον 

άξονα της δέσµης. Για το λόγο αυτό τα στατιστικά µεγέθη εξαρτώνται από την 

αξονική και ακτινική διεύθυνση (x και r), ενώ παράλληλα είναι ανεξάρτητα από το 

χρόνο και από την περιφερειακή διεύθυνση (θ). Οι συνιστώσες της ταχύτητας του 

ροϊκού πεδίου υποδηλώνονται µε τα γράµµατα u , v , w . 

Μία παράµετρος µεγάλης σηµασίας τόσο για τις συγκεκριµένες ροές και γενικότερα 

για κάθε ροή που παρουσιάζεται στην φύση, αποτελεί ο λόγος των δυνάµεων ιξώδους 

προς τις αδρανειακές δυνάµεις, γνωστός ως αριθµός Reynolds, µε βάση των οποίο 

είναι δυνατός ο διαχωρισµός των διάφορων ροών που παρουσιάζονται στη φύση. 

Στην περίπτωση της ιδανικής ελεύθερης δέσµης το ροϊκό πεδίο περιγράφεται πλήρως 

από τα µεγέθη u , d  και ν  (αξονική ταχύτητα, διάµετρος ακροφυσίου δέσµης, 

κινηµατικό ιξώδες), µε βάση τα οποία προκύπτει η αδιαστατοποιηµένη παράµετρος, 

που αποτελεί τον αριθµό Reynolds. Στην περίπτωση που η ροή διαµέσου του 

ακροφυσίου της δέσµης περιβάλλεται από ρεύµα οµοροής (coflowing jet), µία άλλη 

βασική παράµετρος, είναι η περίσσεια ταχύτητας 
( )

e

e
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uru −

=
φ

λ
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 στην είσοδο, 
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όπου το ( )φ,,0 ru  αποτελεί την τοπική αξονική ταχύτητα της δέσµης στην είσοδο του 

ακροφυσίου και eu  την ταχύτητα του ρευστού οµοροής.  

Ο αδιάστατος αριθµός Reynolds κάνει εφικτό το διαχωρισµό των ροών δέσµης σε 

διάφορες κατηγορίες. Στην περίπτωση που ο αριθµός Reynolds βρίσκεται µέσα στο 

εύρος 10<Re<30 η ροή είναι στρωτή και παρουσιάζεται σαν µία οµαλή δέσµη 

ρευστού, σχεδόν γραµµική µε ένα αποκλίνων σχήµα στο πάνω µέρος, το οποίο τείνει 

να γίνει χαοτικό µε σχήµα µανιταριού. Η γραµµική περιοχή της δέσµης - το µήκος 

δηλαδή αυτής - αυξάνει σε συνδυασµό µε τη δηµιουργία δοµών κυλινδρικής µορφής 

για αριθµούς Reynolds από 30 έως 150. Με επιπλέον αύξηση του αριθµού Reynolds 

το µήκος της δέσµης διακόπτεται, δηµιουργώντας κενά, ενώ δοµές πολυπλοκότερες 

αρχίζουν µε την πάροδο του χρόνου να κυριαρχούν και να γίνονται εµφανείς στο 

συνολικό ροϊκό πεδίο. Για αριθµούς Reynolds πάνω από 300 και µέχρι 1000 η ροή 

γίνεται τυρβώδης µετά από ένα διακριτό µήκος δέσµης, ενώ για τιµές αυτού από 1000 

έως 3000 η µετάβαση στην τυρβώδη κατάσταση γίνεται άµεσα, µε το µήκος 

µετάβασης της δέσµης να µην είναι πλέον ορατό, όπως συµβαίνει για αριθµούς από 

300 έως 1000. Τέλος για αριθµούς Reynolds πάνω από 3000 οι τυρβώδεις δοµές που 

δηµιουργούνται στο ροϊκό πεδίο δεν µεταβάλλονται σε σηµαντικό βαθµό [Olsson 

1996, Kueng - 2007]. 

 
Σχήµα 3.3: Σχηµατική αναπαράσταση ροής ελεύθερης δέσµης [Kueng - 2007]. 

 

Για τιµές του αριθµού Reynolds, πάνω από 2000, περιπτώσεις οι οποίες αφορούν την 

παρούσα αναφορά, η ροή της δέσµης µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από τρεις 

διακριτές περιοχές (σχήµα 3.3): α) την περιοχή κοντά στο ακροφύσιο, η οποία 

χαρακτηρίζεται ως µεταβατική περιοχή, στην οποία λαµβάνει χώρα αλλαγή της ροής 
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από στρωτή σε τυρβώδη, β) την αποµακρυσµένη από το ακροφύσιο ροή, κύριο 

γνώρισµα της οποίας είναι η πλήρως ανεπτυγµένη τύρβη, µε όλες τις κλίµακές αυτής 

να αλληλεπιδρούν µεταξύ τους και τέλος γ) την περιοχή η οποία αναπτύσσεται 

µεταξύ των δύο τελευταίων και θεωρείται περιοχή ανάπτυξης και συνδετικός κρίκος 

αυτών. 

Η πρώτη από τις τρεις προαναφερθείσες περιοχές ξεκινά από την άκρη του 

ακροφυσίου εισαγωγής του ρευστού, το προφίλ της ταχύτητας του οποίου 

αποτελείται από το άθροισµα ενός συγκεκριµένου προφίλ (παραβολικό, υπερβολικό 

κτλ.) και διακυµάνσεων, οι οποίες εισάγονται µε τη βοήθεια µίας γεννήτριας τύρβης 

τεχνητά, στις συνθήκες εισόδου (inflow generator) [Klein - 2003]. Σε µικρή 

απόσταση από το ακροφύσιο, δηµιουργείται µία δοµή δυναµικού πυρήνα, η οποία 

περιβάλλεται από αναπτυσσόµενα στρώµατα ανάµιξης, που συναντούν τον άξονα 

συµµετρίας της δέσµης σε απόσταση τεσσάρων µε πέντε διαµέτρων περίπου κατάντη 

της ροής, όπου και η δοµή του πυρήνα εξαφανίζεται [Olsson - 1996]. Εν συνεχεία οι 

κυµατοειδείς δοµές του στρώµατος ανάµιξης, οι οποίες µεταβάλλονται µε το αρχικό 

οριακό στρώµα του ακροφυσίου, αλληλεπιδρούν περαιτέρω µε το υπόλοιπο ροϊκό 

πεδίο και οδηγούν σε εµφάνιση πολυπλοκότερων δοµών (δίνες σε µορφή δακτυλίου), 

κύριο γνώρισµα των οποίων αποτελεί η αστάθεια τους, που οδηγεί σε τελική 

µετάβαση σε τυρβώδη ροή και στην τρίτη περιοχή κατά µήκος της αξονικής γραµµής 

της δέσµης [Petersen - 1978]. Η έκταση της περιοχής ανάπτυξης (2η περιοχή) 

κυµαίνεται από 5 διαµέτρους έως 80, πέραν της οποίας αρχίζει η τρίτη περιοχή, κύριο 

γνώρισµα της οποίας είναι η πλήρως ανεπτυγµένη τυρβώδης ροή και η οµοιότητα 

κλιµάκων (scale–similarity) µεταξύ των φυσικών µεγεθών και παραµέτρων [Dowling 

- 1990]. 

Σε ένα jet οµοροής το ροϊκό πεδίο επηρεάζεται επιπλέον και από την περίσσεια 

ταχύτητας λ. Σε περίπτωση που η τελευταία δεν είναι πάρα πολύ µικρή και το προς 

µελέτη ροϊκό πεδίο δεν βρίσκεται σε πολύ µεγάλη απόσταση από το ακροφύσιο, τότε 

οι περιοχές και ο τρόπος ανάπτυξης της ροής είναι παρόµοιος µε αυτόν που 

περιγράφτηκε προηγουµένως, µε τη µόνη διαφορά ότι στην αποµακρυσµένη από το 

ακροφύσιο περιοχή η συµπεριφορά και ανάπτυξη του ροϊκού πεδίου όσο αφορά στις 

δέσµες οµοροής είναι διαφορετική από αυτή αντίστοιχων ελεύθερων. Η ανάπτυξη της 

δέσµης οµοροής για παράδειγµα δεν είναι γραµµική στην αποµακρυσµένη πάντα από 

το ακροφύσιο περιοχή, αλλά η δέσµη αναπτύσσεται (διαχέεται) µε πιο αργό ρυθµό 

στην αξονική κατεύθυνση. 
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3.2 Ιστορική αναδροµή στις ροές δέσµης [ισόθερµες 

(isothermal) και µη ισόθερµες (non-isothermal)] 
 

Η συγκεκριµένη ενότητα αναφέρεται στην πρόσφατη βιβλιογραφική ανασκόπηση 

των µεθόδων µεγάλης προσοµοίωσης (LES), που χρησιµοποιούνται για την 

υπολογιστική διερεύνηση ροών τύπου δέσµης µε ή χωρίς να λαµβάνουν χώρα 

φαινόµενα καύσης και αποτελεί µία απλή αναφορά και όχι λεπτοµερή περιγραφή 

αυτών. Αναλύονται επιγραµµατικά οι διάφορες µέθοδοι και τα µοντέλα που 

χρησιµοποιούνται, χωρίς να γίνεται εκτενή και λεπτοµερή περιγραφή αυτών ή του 

τρόπου λειτουργίας τους. Η παρούσα διδακτορική διατριβή αφορά τις υποηχητικές 

φλόγες διάχυσης (non-premixed flames), η υπολογιστική διερεύνηση των οποίων θα 

είναι δυνατή στο µέλλον µε επέκταση του υπάρχοντα κώδικα για καύση. Εξαιτίας της 

απαίτησης υποηχητικών ροών, οι ροές που µελετήθηκαν αφορούσαν περιπτώσεις 

χαµηλού αριθµού Mach, για την αποφυγή ακουστικών κυµάτων στη ροή [Rehm - 

1978].  

Μεγάλο µέρος των αναφορών για τις τυρβώδεις φλόγες διάχυσης είναι πειραµατικές 

ενώ άλλες αφορούν περιπτώσεις χρήσης, είτε της µεθόδου άµεσης προσοµοίωση 

(DNS), είτε της προσοµοίωσης µεγάλων δινών (LES), για συµπιεστές, χαµηλού 

αριθµού Mach ροές, στις οποίες εµφανίζονται κύµατα πίεσης και δεν αποτελούν 

αντικείµενο της διδακτορικής διατριβής [Mankabadi - 1994, Bodey - 2003, Gamet - 

1998, Uzun - 2003]. 

Χρησιµοποίηση της µεθόδου άµεσης αριθµητικής προσοµοίωσης (Direct Numerical 

Simulation - DNS), για τη µελέτη αξισυµµετρικής φλόγας διάχυσης µεθανίου έγινε το 

1991 από τους [Bardina - 1980], οι οποίοι µελέτησαν τη φύση και τη συµπεριφορά 

της ασταθούς αλληλεπίδρασης µεταξύ της φλόγας και των δινών που 

δηµιουργούνται, στην περίπτωση κατά την οποία η βαρύτητα είναι µηδενική και στην 

περίπτωση που αυτή θεωρείται αµελητέα. Η σύγκριση των αποτελεσµάτων της 

προσοµοίωσης µε πειραµατικά δεδοµένα, όσο αναφορά στις θερµοκρασίες σε 

τέσσερις διαφορετικές θέσεις της φλόγας έδειξαν αρκετά καλά αποτελέσµατα, ενώ η 

εξήγηση της µορφής της κατανοµής της θερµοκρασίας (διπλό peak στο προφίλ αυτής) 

και του τρεµοπαίγµατος (flickering) της φλόγας, αποδόθηκε στην επίδραση των δινών 

που εισάγονται στην φλόγα λόγω βαρυτικών αλληλεπιδράσεων. Αντίθετα, στην 

περίπτωση µε τη θεώρηση της µηδενικής βαρύτητας η φλόγα παρουσίαζε µία 
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οµοιόµορφη σταθερή δοµή, χωρίς κινούµενες δίνες, όπως στην πρώτη περίπτωση, 

γεγονός το οποίο υποδεικνύει ότι η βαρύτητα αποτελεί σηµαντικό παράγοντα και 

κυρίαρχη δύναµη στην περίπτωση των φλογών δέσµης διάχυσης. Το µοντέλο ωστόσο 

παρουσιάζει ένα µειονέκτηµα, το οποίο αφορά στη γρηγορότερη πρόβλεψη της 

ανάπτυξης των εσωτερικών και εξωτερικών δοµών που δηµιουργούνται, γεγονός που 

αποδίδεται στις απώλειες λόγω ακτινοβολίας, οι οποίες δεν λήφθηκαν υπόψη. 

Επιπρόσθετα µε τα παραπάνω οι Grinstein και K.Kailasanath προχώρησαν στην 

προσοµοίωση και υπολογιστική διερεύνηση µίας τρισδιάστατης φλόγας διάχυσης 

δέσµης για την καύση υδρογόνου [Grinstein - 1995], µε τη µόνη διαφορά ότι το 

ακροφύσιο του jet ήταν τετραγωνικής διαµέτρου, σε αντίθεση µε την προηγούµενη 

αναφορά η οποία αφορούσε δέσµη κυλινδρικής διαµέτρου. Τα αποτελέσµατα 

κατέληξαν στο συµπέρασµα της µειωµένης εισαγωγής αέρα (entrainment) και του 

µεγέθους της αρχικής δέσµης, λόγω των χηµικών αντιδράσεων και των φαινοµένων 

διόγκωσης (expansion), που λαµβάνουν χώρα στην περιοχή κοντά στο ακροφύσιο, σε 

αντίθεση µε τα αποτελέσµατα τα οποία προκύπτουν για τις ροές δέσµης, κατά τις 

οποίες δεν λαµβάνεται υπόψη η καύση (isothermal cases). Ένα βήµα παραπέρα 

προχώρησαν οι [Jiang - 2003], οι οποίοι µελέτησαν τη δυναµική και τις δοµές σε µία 

φλόγα διάχυσης δέσµης, λαµβάνοντας υπόψη την αλληλεπίδραση των τοιχωµάτων µε 

αυτή και τις δυνάµεις λόγω βαρυτικής αλληλεπίδρασης. Μελετήθηκαν τέσσερις 

περιπτώσεις, οι οποίες αφορούσαν τα εξής: δύο περιπτώσεις, κατά τις οποίες το 

ακροφύσιο της δέσµης ήταν κυλινδρικής και τετραγωνικής διατοµής αντίστοιχα και 

το καύσιµο ερχόταν σε επαφή µε αδρανειακό και ακίνητο ρευστό (αέρα), και δύο, 

κατά τις οποίες η γεωµετρία της δέσµης ήταν ίδια µε τις προηγούµενες, αλλά όλη η 

διάταξη αυτής περιβαλλόταν από τετραγωνικής διαµέτρου επιφάνεια (confined jet). 

Στην περίπτωση που η δέσµη δεν περιβάλλεται από το τοίχωµα, λόγω της 

τετραγωνικής γεωµετρίας του ακροφυσίου, η εισαγωγή (entrainment) αέρα είναι πιο 

αποτελεσµατική από αυτή της δέσµης κυλινδρικής διατοµής, εξαιτίας των δοµών που 

δηµιουργούνται λόγω της πολυπλοκότερης γεωµετρίας αυτού. Οι διατάξεις που 

περιβάλλονται από τοιχώµατα σε σχέση µε αυτές που είναι ελεύθερες από 

γεωµετρικές δοµές παρουσιάζουν εντονότερη τάση για µετάβαση σε τυρβώδη 

κατάσταση. Λόγω της τετραγωνικής γεωµετρίας που περιβάλλει τη δέσµη, θα 

περίµενε κανείς η εισαγωγή αέρα να είναι µικρότερη σε αυτή την περίπτωση, παρόλα 

αυτά όµως, λόγω της πολυπλοκότερης αλληλεπίδρασης (η οποία οφείλεται στις δοµές 

που δηµιουργούνται στη ροή λόγω πιο περίπλοκης γεωµετρίας) της δέσµης µε τα 
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τοιχώµατα, η εισαγωγή αέρα παραµένει στα ίδια επίπεδα µε αυτή των περιπτώσεων, 

κατά τις οποίες οι διατάξεις των δεσµών δεν περιβάλλονται από τοιχώµατα. 

Σηµαντική διαφορά, αποτελεί το γεγονός της αποτελεσµατικότερης εισαγωγής αέρα 

στην περίπτωση δέσµης κυλινδρικής διατοµής, από αυτή της τετραγωνικής διατοµής, 

κάτι το οποίο ήταν αντίθετο µε την περίπτωση στην οποία η δέσµη θα ήταν ελεύθερη 

από τοιχώµατα. ∆οµές παρόµοιες µε αυτές των προηγούµενων αναφορών, οι οποίες 

ευθύνονται για την εισαγωγή αέρα (entrainment) στη φλόγα, παρατηρήθηκαν και σε 

αυτή την περίπτωση. 

Οι Boersma et al. - 1998 χρησιµοποίησαν τη µέθοδο DNS για τη µελέτη της 

εξάρτησης της ταυτοµοιότητας (self – similar) της αποµακρυσµένης από τη δέσµη 

περιοχής, µε τις συνθήκες που επικρατούν στην είσοδο, ενώ οι Lubbers et al. - 2001 

επεκτάθηκαν στη µελέτη της ταυτοµοιότητας (self – similarity) βαθµωτής 

µεταβλητής στη γεωµετρία της τυρβώδους δέσµης. 

Η µέθοδος άµεσης προσοµοίωσης (DNS), χρησιµοποιήθηκε και συνεχίζει έως και 

σήµερα να χρησιµοποιείται επιπλέον και για την ποιοτική και ποσοτική σύγκριση των 

αποτελεσµάτων, τα οποία προκύπτουν από υπολογιστική διερεύνηση µέσω της 

µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών, καθώς επίσης και για την εγκυρότητα και 

ισχύ της τελευταίας [James - 2000]. 

Όλες οι προαναφερθείσες περιπτώσεις, αποτελούν περιπτώσεις κατά τις οποίες η 

υπολογιστική διερεύνηση του εκάστοτε φαινοµένου γίνεται µε τη µέθοδο άµεσης 

επίλυσης, κατά την οποία επιλύεται όλο το εύρος κλιµάκων τύρβης. Λόγω αυτού η 

µέθοδος άµεσης αριθµητικής επίλυσης έχει δύο µειονεκτήµατα, τα οποία την 

καθιστούν λιγότερο ανταγωνιστική στο βιοµηχανικό τοµέα, στον οποίο κατά κόρον 

χρησιµοποιείται η µέθοδος RANS, που αποτελεί ένα από τα χρησιµότερα ερευνητικά 

εργαλεία της υπολογιστικής προσοµοίωσης σε αυτόν. Τα δύο αυτά κύρια 

µειονεκτήµατα αφορούν στην απαίτηση της µεγάλης χρονικής διάρκειας για την 

εξαγωγή αποτελεσµάτων και τελικών συµπερασµάτων και στην µεγάλη απαίτηση 

υπολογιστικής µνήµης και ισχύος. Απότοκος αυτών είναι η προσπάθεια µείωσης του 

χρόνου και της ισχύος που απαιτείται για την εξαγωγή των τελικών αποτελεσµάτων, 

των προερχόµενων από τις υπολογιστικές προσοµοιώσεις, χωρίς να επηρεάζονται τα 

τελικά συµπεράσµατα όσο αφορά στην ποιότητα και στην ισχύ τους. Μία µέθοδος 

που υπόσχεται τη δυνατότητα διεξαγωγής προσοµοιώσεων σε λιγότερο χρόνο και µε 

λιγότερη υπολογιστική ισχύ αποτελεί η µέθοδος προσοµοίωσης µεγάλων δινών 

(LES). 
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Αναφορικά µε τις ροές δέσµης οι [Ribault - 1999] προσοµοίωσαν υπολογιστικά µε τη 

συγκεκριµένη µέθοδο µία χωρικά αναπτυσσόµενη δέσµη κυλινδρικής διαµέτρου, µε 

τη χρησιµοποίηση τριών διαφορετικών µοντέλων - το κλασσικό µοντέλο 

Smagorinsky, το δυναµικό µοντέλο Smagorinsky και το mixed model -, για την 

προσοµοίωση των υποπλεγµατικών κλιµάκων. Οι προσοµοιώσεις αφορούσαν αρχικά 

αριθµούς Re της τάξεως των 3000, µε τους οποίους έγιναν οι συγκρίσεις των 

πειραµατικών και υπολογιστικών αποτελεσµάτων και επεκτάθηκαν µέχρι αριθµούς 

Re της τάξεως των 30000, τα αποτελέσµατα των οποίων δεν συγκρίθηκαν µε 

πειραµατικά δεδοµένα, λόγω ανυπαρξίας των τελευταίων, στις προαναφερθείσες 

συνθήκες. Τα αποτελέσµατα της συγκεκριµένης αναφοράς κατάληξαν στο 

συµπέρασµα της καλύτερης συµπεριφοράς του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky και 

του mixed model, σε σχέση µε το κλασσικό µοντέλο Smagorinsky, το οποίο 

υπερεκτιµά τη σκέδαση της ενέργειας, που λαµβάνει χώρα στις µικρές κλίµακες 

τύρβης. Η συµπεριφορά του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky σε σχέση µε το 

δυναµικό mixed model, είναι παρόµοια, παρόλο που το πρώτο από τα δύο υπολογίζει 

µικρότερες τιµές των κλιµάκων που µοντελοποιούνται. Η εξήγηση της όµοιας 

συµπεριφοράς των δύο µοντέλων οφείλεται στο γεγονός της µεγαλύτερης τιµής των 

κλιµάκων που επιλύονται αναλυτικά µε το δυναµικό µοντέλο Smagorinsky, η οποία 

αντισταθµίζει την µικρότερη τιµή των κλιµάκων που µοντελοποιούνται από αυτό. 

Επέκταση των παραπάνω αποτελεί η αναφορά των Hong Yan et al. - 1999, στην 

οποία γίνεται σύγκριση δύο µοντέλων υποπλεγµατικών κενών - Smagorinsky eddy 

viscosity model και του non-eddy viscosity stimulated small scale model -. Η 

σύγκριση µεταξύ των δύο κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το πρώτο υπερεκτιµά την 

ένταση της τύρβης (turbulent intensity), ενώ το δεύτερο παρουσιάζει καλύτερη 

συµπεριφορά σε σχέση πάντα µε τις διαθέσιµες πειραµατικές µετρήσεις µε τις οποίες 

γίνεται η σύγκριση και ο έλεγχός της εγκυρότητας αυτών. 

Προσοµοίωση ροών δέσµης, στις οποίες λαµβάνει χώρα και καύση έγιναν την ίδια 

χρονολογική περίοδο από τους [Desjardin - 1999], οι οποίοι προσοµοίωσαν το 

σχηµατισµό αιθάλης στην περιοχή κοντά στο ακροφύσιο της δέµσης σε µία φλόγα 

διάχυσης δέσµης ακετυλενίου - αέρα. Για το πρόβληµα κλεισίµατος των εξισώσεων 

Navier-Stokes χρησιµοποιήθηκε το µοντέλο Smagorinsky, ενώ για τις εξισώσεις που 

αφορούσαν το κλάσµα µάζας (mixture fraction), το αντίστοιχο πρόβληµα 

ξεπεράστηκε µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου σταθερών φλογιδίων (steady 

flamelets assumption). Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι πολλές από τις δοµές που 
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δηµιουργούνται στη ροή είναι δυνατό να αναπαρασταθούν αρκετά καλά µε τη 

βοήθεια της προσοµοίωσης µεγάλων δινών (LES). 

Επιπρόσθετα µε την προηγούµενη αναφορά οι [James - 2000] χρησιµοποίησαν ως 

µοντέλο για τις υδροδυναµικές κλίµακες υποπλεγµατικών κενών µία παραλλαγµένη 

µορφή του µοντέλου Bardina, ενώ το πρόβληµα κλεισίµατος (closure problem) των 

όρων που περιλαµβάνονται στην εξίσωση του κλάσµατος ανάµιξης (mixture 

fraction), επιλύθηκε µε τη χρησιµοποίηση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

µε βάση την πυκνότητα (Filtered Mass Density Function - FMDF). Η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων µε αυτά που προέκυψαν από τη µέθοδο DNS έδειξαν τη δυνατότητα 

χρήσης της µεθόδου LES και σε πιο πολύπλοκες ροές που εµπεριέχουν καύση. 

Υπολογιστική διερεύνηση µε τη χρησιµοποίηση του µοντέλου eddy viscosity / 

diffusivity βασισµένο στη υπόθεση κατά Germano, για την επίλυση του προβλήµατος 

κλεισίµατος των αγνώστων υδροδυναµικών όρων των εξισώσεων, έγινε από τους 

[Kempf - 2004]. Η προσοµοίωση αφορούσε µία φλόγα διάχυσης δέσµης, ενώ το 

κλείσιµο (closure problem) των αντίστοιχων αγνώστων όρων της εξίσωσης του 

κλάσµατος ανάµιξης έγινε µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου σταθερών φλογιδίων 

(steady flamelet method). Τα τελικά αποτελέσµατα αποτέλεσαν απόδειξη της 

δυνατότητας της µεθόδου να αναπαριστά σωστά τις κύριες δοµές του ροϊκού πεδίου.  

Η πρώτη ρεαλιστική περιγραφή µίας τυρβώδους φλόγας µε τη χρησιµοποίηση της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας µεταφοράς (Probability Density Function), για 

την επίλυση του κλεισίµατος των όρων που αναφέρονται στις υποπλεγµατικές 

κλίµακες, έγινε από τους Mustata - 2006, ενώ η υπολογιστική διερεύνηση της ίδιας 

διάταξης [φλόγα διάχυσης δέσµης µεθανίου - αέρα (Sandia D)], έγινε από τους 

Sheikhi - 2004 µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου συνάρτησης πυκνότητας 

πιθανότητας του Eulerian Monte Carlo πεδίου. 

Επέκταση της µεθόδου σε πολύπλοκες γεωµετρίες και περιστρεφόµενες δέσµες έγινε 

από τους Selle et al. - 2004 και Manuel - 2006, οι οποίοι ενίσχυσαν την άποψη της 

ικανότητας της µεθόδου για µελλοντική της εφαρµογή σε πολύπλοκες βιοµηχανικές 

εφαρµογές. 
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3.3 Αναλυτική Γεωµετρία – Υπολογιστικό Πλέγµα – 

Οριακές συνθήκες 
 

Η αναλυτική γεωµετρία που µελετήθηκε στην παρούσα διατριβή αφορά στην 

προσοµοίωση µίας κυλινδρικής δέσµης, από την οποία εισέρχεται ρευστό µε 

ταχύτητα ju  (1/7 law profile) µέσα σε ένα ρεύµα ρευστού οµοροής ταχύτητας 

0.25eu =  (σχήµα 3.4). 

 
Σχήµα 3.4: Μέσο αξονικό προφίλ ταχύτητας την είσοδο της γεωµετρίας σε συνδυασµό µε την bulk 

ταχύτητα uo. 

 

Τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της συνολικής διάταξης έχουν αδιαστατοποιηθεί µε 

µήκος αναφοράς τη διάµετρο της δέσµης jd , ταχύτητα αναφοράς τη διαφορά των 

ταχυτήτων j eu u−  και χρόνο αναφοράς το πηλίκο ( )/j j ed u u− . Με βάση τα µεγέθη 

αυτά ο αριθµός Reynolds, µε τον οποίο πραγµατοποιήθηκαν εκτενείς προσοµοιώσεις 

µε τη χρήση διαφορετικών µοντέλων τύρβης ήταν ίσος µε 2000. Το συνολικό µήκος 

της διάταξης ανέρχεται σε 40 jL d= , ενώ η εξωτερική διάµετρος αυτής σε 

10.96e jd d=  (σχήµα 3.5). Η ταχύτητα στην εξωτερική πλευρά της δέσµης (jet) 

λήφθηκε ίση µε eu , για την αποφυγή διείσδυσης ροής από το εξωτερικό περιβάλλον, 

ενώ για όλες τις µεταβλητές χρησιµοποιήθηκαν συνθήκες Neumann στην έξοδο της 

γεωµετρίας. 
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Σχήµα 3.5: ∆ιάταξη της γεωµετρίας της δέσµης (jet). 

 

 
 

 
 

Ν = 8 
(DNS) 

 
 
Σχήµα 3.6: Υπολογιστικό πλέγµα (επίπεδο xy, 
z=0). 

 
Σχήµα 3.7: Υπολογιστικό πλέγµα 
(επίπεδο yz, x=0). 

 

Για τη µέθοδο άµεσης προσοµοίωσης χρησιµοποιήθηκε πλέγµα 1144 φασµατικών 

πεπερασµένων στοιχείων µε βαθµό πολυωνύµων παρεµβολής ίσο µε N =12 (σχήµα 

3.6 και 3.7) και χρονικό βήµα dt = 0.001. H χωρική διακριτοποίηση είναι συγκρίσιµη 

µε αυτή προηγούµενων µελετών [Rembold - 2003, Olsson – 1996]. Στα σχήµατα 3.7, 

3.8, 3.9 και 3.10 απεικονίζονται διάφορες τοµές του υπολογιστικού πλέγµατος στο 

χώρο και µεγέθυνση αυτών. Όπως φαίνεται και στα σχήµατα έχει γίνει πύκνωση του 

πλέγµατος στις περιοχές των διατµιτικών τάσεων και στην κύρια περιοχή εµφάνισης 

της δέσµης. 

 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 71

  
Σχήµα 3.7: Τοµή του υπολογιστικού 

πλέγµατος. 

Σχήµα 3.8: Λεπτοµέρεια του πλέγµατος 

στην είσοδο της γεωµετρίας. 

 
Σχήµα 3.9: Τριπλή τοµή του υπολογιστικού 

πλέγµατος στο χώρο. 

Σχήµα 3.10: Λεπτοµέρεια της τοµής του 

σχήµατος 3.9. 

 

Οι σχέσεις µε τις οποίες υπολογίστηκαν οι µέσες τιµές και οι συσχετίσεις των 

διαφόρων µεγεθών που επιλέχθηκαν για περαιτέρω έρευνα και µελέτη αποτελούν 

στην ουσία αθροίσµατα, τα οποία έλαβαν χώρα κατά τη διάρκεια της προσοµοίωσης 

και είναι της παρακάτω γενικής µορφής: 
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όπου ,φ ξ  αποτελούν τα φυσικά µεγέθη προς µελέτη, , ix t , το χωρικό διάνυσµα και ο 

χρόνος, ενώ tN  οι συνολικές χρονικές µονάδες της προσοµοίωσης. Το σύµβολο 

∑ υποδηλώνει άθροιση, ενώ το  µέσο όρο. Τα µεγέθη της εντάσεως της τύρβης, 
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η πρόβλεψη των οποίων αποτελεί και µέτρο της εγκυρότητας του εκάστοτε µοντέλου 

µεγάλων δινών, υπολογίστηκαν εν συνεχεία µε βάση τις σχέσεις: 

φ φ φφ φ φ′ ′ = −  

φ ξ φξ φ ξ′ ′ = −  

Όπου φ′  και ξ ′  αφορά στη διακύµανση της µεταβλητής φ  και ξ  αντίστοιχα. 

Όσο αφορά στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης και στο µοντέλο Smagorinsky το 

πλέγµα των 1144 φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων διατηρήθηκε σταθερό ενώ 

µειώθηκε σε Ns = 8 ο βαθµός πολυωνυµικής παρεµβολής. Τα αποτελέσµατα που 

παρουσιάζονται αφορούν στατιστικά δεδοµένα τα οποία υπολογίστηκαν κατά τη 

διάρκεια της προσοµοίωσης στο σύνολό της. Αρχικά προσοµοιώθηκαν 200 

αδιάστατες χρονικές µονάδες έτσι ώστε το ροϊκό πεδίο να αποκτήσει µία στατιστικά 

µόνιµη ως προς το χρόνο λύση χωρίς την επίδραση των αρχικών ροϊκών συνθηκών , η 

οποία εν συνεχεία χρησιµοποιήθηκε σαν αρχικό ροϊκό πεδίο για τους υπολογισµούς 

άµεσης προσοµοίωσης (DNS) αλλά και της προσοµοίωσης µεγάλων δινών (LES). Η 

τελική προσοµοίωση αφορά υπολογιστικό χρόνο 400 έως και 600 αδιάστατων 

χρονικών µονάδων, οι οποίες αντιστοιχούν σε πραγµατικό χρόνο 4 ηµερών σε 

συστοιχία 64 πολλαπλών επεξεργαστών για κάθε µοντέλο που µελετήθηκε. Η 

αντίστοιχη πραγµατική διάρκεια για τη µέθοδο της άµεσης προσοµοίωσης και για τον 

ίδιο αριθµό επεξεργαστών υπολογίστηκε σε 5.5 έως 6 ηµέρες. 

 

3.4 Μοντέλο Προσεγγιστικής Ανέλιξης (ADM) - Mοντέλο 

Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή (CSM) - Άµεση 

Προσοµοίωση 
 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως στην ενότητα 3.3, για τη µέθοδο άµεσης 

προσοµοίωσης χρησιµοποιήθηκε πλέγµα 1144 φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων 

µε βαθµό πολυωνύµων παρεµβολής ίσο µε N =12 και χρονικό βήµα dt = 0.001. Όσο 

αφορά στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης και στο µοντέλο Smagorinsky το 

πλέγµα των 1144 φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων διατηρήθηκε σταθερό ενώ 

µειώθηκε σε N = 8 ο βαθµός πολυωνυµικής παρεµβολής. Ο συντελεστής χαλάρωσης 

του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης λήφθηκε ίσος µε χu=100, ενώ ο συντελεστής 

Cs του µοντέλου Smagorinksy ίσος µε 0.2, σύµφωνα πάντα µε τη βιβλιογραφία [Stolz 
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- 2001a, Stolz - 1999, Blackburn - 2003, Schmidt - 2001, Bouffanais - 2006]. Για τον 

έλεγχο της εγκυρότητας των µοντέλων υπολογίστηκαν οι συνιστώσες της έντασης της 

τύρβης στις τρεις χωρικές διευθύνσεις (αξονική, ακτινική και αζιµουθιακή) τόσο κατά 

µήκος της κεντρικής γραµµής της δέσµης όσο και σε τοµές σε διάφορα σηµεία αυτής. 

Κύρια περιοχή ενδιαφέροντος αποτελεί η µεταβατική περιοχή της δέσµης (8<x/D<15) 

και η δυνατότητα πρόβλεψης αυτής. Ο λόγος επιλογής της συγκεκριµένης περιοχής, 

για την αξιοπιστία των µοντέλων προσοµοίωσης, δικαιολογείται από την ύπαρξη σε 

αυτή µεγάλων και µικρών κλιµάκων τύρβης καθώς και της ταυτόχρονης 

αλληλεπίδρασης µεταξύ αυτών. Η ακριβής πρόβλεψη της έντασης τύρβης στην 

περιοχή αυτή, σε σύγκριση µε τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης, 

αντικατοπτρίζει τη σωστή λειτουργία του µοντέλου και την ικανότητά του να 

προβλέψει τη µεταφορά ενέργειας από τις µεγάλες στις µικρές κλίµακες τύρβης. 

Περιοχή µικρότερου ενδιαφέροντος απoτελεί η περιοχή κοντά στην έξοδο της 

γεωµετρίας, η οποία είναι και η περιοχή οµοιότητας της δέσµης (x/D>20). Η επιλογή 

του µοντέλου έγινε µε βάση τις απαιτήσεις που επιβάλει ο συνδυασµός βέλτιστης 

πρόβλεψης αυτού και στις δύο προαναφερθείσες περιοχές.  

Στο σχήµα 3.11 αναπαρίσταται η ανάπτυξη της αξονικής µέσης ταχύτητας κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης ως συνάρτηση της κατάντη απόστασης αυτού, για τη 

µέθοδο της άµεσης προσοµοίωσης και τα µοντέλα προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) 

και Smagorinksy (CSM µε Cs=0.2). Τα αποτελέσµατα της µεθόδου άµεσης 

προσοµοίωσης δείχνουν την αναµενόµενη γραµµική µείωση της ακτινικής ταχύτητας 

σε σχέση µε την απόσταση x/D. Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα των µοντέλων της 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών συµφωνούν αρκετά καλά µε αυτά της άµεσης 

προσοµοίωσης, ωστόσο παρουσιάζουν µία απόκλιση µετά τη µεταβατική περιοχή της 

δέσµης (jet). 

 
Σχήµα 3.11: Ακτινική µέση ταχύτητα κατά µήκος της δέσµης (jet) σε σχέση την κατάντη απόσταση. 
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Στο σχήµα 3.12 παρουσιάζεται η αξονική (α) και ακτινική (β) συνιστώσα της έντασης 

της τύρβης κατά µήκος του άξονα της δέσµης. Τα αποτελέσµατα του µοντέλου της 

προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) συµφωνούν µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης 

(DNS) µόνο στην περιοχή οµοιότητας (self similar region - x/D> 20), όπου η ροή έχει 

αναπτυχθεί πλήρως. Επιπλέον το µοντέλο αποτυγχάνει να προβλέψει την ένταση της 

τύρβης τόσο στην ακτινική όσο και στην αξονική διεύθυνση της δέσµης στη 

µεταβατική περιοχή του ροϊκού πεδίου (7<x/D<15). Οι τιµές της έντασης της τύρβης 

στην περιοχή αυτή είναι υπερεκτιµηµένες κατά περίπου 30%. 

  
Σχήµα 3.12 (α): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.12 (β): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Το δεύτερο µοντέλο προσοµοίωσης µεγάλων δινών, το µοντέλο Smagorinksy µε 

Cs=0.2, παρουσίασε καλύτερη συµπεριφορά στην προσοµοίωση στην µεταβατική 

περιοχή, µειώνοντας αρκετά την ένταση της τύρβης, ιδιαίτερα όσο αφορά την 

ακτινική συνιστώσα (Σχ.3.12(β)). Οι τιµές αυτές όσο αφορά στην αξονική 

κατεύθυνση είναι υπερεκτιµηµένες κατά 20%, ενώ στην ακτινική συνιστώσα υπάρχει 

µία προσαύξηση της τάξεως του 3% - 5%. Το κύριο µειονέκτηµα του συγκεκριµένου 

µοντέλου είναι η διατήρηση υψηλότερων τιµών από τις αντίστοιχες της άµεσης 

προσοµοίωσης σε όλο το µήκος του άξονα της δέσµης (x/D>20) και όχι µόνο στην 

περιοχή µετάβασης (8<x/D<15). Κάτι τέτοιο είναι αναµενόµενο όπως ήδη 

προαναφέρθηκε, εξαιτίας της αυξηµένης σκέδασης του µοντέλου, κυρίως σε περιοχές 

ύπαρξης υψηλών διατµητικών τάσεων. Εν συνεχεία στο σχήµα 3.13 παρουσιάζονται 

οι ορθές τάσεις Reynolds στην αξονική (α), ακτινική (β) και αζιµουθιακή (γ) 

κατεύθυνση. 
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Σχήµα 3.13 (α): Ορθές τάσεις στην αξονική διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.13 (β): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.13 (γ): Ορθές τάσεις στην αζιµουθιακή 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

 

Όπως προκύπτει για όλες τις συνιστώσες των ορθών τάσεων Reynolds στη θέση 

x/D=35 (περιοχή οµοιότητας) τα αποτελέσµατα του µοντέλου ADM και του 

µοντέλου CSM µε Cs=0.2 συµφωνούν αρκετά καλά µε αυτά της άµεσης 

προσοµοίωσης, µε µία µικρή υπερεκτίµηση των τιµών που προβλέπει το µοντέλο 

Smagorinsky κοντά στην περιοχή του πυρήνα της δέσµης (0<r/r1/2<0.5). Οι 

αποκλίσεις των τιµών από αυτές της άµεσης προσοµοίωσης στην περιοχή αυτή είναι 

µέσα σε αποδεκτά όρια για την εγκυρότητα του µοντέλου CSM. 

 

3.5 Επίδραση του συντελεστή χαλάρωσης του Μοντέλου 

Προσεγγιστικής Ανέλιξης 
 

Για τη βελτίωση των αποτελεσµάτων και τη διερεύνηση της φυσικής σηµασίας του 

συντελεστή χαλάρωσης του µοντέλου ADM χρησιµοποιήθηκαν δύο επιπλέον τιµές, 

χu=500 και χu=900. Ο λόγος που επιλέχθηκαν οι τιµές αυτές είναι αποτέλεσµα της 

συµπεριφοράς του µοντέλου στη µεταβατική περιοχή της δέσµης, που όπως 
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διαπιστώθηκε οι τιµές της έντασης τύρβης είναι υπερεκτιµηµένες κατά 30% περίπου. 

Ο φυσικός ρόλος του συντελεστή χαλάρωσης του µοντέλου αφορά στην επίδραση 

των µικρών κλιµάκων τύρβης µε τις µεγάλες, ενώ ο ίδιος αποτελεί ένα µέτρο για τη 

µεταφορά ενέργειας µεταξύ τους. Η επιλογή του γίνεται µε κριτήριο τη µη 

συσσώρευση ενέργειας κοντά στη συχνότητα αποκοπής. Η αρχική ιδέα αύξησης του 

συντελεστή έγινε µε σκοπό την όσο το δυνατόν µεγαλύτερη µεταφορά ενέργειας από 

τις µεγάλες στις µικρές κλίµακες τύρβης, έτσι ώστε να µειωθεί η ένταση της τύρβης 

στη µεταβατική περιοχή ενδιαφέροντος. 

  
Σχήµα 3.14 (α): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.14 (β): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Οι προσοµοιώσεις επαναλήφθηκαν για τις διαφορετικές τιµές του συντελεστή 

χαλάρωσης και τα αποτελέσµατα της αξονικής (α) και της ακτινικής (β) συνιστώσας 

της έντασης της τύρβης κατά µήκος του άξονα της δέσµης φαίνονται στο σχήµα 3.14. 

Η µεταβολή του όρου χαλάρωσης είχε µικρή επίδραση στα αποτελέσµατα, ενώ το 

πρόβληµα της αυξηµένης έντασης τύρβης στην µεταβατική περιοχή παρέµεινε. Ο 

λόγος έγκειται κυρίως στο γεγονός ότι η δοµή του όρου χαλάρωσης, όπως αυτή 

αναλύθηκε στο 2ο κεφάλαιο δεν αποτελεί συνάρτηση µόνο του συντελεστή 

χαλάρωσης αυτού καθεαυτού, αλλά εξαρτάται και από την επίδραση διαφόρων 

παραµέτρων. Στο σύνολο του, το µοντέλο ADM αποτελείται από παραµέτρους όπως 

ο πυρήνας του φίλτρου G , η συχνότητα αποκοπής ctk , ο βαθµός πολυωνυµικής 

ανέλιξης dN  και ο συντελεστής χαλάρωσης uχ . Ο τελευταίος αναπαριστά τις 

κλίµακες τύρβης οι οποίες µοντελοποιούνται και δεν περιγράφονται από το πλέγµα, 

συνυπολογίζοντας την επίδραση των µη γραµµικών αλληλεπιδράσεων. Η όλη 

φιλοσοφία του µοντέλου στηρίζεται στην εφαρµογή ενός φίλτρου υψηλών 

συχνοτήτων στο φασµατικό χώρο και επηρεάζει µόνο τις κλίµακες τύρβης οι οποίες 
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αφορούν συχνότητες στο εύρος ctk p N< < . Η πληροφορία η οποία ανακτάται από το 

φίλτρο υψηλών συχνοτήτων εξαρτάται από το βαθµό των πολυωνύµων παρεµβολής. 

Σε αντίθεση µε τις ολικές φασµατικές πεπερασµένες µεθόδους, στις οποίες ο βαθµός 

πολυωνυµικής προσέγγισης N  είναι υψηλός (για παράδειγµα 32N =  έως και 

65N = ), τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία διαιρούν τη συνολική γεωµετρία σε 

έναν αριθµό πεπερασµένων στοιχείων και προσεγγίζουν τη λύση σαν µία σειρά 

αθροίσµατος βασικών συναρτήσεων βαθµού N  (στην παρούσα διατριβή 8N = ). Το 

µοντέλο ADM που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα προσοµοίωση µεγάλων δινών 

αποτελεί εφαρµογή του φίλτρου και του όρου χαλάρωσης σε κάθε φασµατικό 

πεπερασµένο στοιχείο χωριστά και είναι προφανές ότι η πληροφορία που περιέχεται 

στις υψηλές συχνότητες βασίζεται σε πολύ λιγότερα modes, από την αντίστοιχη στα 

ολικά πεπερασµένα στοιχεία. Για το λόγο αυτό τα τελευταία περιλαµβάνουν 

περισσότερα modes στις υψηλές συχνότητες, µε αποτέλεσµα η µορφή και η επίδραση 

του όρου χαλάρωσης να είναι αποτελεσµατικότερη όσο αφορά στη µεταφορά 

ενέργειας στη συχνότητα αποκοπής. Ο λόγος λοιπόν της υπερεκτίµησης της εντάσεως 

της τύρβης είναι απότοκος της σύζευξης του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης 

ADM µε τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία και την όλη διαδικασία 

φιλτραρίσµατος στον πολυωνυµικό χώρο. Γεγονός το οποίο συνηγορεί µε την 

παραπάνω παρατήρηση, αποτελεί η ένδειξη ότι για συντελεστή χαλάρωσης 900uχ = , 

η υπερεκτίµηση της εντάσεως της τύρβης είναι µεγαλύτερη, κάτι το οποίο έρχεται σε 

αντίθεση µε το γεγονός, ότι η αύξηση του συντελεστή χαλάρωσης uχ  θα έχει σαν 

αποτέλεσµα και τη µείωση της εντάσεως της τύρβης λόγω καλύτερης µεταφοράς 

ενέργεια κοντά στη συχνότητα αποκοπής. Αυτή η παρατήρηση όµως απορρίπτεται, 

εάν κανείς θεωρήσει ότι η επίδραση του συνολικού όρου χαλάρωσης εξαρτάται από 

τον αριθµό των κλιµάκων (modes) που περιλαµβάνονται στις υψηλές συχνότητες, 

πάνω από τη συχνότητα αποκοπής. 

 

3.6 Επίδραση της διαφορετικής επιλογής του µήκους του 

φίλτρου 
 

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 2.5.1, για την επιλογή του µήκους του φίλτρου 

επιλέχθηκαν 2 διαφορετικοί ορισµοί αυτού. Στον 1ο, το µέγεθός του φίλτρου αποτελεί 
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συνάρτηση της τοπικής θέσης σε κάθε κοµβικό σηµείο του πλέγµατος (στα 

γραφήµατα που ακολουθούν αναφέρεται ως CSM Cs=0.2 (1)), ενώ στον 2ο το µήκος 

αυτού είναι µία µέση διακριτή τιµή σε κάθε φασµατικό πεπερασµένο στοιχείο, 

ανεξάρτητο της θέσης µέσα σε αυτό (στα γραφήµατα που ακολουθούν αναφέρεται ως 

CSM Cs=0.2 (2)). Στο σχήµα (3.15(α)) αναπαρίσταται η ανάπτυξη της αξονικής 

µέσης ταχύτητας κατά µήκος του άξονα της δέσµης ως συνάρτηση της κατάντη 

απόστασης αυτού, για τη µέθοδο της άµεσης προσοµοίωσης και το κλασσικό µοντέλο 

Smagorinsky µε Cs=0.2, για τους 2 διαφορετικούς ορισµούς του φίλτρου που 

επιλέχθηκε. Επιπλέον στο σχήµα 3.16 παρουσιάζεται η αξονική (β) και ακτινική (γ) 

συνιστώσα της έντασης της τύρβης κατά µήκος του άξονα της δέσµης (jet), ενώ στο 

(δ) και (ε) παρουσιάζονται οι ορθές τάσεις Reynolds στην αξονική και ακτινική 

κατεύθυνση αντίστοιχα. Πρέπει να τονιστεί ότι σε όλα τα διαγράµµατα 

παρουσιάζονται αποτελέσµατα προσοµοιώσεων που αφορούν στις 200 πρώτες 

στατιστικές χρονικές µονάδες.  

 
Σχήµα 3.16 (α): Ακτινική µέση ταχύτητα κατά µήκος της δέσµης (jet) σε σχέση την κατάντη 

απόσταση. 

  
Σχήµα 3.16 (β): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 
Σχήµα 3.16 (γ): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
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Σχήµα 3.16 (δ): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.16 (ε): Ορθές τάσεις στην αξονική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

 

Όπως προκύπτει, οι δύο διαφορετικοί ορισµοί του φίλτρου έδειξαν µικρές διαφορές 

στην πρόβλεψη των τάσεων Reynolds και η επίδραση της επιλογής διαφορετικού 

µήκους φίλτρου µπορεί να χαρακτηριστεί αµελητέα. 

Οι διαφορές οι οποίες παρατηρούνται µεταξύ των µοντέλων CSM Cs=0.2 (1) και 

CSM Cs=0.2 (2) µπορούν να αποδοθούν σε έλλειψη αρκετών στατιστικών πεδίων για 

την εύρεση τελικών, στατιστικά ανεξάρτητων µεταβλητών. Στις προσοµοιώσεις που 

παρουσιάζονται στη συνέχεια του κεφαλαίου χρησιµοποιείται ο 2ος ορισµός του 

µήκους του φίλτρου. 

 

3.7 Επίδραση του σταθερού συντελεστή Cs του µοντέλου 

Smagorinsky 
 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως µία από τις σηµαντικότερες παραµέτρους του 

µοντέλου Smagorinsky αποτελεί η σταθερά Cs. Ο άγνωστος όρος των 

υποπλεγµατικών κλιµάκων µοντελοποιείται µέσω του τυρβώδους ιξώδους tv , το 

οποίο είναι συνάρτηση του συντελεστή Cs. Αύξηση του συντελεστή συνεπάγεται 

ταυτόχρονη αύξηση της µεταφοράς ενέργειας από τις µικρές στις µεγάλες κλίµακες 

τύρβης (µεγάλο ιξώδες λόγω τύρβης). Λόγω της φυσικής του το µοντέλο 

Smagorinsky έχει αυξηµένο χαρακτήρα σκέδασης, ο οποίος είναι εµφανής σε 

περιοχές µεγάλης διάτµησης, όπως είναι περιοχές κοντά στα τοιχώµατα ή περιοχές 

ρευστών που έρχονται σε επαφή. Ο αυξηµένος χαρακτήρας σκέδασης του µοντέλου 

σε συνδυασµό µε την ύπαρξη διατµητικών στρωµάτων στο ροϊκό πεδίο, περιοχές οι 
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οποίες εµφανίζονται κοντά στον πυρήνα της δέσµης, όπου το ρευστό που εισέρχεται 

από τη διάµετρο της δέσµης έρχεται σε επαφή µε το ρευστό οµοροής ταχύτητας 

0.25eu = , αποτέλεσαν τους βασικούς παράγοντες επιλογής δύο επιπλέον µικρότερων 

τιµών του συντελεστή Cs, Cs=0.15 και Cs=0.1. Οι προσοµοιώσεις επαναλήφθηκαν για 

τις δύο προαναφερθείσες τιµές και τα τελικά αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε αυτά της 

µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης. Οι συγκρίσεις αφορούν στα µεγέθη της εντάσεως 

τύρβης στις τρεις συνιστώσες τόσο κατά µήκος του άξονα της δέσµης, όσο και σε 

διάφορες τοµές αυτού. Στο σχήµα 3.17 απεικονίζονται τα αποτελέσµατα της µέσης 

ταχύτητας (α), της αξονικής (β) και της ακτινικής (γ) συνιστώσας της έντασης της 

τύρβης κατά µήκος του άξονα της δέσµης. 

 
Σχήµα 3.17 (α): Ακτινική µέση ταχύτητα κατά µήκος της δέσµης (jet) σε σχέση την κατάντη 

απόσταση. 

  
Σχήµα 3.17 (β): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.17 (γ): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Όπως προκύπτει από το διάγραµµα του σχήµατος 3.17 (α) και από τα αντίστοιχα (β) 

και (γ) η χρησιµοποίηση του µοντέλου CSM µε Cs=0.1 µείωσε το ρυθµό πρόβλεψης 

της έναρξης µεταβατικής περιοχής στα επίπεδα του µοντέλου προσεγγιστικής 

ανέλιξης ADM, φαινόµενο το οποίο ενίσχυσε τον αρχικό ισχυρισµό ότι η 
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γρηγορότερη έναρξη της περιοχής µετάβασης οφειλόταν στον αυξηµένο χαρακτήρα 

σκέδασης του µοντέλου CSM. Επιπλέον ενθαρρυντικό στοιχείο για την περαιτέρω 

χρησιµοποίηση του ίδιου µοντέλου αποτελεί το γεγονός ότι η ένταση της τύρβης τόσο 

στην αξονική όσο και στην ακτινική συνιστώσα µειώθηκε στα ίδια επίπεδα µε αυτά 

της άµεσης προσοµοίωσης. Ιδιαίτερα τα αποτελέσµατα που αφορούν στην ακτινική 

διεύθυνση συµφωνούν σε πολύ καλό βαθµό µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης, ενώ 

η σύγκριση των αντίστοιχων µεγεθών στην αξονική διεύθυνση κρίνεται 

ικανοποιητική µε µικρές αποκλίσεις της τάξεως του 2% µε 3% στην περιοχή 

οµοιότητας της δέσµης. 

 
Σχήµα 3.18 (α): Ορθές τάσεις στην αξονική διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

 

Επίσης ο χαµηλότερος συντελεστής βελτίωσε σε µικρό βαθµό και τα αποτελέσµατα 

στη θέση x/D=35 κατάντη του άξονα της δέσµης, όπως φαίνεται και από τα 

γραφήµατα του σχήµατος 3.18 (α), (β) και (γ), στην περιοχή του πυρήνα της δέσµης.  

Σχήµα 3.18 (β): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.18 (γ): Ορθές τάσεις στην αζιµουθιακή 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 
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Στην περιοχή οµοιότητας κλιµάκων της δέσµης (x/D=35), όπως παρατηρήθηκε στα 

προηγούµενα διαγράµµατα όλα τα µοντέλα µε σταθερό συντελεστή Cs δίνουν 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα χωρίς ιδιαίτερες διαφορές. Η διαφορά της χρήσης 

διαφορετικού συντελεστή Cs γίνεται εµφανής στην κύρια περιοχή ενδιαφέροντος της 

δέσµης (8<x/D<20), η οποία αποτελεί τη µεταβατική περιοχή αυτής. Στο σχήµα 3.19 

παρουσιάζονται οι ορθές τάσεις Reynolds στην αξονική (α) και στην ακτινική (β) 

κατεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=15. 

Σχήµα 3.19 (α): Ορθές τάσεις στην αξονική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=15. 
Σχήµα 3.19 (β): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=15. 
 

Όσο αφορά στις ορθές τάσεις στην ακτινική διεύθυνση αυτές συµφωνούν µε τα 

αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης στην περίπτωση που ο συντελεστής πάρει 

την τιµή Cs = 0.1. Οι άλλες δύο περιπτώσεις (Cs = 0.15 και Cs = 0.2) δίνουν 

υπερεκτιµηµένη τιµή της έντασης της τύρβης κοντά στην περιοχή του πυρήνα της 

δέσµης. Παρόµοια συµπεριφορά σε µικρότερο όµως βαθµό παρατηρείται και στις 

ορθές τάσεις Reynolds στην αξονική διεύθυνση.  

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει και η στιγµιαία κατανοµή του µέσου χωρικού 

τυρβώδους ιξώδους σε σχέση µε το µοριακό. Κατά τη χρονική διακριτοποίηση των 

εξισώσεων ο όρος του µέσου χωρικού τυρβώδους ιξώδους και κατά συνέπεια ο 

άγνωστος όρος των υποπλεγµατικών κενών, που µοντελοποιείται µέσω της υπόθεσης 

κλίσης διάχυσης (gradient diffusion hypothesis), διακριτοποιείται µε βάση µόνο 

προηγούµενες χρονικές στιγµές (explicit). Για το λόγο αυτό, ο λόγος του µέσου 

χωρικού τυρβώδους ιξώδους προς το µοριακό πρέπει να διατηρείται σε χαµηλά 

επίπεδα, έτσι ώστε να µην αποσταθεροποιείται η υπολογιστική διαδικασία και να µην 

παρατηρούνται φαινόµενα απόκλισης, τα οποία µπορούν να οδηγήσουν σε 

κατάρρευση της προσοµοίωσης. Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 2.6.2 για την 
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τιµή του refv  χρησιµοποιήθηκε η µέγιστη τιµή του effv  σε ολόκληρο το υπολογιστικό 

πλέγµα. Στα σχήµατα 3.20 (α) και (β) απεικονίζεται ο λόγος του τυρβώδους ιξώδους 

σε σχέση µε το µοριακό στην είσοδο της γεωµετρίας και σε 2 κατάντη αποστάσεις 

της δέσµης (x/D = 10, 12) και στο επίπεδο yz στη θέση x=0. Η φυσική δοµή της 

δέσµης απεικονίζεται σε ικανοποιητικό βαθµό ενώ παράλληλα φαίνεται και ο 

αυξηµένος χαρακτήρας σκέδασης του µοντέλου µε συντελεστή Cs=0.2, σε σχέση µε 

το αντίστοιχο µε Cs=0.1. Η ύπαρξη µεγαλύτερων τιµών ιξώδους στον πυρήνα της 

δέσµης και στις περιοχές ύπαρξης υψηλών διατµητικών τάσεων πιστοποιείται από το 

µεγαλύτερο ποσοστό που καταλαµβάνει η περιοχή κόκκινου χρώµατος στο σχήµα 

3.20 (β) (περίπτωση µε Cs=0.2).  

 
Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.1 

   
x/D=0, Cs =0.1 x/D=10, Cs =0.1 x/D=12, Cs =0.1 

 

 

Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.15 

   
x/D=0, Cs =0.15 x/D=10, Cs =0.15 x/D=12, Cs =0.15 

 

 

Σχήµα 3.20 (α): Λόγος µέσου χωρικού ιξώδους προς µοριακό σε κατάντη αποστάσεις x/D=0, 10, 12 

της δέσµης και στο επίπεδο yz στο x=0 για δύο τιµές του συντελεστή Cs=0.1, 0.15. 
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Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.2 

   
x/D=0, Cs =0.2 x/D=10, Cs =0.2 x/D=12, Cs =0.2  

 

Σχήµα 3.20 (β): Λόγος µέσου χωρικού ιξώδους προς µοριακό σε κατάντη αποστάσεις x/D=0, 10, 12 

της δέσµης και στο επίπεδο yz στο x=0 για µία τιµή του συντελεστή Cs= 0.2. 
 

3.8 Επίδραση του δυναµικού συντελεστή Cs του µοντέλου 

Smagorinsky 
Για την περαιτέρω βελτίωση των αποτελεσµάτων χρησιµοποιήθηκε ο δυναµικός 

υπολογισµός του συντελεστή Cd του µοντέλου Smagorinsky (Dynamic Smagorinsky 

Model - DSM). Πρέπει να τονιστεί ότι για τον υπολογισµό του τυρβώδους ιξώδους 

στην περίπτωση του δυναµικού µοντέλου DSM, σε αντιδιαστολή µε το µοντέλο 

CSM, είναι απαραίτητος ο ακριβής ορισµός του χωρικού φίλτρου στον πολυωνυµικό 

χώρο και η αντίστοιχη συνάρτηση µεταφοράς του, όπως και στην περίπτωση του 

µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης ADM. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα τελικά 

αποτελέσµατα που προέκυψαν από τη χρησιµοποίηση του δυναµικού µοντέλου και 

µελετάται η επίδραση του φίλτρου σε αυτά. Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 2.7.2 

χρησιµοποιήθηκαν πέντε διαφορετικές µορφές της συνάρτησης µεταφοράς, κάθε µία 

από τις οποίες θα αναφέρεται εν συνεχεία ως DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3 και 

DSM_v4. Η περίπτωση δηµιουργίας της συνάρτησης µεταφοράς µέσω των 

πολυωνύµων Lagrange θα αναφέρεται σαν DSM_Inm. Στο σχήµα 3.21 απεικονίζεται 

η µορφή της µονοδιάστατης συνάρτησης του φίλτρου για τις περιπτώσεις DSM_v1, 

DSM_v2, DSM_v3 και DSM_v4. 
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Σχήµα 3.21: Μονοδιάστατη συνάρτηση φίλτρου για τις περιπτώσεις DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3 και 

DSM_v4. 

 

Αρχικά χρησιµοποιήθηκε η µορφή DSM_v1, η οποία αντιστοιχεί και προσοµοιάζει 

στη µορφή της συνάρτησης µεταφοράς του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης. Οι 

περιπτώσεις DSM_v2 και DSM_v3 αντιστοιχούν σε περιπτώσεις κατά τις οποίες 

αποκόπτεται λιγότερη και περισσότερη ενέργεια, αντίστοιχα. Η τελευταία περίπτωση, 

DSM_v4, αποκόπτει τα 2 τελευταία modes της προσεγγιστικής σειράς της 

αναλυτικής λύσεως και είναι κατά ένα µεγάλο ποσοστό αντίστοιχη της περίπτωσης 

DSM_Inm, όπως αναλύθηκε και στο κεφάλαιο 2. 

Στο σχήµα 3.22 (α) απεικονίζεται η αξονική µέση ταχύτητα κατά µήκος της δέσµης 

σε σχέση µε την κατάντη απόσταση. 

 
Σχήµα 3.22 (α): Ακτινική µέση ταχύτητα κατά µήκος της δέσµης (jet) σε σχέση την κατάντη 

απόσταση. 
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Σχήµα 3.22 (β): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.22 (γ): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Οι χρονικές µονάδες προσοµοίωσης, όπως και στα διαγράµµατα των προηγούµενων 

ενοτήτων, ανέρχονται στις 400 µε 600. Η έναρξη της µεταβατικής περιοχής, όπως 

αυτή προκύπτει από την πρόβλεψη των µοντέλων οριοθετείται στην ίδια κατάντη 

απόσταση για όλα τα µοντέλα, ενώ η καθυστέρηση στην εµφάνιση της µετάβασης 

εξακολουθεί να παραµένει, όπως και στην περίπτωση του µοντέλου Smagorinsky µε 

σταθερό συντελεστή Cs. Καλύτερη συµπεριφορά σε σχέση πάντα µε τα 

αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης παρουσιάζει η περίπτωση DSM_v3. Τα 

αποτελέσµατα της αξονικής και ακτινικής συνιστώσας της εντάσεως τύρβης, όπως 

αυτά προέκυψαν απεικονίζονται στο σχήµα 3.22 (β) και (γ) αντίστοιχα. 

Παρόλο που στην κύρια περιοχή ενδιαφέροντος (µεταβατική περιοχή) η τιµή της 

εντάσεως της τύρβης στην αξονική κατεύθυνση δεν παρουσιάζει τις αυξηµένες τιµές 

του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης ADM, ωστόσο δεν συµφωνεί και µε τα 

αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης στο βαθµό που συµφωνεί το µοντέλο 

Smagorinsky µε Cs=0.1. Επιπλέον στην ακτινική κατεύθυνση όλα τα µοντέλα 

παρουσίασαν την ίδια συµπεριφορά, η οποία όµως δεν κρίνεται ικανοποιητική σε 

σχέση µε τη συµφωνία που παρουσιάζει το µοντέλο µε σταθερό συντελεστή Cs=0.1. 

Στην περιοχή οµοιότητας, κοντά στην έξοδο της δέσµης, τόσο στην ακτινική όσο και 

στην αξονική διεύθυνση κανένα φίλτρο του µοντέλου DSM δεν µπόρεσε να 

προσεγγίσει σε ικανοποιητικό βαθµό τις προβλέψεις της άµεσης προσοµοίωσης. Σε 

όλες τις περιπτώσεις οι τιµές της έντασης της τύρβης είναι υψηλότερες από τις 

αναµενόµενες. Συνολικά, η περίπτωση του φίλτρου DSM_v2 παρουσίασε την 

καλύτερη συµφωνία µε τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης. Μία βασική 

αιτία αποτελεί το γεγονός ότι το φίλτρο στην περίπτωση αυτή αποκόπτει µικρότερο 

µέρος της ενέργειας που µοντελοποιείται µε αποτέλεσµα ο τανυστής υποπλεγµατικών 
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κλιµάκων να προσεγγίζεται σε καλύτερο βαθµό από το µοντέλο. Η χρησιµοποίηση 

φίλτρων, στα οποία αποκόπτεται µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας, οδηγεί στον 

υπολογισµό ενός συντελεστή Cd, ο οποίος θα πρέπει να σκεδάσει µεγαλύτερο µέρος 

της ενέργειας αυτής. Επιπλέον η αποκοπή αρνητικών τιµών κατά τη διάρκεια της 

προσοµοίωσης, η ύπαρξη µεγάλων διακυµάνσεων του συντελεστή Cd καθώς και η µη 

εύρεση µέσης τιµής κατά µήκος διευθύνσεων οµοιογένειας της ροής αποτελούν 

επιπλέον λόγους για την απόκλιση των αποτελεσµάτων της δυναµικής διαδικασίας σε 

σχέση µε την άµεση προσοµοίωση. 

Εν συνεχεία στο σχήµα 3.23 παρουσιάζονται οι ορθές τάσεις Reynolds στην αξονική 

(α), ακτινική (β) και αζιµουθιακή (γ) κατεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35 της 

δέσµης. Όπως προκύπτει για όλες τις συνιστώσες των ορθών τάσεων Reynolds στη 

θέση x/D=35 - περιοχή οµοιότητας - τα αποτελέσµατα όλων των µοντέλων 

συµφωνούν µεταξύ τους. Ωστόσο όµως η συµφωνία αυτή, σε σύγκριση µε τα 

αποτελέσµατα της άµεση προσοµοίωσης δεν είναι τόσο καλή, όσο αυτή του µοντέλου 

µε Cs=0.1. 

 
Σχήµα 3.23 (α): Ορθές τάσεις στην αξονική διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.23 (β): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 

Σχήµα 3.23 (γ): Ορθές τάσεις στην αζιµουθιακή 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=35. 
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Οι µόνες περιπτώσεις οι οποίες έδωσαν ικανοποιητικά αποτελέσµατα είναι αυτές των 

DSM_v2 και DSM_Inm, µε εξαίρεση την περιοχή κοντά στον πυρήνα της δέσµης 

(0<r/r1/2<0.5), στην οποία παρατηρείται µία µικρή υπερεκτίµηση των τιµών που 

προβλέπουν τα ίδια µοντέλα. Για τα υπόλοιπα µοντέλα η υπερεκτίµηση αυτών των 

τιµών διατηρείται σε όλο το πλάτος της δέσµης (0<r/r1/2<3.5). 

Στην µεταβατική περιοχή της δέσµης και σε κατάντη απόσταση x/D = 15, οι τιµές της 

εντάσεως της τύρβης στον πυρήνα αυτής, είναι υπερεκτιµηµένες κατά 30% - 40% για 

όλα σχεδόν τα µοντέλα (σχήµα 3.24(α) και (β)). Εξαίρεση παρουσιάζει το µοντέλο 

DSM_v2 και DSM_Inm, τα αποτελέσµατα των οποίων έχουν τη µικρότερη απόκλιση 

από αυτά της άµεσης προσοµοίωσης (DNS). Συµπεριφορά η οποία παρουσιάστηκε 

και στην περιοχή οµοιότητας της δέσµης. 

 

Σχήµα 3.24 (α): Ορθές τάσεις στην αξονική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=15. 
Σχήµα 3.24 (β): Ορθές τάσεις στην ακτινική 

διεύθυνση για κατάντη απόσταση x/D=15. 
 

Όπως και στην περίπτωση του µοντέλου Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs, 

έτσι και στην περίπτωση του δυναµικού υπολογισµού του, ιδιαίτερο ενδιαφέρον 

παρουσιάζει και η στιγµιαία κατανοµή του τυρβώδους ιξώδους σε σχέση µε το 

µοριακό. Πρέπει να αναφερθεί ότι αρχικά το εύρος των τιµών του συντελεστή Cd 

αφέθηκε ελεύθερο, ώστε να µπορεί να παραλάβει και αρνητικές τιµές. Η ύπαρξη 

όµως πολλών αρνητικών τιµών είχε σαν αποτέλεσµα την αποσταθεροποίηση της 

υπολογιστικής διεργασίας, η οποία οδηγούσε σε τελική κατάρρευση της. Για το λόγο 

αυτό αρνητικές τιµές του συντελεστή τέθηκαν ίσες µε το 0, κάτι που εφαρµόζεται 

συχνά στη βιβλιογραφία και αναφέρεται ως clipping [Y.Zang – 1993]. Όπως φαίνεται 

και από τα γραφήµατα του σχήµατος 3.25 (α), (β) και (γ), στα οποία παρουσιάζονται 

οι στιγµιαίες ισοϋψείς του λόγου του τυρβώδους ιξώδους προς το µοριακό, για όλες 
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τις περιπτώσεις φίλτρων στο επίπεδο yz στο x=0 και για 3 τοµές κατάντη του µήκους 

της δέσµης (είσοδος δέσµης, x/D = 10 και x/D = 12), η δοµή αυτού είναι παρόµοια 

για τις περιπτώσεις DSM_v2 και DSM_Inm. Όσο αφορά στην περίπτωση DSM_v1 οι 

τιµές του αντίστοιχου λόγου είναι λίγο υψηλότερες, ενώ στην περίπτωση όπου το 

φίλτρο αποκόπτει µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας (DSM_v3 και DSM_v4), 

παρατηρούνται τιµές αρκετά µικρότερες από τις προηγούµενες. Ο λόγος έγκειται στο 

γεγονός, ότι µε την αποκοπή περισσότερων υψηλότερων συχνοτήτων το ροϊκό πεδίο 

είναι πιο οµαλό, µε αποτέλεσµα η µεταφορά ενέργειας από τις µεγάλες κλίµακες 

τύρβης στις µικρότερες να ελαττώνεται. Καθόσον όµως, όπως προαναφέρθηκε ο 

συντελεστής εξαρτάται και από τις περιοχές διατµητικών τάσεων, µέσω της κλίσης 

ταχύτητας που υπεισέρχεται στον υπολογισµό του τυρβώδους ιξώδους, η τελική 

πρόβλεψη των αναµενόµενων τάσεων Reynolds και της έντασης τύρβης δεν 

βρίσκεται σε τόσο καλή συµφωνία µε τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης, 

ιδιαίτερα στην περιοχή στην έξοδο της δέσµης, όπου το πλέγµα είναι αραιό σε σχέση 

µε αυτό της άµεσης προσοµοίωσης. 

 
 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_Inm 

   
x/D=0, DSM_Inm x/D=10, DSM_Inm x/D=12, DSM_Inm  

 

Σχήµα 3.25 (α): Λόγος µέσου χωρικού ιξώδους προς µοριακό σε κατάντη αποστάσεις x/D=0, 10, 12 

της δέσµης και στο επίπεδο yz στο x=0 για την περίπτωση DSM_Inm. 
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Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v1 

   
x/D=0, DSM_v1 x/D=10, DSM_v1 x/D=12, DSM_v1 

 

 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v2 

   
x/D=0, DSM_v2 x/D=10, DSM_v2 x/D=12, DSM_v2 

 

 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v3 

 

   
x/D=0, DSM_v3 x/D=10, DSM_v3 x/D=12, DSM_v3 

 

 

Σχήµα 3.25 (β): Λόγος µέσου χωρικού ιξώδους προς µοριακό σε κατάντη αποστάσεις x/D=0, 10, 12 

της δέσµης και στο επίπεδο yz στο x=0 για τις περιπτώσεις DSM_v1, DSM_v2 και DSM_v3. 
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Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v4 

   
x/D=0, DSM_v4 x/D=10, DSM_v4 x/D=12, DSM_v4  

 

Σχήµα 3.25 (γ): Λόγος µέσου χωρικού ιξώδους προς µοριακό σε κατάντη αποστάσεις x/D=0, 10, 12 

της δέσµης και στο επίπεδο yz στο x=0 για την περίπτωση DSM_v4. 
 

3.8.1 Μοντέλο εύρεσης µέσης τιµής του συντελεστή Cd ακολουθώντας τροχιές 

σωµατιδίων στο χρόνο (Lagrangian type averaging model) 

 

Όπως παρατηρήθηκε εκ των υστέρων ο δυναµικός συντελεστής Cd του µοντέλου 

Smagorinsky παρουσιάζει µεγάλες διακυµάνσεις κατά µήκος της δέσµης (σχήµα 

3.26) και µεγάλο ποσοστό αρνητικών τιµών (σχήµα 3.27).  

 
Σχήµα 3.26: Μεταβολή του µέσου τυρβώδους ιξώδους σε σύνολο 400 χρονικών υπολογιστικών 

µονάδων. 
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Στις περισσότερες εφαρµογές για την επίλυση του προβλήµατος της αστάθειας που 

προκαλεί η ύπαρξη αρνητικών τιµών και για οµαλοποίηση του συντελεστή 

χρησιµοποιούνται διάφορες µέθοδοι, όπως αποκοπή, η οποία χρησιµοποιήθηκε στην 

παρούσα µελέτη, ή η εύρεση µίας µέσης τιµής του συντελεστή σε διευθύνσεις 

οµοιογένειας της ροής. 

 

(α) Επίπεδο yz στο x =0, DSM_Inm, Χωρίς αποκοπή αρνητικών τιµών. 

 

(β) Επίπεδο yz στο x =0, DSM_Inm, Με αποκοπή αρνητικών τιµών 

 

 

 

Σχήµα 3.27: Λόγος τυρβώδους ιξώδους προς µοριακό στο επίπεδο yz στο x=0 για την περίπτωση 

DSM_Inm (α) χωρίς και (β) µε αποκοπή των αρνητικών τιµών. 

 

Παρόλα αυτά υπάρχουν περιπτώσεις ροών στις οποίες δεν υπάρχουν διευθύνσεις 

οµοιογένειας ή η εύρεση ενός µέσου όρου σε αυτές είναι µαθηµατικά δύσκολη. Για 

τους λόγους αυτούς οι Meneveau, Lund και Cabot - 1996 πρότειναν ένα διαφορετικό 

τρόπο υπολογισµού της µέσης τιµής του συντελεστή Cd που βασίζεται στην εύρεση 

ενός χρονικού µέσου όρου του συντελεστή ακολουθώντας τροχιές σωµατιδίων στο 

χρόνο (Lagrangian type averaging). Στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής 

υπολογίζεται έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το λάθος που προκύπτει από τη 

χρησιµοποίηση του µοντέλου Smagorinsky µε βάση την ισότητα Germano κατά 

µήκος των χρονικών τροχιών των σωµατιδίων. Ο συντελεστής Cd του δυναµικού 

µοντέλου Smagorinsky, όπως διατυπώθηκε στην ενότητα 2.5.2 δίνεται από τη σχέση 

(2.86). Με βάση λοιπόν τη νέα θεωρία υπολογίζονται εκ νέου οι χρονικοί µέσοι όροι 

του αριθµητή :LM L M=  και παρονοµαστή :MM M M=  της σχέσεως (2.86) µε την 

επίλυση δύο πρόσθετων εξισώσεων: 
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όπου T  είναι ο χρόνος χαλάρωσης. 

Για λόγους υπολογιστικού κόστους αποφασίστηκε να γίνει διακριτοποίηση στο χρόνο 

των παραπάνω εξισώσεων µε γνώση µόνο προηγούµενων τιµών (explicit). Η τελική 

µορφή των εξισώσεων που προκύπτει είναι: 

( ) ( )
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1 1
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L M u
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t T

+
+ − ⋅∇

∆=
⎛ ⎞+⎜ ⎟∆⎝ ⎠

     (3.3) 
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+
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     (3.4) 

Ο χρόνος χαλάρωσης είναι η παράµετρος του µοντέλου, η οποία ελέγχει το µήκος του 

χρονικού διαστήµατος στο οποίο υπολογίζεται ο χρονικός µέσος όρος. Στην παρούσα 

προσοµοίωση ο χρόνος χαλάρωσης T  λήφθηκε ίσος µε ( ) 1/ 8 ; 1.5LM MMT θ θ−= ∆ = , 

σύµφωνα µε τους Meneveau Charles, Thomas S. Lund, William H. Cabot - 1999 και 

∆ το µήκος του φίλτρου µε βάση το 2ο ορισµό της ενότητας 2.5.1. Σχηµατικά η 

µέθοδος απεικονίζεται στο σχήµα 3.28. 

 
Σχήµα 3.28: Σχηµατική αναπαράσταση της µεθόδου Lagrangian type averaging. 
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Ακολουθώντας µία χρονική τροχιά, οι τιµές των µεγεθών τη χρονική στιγµή t 

υπολογίζονται µε τη βοήθεια προηγούµενων τιµών πολλαπλασιασµένων µε 

συντελεστές βαρύτητας µίας εκθετικά µειούµενης συνάρτησης. Το χρώµα των 

κύκλων στο σχήµα 3.28 απεικονίζει τη βαρύτητα του κάθε χρονικού βήµατος.  

Η συγκεκριµένη προσοµοίωση οδήγησε σε αστάθεια της υπολογιστικής διεργασίας 

µε αποτέλεσµα την τελική της κατάρρευση µετά από 180 αδιάστατες χρονικές 

µονάδες περίπου. Στο σχήµα 3.29 (α) και (β) παρουσιάζεται η αξονική (α) και η 

ακτινική (β) συνιστώσα της έντασης τύρβης σε σχέση µε την κατάντη απόσταση της 

δέσµης για 150 χρονικές µονάδες του µοντέλου Lagrangian type averaging (LDSM) 

σε σύγκριση µε την πρόβλεψη της άµεσης προσοµοίωσης. Στις επόµενες χρονικές 

µονάδες όπως αναφέρθηκε η υπολογιστική διαδικασία παρουσίασε αστάθεια. 

  
Σχήµα 3.29 (α): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.29 (β): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Λόγος αποτελεί πιθανόν η επιλογή του χρόνου χαλάρωσης, καθώς επίσης και η 

διακριτοποίηση στο χρόνο µε τη χρήση µόνο προηγούµενων τιµών (explicit). 

Περαιτέρω βελτίωση του µοντέλου επιδιώχθηκε σε µικρό βαθµό µέσω του 

συντελεστή του χρόνου χαλάρωσης, ο οποίος όµως δεν επηρέασε σε µεγάλο βαθµό τα 

τελικά αποτελέσµατα, παρά µόνο τη συνολική διάρκεια σταθερότητας του 

υπολογιστικού κώδικα. Λόγω της καλύτερης συµφωνίας του µε τα αποτελέσµατα της 

άµεσης προσοµοίωσης και της σταθερότητας στους υπολογισµούς, τελικά επιλέχθηκε 

το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό Cs και ίσο µε 0.1 για την επίλυση του ροϊκού 

πεδίου. 
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3.9 Έλεγχος ανεξαρτησίας αποτελεσµάτων από το πλέγµα 
 

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 3.3 ο βαθµός πολυωνυµικής διακριτοποίησης στην 

περίπτωση της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης που χρησιµοποιήθηκε κατά τη 

διάρκεια των προσοµοιώσεων λήφθηκε ίσος µε N = 12. Προσπάθεια µείωσης αυτού 

σε N = 10 είχε σαν αποτελέσµατα την αποσταθεροποίηση της υπολογιστικής 

διεργασίας και την τελική κατάρρευση αυτής. 

Όσο αφορά στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM) η ανάλυση ευαισθησίας 

για την ανεξαρτησία της λύσης από το πλέγµα που πραγµατοποιήθηκε από τον Kueng 

- 2007, έδειξε ότι ο χαµηλότερος βαθµός πολυωνυµικής προσέγγισης που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να δώσει ποιοτικά αποτελέσµατα είναι N = 8. Για το µοντέλο 

Smagorinsky ωστόσο χρησιµοποιήθηκαν 3 διαφορετικοί πολυωνυµικοί βαθµοί N = 6, 

8 και 10 για τον έλεγχο της ανεξαρτησίας της τελικής λύσης από το υπολογιστικό 

πλέγµα, έτσι ώστε να διαπιστωθεί ο βαθµός πολυωνυµικής προσέγγισης που δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε σχέση πάντα µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης. Ο 

έλεγχος ανεξαρτησίας της λύσης έγινε µόνο στην περίπτωση του σταθερού µοντέλου 

Smagorinsky µε Cs = 0.1, καθόσον στις υπόλοιπες περιπτώσεις η επίδραση του 

πλέγµατος θα ήταν η ίδια. 

 

Σχήµα 3.30 (α): Αξονική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα του της δέσµης (jet). 

Σχήµα 3.30 (β): Ακτινική ένταση τύρβης κατά 

µήκος του άξονα της δέσµης (jet). 
 

Στο σχήµα 3.30 παρουσιάζεται η αξονική (α) και ακτινική (β) συνιστώσα της έντασης 

της τύρβης κατά µήκος του άξονα της δέσµης 3 διαφορετικούς βαθµούς πολυωνύµων 

παρεµβολής N = 6 (LX = 7 κόµβοι), N = 8 (LX = 9 κόµβοι), N = 10 (LX = 11 

κόµβοι). Όπως προκύπτει για πολυώνυµα παρεµβολής βαθµού µεγαλύτερου του 8 τα 

αποτελέσµατα παρουσιάζουν ανεξαρτησία σε σχέση µε το πλέγµα και δίνουν τα ίδια 
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αποτελέµσατα, ενώ επιλογή πολυωνυµικού βαθµού µικρότερου του 8 οδηγεί σε 

τελικά αποτελέσµατα, που αποκλίνουν σε µικρό βέβαια βαθµό από αυτά της άµεσης 

προσοµοίωσης (DNS). Αποτελέσµατα που αφορούν την ένταση της τύρβης σε 

διάφορες τοµές κατάντη του άξονα συµµετρίας της δέσµης παρουσίασαν την ίδια 

συµπεριφορά και δεν παρουσιάζονται. 

 

3.10 Συµπεράσµατα  
 

Στην παρούσα ενότητα αναφέρονται συνοπτικά τα συµπεράσµατα που προέκυψαν 

από τη µελέτη και την επεξεργασία των αποτελεσµάτων. Αρχικά προσοµοιώθηκαν τα 

χαρακτηριστικά ροής τύπου δέσµης (jet) µε τη βοήθεια της άµεσης προσοµοίωσης 

και της προσοµοίωσης µεγάλων δινών µε τη χρήση δύο διαφορετικών µοντέλων, του 

µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης και του µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και 

δυναµικό). Ο βαθµός των πολυωνύµων παρεµβολής στην περίπτωση της άµεσης 

προσοµοίωσης ορίσθηκε ίσος µε 12, ενώ στην περίπτωση αυτής των µεγάλων δινών 

ίσος µε 8. Όσο αφορά στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης (ADM), 

χρησιµοποιήθηκαν τρεις διαφορετικές τιµές του συντελεστή του όρου χαλάρωσης 

( uχ = 100, 500 και 900), ενώ για το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs 

χρησιµοποιήθηκαν επίσης τρεις διαφορετικές τιµές αυτού (Cs = 0.1, 0.15 και 0.2). Τα 

στατιστικά αποτελέσµατα της έντασης της τύρβης στην ακτινική και αξονική 

συνιστώσα για το µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης, συµφωνούν µε αυτά της άµεσης 

προσοµοίωσης µόνο µετά την µεταβατική περιοχή (x/D>20), στην οποία η διαφορά 

που παρατηρείται µεταξύ των αποτελεσµάτων της άµεσης προσοµοίωσης και της 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών, είναι της τάξης του 30%. Με το κλασσικό µοντέλο 

Smagorinsky µε συντελεστή Cs =0.2 τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται αυξηµένα 

κατά 20% περίπου σε όλο το µήκος της δέσµης (jet). Η χρήση τριών διαφορετικών 

τιµών του όρου χαλάρωσης για το µοντέλο ADM δεν βελτίωσαν τα αποτελέσµατα, 

ενώ για το µοντέλο Smagorinsky η πρόβλεψη µε τους δύο διαφορετικούς συντελεστές 

Cs = 0.1 και 0.15 βελτιώθηκε αισθητά, µε τον πρώτο να δίνει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα, τα οποία συµφωνούν αρκετά καλά µε αυτά της άµεσης 

προσοµοίωσης. Επιπλέον επιδιώχθηκε περαιτέρω βελτίωση του µοντέλου 

Smagorinsky µέσω της χρησιµοποίησης δυναµικού υπολογισµού του συντελεστή Cs. 

Τα στατιστικά αποτελέσµατα στην περίπτωση αυτή µείωσαν την υπερεκτίµηση της 
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έντασης της τύρβης στη µεταβατική περιοχή της δέσµης, κάτι το οποίο δεν ήταν 

εφικτό µε τη χρησιµοποίηση του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης. Παρόλα αυτά η 

τελική συµφωνία των αποτελεσµάτων του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky µε αυτά 

της άµεσης προσοµοίωσης κρίνεται ανεπαρκής σε σχέση µε αυτή του µοντέλου 

Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs = 0.1. Τα αποτελέσµατα του δυναµικού 

χαρακτήρα του µοντέλου βελτιώθηκαν σε µικρό βαθµό µε τη χρήση πέντε 

διαφορετικών µονοδιάστατων συναρτήσεων µεταφοράς, χωρίς όµως η τελική 

πρόβλεψη των αποτελεσµάτων να είναι ιδιαίτερα ικανοποιητική. Επιπρόσθετα η 

εύρεση ενός µέσου χρονικού όρου του δυναµικού συντελεστή Cd µέσω της ανάπτυξης 

του µοντέλου LDSM οδήγησε σε τελική κατάρρευση της υπολογιστικής διαδικασίας, 

παρόλο που τα αποτελέσµατα στις 150 αρχικές χρονικές µονάδες παρουσιάζουν 

ικανοποιητική συµφωνία µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης. Στον πίνακα που 

παρουσιάζεται στη συνέχεια εµφανίζεται συνοπτικά µία ποιοτική βαθµολογία των 

µοντέλων που χρησιµοποιήθηκαν στην περίπτωση της πρότυπης γεωµετρίας δέσµης 

(jet), όσο αφορά στην πρόβλεψη και συµφωνία των αποτελεσµάτων, σε σχέση µε την 

άµεση προσοµοίωση, για τις δύο περιοχές ενδιαφέροντος. Η βαθµολογία κυµαίνεται 

από 1 µέχρι 5 µαύρους κύκλους, µε 5 να είναι η καλύτερη συµφωνία. 

Γεωµετρία: Πρότυπη δέσµη οµοροής (Coflow Jet) 

Μοντέλο 
Κύρια περιοχή ενδιαφέροντος 

(µεταβατική περιοχή της δέσµης - 
8<x/D<15) 

∆ευτερεύουσα περιοχή 
ενδιαφέροντος (περιοχή 
οµοιότητας της δέσµης - 

x/D>30) 
ADM_χu = 100 •  • • • • •  

ADM_χu = 500 •  • • • • •  

ADM_χu = 900 •  • • • • •  

CSM_Cs = 0.1 • • • • •  • • • •  

CSM_Cs = 0.15 • • • •  • • •  

CSM_Cs = 0.2 •  • •  

DSM_v1 • • •  •  

DSM_v2 • • •  • •  

DSM_v3 • • •  •  

DSM_v4 • • •  •  

DSM_Inm • • •  • •  
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Κεφάλαιο 4ο 

Μαθηµατική περιγραφή και επίλυση της εξίσωσης 

µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης Z 
 

Εισαγωγή 
 

Το παρόν κεφάλαιο αφορά στην υπολογιστική επίλυση της εξίσωσης µεταφοράς του 

κλάσµατος ανάµιξης Z και στη µαθηµατική διερεύνηση της συµπεριφοράς του µε τη 

µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών και τη χρήση του µοντέλου Smagorinsky 

(κλασσικό και δυναµικό), καθώς επίσης και τη χρησιµοποίηση µίας διαφορετικής 

διαδικασίας φιλτραρίσµατος, η οποία µπορεί να χαρακτηριστεί ως εναλλακτική 

µέθοδος προσοµοίωσης µεγάλων δινών. 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου και συγκεκριµένα στην ενότητα 4.1 περιγράφονται εν 

συντοµία οι γενικές µέθοδοι προσοµοίωσης µεγάλων δινών που χρησιµοποιούνται για 

τη µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης. Εν συνεχεία στην ενότητα 4.2 γίνεται 

µία εισαγωγή στη µέθοδο των φλογιδίων και διαµορφώνεται η γενική εξίσωση του 

κλάσµατος ανάµιξης Z. Στην επόµενη ενότητα 4.3 αναλύεται η φιλτραρισµένη µορφή 

αυτής, ενώ παράλληλα περιγράφεται το µοντέλο που χρησιµοποιήθηκε για το 

κλείσιµο της και δίνεται η τελική της διακριτοποιηµένη µορφή, όπως αυτή 

διαµορφώθηκε στον υπάρχοντα κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. 

Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης παρουσιάζονται και αναλύονται στην 

παράγραφο 4.4, ενώ στην προτελευταία παράγραφο 4.5 διερευνάται η δυνατότητα 

βελτίωσης πρόβλεψης του πεδίου του κλάσµατος ανάµιξης, µε µία εναλλακτική 

µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών και τη χρησιµοποίηση πλέγµατος υψηλότερης 

διακριτοποίησης και ακρίβειας. Η τελευταία παράγραφος 4.6 του κεφαλαίου 

συνοψίζει τα τελικά συµπεράσµατα και παρατηρήσεις που προέκυψαν από την 

υπολογιστική µελέτη και διερεύνηση της επίλυσης της εξίσωσης του κλάσµατος 

ανάµιξης Z. 
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4.1 Μέθοδοι προσοµοίωσης µεγάλων δινών τυρβωδών 

φλογών διάχυσης  
 

Στην περίπτωση φλογών διάχυσης, το καύσιµο και το οξειδωτικό εισέρχονται στο 

θάλαµο καύσης από ξεχωριστά ρεύµατα. Οι χηµικές αντιδράσεις προκαλούνται από 

τη µοριακή διάχυση των συστατικών του καύσιµου µίγµατος. Εάν η χηµεία λαµβάνει 

χώρα αρκετά γρήγορα, τότε δηµιουργείται ένα στρώµα αντίδρασης σε περίπου 

στοιχειοµετρικές συνθήκες, µέσα στο οποίο το καύσιµο και το οξειδωτικό 

καταναλώνονται, µε ταυτόχρονη έκλυση καυσαερίων και / ή προϊόντων καύσης. Στις 

περισσότερες πρακτικές µηχανολογικές εγκαταστάσεις µε καύσιµο υδρογονάνθρακες 

ή υδρογόνο, η καύση σταθεροποιείται και ελέγχεται µε βάση το ρυθµό της µοριακής 

ανάµιξης. Ωστόσο η χηµεία αυτής είναι σηµαντική και χρίζει ιδιαίτερης σηµασίας, 

στην περίπτωση που οι χηµικές κλίµακες είναι συγκρίσιµες και της ίδιας τάξης 

µεγέθους µε τις χρονικές κλίµακες της τύρβης. Στην περίπτωση αυτή µπορεί να 

παρατηρηθεί τοπικό σβήσιµο της φλόγας, ικανό να προκαλέσει αστάθεια στη 

λειτουργία συσκευών και παράλληλη βλάβη αυτών, γεγονός που είναι ανεπιθύµητο 

και πρέπει να αποφεύγεται. Παράλληλα µε τα παραπάνω σηµαντικό γεγονός που 

προβάλει ως ανάγκη µελέτης και προσοµοίωσης τυρβωδών φλογών διάχυσης 

αποτελεί το γεγονός, ότι ο σχηµατισµός ρυπογόνων συστατικών και προϊόντων 

καύσης καθορίζεται από τις πιο αργές χηµικές αντιδράσεις. Καθοριστικό ρόλο 

αποτελεί η δυνατότητα προσοµοίωσης και σωστής πρόβλεψης του µηχανισµού της 

καύσης, καθώς επίσης και των µεγεθών που την επηρεάζουν, µε τελικό σκοπό τη 

δυνατότητα µείωσης των εκπεµπόµενων ρύπων, την αποφυγή ασταθειών και 

προβληµάτων κατά τη διάρκεια αυτής και βελτίωσης του υπάρχοντος µηχανολογικού 

εξοπλισµού. 

Το κυριότερο “εµπόδιο” στην προσοµοίωση διεργασιών καύσης αποτελεί ο άγνωστος 

χηµικός όρος πηγής που εµφανίζεται στις εξισώσεις διατήρησης µάζας των χηµικών 

ειδών (chemical species). Στη µέθοδο άµεσου υπολογισµού της στατιστικής µέσης 

τιµής της προσεγγιστικής λύσης (RANS) έχει διαπιστωθεί ότι το άµεσο κλείσιµο του 

συγκεκριµένου όρου στις εξισώσεις στατιστικού µέσου δεν είναι εφικτό, καθόσον 

είναι γνωστές µόνο µέσες τιµές των αντίστοιχων µεγεθών που απαιτούνται για την 

προσοµοίωσή του. Για το λόγο αυτό η χρησιµοποίηση µεθόδων διατήρησης 

βαθµωτών µεγεθών (conserved scalar methods) είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένη σε αυτή 
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την περίπτωση. Με τη χρησιµοποίηση πεπλεγµένων συναρτήσεων (coupling 

functions), ο ρυθµός ανάµιξης καυσίµου και οξειδωτικού µπορεί να περιγραφεί µε το 

κλάσµα ανάµιξης (mixture fraction), µία µεταβλητή στην εξίσωση της οποίας δεν 

υπάρχει ο όρος χηµικής πηγής, καθόσον αυτή είναι αδρανής και δεν αντιδρά. Έχουν 

κατά καιρούς προταθεί διάφοροι ορισµοί του κλάσµατος ανάµιξης [Bilger - 1976, 

Pitsch - 1998], αλλά γενικά αυτό αποτελεί ένα µέτρο του τοπικού βαθµού ανάµιξης 

µεταξύ των συστατικών του καύσιµου µίγµατος, γεγονός που το καθιστά µία 

µεταβλητή ανεξάρτητη της χηµείας. 

Μία άλλη παράµετρος για τη µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης αποτελεί ο 

βαθµωτός ρυθµός σκέδασης (scalar dissipation rate), ο οποίος ελέγχει την ανάµιξη 

καυσίµου και οξειδωτικού, καθόσον αποτελεί συνάρτηση της κλίσης του κλάσµατος 

ανάµιξης. Στην ουσία είναι εκείνος ο οποίος αποτελεί ένα µέτρο των µεταβολών του 

κλάσµατος ανάµιξης και της µοριακής διάχυσης των χηµικών στοιχείων στη φλόγα. 

Λόγω του φιλτραρίσµατος των εξισώσεων που εφαρµόζεται στην περίπτωση της 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών προκύπτουν επιπλέον όροι, ένας εκ των οποίων είναι 

και η µεταβλητότητα του κλάσµατος ανάµιξης (mixture fraction variance).  

Τα βασικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται στην περίπτωση προσοµοίωσης µεγάλων 

δινών και αναλύονται στη συνέχεια, στηρίζονται στην πρόβλεψη των τριών κύριων 

παραµέτρων που προαναφέρθηκαν (κλάσµα ανάµιξης - mixture fraction -, βαθµωτός 

ρυθµός σκέδασης - scalar dissipation rate -, µεταβλητότητα κλάσµατος ανάµιξης - 

scalar dissipation variance -). Στις επόµενες υποενότητες αναφέρονται τα κυριότερα 

µοντέλα που χρησιµοποιούνται στην περίπτωση τυρβωδών φλογών διάχυσης και 

αναλύονται τα κυριότερα χαρακτηριστικά τους εν συντοµία. 

 

4.1.1 Σταθερό και χρονικά µεταβαλλόµενο µοντέλο φλογιδίων (steady - unsteady 

flamelet model) 

 

Τα µοντέλα φλογιδίων για την προσοµοίωση των φλογών διάχυσης εισήχθησαν από 

τον ερευνητή Peters - 1983,1984. Η βασική υπόθεση στηρίζεται στο γεγονός ότι οι 

χηµικές χρονικές κλίµακες είναι σχετικά µικρές σε τέτοιο βαθµό, ώστε οι αντιδράσεις 

να λαµβάνουν χώρα σε ένα λεπτό στρώµα σε στοιχειοµετρικές συνθήκες, η κλίµακα 

του οποίου είναι µικρότερη από τις µικρότερες κλίµακες τύρβης. Αυτό έχει δύο 

συνέπειες: 1) Η δοµή της φλόγας να παραµένει στρωτή και 2) η µεταφορά λόγω 

διάχυσης να συµβαίνει κατά κύριο λόγο σε κάθετη κατεύθυνση στην επιφάνεια του 
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στοιχειοµετρικού καύσιµου µίγµατος. Στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις µεταφοράς 

των ειδών µπορούν µέσω µετασχηµατισµού συντεταγµένων να µετατραπούν σε ένα 

σύστηµα εξισώσεων, στο οποίο η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι το κλάσµα ανάµιξης. 

Το τελικό σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει αποτελεί τις εξισώσεις των 

φλογιδίων: 
2

2 0
2

i i
i

Y Y m
t

χρ∂ ∂
− − =

∂ ∂Ζ
       (4.1) 

όπου t  είναι ο χρόνος, ρ  η πυκνότητα, iY  το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου i, 

Z  το κλάσµα ανάµιξης, χ  ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης και im  ο χηµικός όρος 

πηγής του χηµικού στοιχείου i.  

Το σταθερά χρονικό µοντέλο φλογιδίων προκύπτει εάν στην εξίσωση (4.1) αγνοηθεί 

ο χρονικός όρος (1ος όρος του αριστερού µέρους της εξίσωσης) και υποθέτει ότι η 

δοµή της φλόγας είναι σε ισορροπία (steady state). Στην περίπτωση αυτή η λύση είναι 

συνάρτηση µόνο του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης χ  και των οριακών συνθηκών, 

κάτι το οποίο επιτρέπει τον εκ των προτέρων υπολογισµό της συγκεντρώσεως των 

ειδών και της θερµοκρασίας σα συνάρτηση αυτών. Αρχικές µελέτες και έρευνες στις 

οποίες χρησιµοποιήθηκε το µοντέλο είναι αυτή των Cook & Riley - 1998, De Bruyn 

Kopes - 1998, ενώ το αντίστοιχο µοντέλο εφαρµόστηκε µε επιτυχία και για 

προσοµοιώσεις τυπικών πειραµατικών διατάξεων [Kemp - 2003, Raman & Pitsch - 

2005a]. 

Παρόλη τη χρησιµότητα του, το µοντέλο παρουσιάζει µειονέκτηµα όσο αφορά στην 

περίπτωση που η χηµεία και οι φυσικές διεργασίες πρέπει να ληφθούν υπόψη, 

γεγονός που καθιστά την υπόθεση πάνω στην οποία στηρίζεται αυτό αναξιόπιστη. 

Στην περίπτωση αυτή στις εξισώσεις των φλογιδίων πρέπει να ληφθεί υπόψη και ο 

όρος της χρονικής µεταβολής των ειδών. Οι ερευνητές Pitsch & Steiner - 2000a, b 

χρησιµοποίησαν το λαγκρασιανό µοντέλο φλογιδίων (Lagrangian Flamelet Model) 

για τη µοντελοποίηση της καύσης µε τη µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών στην 

περίπτωση πιλοτικής διάταξης φλόγας διάχυσης CH4 / αέρα [Barlow & Frank - 1998], 

χρησιµοποιώντας ένα χηµικό µηχανισµό 20 βηµάτων βασισµένο στον µηχανισµό GRI 

2.11 [Bowman – 1995]. Στη µελέτη αυτή επιλύθηκαν οι χρονικά µεταβαλλόµενες 

εξισώσεις φλογιδίων και συνδέθηκαν µε την επίλυση του ροϊκού πεδίου µε τελικό 

αποτέλεσµα την πρόβλεψη του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης και της συγκέντρωσης 

των χηµικών ειδών σε ικανοποιητικό βαθµό, κυρίως για την περίπτωση του NO. 
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Ωστόσο τοπικές διαταραχές του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης, λόγω του τρόπου 

εύρεσης µέσων τιµών αυτού, αγνοήθηκαν µε αποτέλεσµα να µην γίνει πλήρως 

αντιληπτή η δυναµικότητα του µοντέλου. 

Βελτίωση του προηγούµενου µοντέλου αποτελεί το Eulerian µοντέλο των φλογιδίων 

(Eulerian Flamelet Model) το οποίο χρησιµοποιήθηκε σε µία πιο πρόσφατη έρευνα 

του Pitsch το 2002. Στην περίπτωση αυτή οι εξισώσεις µετασχηµατίστηκαν και 

γράφτηκαν στην Eulerian µορφή, ενώ ταυτόχρονα έγινε πλήρης σύζευξη του 

µοντέλου µε τον επιλυτή του ροϊκού πεδίου, µε τελικό αποτέλεσµα να είναι δυνατή η 

εισαγωγή των διακυµάνσεων του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης στο µοντέλο της 

καύσης. Η βελτίωση αυτή είχε µεγάλη επίδραση στα αποτελέσµατα όσο αφορά στη 

σωστή πρόβλεψη του CO και NO, όπως απείδειξε η σύγκριση µε τα πειραµατικά 

δεδοµένα.  

Το µοντέλο των σταθερών φλογιδίων είναι θεωρητικά εύκολο στη χρήση του, δεν 

αυξάνει το υπολογιστικό κόστος ιδιαίτερα, κατά τη χρησιµοποίησή του, ενώ 

παράλληλα δίνει αρκετά καλά αποτελέσµατα, στην περίπτωση που η βασική του 

υπόθεση δεν παραβιάζεται. Ένα κύριο µειονέκτηµα του όµως αποτελεί το γεγονός ότι 

από µόνο του δεν είναι ικανό να προβλέψει ή να προσοµοιώσει σωστά φυσικά 

φαινόµενα, όπως ανύψωση της φλόγας (lift off), σβήσιµο (extinction) ή επανάφλεξη 

(re-ignition) αυτής. Ο κύριος λόγος είναι το περιορισµένο πεδίο λύσεων των 

εξισώσεων των φλογιδίων. Για την αποφυγή των προαναφερθέντων προβληµάτων 

αναπτύχθηκε από τους Pierce και Moin το µοντέλο φλογιδίων µε την επίλυση µίας 

επιπλέον µεταβλητής προόδου (Flamelet / Progress variable model). Το συγκεκριµένο 

µοντέλο χρησιµοποιεί και αυτό µία βιβλιοθήκη τιµών προερχόµενων από το χρονικά 

σταθερό µοντέλο φλογιδίων, αλλά διαφέρει από αυτό που χρησιµοποιήθηκε από τους 

Branley & Jones - 2001, Cook & Riley - 1998, De Bruyn Kops - 1998, Kempf - 2003, 

που αναφέρθηκε προηγουµένως. Η βασική διαφορά έγκειται στο γεγονός της 

αντικατάστασης του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης ως παραµέτρου στη βιβλιοθήκη 

τιµών, µε µία άλλη µεταβλητή προόδου (progress variable), όπως για παράδειγµα το 

άθροισµα των κλασµάτων µάζας του CO2, H2O, CO και H2. Για την πρόβλεψη της 

συγκεκριµένης µεταβλητής προόδου απαιτείται η επίλυση µίας επιπλέον εξίσωσης 

µεταφοράς, στην οποία ο άγνωστος χηµικός όρος, µοντελοποιείται µε τη βοήθεια της 

βιβλιοθήκης που παρέχεται µέσω της επίλυσης των εξισώσεων των φλογιδίων και 

µίας προεπιλεγµένης συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας του κλάσµατος ανάµιξης 

και της µεταβλητής προόδου. Η αλλαγή της παραµετροποίησης της βιβλιοθήκης των 
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φλογιδίων αφορά στη βελτίωση πρόβλεψης φαινοµένων, τα οποία δεν είναι δυνατό 

να προσοµοιωθούν µε το µοντέλο σταθερών φλογιδίων, όπως αυτά της ανύψωσης της 

φλόγας (lift off), τοπικού σβησίµατος (extinction) ή επανάφλεξης (re-ignition) αυτής. 

Η επιλογή της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας είναι καθοριστικής σηµασίας 

στην πρόβλεψη του µοντέλου. Οι ερευνητές Pierce & Moin – 2001, 2004, 

χρησιµοποίησαν τη συνάρτηση δέλτα (delta function) ως τη µορφή της συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας και διαπίστωσαν σηµαντικές βελτιώσεις στην πρόβλεψη του 

µοντέλου σε σχέση µε το µοντέλο σταθερών φλογιδίων, µε συγκρίσεις µε 

πειραµατικά δεδοµένα. Σε δοκιµές που έγιναν εκ των υστέρων µε τη χρησιµοποίηση 

αποτελεσµάτων και δεδοµένων άµεσης προσοµοίωσης, που αφορούσαν φλόγα 

διάχυσης σε ισότροπη τύρβη [Sripakagorn et al. 2004], οι Ihme et al. - 2004 

µελέτησαν πιθανές περιοχές βελτίωσης του µοντέλου φλογιδίων µε την επίλυση µίας 

µεταβλητής προόδου. Κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι η χρησιµοποίηση της β-

συνάρτησης (beta-function), ως συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του κλάσµατος 

ανάµιξης, θα βελτίωνε τα αποτελέσµατα, ενώ παράλληλα πρότειναν και έναν 

εναλλακτικό τρόπο κλεισίµατος του αγνώστου όρου της µεταβλητότητας της 

µεταβλητής προόδου. Επιπλέον βελτιώσεις αφορούν στην υιοθέτηση στατιστικών 

µεθόδων και κατανοµών για την πρόβλεψη της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

[Ihme & Pitsch - 2005] και την επέκταση του µοντέλου µε τη χρησιµοποίηση των 

χρονικά µεταβαλλόµενων εξισώσεων φλογιδίων αντί των σταθερών [Pitsch & Ihme - 

2005]. 

 

4.1.2 Μοντέλα κλεισίµατος µε χρησιµοποίηση ροπών υπό συνθήκη (Conditional 

Moment Closure – CMC) 

 

Μία άλλη µεγάλη κατηγορία µοντέλων που χρησιµοποιούνται στην περίπτωση 

τυρβωδών φλογών διάχυσης προτάθηκε αρχικά από τους Klimenko - 1990 και Bilger 

- 1993 και ονοµάζεται κλείσιµο ροπών υπό συνθήκη (Conditional Moment Closure -

CMC). Η κύρια διαφορά τους είναι η χρησιµοποίηση και η εύρεση µέσων τιµών των 

µεταβλητών υπό συνθήκη, σε αντίθεση µε τη συµβατική µέθοδο εύρεσης µέσης 

τιµής. Ο ερευνητής Klimenko ισχυρίστηκε ότι η τυρβώδης διάχυση στο χώρο του 

κλάσµατος ανάµιξης µπορεί να µοντελοποιηθεί µε πιο αυστηρούς και σαφής όρους 

από ότι στο φυσικό χώρο. Ο Bilger - 1993 συνηγόρησε σε αυτό µε την παρατήρηση 

που έκανε ότι οι περισσότερες διαταραχές των αντιδρώντων βαθµωτών µεγεθών 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 104

σχετίζονται µε τις διαταραχές του κλάσµατος ανάµιξης. Η περίπτωση αυτών των 

µοντέλων στηρίζεται στις ροπές υπό συνθήκη µε κάποια µεταβλητή, σε µία 

συγκεκριµένη χωρική θέση x τη χρονική στιγµή t µέσα στο ροϊκό πεδίο, µε τη 

χρησιµοποίηση της υπό συνθήκης συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. Οι 

εξισώσεις που τελικά προκύπτουν εξαρτώνται από το χρόνο, τις τρεις χωρικές 

διαστάσεις και το κλάσµα ανάµιξης, το οποίο αποτελεί και την υπό συνθήκη 

µεταβλητή. Με βάση την υπό συνθήκη µεταβλητή για την µοντελοποίηση του 

αγνώστου όρου χηµικής αντίδρασης οι ροπές µεγαλύτερης τάξης είναι αµελητέες σε 

σχέση µε αυτή της πρώτης τάξης και παραλείπονται, κάνοντας έτσι τη µοντελοποίηση 

αυτού ευκολότερη. Ωστόσο η επίλυση του τελικού συστήµατος εξισώσεων που 

προκύπτει είναι ιδιαίτερα απαιτητική ακόµα και στην περίπτωση της µεθόδου 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών, ενώ πολλά είναι τα προβλήµατα που προκύπτουν 

λόγω οριακών συνθηκών και αυξηµένου υπολογιστικού κόστους. Οι ερευνητές Kim 

& Pitsch - 2005 πρότειναν µία φόρµα εισαγωγής του µοντέλου CMC στη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών δίνοντας παράλληλα και όλα τα µοντέλα που 

χρησιµοποιήθηκαν για το κλείσιµο των εξισώσεων, τα οποία και σύγκριναν µε τα 

αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης.  

Επιπλέον ένα άλλο µοντέλο CMC το οποίο χρησιµοποιήθηκε από τους Bushe & 

Steiner - 1999 είναι αυτό της προσέγγισης του χηµικού όρου πηγής υπό συνθήκη 

(conditional source term estimation model). Στην περίπτωση αυτή επιλύονται οι 

εξισώσεις για όλες τις βαθµωτές µεταβλητές που εµφανίζονται στο χηµικό 

µηχανισµό. Για το κλείσιµο του χηµικού όρου πηγής κάθε µεταβλητής 

χρησιµοποιούνται οι υπό συνθήκη µέσες βαθµωτές τιµές και η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας του κλάσµατος ανάµιξης. Γενικά, η λογική των µοντέλων 

CMC στηρίζεται στην πρόβλεψη των υπό συνθήκη φιλτραρισµένων µεταβλητών σε 

σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης, από την επίλυση των εξισώσεων µεταφοράς 

µεταβλητών, οι οποίες δεν υπόκεινται σε καµία συνθήκη. 

 

4.1.3 Μοντέλα επίλυσης συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας µε βάση την 

πυκνότητα (transported Filtered Density Function Models - FDFM) 

 

Μία τρίτη µεγάλη κατηγορία µοντέλων που χρησιµοποιούνται στην προσοµοίωση 

τυρβωδών φλογών διάχυσης αποτελούν τα µοντέλα επίλυσης συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας µε βάση την πυκνότητα (transported Filtered Density 
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Function Models - FDFM). Τα συγκεκριµένα µοντέλα αποτελούν επέκταση των 

αντίστοιχων µοντέλων που χρησιµοποιούνται στη µέθοδο υπολογισµού της 

στατιστικής µέσης τιµής της προσεγγιστικής λύσης (RANS) [Chen et al. - 1989, Pope 

- 1985, Xu & Pope - 2000]. Η διαφορά έγκειται στον υπολογισµό της συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας, η οποία στην περίπτωση της µεθόδου προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών γίνεται µε βάση την πυκνότητα [Colucci et al. - 1998, Sheikhi et al. - 

2003]. Η εξίσωση η οποία επιλύεται στην περίπτωση αυτή αφορά στη µεταφορά της 

φιλτραρισµένης µε βάση την πυκνότητα συνάρτηση πιθανότητας όλων των 

βαθµωτών αντιδρώντων µεταβλητών και της θερµοκρασίας ή ενθαλπίας. Στην 

περίπτωση αυτή ο χηµικός όρος πηγής είναι πλέον γνωστός, ενώ αντίθετα ο όρος της 

µοριακής διάχυσης απαιτεί µοντελοποίηση. 

Εφόσον στις φλόγες διάχυσης η ανάµιξη που οφείλεται στη µοριακή διάχυση 

αποτελεί το µηχανισµό σταθεροποίησης αυτών και χρίζει ιδιαίτερης σηµασίας σε 

σχέση µε τη φυσική της χηµείας, η µοντελοποίηση του όρου αυτού είναι το βασικό 

εµπόδιο και περιορισµός εφαρµογής της µεθόδου σε πρακτικές εφαρµογές. Επιπλέον 

η φιλτραρισµένη συνάρτηση πιθανότητας εξαρτάται από το χώρο, το χρόνο και όλες 

τις ανεξάρτητες βαθµωτές µεταβλητές µε αποτέλεσµα να µην είναι δυνατή η χωρική 

διακριτοποίηση αυτής µε τις συµβατικές µεθόδους των πεπερασµένων όγκων και των 

πεπερασµένων διαφορών. Η διακριτοποίηση λαµβάνει χώρα µέσω ισοδύναµου 

συστήµατος ιδεατών σωµατιδίων. Για κάθε ένα από τα σωµατίδια επιλύεται ένα 

σύστηµα ολικών διαφορικών εξισώσεων µε τελικό σκοπό την εύρεση της τροχιάς του 

σωµατιδίου, της θερµοκρασίας ή της ενθαλπίας και τα κλάσµατα µάζας των χηµικών 

στοιχείων [Pope - 1985]. Για την εξαγωγή αξιόπιστων αποτελεσµάτων και 

ελαχιστοποίησης του σφάλµατος της προσεγγιστικής λύσης που επιτυγχάνεται, είναι 

απαραίτητη η επιλογή ενός µεγάλου αριθµού ιδεατών σωµατιδίων, κάτι το οποίο 

δυσχεραίνει ακόµη περισσότερο και καθιστά πολύ δύσκολη την εφαρµογή της 

µεθόδου σε πρακτικές πιλοτικές ή µη εφαρµογές. Για το λόγο τα µοντέλα αυτής της 

κατηγορίας εφαρµόζονται σε συνδυασµό µε τα αντίστοιχα των φλογιδίων [Raman et 

al. - 2005, Sheiki et al. - 2005]. Επιλύεται αρχικά µόνο η φιλτραρισµένη µε βάση την 

πυκνότητα συνάρτηση πιθανότητας του κλάσµατος ανάµιξης και εν συνεχεία 

χρησιµοποιείται η βιβλιοθήκη τιµών που παράγεται από το µοντέλο των στρωτών 

φλογιδίων για την τελική πρόβλεψη της θερµοκρασίας και των κλασµάτων µάζας των 

διαφόρων συστατικών. Παρόλο την µεγάλη απαίτηση σε υπολογιστική ισχύ, η 

δυνατότητα εφαρµογής της µεθόδου πιστοποιήθηκε από την έρευνα των Raman & 
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Pitsch - 2005b, οι οποίοι προσοµοίωσαν τις πιλοτικές φλόγες Sandia D και E 

χρησιµοποιώντας τον µηχανισµό χηµικών αντιδράσεων GRI-2.11. Η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων µε τα πειραµατικά δεδοµένα όσο αφορά στα κλάσµατα µάζας των 

συστατικών ήταν ικανοποιητική, εκτός από το κλάσµα µάζας του CO, οι τιµές του 

οποίου βρέθηκαν υπερεκτιµηµένες ιδιαίτερα σε περιπτώσεις πλούσιου καυσίµου 

µίγµατος. 

 

4.2 Εισαγωγή στη µέθοδο των φλογιδίων - Εξίσωση 

µεταφοράς κλάσµατος ανάµιξης Z - Αδιαστατοποίηση 
 

Για την εισαγωγή της χηµείας της αέριας φάσης στον υπάρχοντα κώδικα επιλέχθηκαν 

αρχικά δύο µέθοδοι, µία εκ των οποίων είναι η µέθοδος των σταθερών φλογιδίων και 

η άλλη της αναλυτικής πινακοποιηµένης χηµείας [Peters - 1983, Kempf et al. - 1998, 

Branley & Jones - 2001].  

Με τη χρησιµοποίηση της µεθόδου των σταθερών φλογιδίων, η εισαγωγή του 

κλάσµατος ανάµιξης Z απλοποιεί τη µαθηµατική περιγραφή των φλογών διάχυσης 

γιατί µειώνει τον αριθµό των συνολικών µεταβλητών του προβλήµατος µέσω της 

υπόθεσης ότι όλες οι συγκεντρώσεις iY  των διαφόρων χηµικών στοιχείων (chemical 

species) εκφράζονται ως συνάρτηση του κλάσµατος ανάµιξης Z (mixture fraction) και 

της θερµοκρασίας T, ( ),iY f Z T=  για i = 1, N χηµικά στοιχεία. Η βασική υπόθεση 

που γίνεται στην περίπτωση αυτή, είναι ότι η δοµή της φλόγας εξαρτάται από το 

κλάσµα ανάµιξης Z και το χρόνο t. Η θερµοκρασία και οι συγκεντρώσεις των 

χηµικών στοιχείων της καύσης εκφράζονται σα συνάρτηση αυτών των δύο 

ανεξάρτητων µεταβλητών. Η απόδειξη της παραπάνω διαπίστωσης έγινε από τους 

Williams και Peters οι οποίοι µετασχηµάτισαν την εξίσωση των χηµικών στοιχείων 

της καύσης από το φυσικό χώρο (x1, x2, x3, t) στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης (Z, 

y2, y3, t), όπου οι µεταβλητές y2 και y3 αποτελούν τις χωρικές µεταβλητές σε επίπεδα 

τα οποία είναι παράλληλα σε ισοεπιφάνεις του κλάσµατος ανάµιξης. Στην τελική 

εξίσωση που προκύπτει, οι µεταβολές κατά µήκος του µετώπου της φλόγας (gradients 

along y2 και y3) θεωρούνται αµελητέες σε σχέση µε τις αντίστοιχες που συµβαίνουν 

σε επίπεδα κάθετα σε αυτή (gradients along Z). Η φυσική όλων αυτών των 

παρατηρήσεων υπαγορεύει ότι η δοµή της φλόγας είναι τοπικά µονοδιάστατη και 
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εξαρτάται µόνο από το χρόνο t και την κάθετη στο µέτωπο της φλόγας χωρική 

συνιστώσα (συνιστώσα Ζ). Σε ένα πολυδιάστατο χώρο, η προαναφερθείσα υπόθεση 

ισχύει µόνο στην περίπτωση που το µέτωπο της φλόγας είναι µικρό σε σχέση µε όλες 

τις άλλες ροϊκές κλίµακες. Στην περίπτωση αυτή κάθε στοιχείο της φλόγας µπορεί να 

θεωρηθεί σαν µία µικρή στρωτή φλόγα που ονοµάζεται φλογίδιο. 

Στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης η εξίσωση µεταφοράς των χηµικών στοιχείων που 

λαµβάνουν µέρος σε µία χηµική αντίδραση είναι: 
2

2
i i

i
i i

Y YZ ZD
t x x Z

ρ ω ρ
⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂

= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
      (4.2) 

όπου ρ η πυκνότητα, iY  το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου i, Z το κλάσµα 

ανάµιξης, D  ο µοριακός συντελεστής διάχυσης του κλάσµατος ανάµιξης Z, iω  ο 

όρος χηµικής πηγής του χηµικού στοιχείου i και 2
i i

Z ZD
x x

χ
⎛ ⎞∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 ο βαθµωτός 

ρυθµός σκέδασης. 

Αντίστοιχα η εξίσωση του θερµοκρασιακού πεδίου διαµορφώνεται στην: 
2

2T
i i

T Z Z TD
t x x Z

ρ ω ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
      (4.3) 

όπου Tω  ο όρος χηµικής πηγής της θερµοκρασίας Τ. 

Οι εξισώσεις (4.2) και (4.3) αποτελούν τις εξισώσεις των φλογιδίων, οι οποίες 

χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης. Στις παραπάνω 

εξισώσεις ο µόνος όρος ο οποίος εξαρτάται από τις χωρικές συντεταγµένες είναι ο 

βαθµωτός ρυθµός σκέδασης, ο οποίος ελέγχει την ανάµιξη µεταξύ των διαφόρων 

στοιχείων. Εάν αυτός είναι γνωστός τότε είναι δυνατή η επίλυση των παραπάνω 

εξισώσεων για την τελική εύρεση του θερµοκρασιακού πεδίου και των 

συγκεντρώσεων των στοιχείων σα συνάρτηση του κλάσµατος ανάµιξης Z και του 

χρόνου t.  

Συµπερασµατικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι η εισαγωγή του κλάσµατος ανάµιξης 

στην περίπτωση επίλυσης των τυρβωδών φλογών διάχυσης (εύρεση ( ),iT x t  και 

( ),i iY x t ) µπορεί να διαχωριστεί σε 2 προβλήµατα (σχήµα 4.1): 

1ο) Ένα πρόβληµα ανάµιξης, στο οποίο πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση µεταφοράς του 

κλάµατος ανάµιξης έτσι ώστε να προσδιοριστεί το πεδίο του κλάσµατος ανάµιξης στο 

χώρο και στο χρόνο ( ( ),iZ x t ). 
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2ο) Ένα πρόβληµα καθορισµού της δοµής της φλόγας, όπου η επίλυση των 

εξισώσεων των φλογιδίων (εύρεση του ( ),T Z t  και ( ),iY Z t ) σε συνδυασµό µε το 

κλάσµα ανάµιξης Z να οδηγήσει στην τελική λύση του συνολικού προβλήµατος 

(εύρεση του ( ),iT x t  και ( ),i iY x t ). 

Σχήµα 4.1: ∆ιαχωρισµός προβλήµατος στην περίπτωση τυρβωδών φλογών διάχυσης µε την εισαγωγή 

του κλάσµατος ανάµιξης Z και του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης χ (scalar dissipation rate). 

 

Με βάση όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι το κλάσµα ανάµιξης αποτελεί µία 

παράµετρο, η σωστή πρόβλεψη της οποίας είναι µείζονος σηµασίας για την 

αξιοπιστία του τελικού µοντέλου, το οποίο θα χρησιµοποιηθεί για τη µοντελοποίηση 

τυρβωδών φλογών χωρίς προανάµειξη. Για το λόγο αυτό πριν από την εφαρµογή του 

συνολικού µοντέλου κρίθηκε σκόπιµο να επιλυθεί µε τη µέθοδο προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών µόνο η εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης (1ο πρόβληµα), 

χωρίς να ληφθούν υπόψη µεταβολές πυκνότητας και θερµοκρασίας, µε σκοπό να 

µελετηθεί ποιοτικά το εύρος των τιµών µέσα στο οποίο κυµαίνεται αυτό. 

Η γενική βασική εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης είναι η ακόλουθη: 

( ) ( ) Z
Z uZ D Z
t
ρ ρ ρ ω∂

+∇⋅ = ∇ ⋅ ∇ +
∂

      (4.4) 

Το κλάσµα ανάµιξης όµως είναι µία µεταβλητή η οποία µεταβάλλεται µόνο λόγω 

φαινοµένων διάχυσης και συναγωγής, ενώ παράλληλα δεν µεταβάλλεται λόγω 

φαινοµένων καύσης (conserved scalar). Εποµένως στην παραπάνω εξίσωση ο όρος 

ωΖ είναι ίσος µε το 0 και η τελική µορφή της είναι: 
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( ) ( )Z uZ D Z
t
ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇
∂

      (4.5) 

( ) ( )Z u u D Z
t

ρ ρ∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇⎢ ⎥∂⎣ ⎦
      (4.6) 

Ο πρώτος όρος στις εξισώσεις (4.5) και (4.6) αφορά στη χρονική µεταβολή της 

µεταβλητής Ζ, ο δεύτερος όρος στη µεταβολή λόγω συναγωγής, ενώ το δεξί σκέλος 

της εξίσωσης αναφέρεται στον όρο διάχυσης. Ο συντελεστής D είναι ο µοριακός 

συντελεστής διάχυσης του κλάσµατος ανάµιξης Z. 

Για την αδιαστατοποίηση της εξίσωσης (4.5) χρησιµοποιήθηκαν τα αντίστοιχα 

µεγέθη που χρησιµοποιήθηκαν στην ενότητα 2.2. Τα µεγέθη αυτά είναι: L∞  µήκος, 

u∞  ταχύτητα, t L u∞ ∞ ∞=  χρόνος, ρ∞  πυκνότητα και D∞  ο συντελεστής διάχυσης 

του κλάσµατας ανάµιξης. Ο δείκτης ∞  αναφέρεται στην περιοχή της αδιατάρακτης 

ροής (far field region).  

 

I. Αδιαστατοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης 

 

( ) ( )2

ˆ 1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

Z uu Z DD Z
tt L L

ρρ ρρ ρρ∞
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂
+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇

∂
    (4.7) 

( ) ( )2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

u DZ uZ D Z
t t L L
ρ ρ ρρ ρ ρ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂
+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇

∂
    (4.8) 

( ) ( )2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

u u DZ uZ D Z
L t L L
ρ ρ ρρ ρ ρ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂
+ ∇⋅ = ∇ ⋅ ∇

∂
    (4.9) 

( ) ( )2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

u u DZ uZ D Z
L t L L
ρ ρ ρρ ρ ρ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∂
+ ∇⋅ = ∇ ⋅ ∇

∂
    (4.10) 

( ) ( )2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

L u L u L DZ uZ D Z
u L t u L u L

ρ ρ ρρ ρ ρ
ρ ρ ρ

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∂
⋅ + ⋅ ∇ ⋅ = ⋅ ∇ ⋅ ∇

∂
 (4.11) 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

DZ uZ D Z
t u L
ρ ρ ρ∞

∞ ∞

∂
+∇⋅ = ⋅∇ ⋅ ∇

∂
     (4.12) 

( ) ( )ˆ 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ
Z uZ D Zu Lt

D

ρ ρ ρ
∞ ∞

∞

∂
+∇⋅ = ⋅∇ ⋅ ∇

∂
     (4.13) 

∆εδοµένου ότι οι αδιάστατοι αριθµοί Reynolds και Schmidt ορίζονται ως: 

Re u Lρ
µ

∞ ∞ ∞

∞

=  και Sc
D
µ

ρ
∞

∞ ∞

=  η σχέση (4.13) διαµορφώνεται στην: 
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( ) ( )ˆ 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ Re
Z uZ D Z
t Sc
ρ ρ ρ∂

+∇⋅ = ⋅∇ ⋅ ∇
∂

     (4.14) 

Εποµένως η τελική µορφή της εξίσωσης που προκύπτει στην αδιαστοποιηµένη της 

µορφή είναι η παρακάτω στην οποία έχει παραληφθεί το σύµβολο ^ για ευκολία στην 

ανάγνωση. Όλα τα µεγέθη που εµφανίζονται σε αυτή είναι αδιάστατα: 

( ) ( )1
ˆ Re
Z uZ D Z
t Sc
ρ ρ ρ∂

+∇⋅ = ⋅∇ ⋅ ∇
∂

     (4.15) 

( ) ( )1
ˆ Re
Z u Z D Z
t Sc

ρ ρ∂⎡ ⎤+ ⋅∇ = ⋅∇ ⋅ ∇⎢ ⎥∂⎣ ⎦
     (4.16) 

Στην επόµενη ενότητα 4.3 αναλύεται η επίλυση του 1ου προβλήµατος (πρόβληµα 

ανάµιξης) µε τη µέθοδο της προσοµοίωσης µεγάλων δινών, στο οποίο όπως 

αναφέρθηκε πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης µε 

τον κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων, ώστε να προσδιοριστεί το 

πεδίο αυτού στο χώρο και στο χρόνο ( ( ),iZ x t ). 

 

4.3 Favre Filtered µορφή της εξίσωσης του κλάσµατος 

ανάµιξης – Πρόβληµα κλεισίµατος - ∆ιακριτοποίηση 
 

Η εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης Z επιλύθηκε µε τη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών για όλες τις εκδοχές του µοντέλου Smagorinsky που 

µελετήθηκαν στο 3ο κεφάλαιο. Με την εφαρµογή του φίλτρου στην εξίσωση (4.15) 

για ασυµπίεστη ροή και µε την υπόθεση ότι η φιλτραρισµένη τιµή της παραγώγου 

µίας µεταβλητής f και η παράγωγος της φιλτραρισµένης τιµής δεν διαφέρουν 

σηµαντικά (the filter commutes), δηλαδή: 
( )ff

x x

∂⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
, τότε καταλήγουµε στη 

φιλτραρισµένη µορφή αυτής: 

( ) ( ) ( )1
ˆ ˆ Re
Z ZuZ u Z D Z
t t Sc
ρ ρ ρ ρ∂ ∂⎡ ⎤+∇⋅ = + ⋅∇ = ∇⋅ ∇⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

   (4.17) 

( ) ( ) ( )1
Re

Z ZuZ u Z D Z
t t Sc
ρ ρ ρ ρ∂ ∂⎡ ⎤+∇ ⋅ = + ⋅∇ = ∇⋅ ∇⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

   (4.18) 

( ) ( )1
Re

Z uZ D Z
t Sc
ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇
∂

     (4.19) 
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( ) ( )1
Re

Z u Z D Z
t Sc

ρ ρ
⎡ ⎤∂

+ ⋅∇ = ∇ ⋅ ∇⎢ ⎥∂⎣ ⎦
     (4.20) 

Στις εξισώσεις (4.19) και (4.20) ο όρος µεταφοράς (convective term, ( )uZρ∇⋅  ή 

( )( )u Zρ ⋅ ⋅∇ ) είναι άγνωστος και δηµιουργεί το πρόβληµα κλεισίµατος (closure 

problem), που αναφέρθηκε στην ενότητα (1.3). Εάν προσθέσουµε και στα 2 µέλη της 

εξίσωσης (4.19) τον όρο ( )uZρ∇⋅  προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( )1
Re

Z uZ uZ D Z uZ
t Sc
ρ ρ ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ +∇ ⋅ = ∇⋅ ∇ +∇⋅
∂

  (4.21) 

( ) ( ) ( )( )1
Re

Z uZ D Z uZ uZ
t Sc
ρ ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ −∇⋅ −
∂

   (4.22) 

Για το κλείσιµο του αγνώστου όρου ( )uZ uZρ −  της εξίσωσης (4.22) 

χρησιµοποιήθηκε η υπόθεση της κλίσης διάχυσης (gradient diffusion hypothesis), µε 

βάση την οποία ο άγνωστος όρος των υποπλεγµατικών κλιµάκων (subgrid scale 

stresses - SGS) µοντελοποιείται µέσω ενός συντελεστή διάχυσης πολλαπλασιασµένο 

µε την κλίση της αντίστοιχης µεταβλητής που επιλύεται, η οποία στη συγκεκριµένη 

περίπτωση είναι το κλάσµα ανάµιξης. Η τελική σχέση κλεισίµατος για τον άγνωστο 

όρο είναι η ακόλουθη: ( ) ( )tuZ uZ D Zρ ρ− = − ∇ , όπου ο συντελεστής tD  αποτελεί 

το συντελεστή τυρβώδης διάχυσης του µοντέλου, σε αντίθεση µε το συντελεστή D , ο 

οποίος όπως αναφέρθηκε αποτελεί τον αντίστοιχο µοριακό. Τόσο η παράµετρος D , 

όσο και η tD , σχετίζονται µε το µοριακό ιξώδες, το ιξώδες τύρβης και τον αριθµό 

Schmidt µέσω των σχέσεων: 

vD
Sc

=          (4.23) 

t
t

t

vD
Sc

=          (4.24) 

όπου v , tv , Sc  και tSc  είναι το µοριακό κινηµατικό ιξώδες, το κινηµατικό ιξώδες 

τύρβης, ο µοριακός αριθµός Schmidt και ο τυρβώδης αριθµός Schmidt αντίστοιχα. 

Με βάση την υπόθεση κλίσης διάχυσης η εξίσωση (4.22) διαµορφώνεται στην τελική 

της µορφή: 

( ) ( ) ( )( )1
Re t

Z uZ D Z D Z
t Sc
ρ ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +∇⋅ ∇
∂

   (4.25) 
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( ) ( )( )1
Re t

Z uZ D D Z
t Sc
ρ ρ ρ∂

+∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇
∂

    (4.26) 

Η χωρική και χρονική διακριτοποίηση της εξίσωσης (4.26) µε βάση τον υπάρχοντα 

κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων είναι ίδια µε αυτή που 

παρουσιάστηκε στην ενότητα 2.6 και στην παρούσα διδακτορική διατριβή 

επεκτάθηκε ώστε να παραλάβει το πρόβληµα κλεισίµατος των εξισώσεων. 

Μαθηµατικά περιγράφεται από τη σχέση: 

( )1 1 2 1

0 0

1
Re Pr

J J
n q tn q n n

q q
q q

D D
u Z Z

t
α β −+ − + +

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +
Ζ = − ⋅∇ + ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑    (4.27) 

Όπου ∆t το χρονικό βήµα της µεθόδου, αq και βq οι συντελεστές του explicit και 

implicit µέρους του J βαθµού του σχήµατος που χρησιµοποιείται [Orszag - 1986, 

Karniadakis - 1991]. 

Το ολικό σύστηµα των εξισώσεων αποτελείται από την εξίσωση επίλυσης του ροϊκού 

πεδίου και από την εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης. Για την επίλυση 

του ροϊκού πεδίου χρησιµοποιήθηκαν οι εξισώσεις που αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 

2. Εποµένως το τελικό διακριτοποιηµένο σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει στην 

περίπτωση ασυµπίεστης ροής είναι:  

( )
1 11 exp 1

2
0 0

21 1
Re Re

n qJ J nn q impln
q q

q q

v v
u u u S p S

t
α β

ρ

−− ++ − +

= =

⎡ ⎤
= − ⋅∇ + ∇ − ∇ + ∇⎢ ⎥∆ ⎣ ⎦

∑ ∑  (4.28) 

1 0nQ + =          (4.29) 

( )1 1 2 1

0 0

1
Re Pr

J Jn q n q tn n
q q

q q

D D
Z u Z Z

t
α β

+ − − + +

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +
= − ⋅∇ + ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑    (4.30) 

 

4.4 Αποτελέσµατα προσοµοίωσης 
 

Το υπολογιστικό πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε στις προσοµοιώσεις είναι το ίδιο µε 

αυτό που χρησιµοποιήθηκε και στο 3ο κεφάλαιο για την υπολογιστική προσοµοίωση 

του ροϊκού πεδίου της ισόθερµης δέσµης. Η µόνη διαφορά έγκειται στην εισαγωγή 

µίας επιπλέον διαφορικής εξίσωσης, αυτής της µεταφοράς του κλάσµατος ανάµιξης Z 

(σχέση 4.30). 

Το πλέγµα αποτελείται 1144 πεπερασµένα στοιχεία, ενώ ο βαθµός χωρικής 

διακριτοποίησης των πολυωνύµων παρεµβολής Legendre που χρησιµοποιήθηκε στη 
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διάρκεια των προσοµοιώσεων ανέρχεται σε 8 (9 σηµεία). Το χρονικό βήµα που 

χρησιµοποιήθηκε είναι ίσο µε dt=0.001. Οι προσοµοιώσεις αφορούσαν στην 

πρόβλεψη του ροϊκού πεδίου και του πεδίου του κλάσµατος ανάµιξης µε τη µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών και τη χρησιµοποίηση του µοντέλου Smagorinsky 

(κλασσικό και δυναµικό). Παρόλο που η συµπεριφορά του κλασσικού µοντέλου 

Smagorinsky µε συντελεστή Cs= 0.1, ήταν η καλύτερη, όσο αφορά στη σύγκριση των 

τελικών αποτελεσµάτων µε τα αντίστοιχα της άµεσης προσοµοίωσης, 

χρησιµοποιήθηκαν όλα τα µοντέλα µε σκοπό τη διερεύνηση της επίδρασης αυτών 

στην πρόβλεψη του πεδίου του κλάσµατος ανάµιξης. 

Με βάση τη βιβλιογραφία ο µοριακός αριθµός Schmidt επιλέχθηκε ίσος µε 0.7 [Pitsch 

- 2000a], ενώ ο τυρβώδης ίσος µε 0.4 [Pitsch - 2000a]. Το µοριακό κινηµατικό ιξώδες 

v , είναι αυτό που χρησιµοποιήθηκε και για την περίπτωση της προσοµοίωσης του 

ροϊκού πεδίου της δέσµης (η αδιάστατη τιµή του ίση µε 0.0005), ενώ το ιξώδες της 

τύρβης tv , είναι αυτό που προκύπτει και υπολογίζεται κατά τη διάρκεια της 

προσοµοίωσης και σχετίζεται κάθε φορά µε το χρησιµοποιούµενο µοντέλο (µοντέλο 

Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs ή µοντέλο Smagorinsky µε δυναµικό 

υπολογισµό του συντελεστή Cd). Ο συντελεστής τυρβώδους διάχυσης tD  µπορεί να 

υπολογιστεί δυναµικά [Moin - 1991]. Ωστόσο λόγω του γεγονότος ότι ο σκοπός της 

συγκεκριµένης προσοµοίωσης αφορά σε µία αρχική ποιοτική εκτίµηση του πεδίου 

του κλάσµατος ανάµιξης και επιπλέον ότι ο δυναµικός χαρακτήρας του µοντέλου 

υπεισέρχεται µέσω του δυναµικού υπολογισµού του τυρβώδους ιξώδους tv , 

επιλέχθηκε η σταθερή τιµή 0.4 για τον αριθµό Sct. Εν συνεχεία ο µοριακός και 

τυρβώδης συντελεστής διάχυσης του κλάσµατος ανάµιξης υπολογίζεται µέσω των 

σχέσεων (4.23) και (4.24). 

Όσο αφορά στις οριακές συνθήκες, για το ροϊκό πεδίο χρησιµοποιήθηκαν οι οριακές 

συνθήκες που αναφέρθηκαν στην ενότητα 3.3, ενώ για το κλάσµα ανάµιξης 

χρησιµοποιήθηκαν οριακές συνθήκες Neumman στην έξοδο της γεωµετρίας και 

συνθήκες Dirichlet τόσο στην είσοδο όσο και στην εξωτερική πλευρά αυτής (Z = 0). 

Η τιµή του κλάσµατος ανάµιξης στο εξωτερικό περίβληµα της δέσµης τέθηκε ίση µε 

το 0 (σχήµα 4.3), ενώ για το προφίλ στην είσοδο της γεωµετρίας χρησιµοποιήθηκε η 

υπερβολική συνάρτηση tanh για την οµαλοποίηση της µεταβολής µεταξύ των τιµών 0 

και 1 και την αποφυγή απότοµων µεταβολών (σχήµα 4.3). 
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Σχήµα 4.2: ∆ιάταξη της γεωµετρίας της δέσµης και οριακές συνθήκες του κλάσµατος ανάµιξης Z. 

 

 
Σχήµα 4.3: Προφίλ του κλάσµατος ανάµιξης Z στην είσοδο της δέσµης. 

 

Στα σχήµατα 4.4, 4.5 και 4.6 απεικονίζεται η στιγµιαία (µετά από πάροδο 40 

αδιάστατων χρονικών µονάδων) κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης στο επίπεδο yz 

στη θέση x=0, σε 4 τοµές κατάντη του άξονα της δέσµης (x/D=2, 5, 10, 12) για όλες 

τις περιπτώσεις του µοντέλου Smagorinsky, κλασσικό στο οποίο ο συντελεστής Cs 

παίρνει τις τιµές 0.1, 0.15 και 0.2 και δυναµικό (5 διαφορετικά φίλτρα). 
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Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.1 

    
x/D=2, Cs=0.1 x/D=5, Cs=0.1 x/D=10, Cs=0.1 x/D=12, Cs=0.1 

 

Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.15 

    
x/D=2, Cs=0.15 x/D=5, Cs=0.15 x/D=10, Cs=0.15 x/D=12, Cs=0.15 

 

Επίπεδο yz στο x =0, Cs=0.2 

    
x/D=2, Cs=0.2 x/D=5, Cs=0.2 x/D=10, Cs=0.2 x/D=12, Cs=0.2 

 
 

Σχήµα 4.4: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 

και για 4 τοµές κατάντη του άξονα της δέσµης (x/D=2, 5, 10, 12) για όλες τις περιπτώσεις 

του κλασσικού µοντέλου Smagorinsky (Cs = 0.1, 0.15 και 0.2). 
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Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v1 

    
x/D=2, DSM_v1 x/D=5, DSM_v1 x/D=10, DSM_v1 x/D=12, DSM_v1 

 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v2 

    
x/D=2, DSM_v2 x/D=5, DSM_v2 x/D=10, DSM_v2 x/D=12, DSM_v2 

 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v3 

    
x/D=2, DSM_v3 x/D=5, DSM_v3 x/D=10, DSM_v3 x/D=12, DSM_v3 

  

Σχήµα 4.5: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 

και για 4 τοµές κατάντη του άξονα της δέσµης (x/D=2, 5, 10, 12) για 3 διαφορετικές 

περιπτώσεις του µοντέλου Smagorinsky (DSM_v1, DSM_v2 και DSM_v3). 
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Επίπεδο yz στο x =0, DSM_v4 

    
x/D=2, DSM_v4 x/D=5, DSM_v4 x/D=10, DSM_v4 x/D=12, DSM_v4 

 

Επίπεδο yz στο x =0, DSM_Inm 

    
x/D=2 DSM_Inm x/D=5, DSM_Inm x/D=10, DSM_Inm x/D=12, DSM_Inm 

 
 

Σχήµα 4.6: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 

και για 4 τοµές κατάντη του άξονα της δέσµης (x/D=2, 5, 10, 12) για 2 διαφορετικές 

περιπτώσεις του µοντέλου Smagorinsky (DSM_v4 και DSM_Inm). 
 

Όπως προκύπτει από την παρατήρηση των σχηµάτων 4.4, 4.5 και 4.6 σε ορισµένες 

περιοχές (κιτρινοκόκκινα τµήµατα) οι τιµές του κλάσµατος µάζας ξεπερνάνε την τιµή 

1. Επιπρόσθετα σε άλλες περιοχές µέσα στο υπολογιστικό πλέγµα παρατηρούνται 

τιµές του κλάσµατος ανάµιξης οι οποίες είναι µικρότερες του 0 (σκούρο µπλε στις 

ισοϋψείς των σχηµάτων 4.4, 4.5 και 4.6). 

Όπως είναι γνωστό από τη θεωρία οι τιµές του κλάσµατος µάζας είναι φραγµένες στο 

0 (περιοχή οξειδωτικού) και στο 1 (περιοχή καυσίµου) (0<Ζ<1). Τιµές µικρότερες 

του µηδενός ή µεγαλύτερες της µονάδος αποτελούν αφύσικη συµπεριφορά και 

οφείλονται κυρίως σε αριθµητικά σφάλµατα λόγω της µη µονοτονικής συµπεριφοράς 
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των µεθόδων υψηλής τάξης (όπως τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία), σε περιοχές 

µε απότοµες µεταβολές στα φυσικά µεγέθη όπως το κλάσµα ανάµιξης Z. Συνάγεται 

λοιπόν το συµπέρασµα ότι η διακύµανση που παρουσιάζει το κλάσµα ανάµιξης Z, µε 

τιµές µεγαλύτερες του 1 και µικρότερες του 0 πρέπει να οφείλεται κυρίως σε 

αριθµητικά σφάλµατα της υπολογιστικής διεργασίας, καθόσον η µέγιστη και 

ελάχιστη δυνατή φυσική τιµή που µπορεί αυτό να πάρει είναι 1 και 0 αντίστοιχα.  

Η συγκεκριµένη µέθοδος υπολογιστικής διακριτοποίησης που χρησιµοποιήθηκε κατά 

τη διάρκεια των προσοµοιώσεων, σχετίζεται µε τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία 

και κρίνεται ιδιαίτερα ικανοποιητική όσο αφορά στο σφάλµα αριθµητικής διάχυσης, 

µε αποτέλεσµα να µην υπάρχουν σηµαντικά περιθώρια βελτίωσης σε αυτό τον τοµέα. 

Από την άλλη πλευρά αποκοπή των τιµών µεγαλύτερων της µονάδος ή µικρότερων 

του µηδενός κρίνεται ακατάλληλη από τη βιβλιογραφία και δεν δίνει σωστά 

αποτελέσµατα, καθώς αυτή επηρεάζει τη φυσική διεργασία µεταφοράς και διάχυσης 

του κλάσµατος µάζας, δεδοµένου ότι η αποκοπή τιµών και η επιβολή της ισότητας 

αυτών σε κάποια δεδοµένη τιµή, επιδρά αρνητικά και αφύσικα στη γενική εξίσωση 

µεταφοράς του. 

Στον πίνακα 4.1 παρουσιάζεται η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή του κλάσµατος 

ανάµιξης που παρατηρείται σε ολόκληρη τη γεωµετρία µία τυχαία χρονική στιγµή 

(µετά την πάροδο 40 χρονικών µονάδων). Το µοντέλο που έδειξε την καλύτερη 

συµφωνία µε τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης στην επίλυση του ροϊκού, 

πεδίου όπως αποδείχθηκε στο 3ο κεφάλαιο, είναι το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό 

συντελεστή Cs = 0.1, το οποίο παρουσιάζει όµως αρκετά µεγάλη τιµή όσο αφορά 

στην πρόβλεψη του κλάσµατος ανάµιξης Z (Z=1.355). 

Πίνακας 4.1: Μέγιστη και η ελάχιστη τιµή του κλάσµατος ανάµιξης σε ολόκληρη τη γεωµετρία 

Μοντέλο 
Μέγιστη τιµή του  

κλάσµατος ανάµιξης Ζ 

Ελάχιστη τιµή του  

κλάσµατος ανάµιξης Ζ 

CSM_Cs = 0.1 1.355 -0.315 

CSM_Cs = 0.15 1.325 -0.345 

CSM_Cs = 0.2 1.208 -0.275 

DSM_v1 1.175 -0.458 

DSM_v2 1.205 -0.107 

DSM_v3 1.223 -0.163 

DSM_v4 1.198 -0.245 

DSM_Inm 1.162 -0.125 
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Ο λόγος που εξηγεί το φαινόµενο είναι ο µικρότερος χαρακτήρας σκέδασης του 

συγκεκριµένου µοντέλου σε σχέση µε το µοντέλο µεγαλύτερο συντελεστή Cs. Όπως 

παρατηρείται και από τα σχήµατα 4.4, 4.5 και 4.6 οι τιµές του κλάσµατος ανάµιξης 

είναι µεγαλύτερες στην περίπτωση του µοντέλου Smagorinsky µε σταθερό 

συντελεστή Cs = 0.1 από τις αντίστοιχες του µοντέλου µε Cs = 0.15 ή 0.2. Τα 

δυναµικά µοντέλα παρουσιάζουν σε γενικές γραµµές ίδιες τιµές όσο αφορά στις 

µέγιστες τιµές του κλάσµατος ανάµιξης Ζ, µε αποκλίσεις οι οποίες οφείλονται στην 

µονοδιάστατη συνάρτηση µεταφοράς του φίλτρου, µε βάση την οποία αποκόπτεται 

µικρότερο ή µεγαλύτερο µέρος της ενέργειας του φάσµατος, η οποία µοντελοποιείται. 
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Σχήµα 4.7: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 και θέσεις 

των αρνητικών τιµών µε εύρος-0.2 έως 0, για τις περιπτώσεις του µοντέλου Smagorinsky µε Cs = 0.1, 

0.15, 0.2 

 

Για την καλύτερη κατανόηση των διακυµάνσεων του κλάσµατος ανάµιξης βρέθηκε η 

θέση στην οποία εµφανίζονται αυτές και παρακολουθήθηκε η πορεία και εξέλιξη 
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αυτών στο χρόνο. Στα σχήµατα 4.7 και 4.8 απεικονίζονται οι θέσεις όπου η 

µεταβλητή Z λαµβάνει τιµές µε εύρος -0.2 έως 0 (µπλε ισοϋψείς). 
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Σχήµα 4.8: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 και θέσεις 

των αρνητικών τιµών µε εύρος -0.2 έως 0, για τις περιπτώσεις του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky 

DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3, DSM_v4 και DSM_Inm. 
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Στα σχήµατα 4.9 και 4.10 οι αντίστοιχες, στις οποίες η µεταβλητή Z έχει τιµές µε 

εύρος 1 έως 1.2 (πολύχρωµα στίγµατα) για όλες τις περιπτώσεις του µοντέλου 

Smagorinsky. 
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Σχήµα 4.9: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 και θέσεις 

όπου η µεταβλητή Z έχει τιµές µε εύρος 1 έως 1.2, για τις περιπτώσεις του µοντέλου Smagorinsky µε 

Cs = 0.1, 0.15, 0.2. 

 

Η συγκεκριµένη χρονική στιγµή στην οποία έγιναν τα γραφήµατα αφορά στις 50 

αδιάστατες χρονικές µονάδες. Όπως φαίνεται και από τα γραφήµατα οι αρνητικές 

τιµές εµφανίζονται στην περιοχή υψηλών διατµιτικών τάσεων, εκεί όπου το ρευστό 

που εισέρχεται από το ακροφύσιο της δέσµης µε αδιάστατη ταχύτητα 1.25 συναντά 

το όµορο ρευστό που κινείται µε αδιάστατη ταχύτητα 0.25, µε αποτέλεσµα τη 

δηµιουργία διατµητικού στρώµατος στη ροή.  
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Σχήµα 4.10: Στιγµιαία κατανοµή του κλάσµατος ανάµιξης Ζ στο επίπεδο yz στην θέση x=0 και θέσεις 

όπου η µεταβλητή Z έχει τιµές µε εύρος 1 έως 1.2, για τις περιπτώσεις του δυναµικού µοντέλου 

Smagorinsky DSM_v1, DSM_v2, DSM_v3, DSM_v4 και DSM_Inm. 

 

Αντίστοιχα οι µεγάλες θετικές τιµές µεγαλύτερες της µονάδας, συναντώνται κοντά 

στην είσοδο της δέσµης σε κατάντη αποστάσεις µε εύρος από x/D = 2 έως και x/D = 
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10. Η περιοχή αυτή ουσιαστικά αποτελεί τη µεταβατική περιοχή στην οποία ο 

διαχωρισµός µεταξύ των κλιµάκων είναι ιδιαίτερα έντονος, λόγω του γεγονότος της 

ύπαρξης του µηχανισµού της τύρβης. Η διαπίστωση του αυξηµένου χαρακτήρα 

σκέδασης του µοντέλου Smagorinsky µε Cs = 0.2 είναι εµφανής και σε αυτά τα 

γραφήµατα, δεδοµένου του πλήθους των περιοχών στις οποίες εµφανίζονται 

ανεπιθύµητες τιµές (<0 και >1). 

Στο διάγραµµα του σχήµατος 4.11 απεικονίζεται η χρονική διακύµανση του 

κλάσµατος ανάµιξης Z για τις 50 πρώτες χρονικές µονάδες υπολογιστικής 

προσοµοίωσης µε τη χρήση του µοντέλου Smagorinsky και τρεις διαφορετικούς 

βαθµούς πολυωνύµων παρεµβολής (Ν = 6 µε LX = 7 κόµβους, Ν = 8 µε LX = 9 

κόµβους, Ν = 10 µε LX = 11 κόµβους). 

Σχήµα 4.11: Χρονική µεταβολή του κλάσµατος ανάµιξης Z (µέγιστη και ελάχιστη τιµή) του µοντέλου 

Smagorinsky µε Cs = 0.1 για τις 50 πρώτες χρονικές αδιάστατες µονάδες της υπολογιστικής 

προσοµοίωσης. 
 

Όσο αυξάνεται ο βαθµός των πολυωνύµων παρεµβολής (από 6 σε 10) παρατηρείται 

µία µικρή µείωση της διακύµανσης της µεταβλητής. Επιπλέον αύξηση του βαθµού 

των πολυωνύµων παρεµβολής δεν επιδιώχθηκε λόγω της αύξησης του χρόνου της 

υπολογιστικής προσοµοίωσης. Επιπρόσθετα όσο αφορά στην επίλυση του ροϊκού 

πεδίου αύξηση του πολυωνυµικού βαθµού παρεµβολής δεν θα είχε καµία επίδραση, 
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καθόσον όπως αποδείχθηκε και στην ενότητα 3.9 η ανεξαρτησία της λύσης από το 

πλέγµα υπαγορεύει ανώτατη τιµή πολυωνύµων παρεµβολής 8ου βαθµού. Αύξηση του 

τελευταίου οδηγεί στη χρησιµοποίηση της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης, χωρίς την 

ύπαρξη κάποιου µοντέλου και όχι χρήση της µεθόδου των µεγάλων δινών, µε 

συνεπαγόµενο κόστος την απουσία όλων των πλεονεκτηµάτων της τελευταίας. 

Παράλληλα µε τα παραπάνω για να διαπιστωθεί εάν η γενεσιουργός αιτία της 

ανεπιθύµητης διακύµανσης του κλάσµατος ανάµιξης Z είναι προϊόν του µηχανισµού 

της τύρβης, ο οποίος αυξάνει το διαχωρισµό των κλιµάκων και όλων των κλίσεων 

των µεγεθών που σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας, διερευνήθηκε η επίδραση 

της γεννήτριας τύρβης στην είσοδο της γεωµετρίας. Όπως περιγράφτηκε και στην 

ενότητα 3.1 στο προφίλ εισόδου της ταχύτητας προστίθενται διακυµάνσεις, οι οποίες 

εισάγονται µε τη βοήθεια µίας γεννήτριας τύρβης τεχνητά (inflow generator) [Klein - 

2003]. 

Για την επικύρωση της διαπίστωσης προέλευσης του κλάσµατος ανάµιξης Z, 

χρησιµοποιήθηκε ένα αρχικό πεδίο και η προσοµοίωση επαναλήφθηκε για 150 

χρονικές µονάδες, χωρίς την προσθήκη διακυµάνσεων στο προφίλ της ταχύτητας 

εισόδου. Παρατηρήθηκε ότι η ροή, λόγω της µη προσθήκης των διακυµάνσεων µετά 

από 150 χρονικές µονάδες έγινε στρωτή, ενώ παράλληλα οι αποκλίσεις του 

κλάσµατος ανάµιξης από το 0 και το 1 ήταν της τάξεως του O(10-3). Συµπερασµατικά 

λοιπόν θα µπορούσαµε να πούµε ότι η γενεσιουργός αιτία για την αφύσικη 

συµπεριφορά του κλάσµατος ανάµιξης Z, είναι η τύρβη, γεγονός το οποίο ενισχύεται 

ακόµη περισσότερο από τη χρησιµοποίηση των φασµατικών πεπερασµένων 

στοιχείων, µέθοδος η οποία αποτελεί µία από τις µεθόδους διακριτοποίησης µε πάρα 

πολύ µικρό αριθµητικό σφάλµα. 

 

4.5 Εναλλακτική µέθοδος προσοµοίωσης µεγάλων δινών – 

Νέο πλέγµα 
 

Για να διερευνηθεί περαιτέρω η διακύµανση του κλάσµατος ανάµιξης Z, 

κατασκευάστηκε ένα διαφορετικό πλέγµα αποτελούµενο από 2024 πεπερασµένα 

στοιχεία (σχήµα 4.12) και χρησιµοποιήθηκαν τέσσερεις διαφορετικοί βαθµοί των 

πολυωνύµων παρεµβολής (5, 7, 9 και 11). Η πύκνωση αφορούσε στις περιοχές 

υψηλών διατµιτικών τάσεων καθώς επίσης και σε αυτές της εµφάνισης τιµών 
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κλάσµατος ανάµιξης, µεγαλύτερων του 1 και µικρότερων του 0. Οι διαστάσεις της 

γεωµετρίας διατηρήθηκαν σταθερές, εκτός από το µήκος της δέσµης το οποίο 

µειώθηκε σε L = 20dj για λόγους υπολογιστικού κόστους και ταχύτητας, καθόσον η 

κύρια περιοχή ενδιαφέροντος και διερεύνησης είναι η µεταβατική περιοχή 

(5<x/D<15), ενώ παράλληλα οι οριακές συνθήκες είναι όµοιες µε αυτές που 

αναφέρθηκαν στην ενότητα 4.4 (σχήµα 4.2). 

 

 

 
Σχήµα 4.12: Νέο υπολογιστικό πλέγµα αποτελούµενο από 2024 πεπερασµένα στοιχεία µε τη χρήση 

πολυωνύµων παραµβολής 5ου βαθµού και λεπτοµέρειες αυτού. 

 

Επιπλέον µε τα παραπάνω για τη βελτίωση της συµπεριφοράς του κλάσµατος 

ανάµιξης χρησιµοποιήθηκε µία εναλλακτική µέθοδος προσοµοίωσης µεγάλων δινών, 

που είναι ενσωµατωµένη στον κώδικα και ήδη πιστοποιηµένη [Fischer - 2001]. Η 

συγκεκριµένη µέθοδος φιλτραρίσµατος χρησιµοποιεί µία µονοδιάστατη συνάρτηση 
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µεταφοράς, η οποία δρα σαν ένα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων σε κάθε πεδίο για να 

εξαλείψει τις υψηλές πολυωνυµικές συχνότητες. Η συνάρτηση µεταφοράς του 

πυρήνα του φίλτρου στον πολυωνυµικό χώρο παρουσιάζεται στο διάγραµµα του 

σχήµατος 4.13. 

 
Σχήµα 4.13: Μονοδιάστατη συνάρτηση του πυρήνα του φίλτρου για την εναλλακτική µέθοδο 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών. 

 

Η συγκεκριµένη συνάρτηση µεταφοράς φιλτράρει µόνο κατά 5% τον τελευταίο όρο 

του αναπτύγµατος της πολυωνυµικής σειράς προσέγγισης της λύσης. Ωστόσο λόγω 

του γεγονότος ότι η εφαρµογή του συγκεκριµένου φίλτρου γίνεται σε κάθε χρονικό 

βήµα της υπολογιστικής διεργασίας, µε την πάροδο του χρόνου αποκόπτονται όλες οι 

µικρές κλίµακες, οι οποίες αποτελούν τις υψηλές συχνότητες, µε αποτέλεσµα το 

τελικό ροϊκό πεδίο να είναι απαλλαγµένο από αυτές και η δοµή του να είναι αρκετά 

οµαλή. Λόγω του τρόπου εφαρµογής του συγκεκριµένου φίλτρου στη διάρκεια του 

χρόνου, δεν είναι απαραίτητη η χρησιµοποίηση µοντέλου καθόσον δεν εµφανίζεται ο 

όρος υποπλεγµατικών κενών στο τελικό σύστηµα των εξισώσεων. Θα µπορούσαµε να 

πούµε ότι η συγκεκριµένη µέθοδος φιλτραρίσµατος αποτελεί το κάτω όριο της 

µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης. 

Κατά τη διάρκεια των προσοµοιώσεων παρατηρήθηκε η συµπεριφορά του κλάσµατος 

µάζας, µε βάση τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή που αυτό λαµβάνει σε ολόκληρο το 

υπολογιστικό πλέγµα. Στο σχήµα 4.14 παρουσιάζεται η µέγιστη και ελάχιστη τιµή 
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του κλάσµατος ανάµιξης για τις 50 πρώτες υπολογιστικές χρονικές µονάδες, για 4 

διαφορετικές τιµές του βαθµού πολυωνυµικής προσέγγισης (5, 7, 9 και 11). 

Σχήµα 4.14: Μέγιστη και ελάχιστη τιµή του κλάσµατος ανάµιξης σε ολόκληρο το υπολογιστικό 

πλέγµα για τις 50 πρώτες υπολογιστικές χρονικές µονάδες και για 4 διαφορετικές τιµές του βαθµού 

πολυωνυµικής προσέγγισης (5ου βαθµού  LX =6 σηµεία , 7ου βαθµού  LX =8 σηµεία, 9ου βαθµού 

 LX =10 σηµεία 9 και 11ου βαθµού  LX =12 σηµεία). 

 

Η συµπεριφορά που παρουσιάζει το κλάσµα ανάµιξης είναι όµοια µε αυτή που 

παρατηρήθηκε µε το υπολογιστικό πλέγµα των 1144 πεπερασµένων στοιχείων µε 

τιµές µεγαλύτερες της µονάδος και µικρότερες του µηδενός, µόνο που στην 

περίπτωση χρησιµοποίησης των 2024 φασµατικών πεπερασµένων κελιών η 

διακύµανση του είναι πολύ µικρότερη, λόγω της ύπαρξης περισσοτέρων στοιχείων 

και πυκνότερης διακριτοποίησης. Επιπρόσθετα αύξηση του πολυωνυµικού βαθµού 

των πολυωνύµων παρεµβολής µειώνει ακόµη περισσότερο την απόκλιση του 

κλάσµατος ανάµιξης Z από τη θεωρητική µέγιστη και ελάχιστη τιµή του 1 και 0 

αντίστοιχα. 

Στα σχήµατα 4.15 και 4.16 απεικονίζονται οι θέσεις των αρνητικών τιµών µε εύρος 

από -0.2 έως 0 για την περίπτωση των πολυωνυµικών βαθµών 5 ,7 9 και 11 

αντίστοιχα, στο επίπεδο xy στη θέση z = 0. Η συγκεκριµένη χρονική στιγµή αφορά 

στις 50 αδιάστατες χρονικές µονάδες µετά την έναρξη της υπολογιστικής 
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διαδικασίας. Στο πάνω αριστερό µέρος όλων των σχηµάτων απεικονίζεται η ίδια τοµή 

στην οποία έχει σχεδιαστεί επιπλέον το υπολογιστικό πλέγµα. Είναι εµφανής η 

πύκνωση του τελευταίου στην περιοχή κύριας ανάπτυξης της δέσµης. 

 

  

 
Σχήµα 4.15: Θέσεις εµφάνισης αρνητικών τιµών του κλάσµατος ανάµιξης Z, µε εύρος από -0.2 έως 0 

στο επίπεδο xy και στη θέση z=0 για 2 διαφορετικούς βαθµούς των πολυωνύµων παρεµβολής (5ου 

βαθµού επάνω σχήµα , 7ου βαθµού  κάτω σχήµα). 

 

Οι θέσεις αρνητικών τιµών (µπλε ισοϋψείς γραµµές) εµφανίζονται σε περιοχές 

υψηλής διάτµησης εκεί όπου το ρευστό που εισέρχεται από τη δέσµη συναντά το 
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όµορο ρευστό. Με αύξηση του πολυωνυµικού βαθµού από 5 σε 7, 9 και τέλος σε 11 

(σχήµα 4.15 και 4.16) παρατηρείται µία χαρακτηριστική µείωση των σηµείων 

εµφάνισης των αρνητικών τιµών. 

 

  

 
Σχήµα 4.16: Θέσεις εµφάνισης αρνητικών τιµών του κλάσµατος ανάµιξης Z, µε εύρος από -0.2 έως 0 

στο επίπεδο xy και στη θέση z=0 για 2 διαφορετικούς βαθµούς των πολυωνύµων παρεµβολής (9ου 

βαθµού επάνω σχήµα , 11ου βαθµού  κάτω σχήµα). 

 

Παρόµοια είναι και η συµπεριφορά του κλάσµατος ανάµιξης Z όσο αφορά στις τιµές 

που είναι µεγαλύτερες από τη µονάδα µε εύρος 1 έως 1.2 (σχήµα 4.17 και 4.18). Το 
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πλήθος αυτών µειώνεται µε ταυτόχρονη αύξηση της διακριτοποίησης, ενώ στην 

περίπτωση του 9ου και 11ου βαθµού πολυωνύµων παρεµβολής (σχήµα 4.18) το πλήθος 

των θέσεων παραµένει σταθερό. 

 

  

 
Σχήµα 4.17: Θέσεις εµφάνισης θετικών τιµών του κλάσµατος ανάµιξης Z, µε εύρος από 1 έως 1.2 στο 

επίπεδο xy και στη θέση z=0 για 2 διαφορετικούς βαθµούς των πολυωνύµων παρεµβολής (5ου βαθµού 

επάνω σχήµα , 7ου βαθµού  κάτω σχήµα). 
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Σχήµα 4.18: Θέσεις εµφάνισης θετικών τιµών του κλάσµατος ανάµιξης Z, µε εύρος από 1 έως 1.2 στο 

επίπεδο xy και στη θέση z=0 για 2 διαφορετικούς βαθµούς των πολυωνύµων παρεµβολής (9ου βαθµού 

επάνω σχήµα , 11ου βαθµού  κάτω σχήµα). 

 

4.6 Συµπεράσµατα 
 

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 4.2 η εισαγωγή του κλάσµατος ανάµιξης στην 

περίπτωση επίλυσης των τυρβωδών φλογών διάχυσης (εύρεση ( ),iT x t  και ( ),i iY x t ) 

µπορεί να διαχωριστεί σε 2 προβλήµατα (σχήµα 4.1): 
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1ο) Ένα πρόβληµα ανάµιξης, στο οποίο πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση µεταφοράς του 

κλάµατος ανάµιξης έτσι ώστε να προσδιοριστεί το πεδίο του κλάσµατος ανάµιξης στο 

χώρο και στο χρόνο ( ( ),iZ x t ). 

2ο) Ένα πρόβληµα καθορισµού της δοµής της φλόγας, όπου η επίλυση των 

εξισώσεων των φλογιδίων (εύρεση του ( ),T Z t  και ( ),iY Z t ), σε συνδυασµό µε το 

κλάσµα ανάµιξης Z να οδηγήσει στην τελική λύση του συνολικού προβλήµατος 

(εύρεση του ( ),iT x t  και ( ),i iY x t ). 

Στο παρόν κεφάλαιο µελετήθηκε η δυνατότητα επίλυσης του 1ου προβλήµατος µε τον 

υπάρχοντα κώδικα. Κατόπιν αδιαστατοποίησης της εξίσωσης του κλάσµατος 

ανάµιξης Z, της χρησιµοποίησης κατάλληλου µοντέλου για την επίλυση του 

προβλήµατος κλεισίµατος αυτής µελετήθηκε η συµπεριφορά του σε σχέση µε τις 

τιµές που λαµβάνει. ∆ιαπιστώθηκε ότι µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών όλα τα µοντέλα, τόσο το µοντέλο Smagorinsky µε 

σταθερό συντελεστή Cs, όσο και αυτό µε δυναµικό υπολογισµό του συντελεστή Cd 

υπερεκτιµούσαν και / ή υποεκτιµούσαν τις τιµές του κλάσµατος ανάµιξης, 

προβλέποντας γι αυτό τιµές µεγαλύτερες της µονάδος και µικρότερες του µηδενός. 

Το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs = 0.2 παρουσίασε καλύτερη 

συµπεριφορά όσο αφορά στην πρόβλεψη των µέγιστων και ελάχιστων τιµών του 

κλάσµατος ανάµιξης, δίνοντας τη µικρότερη απόκλιση από της αντίστοιχες 

θεωρητικές 1 και 0. Αντίστοιχα το µοντέλο Smagorinsky µε Cs = 0.1 που έδωσε τα 

καλύτερα αποτελέσµατα στην επίλυση του ροϊκού πεδίου παρουσίασε µεγαλύτερες 

αποκλίσεις από το 0 και το 1, γεγονός το οποίο οφείλεται στο µικρότερο χαρακτήρα 

σκέδασης του συγκεκριµένου µοντέλου. Τα δυναµικά µοντέλα που 

χρησιµοποιήθηκαν παρουσίασαν όµοια συµπεριφορά, ενώ οι αποκλίσεις από τη 

µέγιστη και ελάχιστη θεωρητική τιµή του κλάσµατος ανάµιξης Z παρουσίασαν το 

ίδιο εύρος τιµών, το οποίο εξαρτάται από το µέγεθος της ενέργειας που αποκόπτει η 

χρησιµοποιούµενη κάθε φορά συνάρτηση πυρήνα του φίλτρου. 

Για την εκτενέστερη µελέτη της συµπεριφοράς και των διακυµάνσεων του κλάσµατος 

ανάµιξης χρησιµοποιήθηκαν δύο επιπλέον διαφορετικές τιµές του βαθµού των 

πολυωνύµων παρεµβολής, 6 και 10. Στην περίπτωση χρησιµοποίησης του µικρότερου 

πολυωνυµικού βαθµού (6) οι αποκλίσεις και οι περιοχές εµφάνισης τιµών µικρότερων 

του µηδενός και µεγαλύτερων της µονάδος ήταν περισσότερες σε σχέση µε τις 
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αντίστοιχες που προκύπτουν από τη χρησιµοποίηση του µεγαλύτερου πολυωνυµικού 

βαθµού (10). 

Παράλληλα µε τα παραπάνω για να διαπιστωθεί εάν η γενεσιουργός αιτία της 

ανεπιθύµητης διακύµανσης του κλάσµατος ανάµιξης Z είναι προϊόν του µηχανισµού 

της τύρβης, ο οποίος αυξάνει το διαχωρισµό των κλιµάκων και όλων των κλίσεων 

των µεγεθών που σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας, διερευνήθηκε η επίδραση 

της γεννήτριας τύρβης στην είσοδο της γεωµετρίας. Για την επικύρωση της 

διαπίστωσης προέλευσης των διακυµάνσεων του κλάσµατος ανάµιξης Z, 

χρησιµοποιήθηκε ένα αρχικό πεδίο και η προσοµοίωση επαναλήφθηκε για 150 

χρονικές µονάδες, χωρίς την προσθήκη διακυµάνσεων στο προφίλ της ταχύτητας 

εισόδου. Παρατηρήθηκε ότι η ροή, λόγω της µη προσθήκης των διακυµάνσεων µετά 

από 150 χρονικές µονάδες έγινε στρωτή, ενώ παράλληλα οι αποκλίσεις του 

κλάσµατος ανάµιξης από το 0 και το 1 ήταν της τάξεως του O(10-3). Συµπερασµατικά 

λοιπόν θα µπορούσαµε να πούµε ότι η γενεσιουργός αιτία για την αφύσικες τιµές του 

κλάσµατος ανάµιξης είναι η τύρβη, γεγονός το οποίο ενισχύεται ακόµη περισσότερο 

από τη χρησιµοποίηση των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων, µέθοδος η οποία 

αποτελεί µία από τις µεθόδους διακριτοποίησης µε πάρα πολύ µικρό αριθµητικό 

σφάλµα. 

Επιπλέον προσπάθειες µείωσης των µεγάλων θετικών και αρνητικών τιµών του 

κλάσµατος ανάµιξης Z έγιναν µε τη χρησιµοποίηση µιας διαφορετικής διαδικασίας 

φιλτραρίσµατος, η οποία χρησιµοποιεί µία µονοδιάστατη συνάρτηση µεταφοράς, που 

δρα σαν ένα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων σε κάθε πεδίο, για να εξαλείψει τις υψηλές 

πολυωνυµικές συχνότητες. Παράλληλα κατασκευάστηκε και χρησιµοποιήθηκε ένα 

νέο πλέγµα το οποίο αποτελούνταν από 2024 φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία µε 4 

διαφορετικούς βαθµούς πολυωνύµων παρεµβολής (5, 7, 9 και 11) και µε µικρότερο 

µήκος L = 20dj, για λόγους υπολογιστικού χρόνου και ισχύος. 

Η χρησιµοποίηση της εναλλακτικής µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών, καθώς 

επίσης και της πύκνωσης του πλέγµατος σε σηµεία υψηλών διατµητικών τάσεων και 

κλίσεων ταχύτητας, εάν και προκάλεσε µείωση της εµφάνισης σηµείων στα οποία 

παρουσιάζονται τιµές του κλάσµατος ανάµιξης αρνητικές ή µεγαλύτερες της 

µονάδος, δεν βελτίωσε πολύ τα αποτελέσµατα. Υψηλές τιµές του κλάσµατος 

ανάµιξης παρέµειναν στην µεταβατική κυρίως περιοχή της δέσµης, στην οποία ο 

µηχανισµός της τύρβης - ο οποίος αυξάνει το διαχωρισµό των κλιµάκων και όλων 

των κλίσεων των µεγεθών που σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας - είναι ιδιαίτερα 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 134

ενεργός και όπως αποδείχθηκε αποτελεί τη γενεσιουργό αιτία της ανεπιθύµητης 

διακύµανσης του κλάσµατος ανάµιξης Z. 
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Κεφάλαιο 5ο 

Μοντέλο σταθερών φλογιδίων - Υπολογιστική 

προσοµοίωση αντικριστής δέσµης (Opposed Jet) 
 

Εισαγωγή 
 

Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 4.2 του 2ου κεφαλαίου, η εισαγωγή του κλάσµατος 

ανάµιξης Z  στην περίπτωση επίλυσης των τυρβωδών φλογών διάχυσης (εύρεση 

( ),iT x t  και ( ),i iY x t ) µπορεί να διαχωριστεί σε 2 προβλήµατα: 

1ο) Ένα πρόβληµα ανάµιξης, στο οποίο πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση µεταφοράς του 

κλάµατος ανάµιξης, έτσι ώστε να προσδιοριστεί το πεδίο του κλάσµατος ανάµιξης 

στο χώρο και στο χρόνο ( ( ),iZ x t ). 

2ο) Ένα πρόβληµα καθορισµού της δοµής της φλόγας, όπου η επίλυση των 

εξισώσεων των φλογιδίων (εύρεση του ( ),T Z t  και ( ),iY Z t ) σε συνδυασµό µε το 

κλάσµα ανάµιξης Z  να οδηγήσει στην τελική λύση του συνολικού προβλήµατος 

(εύρεση του ( ),iT x t  και ( ),i iY x t ). 

Το 1ο πρόβληµα αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης του 4ου κεφαλαίου. Στο παρόν 

κεφάλαιο µελετάται η δυνατότητα επίλυσης του 2ου προβλήµατος, που αφορά στον 

καθορισµό της δοµής της φλόγας. Συγκεκριµένα στην ενότητα 5.1 περιγράφεται το 

µαθηµατικό υπόβαθρο των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων και αναλύονται οι 

βασικοί παράµετροι του υπολογιστικού εργαλείου FlameMaster, που 

χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση αυτών στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης Z . Στην 

επόµενη ενότητα 5.2, παρουσιάζεται εν συντοµία η διαµόρφωση της εξίσωσης 

µεταφοράς ενός χηµικού στοιχείου i και το τελικό σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει 

στην περίπτωση χρησιµοποίησης της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης, σε συνδυασµό 

µε πινακοποιηµένη χηµεία, µε βάση των κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων 

στοιχείων. Η περιγραφή της πρότυπης γεωµετρίας αντικριστής δέσµης (Opposed Jet), 

που χρησιµοποιήθηκε για την επικύρωση των αποτελεσµάτων του υπολογιστικού 

εργαλείου FlameMaster, οι οριακές συνθήκες καθώς και το υπολογιστικό πλέγµα που 
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χρησιµοποιήθηκε στις προσοµοιώσεις αποτελούν αντικείµενο της παραγράφου 5.3. 

Εν συνεχεία στις ενότητες 5.4 και 5.5 παρουσιάζονται και αναλύονται εκτενώς τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν από την άµεση προσοµοίωση και τον κώδικα 

FlameMaster αντίστοιχα, ενώ η τελευταία παράγραφος του κεφαλαίου, η παράγραφος 

5.6, αφορά στα τελικά συµπεράσµατα που προέκυψαν από τη συνολική µελέτη της 

προσοµοίωσης της γεωµετρίας της πρότυπης αντικριστής δέσµης (Opposed Jet). 

 

5.1 Κώδικας επίλυσης εξισώσεων σταθερών φλογιδίων 

(FlameMaster) 
 

Τα µοντέλα φλογιδίων που χρησιµοποιούνται στην περίπτωση των φλογών διάχυσης 

έχουν αναπτυχθεί από τους [Peters - 1983, Peters - 1984]. Η βασική υπόθεση πάνω 

στην οποία στηρίζονται τα συγκεκριµένα µοντέλα είναι η εξής: Οι χηµικές χρονικές 

κλίµακες, στις οποίες λαµβάνουν χώρα οι διάφορες χηµικές αντιδράσεις είναι σχετικά 

µικρές, έτσι ώστε οι αντιδράσεις να πραγµατοποιούνται σε λεπτά στρώµατα, τα οποία 

έχουν µέγεθος µικρότερο από τις µικρότερες κλίµακες τύρβης και στα οποία 

επικρατούν στοιχειοµετρικές συνθήκες. Η παραπάνω διαπίστωση έχει 2 συνέπειες: 

1) Η δοµή της ζώνης αντίδρασης (reaction zone) παραµένει στρωτή και 

2) Η µεταφορά ενέργειας λόγω διάχυσης λαµβάνει χώρα σε διεύθυνση, η οποία είναι 

κάθετη στην επιφάνεια στοιχειοµετρικού µίγµατος. 

Με βάση την υπόθεση αυτή , όπως αναφέρθηκε και στο 4ο κεφάλαιο οι εξισώσεις 

µεταφοράς των χηµικών στοιχείων µπορούν να µετασχηµατιστούν στο χώρο του 

κλάσµατος ανάµιξης Z , µε το τελευταίο να αποτελεί τη µόνη ανεξάρτητη µεταβλητή. 

Το τελικό σύστηµα που προκύπτει αποτελεί ένα µονοδιάστατο σύστηµα εξισώσεων, η 

επίλυση του οποίου καθορίζει τη δοµή της φλόγας, καθόσον παρέχει το 

θερµοκρασιακό προφίλ και τις συγκεντρώσεις των χηµικών στοιχείων σα συνάρτηση 

του χρόνου t  και του κλάσµατος ανάµιξης Z  (εύρεση του ( ),T Z t  και ( ),iY Z t ). Η 

γενική εξίσωση του συστήµατος των εξισώσεων των φλογιδίων είναι: 
2

22
i i

i
Y Y
t Z

χρ ω ρ∂ ∂
= +

∂ ∂
        (5.1) 

όπου ρ  η πυκνότητα, iY  το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου i, Z  το κλάσµα 

ανάµιξης, iω  ο όρος χηµικής πηγής του χηµικού στοιχείου i και  
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2
i i

Z ZD
x x

χ
⎛ ⎞∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
         (5.2) 

ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης. Στην εξίσωση (5.2) το σύµβολο D , αποτελεί το 

συντελεστή διάχυσης του κλάσµατος ανάµιξης Z . 

Η εξίσωση (5.1) αποτελεί το σύστηµα των εξισώσεων των φλογιδίων, οι οποίες 

χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης. Στην 

παραπάνω εξίσωση ο µόνος όρος ο οποίος εξαρτάται από τις χωρικές συντεταγµένες 

είναι ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης χ , ο οποίος ελέγχει την ανάµιξη µεταξύ των 

διαφόρων στοιχείων. Εάν αυτός είναι γνωστός τότε είναι δυνατή η επίλυση των 

παραπάνω εξισώσεων για την τελική εύρεση του θερµοκρασιακού πεδίου και των 

συγκεντρώσεων των στοιχείων, σα συνάρτηση του κλάσµατος ανάµιξης Z  και του 

χρόνου t . Εάν στην εξίσωση (5.1) θεωρηθεί ότι η δοµή της φλόγας είναι σε µόνιµη 

κατάσταση (steady state), τότε είναι δυνατό να αγνοηθεί ο όρος του αριστερού 

µέλους αυτής, µε το τελικό σύστηµα που προκύπτει να αποτελεί το µοντέλο των 

σταθερών φλογιδίων: 
2

2 0
2

i
i

Y
Z

χω ρ ∂
+ =

∂
        (5.3) 

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή χρησιµοποιήθηκε το µοντέλο σταθερών 

φλογιδίων. Κύριος λόγος αποτέλεσε το µικρότερο υπολογιστικό κόστος, καθώς 

επίσης και το γεγονός ότι δεν µελετήθηκαν φαινόµενα ανύψωσης φλόγας (lift-off), 

σβησίµατος (extinction) ή επανάφλεξης (re-ignition), τα οποία είναι άρρηκτα 

συνδεδεµένα µε τη χρονική κατάσταση της φλόγας και δεν είναι δυνατό να 

προσοµοιωθούν µε το µοντέλο των σταθερών φλογιδίων. 

Ο κώδικας που χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση της εξίσωσης (5.3) ονοµάζεται 

FlameMaster και αναπτύχθηκε από τον ερευνητή Heinz Pitsch. Λόγος επιλογής του 

αποτέλεσε κυρίως η εµπορική του διαθεσιµότητα και η ευκολία στη χρήση του. Με 

βάση την εξίσωση (5.3) προκύπτει ότι η τελική λύση αυτής στο χώρο του κλάσµατος 

ανάµιξης Z , αποτελεί συνάρτηση του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης (scalar dissipation 

rate) χ  και των οριακών συνθηκών. Με βάση τα παραπάνω, εάν για µία δεδοµένη 

γεωµετρία καθοριστούν οι οριακές συνθήκες και ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης, ο 

οποίος εξαρτάται από την κλίση του κλάσµατος ανάµιξης (σχέση (5.2)), τότε είναι 

δυνατός ο εκ των υστέρων υπολογισµός διαφόρων λύσεων της εξίσωσης (5.3) και η 

δηµιουργία προϋπολογισµένων µεγεθών παραµετροποιηµένα µε το βαθµωτό ρυθµό 
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σκέδασης χ . Το τελικό αποτέλεσµα που προκύπτει είναι της µορφής ( ), stZ χΦ , 

όπου η µεταβλητή Φ , αντικατοπτρίζει οποιοδήποτε βαθµωτό µέγεθος από τις λύσεις 

των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων. 

Για την πιστοποίηση των αποτελεσµάτων του κώδικα FlameMaster επιλέχθηκε η 

πρότυπη γεωµετρία της αντικριστής δέσµης (opposed jet) µε καύσιµο H2 και 

οξειδωτικό αέρα, καθόσον οι λύσεις της συγκεκριµένης γεωµετρίας έχουν 

χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν [Ihme - 2005, Sheikhi - 2005], για τη µοντελοποίηση 

τυρβωδών φλογών διάχυσης. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν, συγκρίθηκαν µε 

αυτά άµεσων προσοµοιώσεων (DNS) µε βάση τον υπάρχοντα κώδικα. Αναλυτική 

περιγραφή του υπολογιστικού πλέγµατος και των οριακών συνθηκών που 

χρησιµοποιήθηκαν αναφέρονται στην ενότητα (5.3). 

 

5.2 ∆ιαµόρφωση της εξίσωσης µεταφοράς χηµικού στοιχείου 

i - Αδιαστατοποίηση - ∆ιακριτοποίηση - Τελικό σύστηµα 

εξισώσεων 
 

Για την επίλυση της χηµείας της αέριας φάσης µε τον υπάρχοντα κώδικα και τη 

χρησιµοποίηση της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης, πέραν της επίλυσης του ροϊκού 

πεδίου (εξισώσεις Navier-Stokes (2.2)) είναι επιπλέον απαραίτητη η επίλυση της 

εξίσωσης ενέργειας (2.3), καθώς επίσης και µία εξίσωση µεταφοράς για το κάθε 

χηµικό στοιχείο i, το οποίο συµµετέχει στο χηµικό µηχανισµό της καύσης. Η γενική 

εξίσωση µεταφοράς του κλάσµατοςµάζας iY  ενός χηµικού στοιχείου i, µπορεί να 

γραφεί ως εξής: 

( ) ( ) ( )i
i i i i

Y
uY VY

t
ρ

ρ ρ ω
∂

+∇⋅ = ∇ ⋅ +
∂

      (5.4) 

όπου t  είναι ο χρόνος, ρ  η πυκνότητα, iY  το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου i, 

u  το διάνυσµα της ταχύτητας, iV  το διάνυσµα της ταχύτητας διάχυσης (diffusion 

velocity) του χηµικού στοιχείου i και iω  ο χηµικός όρος πηγής του χηµικού στοιχείου 

i. Εάν για το διάνυσµα της ταχύτητας διάχυσης του χηµικού στοιχείου i, 

χρησιµοποιηθεί ο νόµος του Fick ισχύει ότι: 
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i
i i

i

YV D
Y
∇

=          (5.5) 

όπου iD  και iY  ο συντελεστής διάχυσης και το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου 

i αντίστοιχα. 

Εποµένως η εξίσωση (5.4) µε τη βοήθεια της (5.5) διαµορφώνεται στην: 

( ) ( )i i
i i i i

i

Y YuY D Y
t Y
ρ

ρ ρ ω
∂ ⎛ ⎞∇

+∇⋅ = ∇ ⋅ +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
     (5.6) 

( ) ( ) ( ) ( )i
i i i i i i

Y
Y u Y Y u D Y

t t
ρ

ρ ρ ρ ρ ω
∂ ∂

+ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +
∂ ∂

   (5.7) 

( ) ( )i
i i i i i

Y u Y Y u D Y
t t

ρρ ρ ρ ω∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ∇ ⋅ + +∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
   (5.8) 

( ) ( )i
i i i i

Y u Y D Y
t

ρ ρ ω∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = ∇⋅ ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
     (5.9) 

 

I. Αδιαστατοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς χηµικού στοιχείου i 

 

Για την αδιαστατοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς του χηµικού στοιχείου i είναι 

απαραίτητη η χρησιµοποίηση αδιάστατων µεγεθών και αριθµών. Τα µεγέθη που 

χρησιµοποιήθηκαν για την αδιαστατοποίηση είναι: L∞  µήκος, u∞  ταχύτητα, 

t L u∞ ∞ ∞=  χρόνος, ρ∞  πυκνότητα, D∞  συντελεστής διάχυσης. Ο δείκτης ∞  

αναφέρεται στην περιοχή της αδιατάρακτης ροής (far field region), ενώ το σύµβολο ^, 

όπου αναφέρεται στη συνέχεια συµβολίζει αδιάστατο µέγεθος.  

Με τη χρησιµοποίηση της εξίσωσης (5.1) και των προαναφερθέντων αδιάστατων 

µεγεθών προκύπτει ότι: 

( )1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ

i
i i i i

Y u u Y D D Y
tt L L L

ρρ ρρ ω∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂
+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (5.10) 

( ) ( )2

1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ
i

i i i i
Yu u Y D D Y

L t L
ρ ρ ρ ρ ω∞ ∞

∞ ∞
∞ ∞

∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
   (5.11) 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ
i

i i i i
Y D Lu Y D Y
t L u u

ρ ρ ω
ρ

∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
    (5.12) 

( ) ( )1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ
i

i i i i
Y Lu Y D Yu L vt u

v D

ρ ρ ω
ρ
∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
   (5.13) 
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( ) ( )1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ
ˆ Re
i

i i i i
Y Lu Y D Y
t Sc u

ρ ρ ω
ρ
∞

∞ ∞

∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
    (5.14) 

Οι αδιαστατοποιηµένοι αριθµοί Re και Sc είναι αντίστοιχα οι αριθµοί Reynolds και 

Schmidt: Re u L u Lρ
µ ν

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

= =  και vSc
D
∞

∞

=  

Για την περαιτέρω ανάλυση του χηµικού όρου πηγής iω , απαιτείται η γνώση του 

χηµικού µηχανισµού της καύσης του καυσίµου που επιλέγεται. Ο χηµικός 

µηχανισµός που χρησιµοποιήθηκε στη συγκεκριµένη διδακτορική διατριβή αναλύεται 

στην επόµενη παράγραφο (5.3). 

 

II. Χρονική διακριτοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς χηµικού στοιχείου i 

 

Η χωρική και χρονική διακριτοποίηση της εξίσωσης (5.14) µε βάση τον υπάρχοντα 

κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων είναι όµοια µε αυτή που 

παρουσιάστηκε στην ενότητα 2.6 και η τελική της µορφή περιγράφεται µαθηµατικά 

από τη σχέση: 

1 1 2 1

0 0

1
Re Pr

n J J
n qn q n n n

q q i i
q q

Lu DY
t u

ρ α ρ β ω
ρ

−+ − + + ∞

= = ∞ ∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Υ = − ⋅∇Υ + ∇ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∆ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑   

          (5.15) 

όπου ∆t το χρονικό βήµα της µεθόδου, αq και βq οι συντελεστές του explicit και 

implicit µέρους του J βαθµού του σχήµατος που χρησιµοποιείται. Στην παραπάνω 

εξίσωση έχει παραληφθεί ο δείκτης ^ για ευκολία στην ανάγνωση. Τονίζεται ότι όλα 

τα µεγέθη είναι αδιάστατα. 

Εποµένως το ολικό σύστηµα των εξισώσεων που πρέπει να επιλυθεί στην περίπτωση 

συµπιεστής ροής, στην οποία λαµβάνονται υπόψη φαινόµενα καύσης, αποτελείται 

από την εξίσωση της ενέργειας, η οποία αποτελείται µόνο από τη θερµική 

(λανθάνουσα - sensible) ενθαλπία ή τη θερµοκρασία (5.16), την καταστατική 

εξίσωση (5.17), την εξίσωση µεταφοράς των χηµικών στοιχείων (5.18), την εξίσωση 

επίλυσης του ροϊκού πεδίου (5.19), και τέλος την εξίσωση της κλίσης του ροϊκού 

πεδίου λόγω συµπιεστότητας (5.20). Η γενική µορφή αυτού είναι: 
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          (5.16) 
1 1 1n nTρ + + =          (5.17) 

1
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1
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q q i i
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          (5.18) 
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i in
i
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uT
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ρρ

+ + ∞
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⎧ ⎫
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⎩ ⎭
∑     (5.20) 

Όπου ∆t το χρονικό βήµα της µεθόδου, αq και βq οι συντελεστές του explicit και 

implicit µέρους του J βαθµού του σχήµατος που χρησιµοποιείται, o
ih  η ενθαλπία 

σχηµατισµού και Qn+1 ή “θερµική” κλίση (thermal divergence) του πεδίου ταχύτητας 

[Tomboulides - 1999]. Η πυκνότητα στο χρονικό βήµα n+1 υπολογίζεται από τη 

θερµοκρασία µέσω της καταστατικής εξίσωσης (5.17). Εν συνεχεία, µε τη γνωστή 

πυκνότητα υπολογίζεται το κλάσµα µάζας του κάθε χηµικού στοιχείου i από τη σχέση 

(5.18). Τέλος υπολογίζεται το πεδίο ταχυτήτων στο χρονικό βήµα n+1 µέσω της 

επίλυσης του συστήµατος των εξισώσεων (5.19) και (5.20). Η επίλυση επιτυγχάνεται 

µε τη χρησιµοποίηση ενός µικτού σχήµατος explicit - implicit υψηλού βαθµού 

χρονικής διακριτοποίησης, το οποίο αποδεσµεύει τη θερµοχηµεία από το πεδίο 

ταχυτήτων µε τέτοιο τρόπο ώστε να απλοποιείται η αριθµητική επίλυση αυτού, ενώ 

παράλληλα ελαχιστοποιεί τα σφάλµατα όσο αφορά στη διατήρηση της µάζας 

[Tomboulides - 1999]. 

 

5.3 Περιγραφή γεωµετρίας αντικριστής δέσµης (Opposed 

Jet) – Οριακές συνθήκες – Υπολογιστικό πλέγµα  
 

5.3.1 Περιγραφή γεωµετρίας αντικριστής δέσµης (Opposed Jet) 

 

Η αναλυτική γεωµετρία της αντικριστής δέσµης (Opposed Jet) απεικονίζεται στο 

σχήµα 5.1. Πρόκειται για µία δισδιάστατη γεωµετρία από την αριστερή πλευρά της 
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οποίας εισέρχεται διαµέσου κυλινδρικής διατοµής διαµέτρου jd  το καύσιµο, το οποίο 

είναι µίγµα H2, διαλυµένo µε N2. Το µήκος της γεωµετρίας κατά µήκος του άξονα y 

ορίστηκε ίσο µε 5 jd , µε σκοπό την αποφυγή οποιασδήποτε επίδρασης των οριακών 

συνθηκών εξόδου, στην υπολογιστική διαδικασία. Από τη δεξιά πλευρά της 

γεωµετρίας εισέρχεται µέσου ίδιας κυλινδρικής διατοµής jd  αέρας ως οξειδωτικό 

µέσο. Τα κλάσµατα µάζας των συστατικών του καύσιµου µίγµατος είναι 
2NY = 0.86 

και 
2HY = 0.14, ενώ τα αντίστοιχα του οξειδωτικού είναι 

2NY = 0.7671 και 
2OY = 

0.2329. 

Τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της συνολικής διάταξης έχουν αδιαστατοποιηθεί µε 

µήκος αναφοράς τη διάµετρο εισόδου του οξειδωτικού και του καύσιµου µίγµατος 

0.27jd cm= , ταχύτητα αναφοράς ju  ανάλογα µε τον επιθυµητό αριθµό Re, πίεση 

αναφοράς 1refp atm=  και θερµοκρασία αναφοράς 298refT K= . 

 
Σχήµα 5.1: ∆ιάταξη της γεωµετρίας της προς µελέτη αντικριστής δέσµης (Opposed Jet) και 

συνοριακές συνθήκες. 

 

Η σύσταση αναφοράς είναι η σύσταση εισόδου του αέρα στην δεξιά πλευρά της 

γεωµετρίας και είναι ίση µε 
2OY  = 0.2329 και 

2NY  = 0.7671 κατά µάζα. Στον πίνακα 

5.1 παρουσιάζονται οι περιπτώσεις που µελετήθηκαν µε βάση τον αριθµό 
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Re air j airu d v= , όπου airu  η ταχύτητα του οξειδωτικού µίγµατος, jd  η διάµετρος της 

δέσµης του οξειδωτικού µίγµατος και airv  το κινηµατικό ιξώδες του αέρα στη 

θερµοκρασία των 298K. Οι περιπτώσεις που προσοµοιώθηκαν µε βάση τον αριθµό 

Re που υπολογίστηκε αφορούν στρωτές ροές. 

Πίνακας 5.1: Ταχύτητα αναφοράς µε βάση τον αντίστοιχο επιθυµητό αριθµό Reynolds. 

Αριθµός Reynolds Ταχύτητα αναφοράς uair (cm/sec) 

100 58.283 

200 116.567 

300 174.851 

400 233.135 

500 291.419 

 

5.3.2 Οριακές συνθήκες - Παράµετροι 

 

Όσο αφορά στις οριακές συνθήκες, το προφίλ ταχύτητας εισόδου είναι παραβολικό 

τόσο για το µίγµα καυσίµου όσο και για το οξειδωτικό µε µέγιστη ταχύτητα στο 

κέντρο της διαµέτρου εισόδου της ροής, ίση µε 1 (αδιάστατη), ενώ στα τοιχώµατα της 

γεωµετρίας η ταχύτητα τέθηκε ίση µε το µηδέν. Στο κάτω µέρος της γεωµετρίας 

χρησιµοποιήθηκαν για όλες τις µεταβλητές συνθήκες αξονικής συµµετρίας, ενώ στην 

έξοδο (επάνω µέρος της γεωµετρίας), συνθήκες εξόδου Neumann. Η θερµοκρασία 

εισόδου του οξειδωτικού, του καύσιµου µίγµατος, καθώς και αυτή των τοιχωµάτων 

τέθηκε ίση µε τη θερµοκρασία αναφοράς 298K. Όσο αφορά στις συγκεντρώσεις των 

στοιχείων χρησιµοποιήθηκαν οριακές συνθήκες ροής (flux), στην είσοδο του 

καυσίµου µίγµατος και του οξειδωτικού και οριακές συνθήκες µηδενικής ροής, στα 

τοιχώµατα της γεωµετρίας. Ο λόγος που δεν χρησιµοποιήθηκαν συνθήκες Dirichlet 

για τα κλάσµατα µάζας του καύσιµου µίγµατος και του οξειδωτικού, αλλά συνθήκες 

ροής, οφείλεται στην προσπάθεια αποφυγής σφαλµάτων στις συγκεντρώσεις των 

χηµικών στοιχείων στην είσοδο της γεωµετρίας, λόγω των διαφορετικών 

συντελεστών διάχυσης αυτών. 

Ο µηχανισµός αναλυτικής καύσης που χρησιµοποιήθηκε για το Η2 βασίζεται στους 

Li, J., Zhao Z., Kazkov A. and Dryer F.L. - 2004 και αποτελείται από 9 χηµικά είδη 

(species). Μία διαγραµµατική αναπαράσταση, στην οποία αναφέρονται οι επιµέρους 
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αντιδράσεις οι οποίες πραγµατοποιούνται κατά τη διάρκεια καύσης του H2 

απεικονίζεται στον πίνακα 5.2. 

Πίνακας 5.2: Αναλυτικός µηχανισµός καύσης H2 µε βάση τους Li, J., Zhao, Z., Kazakov, A., and 

Dryer, F.L (2004). 

Αλυσιδωτές αντιδράσεις 
H2 και O2 

Αντιδράσεις 
αποσύνθεσης – 

διαχωρισµού H2 και O2 

Αντιδράσεις 
σχηµατισµού και 
καταστροφής HO2 

H+O2=O+OH 
O+H2=H+OH 

H2+OH=H2O+H 
O+H2O=OH+OH 

H2+M=H+H+M 
O+O+M=O2+M 
O+H+M=OH+M 

H+OH+M=H2O+M 

HO2+H=H2+O2 
HO2+H=OH+OH 
HO2+O=O2+OH 

HO2+OH=H2O+O2 
HO2+HO2=H2O2+O2 
HO2+HO2=H2O2+O2 

H2O2(+M)=OH+OH(+M) 
H2O2+H=H2O+OH 
H2O2+H=HO2+H2 
H2O2+O=OH+HO2 

H2O2+OH=HO2+H2O 

 

Το χρονικό βήµα της µεθόδου τέθηκε ίσο µε dt = 10-4 (αδιάστατο), λόγω της 

δυσκολίας που εισάγεται από την πολυπλοκότητα των φαινοµένων κατά τη διάρκεια 

της καύσης και της ακαµψίας (stiffness) που προκύπτει στο τελικό σύστηµα, εξαιτίας 

της ύπαρξης του χηµικού όρου πηγής. Το τελικό ολικό σύστηµα των εξισώσεων που 

επιλύεται στην περίπτωση αυτή αποτελείται από τις εξισώσεις (5.16) έως (5.20) που 

αναλύθηκαν στην ενότητα 5.2. Τα 9 βασικά στοιχεία, τα οποία επιλύονται µε τη 

χρησιµοποίηση της εξίσωσης (5.18) είναι τα ακόλουθα: H2, H, O, OH, O2, H2O, HO2, 

H2O2 και το αδρανές N2. 

 

5.3.3 Υπολογιστικό πλέγµα 

 

Το υπολογιστικό πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε για την εφαρµογή της µεθόδου 

άµεσης προσοµοίωσης αποτελείται από 712 πεπερασµένα στοιχεία µε βαθµό 

πολυωνύµων παρεµβολής N= 7 (σχήµα 5.3). 
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Σχήµα 5.3: Υπολογιστικό πλέγµα που χρησιµοποιήθηκε στην προσοµοίωση της πρότυπης γεωµετρίας 

δισδιάστατης αντικριστής δέσµης και λεπτοµέρειες αυτού σε σηµεία τοπικής πύκνωσης. Ο 

πολυωνυµικός βαθµός παρεµβολής είναι ίσος µε Ν = 7. 

 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα 5.3 η τοπική πύκνωση αφορούσε στις περιοχές κοντά 

στα τοιχώµατα και στα σηµεία παρουσίας της φλόγας και έγινε µε βάση την 

ταυτόχρονη ικανοποίηση υπολογιστικού κόστους, ακρίβειας και ταχύτητας των 

υπολογισµών. Για την ανάλυση ευαισθησίας της ανεξαρτησίας της τελικής λύσεως 

από το υπολογιστικό πλέγµα πραγµατοποιήθηκαν προσοµοιώσεις µε βαθµό 

πολυωνύµων παρεµβολής ίσο µε N = 7 έως 12.  

 

5.4 Αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης (Direct Numerical 

Simulation - DNS) 
 

Για την έναρξη της διεργασίας της καύσης έγιναν αρχικοί υπολογισµοί µε Re = 100, 

στους οποίους οι µεταβολές της θερµοκρασίας αγνοήθηκαν. Ο λόγος για τον οποίο 

έγινε κάτι τέτοιο αφορούσε στο γεγονός, ότι για την έναρξη της καύσης η ανάµιξη 

µεταξύ του καύσιµου µίγµατος και του οξειδωτικού θα πρέπει να βρίσκεται σε 

ικανοποιητικό επίπεδο, έτσι ώστε το µίγµα να είναι σε θέση να αναφλεγεί σε 

περίπτωση που οι συνθήκες πίεσης και θερµοκρασίας το επιτρέπουν 

(στοιχειοµετρικές συνθήκες). Εν συνεχεία το τελικό ροϊκό πεδίο της συγκεκριµένης 
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προσοµοίωσης, καθώς και εκείνο των 9 χηµικών στοιχείων και / ή ειδών (species), 

χρησιµοποιήθηκε σαν αρχικό πεδίο µέσα στο οποίο τοποθετήθηκε ένα σηµείο 

έναυσης (hot spot) κοντά στην περιοχή ανάµιξης του καύσιµου µίγµατος και του 

οξειδωτικού, το οποίο και αποτέλεσε την απαρχή για δηµιουργία της φλόγας. Ως 

αρχική θερµοκρασία έναυσης χρησιµοποιήθηκε η θερµοκρασία των 2000 K, η οποία 

είναι λίγο χαµηλότερη από την αδιαβατική θερµοκρασία καύσης του H2. Περίπου 30 

µε 50 αδιάστατες χρονικές µονάδες µετά από την έναυση της φλόγας, η ροή 

σταµατάει να µεταβάλλεται στο χρόνο και φτάνει σε µόνιµη κατάσταση. Για όλες τις 

υπόλοιπες προσοµοιώσεις καύσης, που αφορούσαν διαφορετικούς αριθµούς Re, σαν 

αρχική συνθήκη για την υπολογιστική επίλυση χρησιµοποιήθηκε το τελικό πεδίο από 

την προσοµοίωση µε Re = 100. 

Τα τελικά αποτελέσµατα αφορούσαν στην κατανοµή των διαφόρων µεταβλητών κατά 

µήκος του άξονα της αντικριστής δέσµης. Στο σχήµα 5.4 παρουσιάζεται η κατανοµή 

όλων των χηµικών στοιχείων που µετέχουν στο µηχανισµό της χηµικής εξίσωσης 

καύσης του H2 για την περίπτωση του αριθµού Re = 100, αφού η φλόγα φτάσει σε 

µόνιµη κατάσταση. 

Ζώνη ΑντίδρασηςΖώνη ∆ιάχυσης Ζώνη ∆ιάχυσηςΖώνη ΑντίδρασηςΖώνη ∆ιάχυσης Ζώνη ∆ιάχυσης  
Σχήµα 5.4: Μεταβολή του κλάσµατος µάζας των αντιδρώντων και προϊόντων της καύσης του H2 σε 

σχέση µε την κατά µήκος απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης για Re = 100. 
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Από την αριστερή πλευρά της δέσµης 1jx d = −  εισέρχεται καύσιµο µίγµα, το οποίο 

αποτελείται από 14% σε Η2 και 86% σε N2. Καθώς η απόσταση jx d  αυξάνεται το 

Η2 έρχεται σε επαφή µε το οξειδωτικό και µόλις επιτευχθούν κατάλληλες 

στοιχειοµέτρικές συνθήκες ξεκινά η καύση. Στη ζώνη αντίδρασης ( 0.25 0jx d− < < ), 

που απεικονίζεται στο σχήµα 5.4 η συγκέντρωση των προϊόντων της καύσης (H2O, 

OH, H2O2, HO2, H, O) αρχίζει να αυξάνει, ενώ η αντίστοιχη του Η2 και του O2 

µειώνεται καθόσον τα συγκεκριµένα στοιχεία καταναλώνονται για την παραγωγή των 

προϊόντων. 

Το µήκος της ζώνης αντίδρασης (reaction zone) που απεικονίζεται στο σχήµα 5.4 

καθορίστηκε µε βάση το θερµικό ρυθµό απαγωγής θερµότητας (Heat Release Rate – 

HRR), σε σχέση µε την κατάντη απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης jx d  

(σχήµα 5.5 – συνεχής κίτρινη καµπύλη). 

Ζώνη ΑντίδρασηςΖώνη ∆ιάχυσης Ζώνη ∆ιάχυσηςΖώνη ΑντίδρασηςΖώνη ∆ιάχυσης Ζώνη ∆ιάχυσης  
Σχήµα 5.5: Θερµικός ρυθµός απαγωγής θερµότητας (Heat Release Rate – HRR) και θερµοκρασιακό 

προφίλ σε σχέση µε την κατά µήκος απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης για διάφορους 

αριθµούς Re. 

 

Επιπλέον στο ίδιο σχήµα (5.5) απεικονίζεται η κατανοµή της θερµοκρασίας και του 

θερµικού ρυθµού απαγωγής θερµότητας κατά µήκος του άξονα της δέσµης για 

διάφορους αριθµούς Re. Με αύξηση του αριθµού Re παρατηρείται µία µετατόπιση 

της ζώνης αντίδρασης προς τα αριστερά (περιοχή καυσίµου), κάτι το οποίο οφείλεται 
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στην αυξηµένη διάταση (strain) της φλόγας, λόγω του µεγαλύτερου αριθµού Re. 

Αυξηµένος αριθµός Re συνεπάγεται µεγαλύτερη παροχή µάζας και αντίστοιχα ορµής 

από τα ακροφύσια εισαγωγής καυσίµου και οξειδωτικού µίγµατος µε τελικό 

αποτέλεσµα τη µετατόπιση της ζώνης αντίδρασης προς την πλευρά του οξειδωτικού 

και τη στένωση αυτής. 

1 

 
 Re = 100 

  
Re = 200 Re =300 

Σχήµα 5.6 (α): Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών του θερµοκρασιακού πεδίου αφού η φλόγα έχει φτάσει 

σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 100, 200, 300. Αρχική ολική γεωµετρία (πάνω αριστερά) και 

σηµείο στο οποίο γίνεται η µεγέθυνση (διακεκοµµένη κόκκινη γραµµή). 
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Μεγαλύτερη στένωση της φλόγας παρατηρείται για αριθµό Re = 500, ενώ η 

µικρότερη για Re = 100 (σχήµα 5.6 (α) και (β)). Επιπλέον ο µεγαλύτερος ρυθµός 

διάχυσης του Ο2 σε σχέση µε αυτό του Η2 συνηγορεί και εντείνει περισσότερο το 

φαινόµενο της µετατόπισης της ζώνης αντίδρασης προς την πλευρά του καυσίµου. 

Όσο αφορά στη µεταβολή της θερµοκρασίας κατά µήκος του άξονα της αντικριστής 

δέσµης jx d  (διακεκοµµένες καµπύλες στο σχήµα 5.5), η συµπεριφορά που 

παρατηρείται είναι όµοια µε την αναµενόµενη από τη θεωρία. Αύξηση του αριθµού 

Re προκαλεί µετατόπιση του θερµοκρασιακού προφίλ προς τα αριστερά (περιοχή 

καυσίµου), ενώ η µέγιστη θερµοκρασία που παρατηρείται σε κάθε περίπτωση 

µειώνεται. 

  
Re = 400 

 

Re = 500 

 

Σχήµα 5.6 (β): Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών του θερµοκρασιακού πεδίου αφού η φλόγα έχει φτάσει 

σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 400, 500. 
 

Για την καλύτερη κατανόηση της συγκεκριµένης συµπεριφοράς της φλόγας στο 

σχήµα 5.7 (α) απεικονίζεται ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης σε σχέση µε την κατάντη 

απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης για διάφορους αριθµούς Re. 
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Σχήµα 5.7 (α): βαθµωτός ρυθµός σκέδασης σε σχέση µε την κατάντη απόσταση του άξονα συµµετρίας 

της δέσµης για διάφορους αριθµούς Re. 

 

Το κλάσµα ανάµιξης Z υπολογίστηκε κατά τη διάρκεια της υπολογιστικής διεργασία 

µε βάση τον ορισµό του κατά Bilger από τη σχέση: 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2

22 4 3 221
2

2

air

air

OH O HO H OO OHH

H O H O OH HO H O O
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⋅
+

ΜΒ ΜΒ

 

          (5.21) 

Όπου Z  το κλάσµα ανάµιξης, iY Y το κλάσµα µάζας του χηµικού στοιχείου i και ΜΒ 

το αντίστοιχο µοριακό βάρος αυτού. Ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης υπολογίστηκε µε 

βάση τον ορισµό του από τον τύπο: 

2 Z ZD
x x

χ ∂ ∂⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
        (5.22) 

όπου χ  ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης, pD Cλ ρ=  ο συντελεστής διάχυσης, Z  το 

κλάσµα ανάµιξης και Z x∂ ∂  η κλίση του κλάσµατος ανάµιξης σε σχέση µε τις 

χωρικές συντεταγµένες. Επιπρόσθετα στα σχήµατα 5.7 (β) και 5.7 (γ) απεικονίζεται η 

µεταβολή του κλάσµατος ανάµιξης, κατά µήκος του άξονα συµµετρίας της 

αντικριστής δέσµης, καθώς επίσης και η µεταβολή του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης, 

σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z  για διάφορους αριθµούς Re. 
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Σχήµα 5.7 (β): Μεταβολή του κλάσµατος ανάµιξης κατά µήκος του άξονα συµµετρίας για διάφορους 

αριθµούς Re. 

 
Σχήµα 5.7 (γ): Μεταβολή του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z κατά 

µήκος του άξονα συµµετρίας για διάφορους αριθµούς Re. 
 

Αύξηση του αριθµού Re προκαλεί αύξηση της διάτασης της φλόγας (strain). 

∆εδοµένου ότι ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης (scalar dissipation rate) χ , έχει 

διαστάσεις αντίστροφου χρόνου (sec-1), όπως και η διάταση (strain) της φλόγας, η 

αύξηση αυτή του αριθµού Re, θα αντιστοιχεί σε αύξηση του βαθµωτού ρυθµού 
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σκέδασης (σχήµα 5.7 (α) και (γ)). Οι δύο κορυφές που παρουσιάζονται στο γράφηµα 

του σχήµατος 5.7 (α) και (γ) οφείλονται στη διαφορετική κλίση που παρουσιάζει το 

κλάσµα ανάµιξης Z  κατά µήκος του άξονα της δέσµης (σχήµα 5.7 (β)). Με βάση την 

εξίσωση ορισµού του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης, η κλίση του κλάσµατος ανάµιξης 

Z  αποτελεί µέτρο του µεγέθους του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης. Όπως φαίνεται και 

στο σχήµα 5.7 (β), το κλάσµα ανάµιξης παρουσιάζει απότοµες µεταβολές και / ή 

κλίσεις σε δύο σηµεία (διακεκοµµένοι µαύροι κύκλοι), στα οποία η ταχύτητα κατά 

τον άξονα x, έχει παρόµοια συµπεριφορά.  

   
Re = 100 Re = 200 Re =300 

  

 

Re = 400 Re = 500  

Σχήµα 5.8: Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών της συνιστώσας x του ροϊκού πεδίου, αφού η φλόγα έχει 

φτάσει σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 100, 200, 300, 400 και 500. 
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Η συµπεριφορά αυτή της µείωσης της µέγιστης θερµοκρασίας κατά µήκος του άξονα 

της γεωµετρίας της αντικριστής δέσµης µε αύξηση του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης 

απεικονίζεται και στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης Z, όπου το τελευταίο αποτελεί 

τη µόνη ανεξάρτητη µεταβλητή (σχήµα 5.9). 

χstχst

 
Σχήµα 5.9: Θερµοκρασιακή µεταβολή κατά µήκος του άξονα συµµετρίας της αντικριστής δέσµης σε 

σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z µε βάση τον ορισµό κατά Bilger. 
 

Παρέκκλιση από την προαναφερθείσα συµπεριφορά παρουσιάζεται στην περίπτωση 

στην οποία η καύση διεξάγεται µε αριθµό Re = 100 (συνεχόµενη µαύρη καµπύλη στο 

σχήµα 5.9 και διακεκοµµένη κίτρινη καµπύλη στο σχήµα 5.5). Για τόσο χαµηλούς 

αριθµούς Re, πέρα του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης χ , ο οποίος αποτελεί µία από τις 

βασικότερες παραµέτρους, η φλόγα δέχεται και άλλες επιδράσεις εξαιτίας της µορφής 

της. Όπως προκύπτει από το σχήµα 5.6 (β) παρατηρείται ότι η φλόγα που 

δηµιουργείται για Re = 100 έχει µεγάλο πάχος και βρίσκεται αρκετά κοντά στην 

περιοχή του κρύου ακροφυσίου και γενικότερα των τοιχωµάτων της γεωµετρίας, µε 

τελικό αποτέλεσµα, οι απώλειες θερµότητας λόγω συναγωγής να είναι πολύ 

υψηλότερες (σχήµα 5.5 - κίτρινη συνεχόµενη καµπύλη), εξαιτίας της µεγαλύτερης 

θερµοκρασιακής διαφοράς, σε σχέση µε αυτές που παρατηρούνται σε δοµές φλογών 

µε υψηλότερους αριθµούς Re (σχήµα 5.6 (β) και (γ) και καµπύλες σχήµατος 5.5). 

Τελικό αποτέλεσµα των παραπάνω αποτελεί η µικρότερη τιµή της µέγιστης 
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θερµοκρασίας στην περίπτωση του Re = 100, σε σχέση µε αυτή που παρουσιάζεται 

για Re =200 (διακεκοµµένη κόκκινη καµπύλη). 

Στα σχήµατα 5.10 (α) και (β) αναπαριστάται η µεταβολή του κλάσµατος µάζας των 

αντιδρώντων και προϊόντων του χηµικού µηχανισµού καύσης του H2 σε σχέση µε την 

κατά µήκος απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης για Re = 200, 300, 400, 500. 

 

 
Σχήµα 5.10 (α): Μεταβολή του κλάσµατος µάζας των αντιδρώντων και προϊόντων του χηµικού 

µηχανισµού καύσης του H2 σε σχέση µε την κατά µήκος απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης 

για Re = 200 και 300. 
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Σχήµα 5.10 (β): Μεταβολή του κλάσµατος µάζας των αντιδρώντων και προϊόντων του χηµικού 

µηχανισµού καύσης του H2 σε σχέση µε την κατά µήκος απόσταση του άξονα συµµετρίας της δέσµης 

για Re = 400 και 500. 

 

Το αντίστοιχο διάγραµµα για αριθµό Re = 100 παρουσιάστηκε προηγουµένως στο 

σχήµα 5.4. Από την παρατήρηση των σχηµάτων προκύπτει η µείωση της ζώνης 

αντίδρασης και η αύξηση των αντίστοιχων διάχυσης των αντιδρώντων συστατικών, 

τα οποία αποτελούν το καύσιµο µίγµα του H2 και N2 (αριστερό ακροφύσιο της 
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γεωµετρικής διάταξης) και το οξειδωτικό µίγµα του αέρα (δεξιό ακροφύσιο της 

γεωµετρικής διάταξης). 

Στη συνέχεια της ενότητας 5.4 παρουσιάζονται ποιοτικά διαγράµµατα ορισµένων 

προϊόντων της χηµικής αντίδρασης καύσης, στα οποία παρατηρείται η µείωση της 

ζώνης αντίδρασης µε αύξηση του αριθµού Re, συµπεριφορά η οποία παρατηρήθηκε 

και αναλύθηκε προηγουµένως. Στο σχήµα 5.11 παρουσιάζεται το πεδίο του 

κλάσµατος µάζας του OH για διάφορους αριθµούς Re, ενώ στα σχήµατα 5.12 και 

5.13 το αντίστοιχο του χηµικού στοιχείου O και H. 

   
Re = 100 Re = 200 Re =300 

  

 

Re = 400 Re = 500  
Σχήµα 5.11: Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών του πεδίου του κλάσµατος µάζας του χηµικού στοιχείου 

ΟΗ, αφού η φλόγα έχει φτάσει σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 100, 200, 300, 400 και 500. 
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Re = 100 Re = 200 Re =300 

 

 

Re = 400 Re = 500  
Σχήµα 5.12: Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών του πεδίου του κλάσµατος µάζας του χηµικού στοιχείου 

H, αφού η φλόγα έχει φτάσει σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 100, 200, 300, 400 και 500. 
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Re = 100 Re = 200 Re =300 

 

 

Re = 400 Re = 500  
Σχήµα 5.13: Μεγέθυνση ισοϋψών καµπυλών του πεδίου του κλάσµατος µάζας του χηµικού στοιχείου 

O, αφού η φλόγα έχει φτάσει σε µόνιµη κατάσταση για αριθµούς Re = 100, 200, 300, 400 και 500. 

 

Όπως προκύπτει από την παρατήρηση των σχηµάτων, µε αύξηση του αριθµού Re, η 

οποία µεταφράζεται σε αύξηση της διάτασης (strain) της φλόγας και του βαθµωτού 

ρυθµού σκέδασης, παρατηρείται µετατόπιση της δοµής της φλόγας προς τα αριστερά 

(περιοχή καυσίµου) µε ταυτόχρονη στένωση αυτής. 
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5.5 Σύγκριση αποτελεσµάτων άµεσης προσοµοίωσης µε τα 

αντίστοιχα του κώδικα FlameMaster στο χώρο του 

κλάσµατος ανάµιξης Z 

 

Η επίλυση των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων (εξίσωση 5.3) έγινε µε τη 

χρησιµοποίηση του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster. Όπως αναφέρθηκε και στην 

ενότητα 5.1 η τελική λύση αυτής στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης αποτελεί 

συνάρτηση του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης (scalar dissipation rate) χ  και των 

οριακών συνθηκών. Με βάση τα παραπάνω, εάν για µία δεδοµένη γεωµετρία 

καθοριστούν οι οριακές συνθήκες και ο βαθµωτός ρυθµός σκέδασης, ο οποίος 

εξαρτάται από την κλίση του κλάσµατος ανάµιξης (σχέση (5.2)), τότε είναι δυνατός ο 

εκ των υστέρων υπολογισµός διαφόρων λύσεων της εξίσωσης (5.3) και η δηµιουργία 

προϋπολογισµένων µεγεθών παραµετροποιηµένα µε το βαθµωτό ρυθµό σκέδασης χ . 

Το τελικό αποτέλεσµα που προκύπτει είναι της µορφής ( ), stZ χΦ , όπου η µεταβλητή 

Φ  αντικατοπτρίζει οποιοδήποτε βαθµωτό µέγεθος από τις λύσεις των εξισώσεων 

σταθερών φλογιδίων στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης.  

Η επίλυση των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων αφορούσε στην πρότυπη 

γεωµετρία αντικριστής δέσµης (Opposed Jet), στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης Z . 

Κύριες µεταβλητές που χρησιµοποιήθηκαν ως µεταβλητές σύγκρισης των 

αποτελεσµάτων µε τα αντίστοιχα της άµεσης προσοµοίωσης αποτέλεσαν τα 

κλάσµατα µάζας του καυσίµου H2, του οξειδωτικού O2, του παραγόµενου H2O και 

κυρίως της θερµοκρασίας. 

Όσο αφορά στις οριακές συνθήκες των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων, 

χρησιµοποιήθηκαν οι αντίστοιχες της άµεσης προσοµοίωσης. Συγκεκριµένα τα 

κλάσµατα µάζας του µίγµατος καυσίµου λήφθηκαν ίσα µε 
2

0.14HY =  και 
2

0.86NY = , 

ενώ τα αντίστοιχα του οξειδωτικού µε 
2

0.2329OY =  και 
2

0.7671NY = . Τόσο το ρεύµα 

του καυσίµου, όσο και αυτό του αέρα εισέρχονται στη γεωµετρία µε σταθερή 

θερµοκρασία 298K, ενώ ο χηµικός µηχανισµός καύσης του H2 είναι όµοιος µε αυτόν 

που χρησιµοποιήθηκε στην άµεση προσοµοίωση. Επιπλέον, παράµετρος εισόδου για 

την επίλυση των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων αποτελεί ο βαθµωτός ρυθµός 

σκέδασης χ . Η τιµή του επιλέχθηκε µε βάση την απαίτηση της ίδιας µέγιστης 
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θερµοκρασίας µεταξύ των δύο διαφορετικών προσοµοιώσεων (άµεσης προσοµοίωσης 

και επίλυση µε τον κώδικα FlameMaster). Στο σηµείο αυτό πρέπει να τονιστεί ότι οι 

αριθµοί Lewis για τα χηµικά στοιχεία του χηµικού µηχανισµού στην περίπτωση 

χρησιµοποίησης του κώδικα FlameMaster είναι ίσοι µε τη µονάδα. ∆ιαφορετικοί 

αριθµοί Lewis για τα διάφορα χηµικά στοιχεία είναι δυνατό να οριστούν στην 

περίπτωση επίλυσης των µεταβατικών εξισώσεων των φλογιδίων, κάτι το οποίο δεν 

µελετήθηκε στην παρούσα διδακτορική διατριβή, καθόσον όπως αναφέρθηκε δε 

µελετήθηκαν µεταβατικά φαινόµενα όπως, ανύψωση της φλόγας (lift-off), σβήσιµο 

(extinction) ή επανάφλεξης (re-ignition) αυτής. 

Στο σχήµα 5.14 παρουσιάζεται η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του 

κλάσµατος µάζας του H2, του O2 και του H2O σε συνάρτηση µε το κλάσµα ανάµιξης 

Z της µεθόδου άµεσης προσοµοίωσης (διακεκοµµένες καµπύλες) και των 

αντίστοιχων του κώδικα FlameMaster (συνεχής καµπύλες) για αριθµό Re = 100. 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158

Σχήµα 5.14: Κλάσµα µάζας Η2, Ο2 και Η2Ο σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 100 

µε βάση την άµεση προσοµοίωση (διακεκοµµένες καµπύλες) και τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού 

κώδικα FlameMaster (συνεχείς καµπύλες). 

 

Στα σχήµατα 5.15 και 5.16 παρουσιάζεται η αντίστοιχη σύγκριση που απεικονίζεται 

στο διάγραµµα του σχήµατος 5.14 για αριθµούς Re = 200, 300, 400 και 500. 
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ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158

 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158

Σχήµα 5.15: Κλάσµα µάζας Η2, Ο2 και Η2Ο σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 200 

(επάνω διάγραµµα) και για Re = 300 (κάτω διάγραµµα) µε βάση την άµεση προσοµοίωση 

(διακεκοµµένες καµπύλες) και τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster (συνεχείς 

καµπύλες). 
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ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158

 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158

Σχήµα 5.16: Κλάσµα µάζας Η2, Ο2 και Η2Ο σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 400 

(επάνω διάγραµµα) και για Re = 500 (κάτω διάγραµµα) µε βάση την άµεση προσοµοίωση 

(διακεκοµµένες καµπύλες) και τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster (συνεχείς 

καµπύλες). 
 

Η πρόβλεψη των κλασµάτων µάζας κρίνεται ικανοποιητική για τους διάφορους 

αριθµούς Re, οι οποίοι αντιστοιχούν στην ουσία σε διαφορετικούς βαθµωτούς 
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ανάµιξης χ , ιδιαίτερα για τα χηµικά στοιχεία του H2 και του O2. Όσο αφορά στην 

πρόβλεψη του κλάσµατος µάζας του H2O η διαφορά µεταξύ της πρόβλεψης της 

άµεσης προσοµοίωσης και του αποτελέσµατος του υπολογιστικού εργαλείου 

FlameMaster, για τιµές του κλάσµατος ανάµιξης Z µεγαλύτερες του 0.4 αποκλίνουν, 

χωρίς όµως ιδιαίτερα µεγάλες διαφορές τιµών. Ο λόγος αυτής της απόκλισης και της 

κυρτότητας που εµφανίζεται στην καµπύλη του κλάσµατος µάζας του H2O οφείλεται 

κυρίως στο γεγονός της χρησιµοποίησης σταθερών αριθµών Le = 1 στην περίπτωση 

χρησιµοποίησης του κώδικα FlameMaster και στην έλλειψη επιδράσεων της 

διαφορικής διάχυσης µεταφοράς (differential diffusion effects). Παρόµοια 

συµπεριφορά παρατηρείται και στην πρόβλεψη του θερµοκρασιακού προφίλ, το 

οποίο απεικονίζεται στα σχήµατα 5.16, 5.17 και 5.18. 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158
 

Σχήµα 5.16: Αδιάστατη θερµοκρασία σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 100 µε 

βάση την άµεση προσοµοίωση (διακεκοµµένη κόκκινη καµπύλη) και τα αποτελέσµατα του 

υπολογιστικού κώδικα FlameMaster (συνεχής µαύρη καµπύλη). 
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ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158
 

 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158
 

Σχήµα 5.17: Αδιάστατη θερµοκρασία σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 200 (επάνω 

διάγραµµα) και για Re = 300 (κάτω διάγραµµα) µε βάση την άµεση προσοµοίωση (διακεκοµµένη 

κόκκινη καµπύλη) και τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster (συνεχής µαύρη 

καµπύλη). 
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ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158
 

 

ZZstst = 0.158= 0.158ZZstst = 0.158= 0.158
 

Σχήµα 5.18: Αδιάστατη θερµοκρασία σε σχέση µε το κλάσµα ανάµιξης Z για αριθµό Re = 400 (επάνω 

διάγραµµα) και για Re = 500 (κάτω διάγραµµα) µε βάση την άµεση προσοµοίωση (διακεκοµµένη 

κόκκινη καµπύλη) και τα αποτελέσµατα του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster (συνεχής µαύρη 

καµπύλη). 
 

Η µέγιστη τιµή της θερµοκρασίας προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την επίλυση των 

εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων, ενώ παράλληλα δεν είναι δυνατή η πρόβλεψη 

της κυρτότητας της καµπύλης που παρουσιάζεται στην περίπτωση της άµεσης 
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προσοµοίωσης λόγω της θεώρησης αριθµών Le ίσων µε τη µονάδα και επιπρόσθετα 

της αµελητέας διαφορικής διάχυσης µεταφοράς. Η αδυναµία που παρουσιάζει το 

µοντέλο όσο αφορά στην πρόβλεψη της τιµής του κλάσµατος µάζας των µεταβλητών 

και της θερµοκρασίας, επιδέχεται διόρθωσης στα τελικά αποτελέσµατα σύζευξης του 

µοντέλου φλογιδίων µε τον κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων και τη 

µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών, µέσω της χρησιµοποίησης µίας συνάρτησης 

πιθανότητας [Steven van der Hoeven - 2007, Pitsch – 2005, Law - 2006], µε βάση την 

οποία καθορίζεται η τελική τιµή της φιλτραρισµένης µε βάση την πυκνότητα, 

µεταβλητής. Για το λόγο αυτό η µικρή απόκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων της 

άµεσης προσοµοίωσης και των αντίστοιχων που προέκυψαν µε τη χρησιµοποίηση του 

κώδικα FlameMaster δεν αποτελεί εµπόδιο στην περαιτέρω εφαρµογή και / ή σύζευξη 

του τελευταίου µε τον κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων.  

 

5.6 Συµπεράσµατα 
 

Στο παρόν κεφάλαιο µελετήθηκε η δυνατότητα επίλυσης του 2ου προβλήµατος το 

οποίο προκύπτει µε την εισαγωγή του κλάσµατος ανάµιξης στην περίπτωση επίλυσης 

τυρβωδών φλογών διάχυσης και αφορά στον καθορισµό της δοµής της φλόγας µέσω 

της επίλυσης των εξισώσεων των φλογιδίων. Για την αριθµητική λύση των 

τελευταίων στο χώρο του κλάσµατος ανάµιξης, χρησιµοποιήθηκε ο υπολογιστικός 

κώδικας FlameMaster, κύριο λόγο επιλογής του οποίου αποτέλεσε το γεγονός της 

εµπορικής του διαθεσιµότητας και της µικρής του απαίτησης σε υπολογιστική ισχύ.  

Επιπρόσθετα χρησιµοποιήθηκε το µοντέλο σταθερών φλογιδίων και όχι το γενικό 

µοντέλο των µεταβατικών φλογιδίων. Βασική αιτία είναι το µικρότερο υπολογιστικό 

κόστος του πρώτου, καθώς επίσης και το γεγονός ότι δεν µελετήθηκαν φαινόµενα 

ανύψωσης φλόγας (lift-off), σβησίµατος (extinction) ή επανάφλεξης (re-ignition), τα 

οποία είναι άρρηκτα συνδεδεµένα µε τη χρονική κατάσταση της φλόγας και δεν είναι 

δυνατό να προσοµοιωθούν µε το µοντέλο των σταθερών φλογιδίων 

Για την πιστοποίηση των αποτελεσµάτων του υπολογιστικού κώδικα FlameMaster, 

επιλέχθηκε η πρότυπη γεωµετρία της αντικριστής δέσµης (Opposed Jet) µε καύσιµο 

H2 διαλυµένο µε N2 και οξειδωτικό αέρα, καθόσον οι λύσεις της συγκεκριµένης 

γεωµετρίας έχουν χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν [Ihme - 2005, Sheikhi - 2005] για τη 

µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 
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συγκρίθηκαν µε αυτά άµεσων προσοµοιώσεων (Direct Numerical Simulation - DNS) 

µε τη χρησιµοποίηση αναλυτικής πινακοποιηµένης χηµείας που πραγµατοποιήθηκαν 

µε βάση τον υπάρχοντα διαθέσιµο κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. 

Η παραµετρική µελέτη έγινε µε τη χρησιµοποίηση 5 διαφορετικών αριθµών Re = 

100, 200, 300, 400 και 500, που αφορούν στη στρωτή ροή. Οι διαφορετικοί αριθµοί 

Re οδηγούν σε διαφορετικό βαθµωτό ρυθµό σκέδασης (scalar dissipation rate), ο 

οποίος αλλάζει τη δοµή της φλόγα και συγκεκριµένα προκαλεί στένωση αυτής. Ο 

αυξηµένος αριθµός Re έχει σαν αποτέλεσµα µεγαλύτερη παροχή µάζας και 

αντίστοιχα ορµής από τα ακροφύσια εισαγωγής καυσίµου και οξειδωτικού µίγµατος 

µε τελικό αποτέλεσµα τη µετατόπιση της ζώνης αντίδρασης προς την πλευρά του 

οξειδωτικού και τη στένωση αυτής. Μεγαλύτερη στένωση της φλόγας παρατηρείται 

για αριθµό Re = 500, ο οποίος αντιστοιχεί και στο µεγαλύτερο βαθµωτό ρυθµό 

σκέδασης, ενώ η µικρότερη για Re = 100.  

Επιπρόσθετα παρατηρήθηκε µείωση της µέγιστης θερµοκρασίας κατά µήκος του 

άξονα συµµετρίας της αντικριστής δέσµης, µε ταυτόχρονη αύξηση του αριθµού Re. 

Ο λόγος αυτής της συµπεριφοράς οφείλεται στο γεγονός ότι η µετάδοση θερµότητας 

λόγω συναγωγής από τις δύο πλευρές της φλόγας είναι µεγαλύτερη από το ρυθµό µε 

τον οποίο παράγεται θερµότητα µέσω της διεργασίας της καύσης, µε αποτέλεσµα η 

τελική θερµοκρασία να είναι µικρότερη. Περαιτέρω αύξηση του βαθµωτού ρυθµού 

σκέδασης χ, η οποία αντιστοιχεί σε µεγαλύτερους αριθµούς Re θα έχει σαν 

αποτέλεσµα την αδυναµία εξισορρόπησης µεταξύ του ρυθµού µετάδοσης θερµότητας 

λόγω συναγωγής και του αντίστοιχου λόγω της διεργασίας της καύσης, µε τελικό 

αποτέλεσµα το σβήσιµο της φλόγας. Παρέκκλιση από την προαναφερθείσα 

συµπεριφορά παρουσιάζεται στην περίπτωση στην οποία η καύση διεξάγεται µε 

αριθµό Re = 100. Με βάση τις προηγούµενες παρατηρήσεις θα ανέµενε κανείς η 

µέγιστη θερµοκρασία κατά µήκος του άξονα συµµετρίας της αντικριστής δέσµης για 

Re = 100 να είναι υψηλότερη σε σχέση την αντίστοιχη που προκύπτει για Re = 200. 

Ωστόσο η συµπεριφορά είναι τελείως αντίστροφη. Για τόσο χαµηλούς αριθµούς Re, 

πέρα του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης χ, ο οποίος αποτελεί µία από τις βασικότερες 

παραµέτρους, η φλόγα δέχεται και άλλες επιδράσεις εξαιτίας της µορφής της. Όπως 

προέκυψε από τις προσοµοιώσεις η δοµή της φλόγα που προκύπτει για Re = 100 έχει 

µεγάλο πάχος και βρίσκεται αρκετά κοντά στην περιοχή του κρύου ακροφυσίου και 

γενικότερα των τοιχωµάτων της γεωµετρίας, µε τελικό αποτέλεσµα οι απώλειες 

θερµότητας λόγω συναγωγής να είναι πολύ υψηλότερες λόγω της µεγαλύτερης 
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θερµοκρασιακής διαφοράς, σε σχέση µε αυτές που παρατηρούνται σε δοµές φλογών 

µε υψηλότερους αριθµούς Re. Τελικό αποτέλεσµα των παραπάνω αποτελεί η 

µικρότερη τιµή της µέγιστης θερµοκρασίας στην περίπτωση του Re = 100, σε σχέση 

µε αυτή που παρουσιάζεται για Re =200. 

Τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης διαµορφώθηκαν στο χώρο του 

κλάσµατος µάζας και συγκρίθηκαν µε αυτά του υπολογιστικού εργαλείου 

FlameMaster. Κύριες µεταβλητές που χρησιµοποιήθηκαν ως µεταβλητές σύγκρισης 

αποτέλεσαν τα κλάσµατα µάζας του καυσίµου H2, του οξειδωτικού O2, του 

παραγόµενου H2O και κυρίως της θερµοκρασίας. Η πρόβλεψη των κλασµάτων µάζας 

κρίνεται ικανοποιητική για τους διάφορους αριθµούς Re, οι οποίοι αντιστοιχούν στην 

ουσία σε διαφορετικούς βαθµωτούς ανάµιξης χ, ιδιαίτερα για τα χηµικά στοιχεία του 

H2 και του O2. Όσο αφορά στην πρόβλεψη του κλάσµατος µάζας του H2O η διαφορά 

µεταξύ της πρόβλεψης της άµεσης προσοµοίωσης και του αποτελέσµατος του 

υπολογιστικού εργαλείου FlameMaster για τιµές του κλάσµατος ανάµιξης Z 

µεγαλύτερες του 0.4 αποκλίνουν, χωρίς όµως ιδιαίτερα µεγάλες διαφορές τιµών. Ο 

λόγος αυτής της απόκλισης και της κυρτότητας που εµφανίζεται στην καµπύλη του 

κλάσµατος µάζας του H2O οφείλεται κυρίως στο γεγονός της χρησιµοποίησης 

σταθερών αριθµών Le = 1 στην περίπτωση χρησιµοποίησης του κώδικα FlameMaster 

και στην έλλειψη επιδράσεων της διαφορικής διάχυσης µεταφοράς (differential 

diffusion effects). Επιπλέον η µέγιστη τιµή της θερµοκρασίας προσεγγίζεται 

ικανοποιητικά από την επίλυση των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων, χωρίς όµως 

και σε αυτή την περίπτωση να είναι δυνατή η πρόβλεψη της κυρτότητας της 

καµπύλης που παρουσιάζεται στα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης για τον 

ίδιο λόγο που αναφέρθηκε παραπάνω. 

Η αδυναµία που παρουσιάζει το µοντέλο όσο αφορά στην πρόβλεψη της τιµής του 

κλάσµατος µάζας των µεταβλητών και της θερµοκρασίας, επιδέχεται διόρθωσης στα 

τελικά αποτελέσµατα σύζευξης του µοντέλου φλογιδίων µε τον κώδικα των 

φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων και τη µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών, 

µέσω της χρησιµοποίησης µίας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας [Steven -der 

Hoeven - 2007, Pitsch - 2005, Law - 2006], µε βάση την οποία καθορίζεται η τελική 

τιµή της φιλτραρισµένης µε βάση την πυκνότητα, µεταβλητής. Για το λόγο αυτό η 

µικρή απόκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων της άµεσης προσοµοίωσης και των 

αντίστοιχων που προέκυψαν µε τη χρησιµοποίηση του κώδικα FlameMaster δεν 
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αποτελεί εµπόδιο στην περαιτέρω εφαρµογή και / ή σύζευξη του τελευταίου µε τον 

κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. 
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Κεφάλαιο 6ο 
Γενικά Συµπεράσµατα 
 

Εισαγωγή 
 

Στο κεφάλαιο αυτό επιδιώκεται µία γενική περίληψη όλων των αποτελεσµάτων που 

επιτεύχθηκαν κατά τη διεξαγωγή της παρούσας διδακτορικής διατριβής. 

Συγκεκριµένα στην παράγραφο 6.1 αναλύονται περιληπτικά τα πιο ουσιώδη 

συµπεράσµατα που προέκυψαν από την έρευνα που πραγµατοποιήθηκε, καθώς 

επίσης και τα προβλήµατα που παρουσιάστηκαν κατά την εφαρµογή των διαφόρων 

µοντέλων και µεθόδων που χρησιµοποιήθηκαν. Στην ενότητα 6.2 αναφέρεται ο 

βαθµός ολοκλήρωσης και επίτευξης των αρχικών στόχων, ενώ παράλληλα δίνονται 

πιθανές κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα και περαιτέρω ανάλυση. 

 

6.1 Γενικά συµπεράσµατα  
 

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή προσοµοιώθηκαν τα χαρακτηριστικά ροής τύπου 

δέσµης (jet) µε τη βοήθεια της άµεσης προσοµοίωσης και της προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών µε τη χρήση δύο διαφορετικών µοντέλων, του µοντέλου 

προσεγγιστικής ανέλιξης και του µοντέλου Smagorinsky (κλασικό και δυναµικό). Ο 

βαθµός των πολυωνύµων παρεµβολής στην περίπτωση της άµεσης προσοµοίωσης 

ορίσθηκε ίσος µε 12, ενώ στην περίπτωση των µεγάλων δινών ίσος µε 8. Όσο αφορά 

στο µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης ADM χρησιµοποιήθηκαν τρεις διαφορετικές 

τιµές του συντελεστή του όρου χαλάρωσης ( 100,500,900uχ = ), ενώ για το µοντέλο 

Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs χρησιµοποιήθηκαν επίσης τρεις 

διαφορετικές τιµές αυτού (Cs = 0.1, 0.15 και 0.2). Τα στατιστικά αποτελέσµατα της 

έντασης της τύρβης στην ακτινική και αξονική συνιστώσα για το µοντέλο 

προσεγγιστικής ανέλιξης ADM συµφωνούν µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης µόνο 

µετά την µεταβατική περιοχή (x/D>20), ενώ στη µεταβατική περιοχή η διαφορά είναι 

της τάξης του 30%. Με το κλασσικό µοντέλο Smagorinsky µε συντελεστή Cs =0.2 τα 

αποτελέσµατα παρουσιάζονται αυξηµένα κατά 20% περίπου, σε όλο το µήκος της 
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δέσµης (jet). Η χρήση τριών διαφορετικών τιµών του όρου χαλάρωσης για το µοντέλο 

ADM δεν βελτίωσαν τα αποτελέσµατα, ενώ για το µοντέλο Smagorinsky η πρόβλεψη 

µε τους δύο διαφορετικούς συντελεστές Cs = 0.1 και 0.15 βελτιώθηκε αισθητά, µε τον 

πρώτο να δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα, τα οποία συµφωνούν αρκετά καλά µε 

αυτά της άµεσης προσοµοίωσης. Επιπλέον επιδιώχθηκε περαιτέρω βελτίωση του 

µοντέλου Smagorinsky µέσω της χρησιµοποίησης δυναµικού υπολογισµού του 

συντελεστή Cs. Τα στατιστικά αποτελέσµατα στην περίπτωση αυτή µείωσαν την 

υπερεκτίµηση της έντασης της τύρβης στη µεταβατική περιοχή της δέσµης, κάτι το 

οποίο δεν ήταν εφικτό µε τη χρησιµοποίηση του µοντέλου προσεγγιστικής ανέλιξης. 

Παρόλα αυτά η τελική συµφωνία των αποτελεσµάτων του δυναµικού µοντέλου 

Smagorinsky µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης κρίνεται ανεπαρκής σε σχέση µε 

αυτή του µοντέλου Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs = 0.1. Τα αποτελέσµατα 

του δυναµικού χαρακτήρα του µοντέλου βελτιώθηκαν σε µικρό βαθµό µε τη χρήση 

πέντε διαφορετικών µονοδιάστατων συναρτήσεων µεταφοράς, χωρίς όµως η τελική 

πρόβλεψη των αποτελεσµάτων να είναι ιδιαίτερα ικανοποιητική. Επιπρόσθετα η 

εύρεση ενός µέσου χρονικού όρου του δυναµικού συντελεστή Cd µέσω της ανάπτυξης 

του µοντέλου LDSM οδήγησε σε τελική κατάρρευση της υπολογιστικής διαδικασίας, 

παρόλο που τα αποτελέσµατα στις αρχικές 150 χρονικές µονάδες παρουσιάζουν 

ικανοποιητική συµφωνία µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης. Στον πίνακα που 

παρουσιάζεται στη συνέχεια εµφανίζεται συνοπτικά µία ποιοτική βαθµολογία των 

µοντέλων που χρησιµοποιήθηκαν στην περίπτωση της πρότυπης γεωµετρίας δέσµης 

(jet), όσο αφορά στην πρόβλεψη και συµφωνία των αποτελεσµάτων σε σχέση µε την 

άµεση προσοµοίωση για τις δύο περιοχές ενδιαφέροντος. Η βαθµολογία κυµαίνεται 

από 1 µέχρι 5 µαύρους κύκλους, µε 5 να είναι η καλύτερη συµφωνία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μελέτη φαινοµένων καύσης σε παράλληλα συστήµατα πολλαπλών επεξεργαστών 
 

 Γκατζούλης Β. Αθανάσιος 172

Γεωµετρία: Πρότυπη δέσµη οµοροής (Coflow Jet) 

Μοντέλο 
Κύρια περιοχή ενδιαφέροντος 

(µεταβατική περιοχή της δέσµης - 
8<x/D<15) 

∆ευτερεύουσα περιοχή 
ενδιαφέροντος (περιοχή 
οµοιότητας της δέσµης - 

x/D>30) 
ADM_χu = 100 •  • • • • •  

ADM_χu = 500 •  • • • • •  

ADM_χu = 900 •  • • • • •  

CSM_Cs = 0.1 • • • • •  • • • •  

CSM_Cs = 0.15 • • • •  • • •  

CSM_Cs = 0.2 •  • •  

DSM_v1 • • •  •  

DSM_v2 • • •  • •  

DSM_v3 • • •  •  

DSM_v4 • • •  •  

DSM_Inm • • •  • •  

 

Όσο αφορά στην υπολογιστική επίλυση της εξίσωσης µεταφορά του κλάσµατος 

ανάµιξης Z , διαπιστώθηκε ότι µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου προσοµοίωσης 

µεγάλων δινών όλα τα µοντέλα, τόσο το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό 

συντελεστή Cs, όσο και αυτό µε δυναµικό υπολογισµό του συντελεστή Cd 

υπερεκτιµούσαν και / ή υποεκτιµούσαν τις τιµές του κλάσµατος ανάµιξης, 

προβλέποντας γι αυτό τιµές µεγαλύτερες της µονάδος και µικρότερες του µηδενός. 

Το µοντέλο Smagorinsky µε σταθερό συντελεστή Cs = 0.2 παρουσίασε καλύτερη 

συµπεριφορά όσο αφορά στην πρόβλεψη των µέγιστων και ελάχιστων τιµών του 

κλάσµατος ανάµιξης, δίνοντας τη µικρότερη απόκλιση από της αντίστοιχες 

θεωρητικές 1 και 0. Αντίστοιχα το µοντέλο Smagorinsky µε Cs = 0.1, το οποίο έδωσε 

τα καλύτερα αποτελέσµατα στην επίλυση του ροϊκού πεδίου, παρουσίασε 

µεγαλύτερες αποκλίσεις από το 0 και το 1, γεγονός το οποίο οφείλεται στο µικρότερο 

χαρακτήρα σκέδασης του συγκεκριµένου µοντέλου. Τα δυναµικά µοντέλα που 

χρησιµοποιήθηκαν παρουσίασαν όµοια συµπεριφορά, ενώ οι αποκλίσεις από τη 

µέγιστη και ελάχιστη θεωρητική τιµή του κλάσµατος ανάµιξης Z  παρουσίασαν το 

ίδιο εύρος τιµών, το οποίο εξαρτάται από το µέγεθος της ενέργειας που αποκόπτει η 

χρησιµοποιούµενη κάθε φορά συνάρτηση πυρήνα του φίλτρου. 
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Για την εκτενέστερη µελέτη της συµπεριφοράς και των διακυµάνσεων του κλάσµατος 

ανάµιξης χρησιµοποιήθηκαν δύο επιπλέον διαφορετικές τιµές του βαθµού των 

πολυωνύµων παρεµβολής, 6 και 10. Στην περίπτωση χρησιµοποίησης του µικρότερου 

πολυωνυµικού βαθµού (6) οι αποκλίσεις και οι περιοχές εµφάνισης τιµών µικρότερων 

του µηδενός και µεγαλύτερων της µονάδος ήταν περισσότερες, σε σχέση µε τις 

αντίστοιχες που προκύπτουν από τη χρησιµοποίηση του µεγαλύτερου πολυωνυµικού 

βαθµού (10). 

Παράλληλα µε τα παραπάνω για να διαπιστωθεί εάν η γενεσιουργός αιτία της 

ανεπιθύµητης διακύµανσης του κλάσµατος ανάµιξης Z  είναι προϊόν του µηχανισµού 

της τύρβης, ο οποίος αυξάνει το διαχωρισµό των κλιµάκων και όλων των κλίσεων 

των µεγεθών, που σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας, διερευνήθηκε η επίδραση 

της γεννήτριας τύρβης στην είσοδο της γεωµετρίας. Για την επικύρωση της 

διαπίστωσης προέλευσης των διακυµάνσεων του κλάσµατος ανάµιξης Z , 

χρησιµοποιήθηκε ένα αρχικό πεδίο και η προσοµοίωση επαναλήφθηκε για 150 

χρονικές µονάδες, χωρίς την προσθήκη διακυµάνσεων στο προφίλ της ταχύτητας 

εισόδου. Παρατηρήθηκε ότι η ροή, λόγω της µη προσθήκης των διακυµάνσεων µετά 

από 150 χρονικές µονάδες έγινε στρωτή, ενώ παράλληλα οι αποκλίσεις του 

κλάσµατος ανάµιξης από το 0 και το 1 ήταν της τάξεως του O(10-3). Συµπερασµατικά 

λοιπόν θα µπορούσαµε να πούµε, ότι η γενεσιουργός αιτία για την αφύσικες τιµές του 

κλάσµατος ανάµιξης είναι η τύρβη, γεγονός το οποίο ενισχύεται ακόµη περισσότερο 

από τη χρησιµοποίηση των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων, µέθοδος η οποία 

αποτελεί µία από τις µεθόδους διακριτοποίησης µε πάρα πολύ µικρό αριθµητικό 

σφάλµα. 

Επιπλέον προσπάθειες µείωσης των µεγάλων θετικών και αρνητικών τιµών του 

κλάσµατος ανάµιξης Z  έγιναν µε τη χρησιµοποίηση µιας διαφορετικής διαδικασίας 

φιλτραρίσµατος, η οποία χρησιµοποιεί µία µονοδιάστατη συνάρτηση µεταφοράς, που 

δρα σαν ένα φίλτρο χαµηλών συχνοτήτων σε κάθε πεδίο για να εξαλείψει τις υψηλές 

πολυωνυµικές συχνότητες. Παράλληλα, κατασκευάστηκε και χρησιµοποιήθηκε ένα 

νέο πλέγµα το οποίο αποτελούνταν από 2024 φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία µε 4 

διαφορετικούς βαθµούς πολυωνύµων παρεµβολής (5, 7, 9 και 11) και µε µικρότερο 

µήκος 20 jL d= , για λόγους υπολογιστικού χρόνου και ισχύος. 

Η χρησιµοποίηση της εναλλακτικής µεθόδου προσοµοίωσης µεγάλων δινών, καθώς 

επίσης και της πύκνωσης του πλέγµατος σε σηµεία υψηλών διατµιτικών τάσεων και 
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κλίσεων ταχύτητας, εάν και προκάλεσε µείωση της εµφάνισης σηµείων στα οποία 

παρουσιάζονται τιµές του κλάσµατος ανάµιξης αρνητικές ή µεγαλύτερες της 

µονάδος, δεν βελτίωσε πολύ τα αποτελέσµατα. Υψηλές τιµές του κλάσµατος 

ανάµιξης παρέµειναν, στην µεταβατική κυρίως περιοχή της δέσµης, στην οποία ο 

µηχανισµός της τύρβης - ο οποίος αυξάνει το διαχωρισµό των κλιµάκων και όλων 

των κλίσεων των µεγεθών που σχετίζονται µε τη µεταφορά ενέργειας - είναι ιδιαίτερα 

ενεργός και όπως αποδείχθηκε αποτελεί τη γενεσιουργό αιτία της ανεπιθύµητης 

διακύµανσης του κλάσµατος ανάµιξης Z . 

Για τη δυνατότητα επίλυσης του 2ου προβλήµατος (κεφάλαιο 5), το οποίο προκύπτει 

µε την εισαγωγή του κλάσµατος ανάµιξης στην περίπτωση επίλυσης τυρβωδών 

φλογών διάχυσης και αφορά στον καθορισµό της δοµής της φλόγας µέσω της 

επίλυσης των εξισώσεων των φλογιδίων, χρησιµοποιήθηκε ο υπολογιστικός κώδικας 

FlameMaster, κύριο λόγο επιλογής του οποίου αποτέλεσε το γεγονός της εµπορικής 

του διαθεσιµότητας και της µικρής του απαίτησης σε υπολογιστική ισχύ.  

Επιπρόσθετα χρησιµοποιήθηκε το µοντέλο σταθερών φλογιδίων και όχι το γενικό 

µοντέλο των µεταβατικών φλογιδίων. Βασική αιτία είναι το µικρότερο υπολογιστικό 

κόστος του πρώτου, καθώς επίσης και το γεγονός ότι δεν µελετήθηκαν φαινόµενα 

ανύψωσης φλόγας (lift-off), σβησίµατος (extinction) ή επανάφλεξης (re-ignition), τα 

οποία είναι άρρηκτα συνδεδεµένα µε τη χρονική κατάσταση της φλόγας και δεν είναι 

δυνατό να προσοµοιωθούν µε το µοντέλο των σταθερών φλογιδίων 

Για την πιστοποίηση και στάθµιση των αποτελεσµάτων του υπολογιστικού κώδικα 

FlameMaster, επιλέχθηκε η πρότυπη γεωµετρία της αντικριστής δέσµης (Opposed 

Jet) µε καύσιµο H2 διαλυµένο µε N2 και οξειδωτικό αέρα, καθόσον οι λύσεις της 

συγκεκριµένης γεωµετρίας έχουν χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν για τη 

µοντελοποίηση τυρβωδών φλογών διάχυσης [Ihme - 2005, Sheikhi - 2005]. Τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν συγκρίθηκαν µε αυτά άµεσων προσοµοιώσεων (Direct 

Numerical Simulation - DNS) µε τη χρησιµοποίηση αναλυτικής πινακοποιηµένης 

χηµείας που πραγµατοποιήθηκαν µε βάση τον υπάρχοντα διαθέσιµο κώδικα των 

φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. Η παραµετρική µελέτη έγινε µε τη 

χρησιµοποίηση πέντε διαφορετικών αριθµών Re = 100, 200, 300, 400 και 500, που 

αφορούν στη στρωτή ροή. Οι διαφορετικοί αριθµοί Re οδηγούν σε διαφορετικό 

βαθµωτό ρυθµό σκέδασης (scalar dissipation rate), ο οποίος αλλάζει τη δοµή της 

φλόγας και συγκεκριµένα προκαλεί στένωση αυτής. Ο αυξηµένος αριθµός Re έχει 

σαν αποτέλεσµα µεγαλύτερη παροχή µάζας και αντίστοιχα ορµής από τα ακροφύσια 
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εισαγωγής καυσίµου και οξειδωτικού µίγµατος, µε τελικό αποτέλεσµα τη µετατόπιση 

της ζώνης αντίδρασης προς την πλευρά του οξειδωτικού και τη στένωση αυτής. 

Μεγαλύτερη στένωση της φλόγας παρατηρείται για αριθµό Re = 500, ο οποίος 

αντιστοιχεί και στο µεγαλύτερο βαθµωτό ρυθµό σκέδασης, ενώ η µικρότερη για Re = 

100.  

Επιπρόσθετα παρατηρήθηκε µείωση της µέγιστης θερµοκρασίας κατά µήκος του 

άξονα συµµετρίας της αντικριστής δέσµης, µε ταυτόχρονη αύξηση του αριθµού Re. 

Ο λόγος αυτής της συµπεριφοράς οφείλεται στο γεγονός, ότι η µετάδοση θερµότητας 

λόγω συναγωγής από τις δύο πλευρές της φλόγας, είναι µεγαλύτερη από το ρυθµό, µε 

τον οποίο παράγεται θερµότητα µέσω της διεργασίας της καύσης, µε αποτέλεσµα η 

τελική θερµοκρασία να είναι µικρότερη. Περαιτέρω αύξηση του βαθµωτού ρυθµού 

σκέδασης χ , η οποία αντιστοιχεί σε µεγαλύτερους αριθµούς Re θα έχει σαν 

αποτέλεσµα την αδυναµία εξισορρόπησης µεταξύ του ρυθµού µετάδοσης θερµότητας 

λόγω συναγωγής και του αντίστοιχου, λόγω της διεργασίας της καύσης, µε τελικό 

αποτέλεσµα το τελικό σβήσιµο της φλόγας. Παρέκκλιση από την προαναφερθείσα 

συµπεριφορά παρουσιάζεται στην περίπτωση στην οποία η καύση διεξάγεται µε 

αριθµό Re = 100. Με βάση τις προηγούµενες παρατηρήσεις θα ανέµενε κανείς η 

µέγιστη θερµοκρασία κατά µήκος του άξονα συµµετρίας της αντικριστής δέσµης για 

Re = 100 να είναι υψηλότερη σε σχέση την αντίστοιχη που προκύπτει για Re = 200. 

Ωστόσο η συµπεριφορά είναι τελείως αντίστροφη. Για τόσο χαµηλούς αριθµούς Re, 

πέρα του βαθµωτού ρυθµού σκέδασης χ , ο οποίος αποτελεί µία από τις βασικότερες 

παραµέτρους, η φλόγα δέχεται και άλλες επιδράσεις εξαιτίας της µορφής της. Όπως 

προέκυψε από τις προσοµοιώσεις η δοµή της φλόγας που προκύπτει για Re = 100 έχει 

µεγάλο πάχος και βρίσκεται αρκετά κοντά στην περιοχή του κρύου ακροφυσίου και 

γενικότερα των τοιχωµάτων της γεωµετρίας, µε τελικό αποτέλεσµα οι απώλειες 

θερµότητας λόγω συναγωγής να είναι πολύ υψηλότερες λόγω της µεγαλύτερης 

θερµοκρασιακής διαφοράς, σε σχέση µε αυτές που παρατηρούνται σε δοµές φλογών 

µε υψηλότερους αριθµούς Re. Τελικό αποτέλεσµα των παραπάνω αποτελεί η 

µικρότερη τιµή της µέγιστης θερµοκρασίας στην περίπτωση του Re = 100, σε σχέση 

µε αυτή που παρουσιάζεται για Re =200. 

Τα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης διαµορφώθηκαν στο χώρο του 

κλάσµατος µάζας και συγκρίθηκαν µε αυτά του υπολογιστικού εργαλείου 

FlameMaster. Κύριες µεταβλητές που χρησιµοποιήθηκαν ως µεταβλητές σύγκρισης 
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αποτέλεσαν τα κλάσµατα µάζας του καυσίµου H2, του οξειδωτικού O2, του 

παραγόµενου H2O και κυρίως της θερµοκρασίας. Η πρόβλεψη των κλασµάτων µάζας 

κρίνεται ικανοποιητική για τους διάφορους αριθµούς Re, οι οποίοι αντιστοιχούν στην 

ουσία σε διαφορετικούς βαθµωτούς ανάµιξης χ , ιδιαίτερα για τα χηµικά στοιχεία 

του H2 και του O2. Όσο αφορά στην πρόβλεψη του κλάσµατος µάζας του H2O η 

διαφορά µεταξύ της πρόβλεψης της άµεσης προσοµοίωσης και του αποτελέσµατος 

του υπολογιστικού εργαλείου FlameMaster για τιµές του κλάσµατος ανάµιξης Z  

µεγαλύτερες του 0.4 αποκλίνουν, χωρίς όµως ιδιαίτερα µεγάλες διαφορές τιµών. Ο 

λόγος αυτής της απόκλισης και της κυρτότητας που εµφανίζεται στην καµπύλη του 

κλάσµατος µάζας του H2O οφείλεται κυρίως στο γεγονός της χρησιµοποίησης 

σταθερών αριθµών Le = 1 στην περίπτωση χρησιµοποίησης του κώδικα FlameMaster 

και στην έλλειψη επιδράσεων της διαφορικής διάχυσης µεταφοράς (differential 

diffusion effects). Επιπλέον η µέγιστη τιµή της θερµοκρασίας προσεγγίζεται 

ικανοποιητικά από την επίλυση των εξισώσεων των σταθερών φλογιδίων, χωρίς όµως 

και σε αυτή την περίπτωση να είναι δυνατή η πρόβλεψη της κυρτότητας της 

καµπύλης που παρουσιάζεται στα αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης για τον 

ίδιο λόγο που αναφέρθηκε παραπάνω. 

Η αδυναµία που παρουσιάζει το µοντέλο όσο αφορά στην πρόβλεψη της τιµής του 

κλάσµατος µάζας, των µεταβλητών και της θερµοκρασίας, επιδέχεται διόρθωσης στα 

τελικά αποτελέσµατα σύζευξης του µοντέλου φλογιδίων µε τον κώδικα των 

φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων και τη µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών, 

µέσω της χρησιµοποίησης µίας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας, µε βάση την 

οποία καθορίζεται η τελική τιµή της φιλτραρισµένης µε βάση την πυκνότητα 

µεταβλητής. Για το λόγο αυτό η µικρή απόκλιση µεταξύ των αποτελεσµάτων της 

άµεσης προσοµοίωσης και των αντίστοιχων που προέκυψαν µε τη χρησιµοποίηση του 

κώδικα FlameMaster δεν αποτελεί εµπόδιο στην περαιτέρω εφαρµογή και / ή σύζευξη 

του τελευταίου µε τον κώδικα των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων. 

 
6.2 Στόχοι που επιτεύχθηκαν - Μελλοντική έρευνα 
 
Οι 3 αρχικοί στόχοι της διατριβής, οι οποίοι αναφέρθηκαν και στην ενότητα κίνητρο - 

στόχος - συνεισφορά στις σελίδες V και VI είναι: 

• Στόχος 1: Ανάπτυξη λογισµικού για να επεκταθεί ο ήδη υπάρχων κώδικας 

µε την εφαρµογή της µεθόδου «Προσοµοίωσης των Μεγάλων δινών» 
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(Large Eddy Simulation - LES) βασισµένη στη µέθοδο «Προσεγγιστικής 

Ανέλιξης» (Approximate Deconvolution Model - ADM) και αυτή του 

µοντέλου Smagorinsky (κλασσικό και δυναµικό). 

• Στόχος 2: Λεπτοµερή µελέτη και κατανόηση της φυσικής και αριθµητικής 

συµπεριφοράς του κλάσµατος ανάµιξης Z  (mixture fraction) µε τη 

µέθοδο προσοµοίωσης µεγάλων δινών και αυτή της άµεσης 

προσοµοίωσης. 

• Στόχος 3: Μελέτη της δυνατότητας σύζευξης του τελικού κώδικα που 

προέκυψε, µε ένα µοντέλο σταθερών φλογιδίων, το οποίο θα πιστοποιηθεί 

µε αποτελέσµατα άµεσης προσοµοίωσης, για τη µελέτη της χηµείας της 

αέριας φάσης. 

Όσο αφορά στον 1ο στόχο, η επέκταση του ήδη υπάρχων κώδικα µε την εφαρµογή 

της µεθόδου προσοµοίωσης των µεγάλων δινών βασισµένη στη µέθοδο 

προσεγγιστικής ανέλιξης, επιτεύχθηκε, χωρίς ωστόσο να δώσει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα σε σχέση µε αυτά της άµεσης προσοµοίωσης. Για το λόγο αυτό το 

µοντέλο προσεγγιστικής ανέλιξης αντικαταστάθηκε από το µοντέλο Smagorinsky 

(κλασσικό και δυναµικό). Ο κώδικας επεκτάθηκε έτσι ώστε να είναι σε θέση να 

επιλύει της εξισώσεις του ροϊκού πεδίου µε τη χρησιµοποίηση της µεθόδου 

προσοµοίωσης µεγάλων δινών, βασισµένη όµως στο µοντέλο Smagorinsky. Ο 2ος 

στόχος επιτεύχθηκε σε πλήρη βαθµό, καθόσον επιλύθηκε η εξίσωση µεταφοράς του 

κλάσµατος ανάµιξης, ενώ παράλληλα διερευνήθηκε και η συµπεριφορά του 

τελευταίου ανάλογα µε τη συνάρτηση µεταφοράς του πυρήνα του φίλτρου, στην 

περίπτωση του δυναµικού µοντέλου Smagorinsky, ή το συντελεστή Cs στην 

περίπτωση του κλασσικού µοντέλου Smagorinsky. Τέλος όσο αφορά στον 3ο στόχο, 

µε βάση τα συµπεράσµατα που προέκυψαν, η τελική σύζευξη του µοντέλου 

Smagorinsky και του µοντέλου των σταθερών φλογιδίων που επιλέχθηκε είναι 

εφικτή, εφόσον όµως εξαλείφουν οι διακυµάνσεις του κλάσµατος ανάµιξης Z, που 

έχουν τιµή µεγαλύτερη του 1 και µικρότερη του 0. Όπως διαπιστώθηκε, ενώ τα 

αποτελέσµατα της άµεσης προσοµοίωσης στρωτής φλόγας, όσο αφορά στη 

γεωµετρία της αντικριστής δέσµης βρίσκονται σε αρκετά καλή συµφωνία µε αυτά του 

µοντέλου των σταθερών φλογιδίων, ωστόσο οι µεγαλύτερες της µονάδος και οι 

µικρότερες του µηδενός τιµές που παρουσιάστηκαν για το κλάσµα ανάµιξης, 

αποτελούν αφύσικη συµπεριφορά και ταυτόχρονα δεν επιτρέπουν την άµεση σύζευξη 
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των µοντέλων. Οι διακυµάνσεις αυτές όπως διαπιστώθηκε από τη λεπτοµερή µελέτη 

που πραγµατοποιήθηκε στα πλαίσια του διδακτορικού, οφείλονται κυρίως σε 

αριθµητικά σφάλµατα λόγω της µη µονοτονικής συµπεριφοράς των µεθόδων υψηλής 

τάξης (όπως τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία) σε περιοχές µε απότοµες 

µεταβολές στα φυσικά µεγέθη όπως το κλάσµα ανάµιξης. Ωστόσο, η συγκεκριµένη 

µέθοδος υπολογιστικής διακριτοποίησης, που χρησιµοποιήθηκε κατά τη διάρκεια των 

προσοµοιώσεων, σχετίζεται µε τα φασµατικά πεπερασµένα στοιχεία και κρίνεται 

ιδιαίτερα ικανοποιητική όσο αφορά στο σφάλµα αριθµητικής διάχυσης, µε 

αποτέλεσµα να µην υπάρχουν σηµαντικά περιθώρια βελτίωσης σε αυτό τον τοµέα. 

Από την άλλη πλευρά, αποκοπή των τιµών, µεγαλύτερων της µονάδος ή µικρότερων 

του µηδενός κρίνεται ακατάλληλη από τη βιβλιογραφία και δεν δίνει σωστά 

αποτελέσµατα, καθώς αυτή επηρεάζει τη φυσική διεργασία µεταφοράς και διάχυσης 

του κλάσµατος µάζας, δεδοµένου ότι η αποκοπή τιµών και η επιβολή της ισότητας 

αυτών σε κάποια δεδοµένη τιµή, επιδρά αρνητικά και αφύσικα στη γενική εξίσωση 

µεταφοράς του. Χρησιµοποίηση της άµεσης προσοµοίωσης, χωρίς τη χρησιµοποίηση 

κάποιου µοντέλου έδωσε καλύτερα αποτελέσµατα µε τιµές, οι οποίες παρουσίασαν 

µικρότερες αποκλίσεις από τη µονάδα και το µηδέν. Όπως αποδείχθηκε από 

εκτεταµένες προσοµοιώσεις, η γενεσιουργός αιτία για την αφύσικη συµπεριφορά 

είναι η τύρβη, γεγονός το οποίο ενισχύεται ακόµη περισσότερο από τη 

χρησιµοποίηση των φασµατικών πεπερασµένων στοιχείων, µέθοδος η οποία αποτελεί 

µία από τις µεθόδους διακριτοποίησης µε πάρα πολύ µικρό αριθµητικό σφάλµα. Για 

τους λόγους που προαναφέρθηκαν και αναλύθηκαν διεξοδικά στο 4ο και 5ο κεφάλαιο 

της διατριβής, καθώς επίσης και για το γεγονός ότι η σύζευξη του µοντέλου των 

σταθερών φλογιδίων µε τον υπάρχοντα κώδικα, όσο αφορά στις µεταβολές 

πυκνότητας δεν είναι τόσο απλή λόγω του αριθµητικού θορύβου που προκύπτει από 

την πινακοποίηση της χηµείας και την επίδρασή της στη διατήρηση µάζας 

(divergence), δεν επιτεύχθηκε η τελική σύζευξη µεταξύ του µοντέλου φλογιδίων και 

του µοντέλου Smagorinsky. 

Μελλοντική έρευνα µπορεί να γίνει προς την κατεύθυνση µείωσης των διακυµάνσεων 

των τιµών του κλάσµατος ανάµιξης Z , µε τη χρησιµοποίηση µεθόδων διατήρησης 

µάζας (flux corrections techniques - FCT). Αποτέλεσµα τέτοιων µεθόδων, αποτελεί η 

φυσική αποφυγή ανεπιθύµητων τιµών, µεγαλύτερων της µονάδας και µικρότερων του 

µηδενός και όχι η αφύσικη αποκοπή αυτών, η οποία προξενεί εκτεταµένα αριθµητικά 

και υπολογιστικά προβλήµατα. 
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