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Περίληψη

Οι ρητοί αριθμοί αποτελούν ένα από τα πιο σημαντικά αντικείμενα στη διδασκαλία των
Μαθηματικών στην Πρωτοβάθμια Εκπαίδευση στα οποία μαθητές και εκπαιδευτικοί
συναντούν δυσκολίες. Οι εκπαιδευτικοί πρέπει να κατέχουν τις κατάλληλες Γνώσεις
Περιεχομένου (ΓΠ) και Παιδαγωγικές Γνώσεις Περιεχομένου (ΠΓΠ) προκειμένου να
διδάξουν αποτελεσματικά τους μαθητές τους. Ωστόσο, λίγα είναι αυτά που είναι γνωστά
για τη Γνώση Περιεχομένου (ΓΠ) και Παιδαγωγική Γνώση Περιεχομένου (ΠΓΠ) των
υποψηφίων δασκάλων  στους ρητούς αριθμούς, όσον αφορά τον ελληνικό χώρο. Έτσι,
σκοπός της έρευνας ήταν να μελετήσει τη ΓΠ και ΠΓΠ υποψηφίων δασκάλων στους
ρητούς αριθμούς καθώς και τη συσχέτιση αυτών. Για τη συλλογή  των δεδομένων
πραγματοποιήθηκαν ημι-δομημένες συνεντεύξεις  45 φοιτητών Παιδαγωγικού Τμήματος.
Τα αποτελέσματα έδειξαν ότι οι υποψήφιοι δάσκαλοι αντιμετωπίζουν δυσκολίες στους
ρητούς αριθμούς και ότι  η ΓΠ και η ΠΓΠ  αρκετών υποψηφίων δασκάλων είναι
περιορισμένες με σημαντικά κενά. Επιπλέον, φάνηκε μια θετική συσχέτιση μεταξύ των ΓΠ
και ΠΓΠ των φοιτητών.

Λέξεις κλειδιά: Ρητοί αριθμοί, Γνώση Περιεχομένου (ΓΠ) , Παιδαγωγική Γνώση
Περιεχομένου (ΠΓΠ), υποψήφιοι δάσκαλοι
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Abstract

Rational numbers are one of the most significant topics in the teaching of Mathematics in
Primary Education in which students and teachers find difficulties. Teacher should have
appropriate Content Knowledge (CK) and Pedagogical Content Knowledge (PCK) to be
able to teach their students effectively. However, few are aware about prospective
teacher’s Content Knowledge (CK) and Pedagogical Content Knowledge (PCK) on
rational numbers in Greece. Τherefore, the aim of this study was to investigate prospective
teacher’s CK and PCK on rational numbers as well as their correlation.  Semi- structured
interviews were taked from 45 primary teachers for the collection of the data of current
study. The results showed that prospective teachers have  difficulties in rational numbers
and CK and PCK are limited in some prospective teacher’s who   present significant
learning gaps Additionally, is revealed a positive correlation between teacher candidates’
CK and PCK.

Keywords: Rational numbers, Content Knowledge (CK), Pedagogical Content Knowledge
(PCK), prospective teachers
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1.Εισαγωγή

Έρευνες σε πολλές χώρες παρέχουν στοιχεία για την περιορισμένη κατανόηση και τις
δυσκολίες των μαθητών στους ρητούς αριθμούς (π.χ., Kerslake, 1986; Μack, 1990;
Streefland, 1991). Για τη διδασκαλία αυτού του σύνθετου και δύσκολου αντικειμένου , οι
(υποψήφιοι) δάσκαλοι πρέπει να έχουν επαρκή γνώση περιεχομένου (ΓΠ) (διαδικαστική
και εννοιολογική γνώση για τους ρητούς αριθμούς), όπως επίσης και την απαραίτητη
παιδαγωγική γνώση περιεχομένου (ΠΓΠ) (γνώση των δυσκολιών των μαθητών, των
παρανοήσεων και στρατηγικών διδασκαλίας για την πρόληψη και αντιμετώπιση
αυτών)(Shulman, 1986). Προηγούμενες έρευνες έδειξαν ότι οι γνώσεις των (υποψηφίων)
δασκάλων είναι ανεπαρκείς (π.χ. Depaepe et al., 2015; Tirosh, 2000; Τurnuklu &
Yesildere, 2007), εντούτοις, δεν έχει πραγματοποιηθεί παρόμοια συστηματική έρευνα για
τους Έλληνες δασκάλους.

Μετά την παρουσίαση των υπαρχουσών ερευνών για τη ΓΠ και ΠΓΠ
εκπαιδευτικών στα Μαθηματικά, τις δυσκολίες των μαθητών στους ρητούς αριθμούς και
τη ΓΠ και ΠΓΠ των εκπαιδευτικών συγκεκριμένα στους ρητούς αριθμούς, παρατίθενται τα
ερευνητικά ερωτήματα.  Στη συνέχεια, αναλύεται η μεθοδολογία της παρούσας έρευνας
και ακολουθούν τα αποτελέσματα που προκύπτουν από αυτή. Στη συζήτηση συνοψίζονται
τα κύρια ευρήματα της έρευνας και η σημασία αυτών σε θεωρητικό και πρακτικό επίπεδο.
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2.Θεωρητικό Πλαίσιο

2.1.Γνώση Περιεχομένου και Παιδαγωγική Γνώση Περιεχομένου των δασκάλων στα
Μαθηματικά

Είναι γενικά αποδεκτό ότι οι δεξιότητες και οι γνώσεις των δασκάλων  διαδραματίζουν
βασικό ρόλο για τη διδασκαλία, τη μάθηση και την πρόοδο των μαθητών. Η γνώση για την
διδασκαλία και η επαγγελματική γνώση αποτελούνται τουλάχιστον από δύο συστατικά:
Γνώση Περιεχομένου και Παιδαγωγική Γνώση Περιεχομένου (Shulman, 1987; National
Research Council, 2010). Κατά τις τελευταίες δεκαετίες, επιστήμονες απ’ όλο τον κόσμο
έχουν προσπαθήσει να περιγράψουν το πώς θα μπορούσαν να εντοπιστούν και να
αξιολογηθούν αυτά τα δύο συστατικά στην διδασκαλία των Μαθηματικών. (An, Kulm,
and Wu, 2004; Ball & Bass, 2000; Krauss, Baumert, & Blum, 2008).

Ο Lee Shulman, ένας από τους σημαντικότερους θεμελιωτές της έρευνας της
διδακτικής των Μαθηματικών, ήταν αυτός που αναφέρθηκε και ερεύνησε, για πρώτη
φορά, τη γνώση των εκπαιδευτικών για τη διδασκαλία των Μαθηματικών. Μαζί με τους
συνεργάτες του, διεξήγαγαν μια σειρά από έρευνες προκειμένου να αναδείξουν και να
προσδιορίσουν ποια είναι  τα απαραίτητα χαρακτηριστικά ενός  ικανού  δασκάλου καθώς
επίσης και ποιες οι διάφορες πτυχές που χαρακτηρίζουν μια αποτελεσματική διδασκαλία.
Μέσα από την δουλειά τους, ο Shulman και οι συνεργάτες του, έδωσαν ιδιαίτερη έμφαση
στον ρόλο που κατέχει το περιεχόμενο μιας διδασκαλίας και πρότειναν ότι μία υψηλής
ποιότητας διδασκαλία  απαιτεί εξελιγμένη επαγγελματική γνώση, η οποία περιλαμβάνει
σύνθετα θέματα και όχι μόνο την γνώση απλών κανόνων (π.χ. πόση ώρα πρέπει να
περιμένει ο δάσκαλος για  την απάντηση ενός μαθητή).   Έτσι, ο Shulman, μέσα από τις
μακροχρόνιες έρευνες του, ανέπτυξε μία τυπολογία για να αποδώσει τον κατάλληλο
χαρακτηρισμό και να προσδιορίσει εννοιολογικά την επαγγελματική γνώση για την
διδασκαλία (Shulman, 1987).
Συγκεκριμένα διέκρινε τις εξής επτά κατηγορίες :

 Γενικές παιδαγωγικές γνώσεις, οι οποίες αναφέρονται σε γενικές αρχές και στρατηγικές
διαχείρισης της τάξης και οργάνωσης.

 Γνώση των μαθητών και των χαρακτηριστικών τους.
 Γνώση των εκπαιδευτικών πλαισίων που ποικίλουν ανάλογα με την εργασία σε ομάδα ή

τάξη, την κυβέρνηση και την χρηματοδότηση των σχολικών περιφερειών, τον χαρακτήρα
της κοινωνίας και του πολιτισμού.

 Γνώση των  εκπαιδευτικών σκοπών, στόχων, αξιών και η φιλοσοφική και ιστορική βάση
τους.

 Γνώση περιεχομένου.
 Γνώση του αναλυτικού προγράμματος, των μέσων διδασκαλίας και των προγραμμάτων.
 Παιδαγωγική γνώση περιεχομένου, δηλαδή ο συνδυασμός του περιεχομένου με την

παιδαγωγική που αποτελεί προσωπική ευθύνη του δάσκαλου.
Η παραπάνω τυπολογία, με τις επτά κατηγορίες, τόνισε τη σημαντικότητα του

ρόλου της γνώσης περιεχομένου στο ευρύτερο πεδίο της  επαγγελματικής γνώσης για την
διδασκαλία. Οι πρώτες τέσσερεις κατηγορίες αναφέρονται σε γενικές διαστάσεις της
γνώσης του δασκάλου και αποτελούν τον  κορμό των σύγχρονων εκπαιδευτικών
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προγραμμάτων για τους εκπαιδευτικούς.   Ωστόσο, οι επόμενες τρεις κατηγορίες είναι πιο
σημαντικές, καθώς σύμφωνα με το Shulman, είναι αυτές που συγκροτούν το «παράδειγμα
που λείπει» από τις έρευνες για την διαδικασία της  διδασκαλίας.

Η πρώτη από τις τρεις σημαντικές κατηγορίες, η γνώση περιεχομένου,
περιλαμβάνει τη γνώση για το αντικείμενο, για παράδειγμα τα Μαθηματικά, και τις
οργανωτικές δομές του (Grossman, Wilson, & Shulman, 1989; Shulman, 1986, 1987;
Wilson, Shulman, & Richert, 1987). Επίσης, στην βιβλιογραφία αναφέρεται ότι η  ΓΠ
αναπαριστά την βαθιά  κατανόηση του αντικειμένου που διδάσκεται από τον δάσκαλο. Ο
Shulman, (1986, p.9) αναφερόμενος σε αυτήν την κατηγορία,  επισήμανε «ο δάσκαλος
πρέπει όχι μόνο να κατανοεί ότι κάτι είναι έτσι, αλλά  επιπλέον  να κατανοεί γιατί είναι
έτσι»

Η δεύτερη  κατηγορία, γνώση του αναλυτικού προγράμματος, «αντιπροσωπεύει τα
πλήρη προγράμματα που έχουν σχεδιαστεί για την διδασκαλία κάθε αντικειμένου και
θέματος,  τα ποικίλα διαθέσιμα εκπαιδευτικά υλικά και την περιγραφή όλων των
χαρακτηριστικών που λειτουργούν ως ενδείξεις και αντενδείξεις για τη χρήση του
συγκεκριμένου αναλυτικού προγράμματος» (Shulman, 1986, p.10).

Για την τρίτη κατηγορία, την παιδαγωγική γνώση περιεχομένου, ο Shulman την
ορίζει ως:

«…οι πιο χρήσιμες αναπαραστάσεις αυτών των ιδεών, οι πιο ισχυρές
αναλογίες (analogies), εικόνες, παραδείγματα, επεξηγήσεις και
παρουσιάσεις – με μία λέξη, οι πιο χρήσιμοι τρόποι αναπαράστασης και
διατύπωσης του μαθήματος οι οποίοι το καθιστούν κατανοητό στους
άλλους…. Η παιδαγωγική γνώση περιεχομένου, επίσης,  περιλαμβάνει
την κατανόηση του τι κάνει εύκολη ή δύσκολη τη μάθηση
συγκεκριμένων θεμάτων. Τις αντιλήψεις και τις προκαταλήψεις που
φέρνουν οι μαθητές διαφορετικών ηλικιών και υποβάθρων  στη μάθηση
θεμάτων και μαθημάτων που διδάσκονται συχνότερα.» (Shulman, 1986)

Δηλαδή, είναι η γνώση η οποία καθιστά τον δάσκαλο ικανό να κάνει κατανοητό το θέμα
που διδάσκει στους μαθητές .

Οι πρώτες αυτές ιδέες του Shulman βρήκαν μεγάλη απήχηση στον επιστημονικό
χώρο και το ενδιαφέρον πολλών ακαδημαϊκών ήταν άμεσο. Στις πρώτες δεκαετίες μετά
την παρουσίαση αυτών των ιδεών, τα άρθρα του Shulman αναφέρθηκαν σε πάνω από
1200 περιοδικά. Ωστόσο, το μεγαλύτερο ενδιαφέρον είχε επικεντρωθεί στην Παιδαγωγικό
Γνώση Περιεχομένου που αποτελεί το πιο σημαντικό συστατικό μιας διδασκαλίας. (Ball,
Thames & Phelps, 2008). Έτσι, ξεκίνησε η διεξαγωγή μίας σειράς ερευνών στον
ακαδημαϊκό χώρο, από διάφορους επιστήμονες παγκοσμίως  για την διερεύνηση αυτών
των πρώτων ιδεών που αναφέρονται  στη  διδακτική των μαθηματικών και στις γνώσεις
του εκπαιδευτικού.

Η Βall (2008) με τους συνεργάτες της, βασισμένοι στις έρευνες του Shulman,
διερεύνησαν την μαθηματική γνώση των δασκάλων για την διδασκαλία και το αντίκτυπο
της στην  ποιότητα της διδασκαλίας  και στις επιδόσεις των μαθητών. Μέσα από την
έρευνας τους, έδωσαν έναν στοιχειώδη ορισμό για τον όρο «μαθηματική γνώση για τη
διδασκαλία» ως  «την μαθηματική γνώση την οποία οι μαθητές πρέπει να έχουν στο
επάγγελμα τους ως δάσκαλοι των Μαθηματικών». Στην έρευνα τους δόθηκε ιδιαίτερη



7

έμφαση στο τι είδους περιεχόμενο πρέπει να γνωρίζουν οι δάσκαλοι για να διδάξουν.
Συγκεκριμένα,  επικεντρώθηκαν στα παρακάτω ερωτήματα: «Με ποιο τρόπο (πως) οι
δάσκαλοι πρέπει να γνωρίζουν το περιεχόμενο;», «Τι παραπάνω απ’ όσα διδάσκουν πρέπει
να γνωρίζουν οι δάσκαλοι στα μαθηματικά;» «Πότε πρέπει να χρησιμοποιούν αυτήν την
πρόσθετη γνώση στην πράξη;»

Για την πραγματοποίηση της έρευνας το πρόβλημα προσεγγίστηκε με δύο τρόπους:
Πρώτον, οι ερευνητές προέβησαν σε εκτενή ποιοτική ανάλυση μιας σειράς από βίντεο με
διδασκαλίες μαθηματικών. Δεύτερον, σχεδίασαν εργαλεία μέτρησης της  μαθηματικής
γνώσης για την διδασκαλία βασισμένοι στις υποθέσεις που διατυπώθηκαν στις ποιοτικές
τους έρευνες. Για την έρευνα σχεδιάστηκαν πέντε κατηγορίες που αναφέρονται στην
μαθηματική γνώση των δασκάλων. Σύμφωνα με αυτήν την τυπολογία, οι δύο πρώτες
κατηγορίες  σχετίζονται  με την Γνώση Περιεχομένου και οι τρεις με την Παιδαγωγική
Γνώση Περιεχομένου.  Οι δύο πρώτες είναι :

 Κοινή Γνώση Περιεχομένου
 Ειδική Γνώση Περιεχομένου

Οι επόμενες τρεις που αφορούν την Γνώση Παιδαγωγικού Περιεχομένου είναι:
 Γνώση Περιεχομένου και Μαθητών
 Γνώση Περιεχομένου και Διδασκαλίας
 Γνώση Προγράμματος Σπουδών.

Αρχικά, όσον αφορά την Κοινή Γνώση Περιεχομένου αναφέρεται σε απλές
απαραίτητες γνώσεις του δασκάλου όπως το να μπορεί να κάνει τους υπολογισμούς που
αναθέτει στους μαθητές του, να αναγνωρίζει αν υπάρχουν λάθη στις πράξεις των μαθητών,
να γνωρίζει με ακρίβεια τους ορισμούς και να χρησιμοποιεί σωστά τα σύμβολα και τους
όρους. Με λίγα λόγια, είναι η απαραίτητη γνώση του δασκάλου προκειμένου να είναι σε
θέση να  κάνει τη δουλειά που το έχει ανατεθεί. Η Ειδική Γνώση Περιεχομένου είναι
μαθηματική γνώση πέρα από αυτή που αναμένεται από κάθε μορφωμένο ενήλικα  και δεν
αφορά την γνώση των μαθητών ή γνώση της διδασκαλίας αλλά αναφέρεται σε
συγκεκριμένες μαθηματικές πηγές που απαιτούνται από πολλά καθήκοντα της
διδασκαλίας.

Η τρίτη κατηγορία, Γνώση Περιεχομένου και Μαθητών είναι αποτέλεσμα και
απορρέει από την εμπειρία ενός δασκάλου που ασχολείται και εξοικειώνεται με τους
μαθητές και τις σκέψεις αυτών. Για παράδειγμα, ο δάσκαλος να είναι ικανός να προβλέπει
το τι βρίσκουν οι μαθητές ενδιαφέρον και τι αποτελεί κίνητρο για αυτούς, το τι θα τους
φανεί εύκολο και απλό και τι δύσκολο και πολύπλοκο. Επιπλέον, να είναι σε θέση να
γνωρίζει τα πιθανά λάθη των μαθητών σε κάθε περίπτωση, να ακούει και να ερμηνεύει τις
αναδυόμενες και ελλιπείς σκέψεις των μαθητών.

Η Γνώση Περιεχομένου και Διδασκαλίας είναι η γνώση που συνδυάζει τη γνώση
για τη διδασκαλία και την γνώση μαθηματικών. Η γνώση Μαθηματικών αλληλοεπιδρά με
το σχεδιασμό της διδασκαλίας καθώς οι δάσκαλοι πρέπει να τοποθετήσουν σε μια
αλληλουχία την διδασκαλία, αποφασίζοντας με ποια παραδείγματα πρέπει να ξεκινήσει
και με ποια να προχωρήσει για να εμβαθύνει στο περιεχόμενο. Πρέπει, επίσης,  να
αξιολογήσουν τα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα των αναπαραστάσεων που
χρησιμοποιούν για μια συγκεκριμένα ιδέα. Κατά τη διάρκεια μιας συζήτησης στην τάξη,
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πρέπει να αποφασίσουν πότε να ρωτήσουν για περαιτέρω διευκρινήσεις, πότε να
χρησιμοποιήσουν μια παρατήρηση ενός μαθητής για να κάνουν μία υπόδειξη, και πότε να
κάνουν μια νέα ερώτηση για να προωθήσουν τη μάθηση. Κάθε ένα από τα παραπάνω
απαιτεί  την αλληλεπίδραση μεταξύ της κατανόησης ειδικών Μαθηματικών και την
κατανόηση παιδαγωγικών θεμάτων που επηρεάζουν την μάθηση.

Η Μαθηματική Γνώση, σύμφωνα με τους Βall et al. (2008), παρουσιάζεται ως ένα
κράμα όλων των παραπάνω ειδικών γνώσεων μέσα σε μια διδασκαλία, ενώ κατά την
διάρκεια ενός μαθήματος οι διαφορές που μπορεί να παρατηρήσει κανείς μεταξύ των
παραπάνω κατηγοριών είναι λεπτές.

Η μελέτη COACTIV (Professional Competence of Teachers, Cognitively
Activating Instruction, and the Development of Students’ Mathematical Literacy)   που
διεξήχθη στην Γερμανία από το 2003 μέχρι το 2004, διερεύνησε την επαγγελματική γνώση
εκπαιδευτικών δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης εξετάζοντας ένα εθνικά αντιπροσωπευτικό
δείγμα πρώτων τάξεων λυκείου (Grade 10) και των  αντίστοιχων καθηγητών
Μαθηματικών.(Baumert at al., 2010). Στόχος αυτή της μελέτης ήταν να εξεταστεί το
αντίκτυπο που έχουν η ΓΠ και η ΠΓΠ των εκπαιδευτικών στις επιδώσεις των μαθητών στο
μάθημα των Μαθηματικών. Για να επιτευχθεί ο στόχος της έρευνας, δημιουργήθηκε ένα
τεστ για να αποτιμηθεί η ΓΠ και η ΠΓΠ των εκπαιδευτικών  για την αριθμητική, την
άλγεβρα, την γεωμετρία, τις συναρτήσεις και τις πιθανότητες. Επίσης,
πραγματοποιήθηκαν συνεντεύξεις στους εκπαιδευτικούς που αφορούσαν τη διδασκαλία.
Τέλος, μελετήθηκαν οι επιδώσεις των μαθητών σε αυτό το χρονικό διάστημα.

Οι Baumert et al., (2010) οι οποίοι είναι μέλη της ομάδας COACTIV, μελέτησαν
τη σχέση μεταξύ των ΓΠ και ΠΓΠ ενεργών εκπαιδευτικών και την ποιότητα της
διδασκαλίας και της μάθησης.  Η ποιότητα της διδασκαλίας μετρήθηκε μέσα από
ερωτηματολόγια που απάντησαν οι μαθητές και μέσα από την μελέτη  μιας σειράς
εργασιών, ασκήσεων, καθηκόντων, τεστ και δοκιμασιών που έθεταν οι εκπαιδευτικοί
στους μαθητές κατά το σχολικό έτος. Ενώ τα αποτελέσματα της μάθησης μετρήθηκαν από
δύο τεστ που συμπλήρωσαν μαθητές, ένα στην αρχή της έρευνας και ένα στο τέλος.
Σύμφωνα με τα αποτελέσματα, οι ειδικές γνώσεις των εκπαιδευτικών για τα αντικείμενα
των Μαθηματικών συσχετίζονται με μια διδασκαλία υψηλής ποιότητας και μάθησης.
Επίσης, σε αντίθεση με άλλες έρευνες,  η COACTIV διέκρινε εμπειρικά και εννοιολογικά
την ΓΠ και την ΠΓΠ καθηγητών δευτεροβάθμιας εκπαίδευσής ως διαφορετικούς
παράγοντες. Ωστόσο, η ΠΓΠ ως ειδική μορφή της μαθηματικής γνώσης είναι αδιανόητη
χωρίς την επαρκή ΓΠ, αλλά δεν μπορεί να την υποκαταστήσει. Κάποιο έλλειμα στην ΓΠ
είναι εις βάρος της ΠΓΠ περιορίζοντας το πεδίο ανάπτυξης της μάθησης των μαθητών.
Από την άλλη πλευρά, η ΠΓΠ ορίζει σε μεγάλο βαθμό τη γνωστική δομή των ευκαιριών
μάθησης. Παρά το γεγονός ότι ο συνδυασμός των δύο αυτών μορφών γνώσης αποτελεί
προϋπόθεση για μια αποτελεσματική διδασκαλία, η ΠΓΠ του εκπαιδευτικού, σύμφωνα με
τα αποτελέσματα, έχει μεγαλύτερο και σημαντικότερο αντίκτυπο στις επιδόσεις των
μαθητών και στην ποιότητα της διδασκαλίας, ενώ η ΓΠ έχει χαμηλή προγνωστική δύναμη
για την πρόοδο των μαθητών.

Oι Kleickmann et al., (2013) διερεύνησαν και συνέκριναν την ΓΠ και την ΠΓΠ
τεσσάρων διαφορετικών πληθυσμών εκπαιδευτικών της Γερμανίας (τα δείγματα
προέρχονταν από το ερευνητικό πρόγραμμα COACTIV). Την πρώτη ομάδα αποτελούσαν
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117 υποψήφιοι δάσκαλοι-φοιτητές που βρίσκονταν στο  πρώτο έτος της εκπαίδευσης τους,
η δεύτερη ομάδα αποτελούνταν από 126 υποψήφιους δασκάλους-φοιτητές που βρίσκονταν
στο τέλος (3ο έτος) της εκπαίδευσης τους, η τρίτη από 539 υποψήφιους δασκάλους-
φοιτητές που επιτελούσαν την πρακτική άσκηση (18 -24 μήνες) και τέλος,  η τελευταία
ομάδα, από 198  έμπειρους δάσκαλους εν ενεργεία. Σημαντικός παράγοντας της
εκπαίδευσης των δασκάλων- φοιτητών  είναι το γεγονός ότι η εκπαίδευση στα
πανεπιστημιακά ιδρύματα διαφέρει για τους φοιτητές που προετοιμάζονται για να
διδάξουν σε σχολεία με «ακαδημαϊκά τμήματα» (9 εξάμηνα με έμφαση στη ΓΠ) από
αυτούς  που θα διδάξουν σε «μη ακαδημαϊκά τμήματα» (7 εξάμηνα με έμφαση στην ΠΓΠ
και στην παιδαγωγική). Στο δείγμα συμπεριλήφθηκαν και οι δύο παραπάνω τύποι
φοιτητών και δασκάλων. Οι δάσκαλοι κλήθηκαν να απαντήσου σε δύο τεστ· ένα για την
μαθηματική ΓΠ, με ερωτήσεις για την  αριθμητική, την άλγεβρα, τη γεωμετρία και τις
συναρτήσεις, και ένα για την ΠΓΠ με θέματα που αφορούσαν τρεις πτυχές: τους μαθητές,
την διδασκαλία και τις εργασίες. Κατά την διάρκεια των σπουδών (1ο έτος, 3ο έτος,
πρακτική άσκηση) παρουσίασαν ανάπτυξη και βελτίωση  στην ΓΠ, οι οποία όμως είναι
μεγαλύτερη σε αυτούς που προετοιμάζονταν για «ακαδημαϊκά τμήματα» σε σχέση με
αυτούς για «μη ακαδημαϊκά τμήματα»  Ενώ, οι δάσκαλοι εν ενεργεία φάνηκαν να έχουν
χειρότερες ή τις ίδιες επιδόσεις στη ΓΠ σε σχέση με τους δάσκαλους- φοιτητές που
βρίσκονταν  στο τέλος της εκπαίδευσης τους. Σε αντίθεση με τη ΓΠ, η βελτίωση που
παρουσιάστηκε στην ΠΓΠ  κατά τα τρία μελετώμενα στάδια  των σπουδών δεν διέφερε
στους δύο τύπους φοιτητών. Ωστόσο, οι δάσκαλοι που εργάζονταν σε σχολεία με
«ακαδημαϊκά τμήματα»  είχαν περισσότερο ανεπτυγμένη ΠΓΠ από αυτούς σε σχολεία με
«μη ακαδημαϊκά τμήματα».

Το ερευνητικό πρόγραμμα TEDS-M (Teacher Education and Development Study
in Mathematics) (Βlomeke & Kaiser, 2012; Senk et al, 2012)  είναι μία διακρατική και
συγκριτική έρευνα εκπαιδευτικών μαθηματικών πρωτοβάθμιας και δευτεροβάθμιας
εκπαίδευσης που εξετάστηκαν ως προς τις γνώσεις και την εκπαίδευση τους.
Συγκεκριμένα, το δείγμα εξετάστηκε ως προς τις δύο βασικότερες κατηγορίες γνώσεων
για τη διδασκαλία, τη ΓΠ και την ΠΓΠ. Η Μαθηματική Γνώση Περιεχομένου, σύμφωνα
με το θεωρητικό πλαίσιο του TEDS-M, συνίσταται από τέσσερεις τομείς: αριθμοί και
πράξεις, άλγεβρα και συναρτήσεις, γεωμετρία και μετρήσεις,  και (στατιστικά) δεδομένα
και πιθανότητες. Ενώ, η Μαθηματική Παιδαγωγική Γνώση Περιεχομένου  συνίσταται από
τρεις τομείς: γνώση του προγράμματος σπουδών (γνώση του σχολικού αναλυτικού
προγράμματος για τα Μαθηματικά, καθιέρωση κατάλληλων στόχων μάθησης, εντοπισμός
ιδεών- κλειδιών στα προγράμματα μάθησης), γνώση για τον σχεδιασμό της διδασκαλίας
και μάθησης Μαθηματικών (επιλογή κατάλληλων δραστηριοτήτων, πρόβλεψη
χαρακτηριστικών απαντήσεων μαθητών και παρανοήσεων, σχεδιασμός κατάλληλων
μεθόδων για την αναπαράσταση των ιδεών), εκτέλεση των μαθηματικών για την
διδασκαλία και την μάθηση (εξήγηση ή αναπαράσταση μαθηματικών εννοιών ή
διαδικασιών, διατύπωση καρποφόρων ερωτήσεων, ανάλυση και αξιολόγηση των
μαθηματικών λύσεων ή προτάσεων των μαθηματικών, ανταπόκριση σε απροσδόκητα
θέματα, παροχή κατάλληλης ανατροφοδότησης).

Για την εξέταση των εκπαιδευτικών του δείγματος δημιουργήθηκε ένα τεστ ΓΠ και
ΠΓΠ   σχεδιασμένο σύμφωνα με τους παραπάνω τομείς.  Βασισμένοι στα δεδομένα του



10

TEDS-M, η Senk και οι συνεργάτες της (2012),  ερεύνησε το επίπεδο και το βάθος της ΓΠ
και της ΠΓΠ των υποψηφίων δασκάλων καθώς και το πώς διαφοροποιείται η μαθηματική
γνώση μεταξύ των 17 συμμετεχόντων χωρών και των διαφορετικών εκπαιδευτικών
προγραμμάτων (τέσσερεις ομάδες προγραμμάτων: (γενικοί) εκπαιδευτικοί για μικρές
τάξεις της πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης, (γενικοί) εκπαιδευτικοί για την πρωτοβάθμια
εκπαίδευση, (γενικοί) εκπαιδευτικοί για την πρωτοβάθμια εκπαίδευση και τις μικρές
τάξεις δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης και ειδικοί εκπαιδευτικοί για Μαθηματικά της
πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης). Τα αποτελέσματα της έρευνας έδειξαν ότι η γνώση για την
διδασκαλία διαφέρει σημαντικά μεταξύ των ατόμων που βρίσκονται ακόμη και στην ίδια
χώρα, και ότι οι μελλοντικοί δάσκαλοι που εκπαιδεύονταν ως ειδικοί εκπαιδευτικοί
Μαθηματικών στην πρωτοβάθμια εκπαίδευση έτειναν να έχουν μεγαλύτερες επιδώσεις
στις μετρήσεις της  ΓΠ και  της ΠΓΠ σε σχέση με τους μελλοντικούς δασκάλους των
άλλων προγραμμάτων εκπαίδευσης. Συνεπώς, στηρίχτηκε η πρόταση ότι όσο μεγαλύτερη
είναι η ειδίκευση της εκπαίδευσης τόσο ανεπτυγμένο είναι το επίπεδο των ΓΠ και ΠΓΠ
των δασκάλων.

2.2. Δυσκολίες των μαθητών στους ρητούς αριθμούς

Η περιορισμένη κατανόηση των μαθητών  στον τομέα των ρητών αριθμών και οι
πολλαπλές δυσκολίες που αντιμετωπίζουν έχουν ερευνηθεί και έχουν αποδειχθεί  σε
πολλές χώρες (Clarke,  & Roche, 2009; Nunes, and Bryant., 2009; Mack, 1995; Stafylidou,
& Vosniadou, 2004; Vamvakousi, & Vosniadou, 2004; Zhou et al., 2006).

Τα τελευταία χρόνια παρουσιάζονται σύγχρονες θεωρίες σχετικά με τα αίτια των
δυσκολιών των μαθητών στους ρητούς αριθμούς. Μία από αυτές είναι η προνομιακή
θεωρία σύμφωνα με την οποία η ανάπτυξη των ακέραιων αριθμών κατέχει προνομιακή
θέση καθώς η  ανάπτυξη της γνώση των κλασμάτων και γενικά των ρητών αριθμών
βασίζεται στη γνώση των ακέραιων αριθμών. Αυτό  έχει ως αποτέλεσμα τελικά η μάθηση
των  ακέραιων να εμποδίζει τη μάθηση των ρητών αριθμών (Leslie, Gelman &
Gallistel,2008; Wynn, 2002). Οι υποστηρικτές αυτές της θεωρίας δηλώνουν ότι
εξειδικευμένοι μηχανισμοί μάθησης καθιστούν ευκολότερη τη μάθηση των ακέραιων
αριθμών απ’ ότι των κλασματικών ή άλλου τύπου αριθμών (Gelman & Williams, 1998;
Wynn, 2002).

Επίσης, μια παρόμοια προσέγγιση παρουσιάζεται από τις αναπτυξιακές θεωρίες και
τους υποστηρικτές της, όπως ο Geary (2006) o οποίος δηλώνει ότι οι ακέραιοι αριθμοί
είναι βιολογικά πρωτογενείς, ενώ τα κλάσματα είναι βιολογικά δευτερογενείς. Αυτός,
θεωρεί ότι οι περιορισμοί και οι μεροληψίες που κάνουν εύκολη τη μάθηση των ακεραίων
αριθμών (π.χ. ότι με την αρίθμηση καταλήγουμε σ΄ έναν μοναδικό πληθικό αριθμό)
αποτελούν εμπόδια για τη μάθηση των κλασμάτων.

Η τρίτη κατηγορία των προσεγγίσεων είναι αυτή των θεωριών εννοιολογικής
αλλαγής (Ni & Zhou, 2005; Vamvakousi & Vosniadou, 2004)  οι οποίες δίνουν
μεγαλύτερη έμφαση στην ανάπτυξη της γνώσης  κλασμάτων σε σύγκριση με τις
προνομιακές και αναπτυξιακές θεωρίες. Κύρια αιτία της δυσκολίας των μαθητών είναι η
διαφορά μεταξύ των βαθιά ριζωμένων προηγούμενων γνώσεων και εμπειριών σχετικά με
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τους φυσικούς αριθμούς και ορισμένα χαρακτηριστικά του συστήματος των ρητών
αριθμών που διαφέρουν από εκείνα του συστήματος των φυσικών (Vamvakoussi, Van
Dooren, & Verschaffel, 2012). Σύμφωνα με αυτές, η «μεροληψία των φυσικών αριθμών»,
που παρεμποδίζει τη μάθηση των ρητών αριθμών, αναφέρεται σε αυτά τα συστηματικά
λάθη που οφείλονται σε μία λάθος γενίκευση των προϋπάρχουσων γνώσεων για τους
φυσικούς αριθμούς. Ένα παράδειγμα της «μεροληψίας των φυσικών αριθμών» είναι η
λάθος υπόθεση ότι 2/5+ 3/4= 5/9, επειδή 2+3 ισούται με 5 και 5+4 με 9 (Depaepe et al.,
2014).

Από αποτελέσματα ερευνών συμπεραίνουμε ότι οι προϋπάρχουσες γνώσεις και
εμπειρίες των μαθητών με τους φυσικούς αριθμούς επηρεάζουν αρνητικά τον χειρισμό των
συμβόλων των ρητών αριθμών. Οι μαθητές χειρίζονται τα σύμβολα α/β ως δύο
ανεξάρτητους φυσικούς αριθμούς ή επικεντρώνονται στην προσθετική παρά στην
πολλαπλασιαστική έκφραση της σχέσης μεταξύ των α και β. Παράλληλα, παρατηρήθηκε
ότι θεωρούν πως όταν το δεκαδικός μέρος έχει περισσότερα ψηφία, είναι μεγαλύτερος ο
αριθμός  ή όταν οι όροι του κλάσματος είναι μεγάλοι αριθμοί, είναι μεγάλο και το κλάσμα.
(Kieren, 1993; Moskal & Magone, 2000; Lamon, 1999; Stafylidou & Vosniadou, 2004).

Oι Stafylidou & Vosniadou, (2004) διερεύνησαν την κατανόηση των κλασμάτων
σε Έλληνες μαθητές και παρατήρησαν ότι οι περισσότεροι μαθητές ηλικίας από 11 έως 13
ετών δεν χειρίζονταν τις γραπτές αναπαραστάσεις των κλασμάτων ως πολλαπλασιαστική
σχέση μεταξύ του αριθμητή και του παρονομαστή. Ενώ πολλοί νεότεροι μαθητές (10
ετών)  χειρίζονταν τον αριθμητή και τον παρονομαστή ως ανεξάρτητους αριθμούς.

Μία άλλη δυσκολία, που παρουσιάζεται στις έρευνες αλλά θα συναντήσει κάποιος
εκπαιδευτικός και στην πράξη, είναι ότι οι μαθητές χειρίζονται τα κλάσματα και τους
δεκαδικούς ως διαφορετικό είδος αριθμών και όχι ως εναλλασσόμενες αναπαραστάσεις
των ίδιων αριθμών (π.χ. O’ Connor, 2001; Vergnaud, 1997). Οι Markovits, & Sowder,
(1991) σε μια έρευνα τους σε μαθητές μέσης εκπαίδευσης βρήκαν ότι οι περισσότεροι
μαθητές δυσκολεύονταν στην κατανόηση της σχέσης μεταξύ δεκαδικών  και κλασματικών
αριθμών. Συγκεκριμένα, δυσκολεύονταν να ταξινομήσουν σε σειρά αριθμούς που
παρουσιάζονται με μορφή κλασμάτων και δεκαδικών και είτε τους ταξινομούσαν
ξεχωριστά είτε δήλωναν ότι αυτό δεν μπορεί να γίνει.

2.3.Γνώση περιεχομένου και παιδαγωγική γνώση περιεχομένου των δασκάλων στους
ρητούς αριθμούς

Για να αντιμετωπιστούν αυτές οι δυσκολίες είναι σημαντικό για τους δάσκαλους
που συναναστρέφονται καθημερινά με τους μαθητές και αποτελούν πηγή μάθησης, να
έχουν βαθιά ΓΠ και ΠΓΠ. Ωστόσο, οι περισσότερες έρευνες σε αυτό τον τομέα, δείχνουν
ότι η ΓΠ και η ΠΓΠ  των εκπαιδευτικών για τους ρητούς αριθμούς  είναι περιορισμένες.

Οι Turnuklu & Yelsidere (2007) ερεύνησαν την ΓΠ και ΠΓΠ 45 Τούρκων
υποψηφίων εκπαιδευτικών πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης που βρίσκονταν στο τελευταίο έτος
σπουδών. Για τη συλλογή των δεδομένων, οι ερευνητές διαμόρφωσαν 4 προβλήματα
ανοιχτού τύπου με απαντήσεις μαθητών  ώστε να αναδειχθούν οι προσεγγίσεις των
φοιτητών στη διδακτική των μαθηματικών σε θέματα όπως οι δεκαδικοί αριθμοί και τα
κλάσματα.  Αρχικά, οι φοιτητές έλυσαν τα προβλήματα (επιδόσεις στη ΓΠ) και στη
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συνέχεια ερμήνευσαν τις απαντήσεις των μαθητών και ανέλυσαν τις στρατηγικές
διδασκαλίας σε κάθε περίπτωση (επιδόσεις στη ΓΠΓ). Η ανάλυση των αποτελεσμάτων
έγινε βάσει προκαθορισμένων κριτηρίων, όπως κατανόηση των παρανοήσεων των
μαθητών, δημιουργία στρατηγικών για την αντιμετώπιση των λύσεων και διατύπωση
κατάλληλων ερωτήσεων για την ανάδειξη των παρανοήσεων. Τα αποτελέσματα έδειξαν
ότι οι υποψήφιοι δάσκαλοι δυσκολεύονται στο να ορίσουν τις παρανοήσεις των μαθητών
και να κατανοήσουν τα αίτια αυτών, ενώ οι διδακτικές προσεγγίσεις ήταν περισσότερο
διαδικαστικές (βασισμένες στους κανόνες ή στις διαδικασίες) και λιγότερο εννοιολογικές
(βασισμένες στην ανάπτυξη της διορατικότητας στις μαθηματικές σχέσεις). Επίσης, οι
ερευνητές συμπέραναν ότι η βαθιά γνώση περιεχομένου είναι απαραίτητη αλλά όχι
επαρκής για μια αποτελεσματική διδασκαλία.

Οι Depaepe et all., (2015) διεξήγαγαν μια συγκριτική έρευνα μεταξύ της ΓΠ και
ΠΓΠ υποψήφιων εκπαιδευτικών πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης και υποψήφιων
εκπαιδευτικών δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Οι στόχοι της έρευνας ήταν να αποδώσει και
να τεκμηριώσει τις ελλείψεις στην ΓΠ και ΠΓΠ των υποψηφίων δασκάλων για τους
ρητούς αριθμούς, να ορίσει το βαθμό συσχέτισης μεταξύ της ΓΠ και ΠΓΠ των δασκάλων
και να συγκρίνει τη ΓΠ και ΠΓΠ των υποψηφίων δασκάλων πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης
και των εκπαιδευτικών για τα μαθηματικά της δευτεροβάθμια εκπαίδευσης (που
εκπαιδεύονται ως ειδικοί μαθηματικοί καθηγητές). To δείγμα της έρευνας αποτέλεσαν
Βέλγοι φοιτητές που βρίσκονταν στο δεύτερο έτος της εκπαίδευσης τους και
συγκεκριμένα 158 υποψήφιοι εκπαιδευτικοί πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης και 34 υποψήφιοι
εκπαιδευτικοί δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης (για μαθητές ηλικίας 12-15 ετών). Για την
εξέταση της ΓΠ και ΠΓΠ των συμμετεχόντων, διαμορφώθηκε ένα τεστ με 48 ερωτήσεις το
οποίο χωρίστηκε σε δύο μικρότερα των 24 ερωτήσεων. Το κάθε τεστ απαρτιζόταν από 12
ερωτήσεις ΓΠ και 12 αντίστοιχες σχετικές ερωτήσεις ΠΓΠ. Οι ερωτήσεις ΓΠ έδιναν
έμφαση στην πυκνότητα και στις πράξεις κλασμάτων και δεκαδικών αριθμών ενώ οι ΠΓΠ
ερωτήσεις επικεντρώθηκαν στις παρανοήσεις των μαθητών και σε στρατηγικές
διδασκαλίας. Ως αποτελέσματα της έρευνας αυτής θεωρούνται τα εξής: Οι υποψήφιοι
εκπαιδευτικοί εμφάνισαν κενά στην ΓΠ και ΠΓΠ. Επιπλέον, συναντήθηκε η «μεροληψία
των φυσικών αριθμών» σε έναν σημαντικό αριθμό εκπαιδευτικών ενώ πολλοί διέθεταν
περιορισμένες γνώσεις για τις παρανοήσεις των μαθητών και για στρατηγικές
διδασκαλίας. Η πιθανότητα να λύσουν σωστά ένα αντικείμενο ΓΠ ήταν μεγαλύτερη από
το να λύσουν ένα αντικείμενο ΠΓΠ. Δηλαδή το να ήταν ικανός κάποιος να απαντήσει σε
μία ΓΠ ερώτηση δεν του έδινε απαραίτητα την δυνατότητα να λύσει μία ΠΓΠ, που
σημαίνει ότι η ΓΠ είναι αναγκαία αλλά όχι επαρκής συνθήκη για την ΠΓΠ. Τέλος, ο μέσος
όρος των επιδόσεων στη ΓΠ των υποψηφίων εκπαιδευτικών δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης
ήταν σημαντικά υψηλότερες από αυτές της πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης, ενώ δε συμβαίνει
το ίδιο στη ΓΠΓ όπου οι επιδόσεις των εκπαιδευτικών πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης ήταν
καλύτερες.

Η Tirosh (2000) μελέτησε τη ΓΠ και ΠΓΠ Ισραηλινών μελλοντικών εκπαιδευτικών
πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης στις διαιρέσεις κλασμάτων. Εκτός από τη γνώση του
αντικειμένου, δηλαδή την διαίρεση κλασμάτων, δόθηκε έμφαση στην παιδαγωγική γνώση
και σε θέματα όπως η γνώση των εκπαιδευτικών για την φύση και τις πιθανές πηγές των
συχνών παρανοήσεων των παιδιών. Τα αποτελέσματα, έδειξαν ότι οι υποψήφιοι δάσκαλοι
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είχαν σημαντικά προβλήματα στην ΠΓΠ και ότι ενώ γνώριζαν πώς να διαιρούν κλάσματα,
δεν μπορούσαν να εξηγήσουν την διαδικασία. Αναλυτικότερα, αρχικά η ερευνήτρια
παρατήρησε ότι οι περισσότεροι δάσκαλοι είχαν δυσκολίες στο να προβλέψουν λάθη
μαθητών και όταν μπορούσαν να προβλέψουν αναφέρονταν μόνο σε διαδικαστικά λάθη,
όπως λάθη στους αλγόριθμους. Στη συνέχεια, μετά από ειδική εκπαίδευση  στην διαίρεση
κλασματικών αριθμών, οι συμμετέχοντες παρουσίασαν καλύτερες επιδόσεις σε κάποια
θέματα όπως στο να αναγνωρίσουν ποικίλες πηγές των παρανοήσεων, όχι μόνο σε
διαδικαστικό  αλλά και σε εννοιολογικό επίπεδο (π.χ. η τάση των μαθητών να γενικεύουν
τις ιδιότητες των φυσικών αριθμών, όπως ότι το πηλίκο πρέπει να είναι μικρότερο από τον
διαιρετέο).

2.4. Παρούσα έρευνα

Οι περισσότερες έρευνες για την διδακτική των Μαθηματικών αναφέρονται στη
ΓΠ και ΠΓΠ των εκπαιδευτικών στον ευρύτερο τομέα των Μαθηματικών, καθώς
περιορισμένη είναι η διερεύνηση της γνώσης για τους ρητούς αριθμούς. Επιπλέον, στον
Ελληνικό χώρο ελάχιστες είναι οι έρευνες για τη ΓΠ και ΠΓΠ Μαθηματικών σε
εκπαιδευτικούς, ενώ δεν έχουν υπάρξει έρευνες που αναφέρονται σε μελλοντικούς εν
δυνάμει εκπαιδευτικούς. Έτσι, μέσα από την παρούσα έρευνα πραγματοποιείται μια
προσπάθεια προσέγγισης αυτών των θεμάτων στον Ελληνικό χώρο και συγκεκριμένα σε
μια Ελληνική Παιδαγωγική Σχολή (ΠΤΔΕ Φλώρινας).

Στόχος, της παρούσας έρευνας, είναι η διερεύνηση της ΓΠ και ΠΓΠ υποψηφίων
εκπαιδευτικών πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης στους ρητούς αριθμούς. Συγκεκριμένα, τα
ερευνητικά ερωτήματα που θέτει είναι τα εξής:

 Ποιο είναι το επίπεδο της Γνώσης Περιεχομένου των υποψηφίων δασκάλων στους
ρητούς αριθμούς;

 Ποιες είναι οι δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι υποψήφιοι δάσκαλοι στους ρητούς
αριθμούς;

 Ποιο είναι το επίπεδο της Παιδαγωγική Γνώση Περιεχομένου των υποψηφίων
δασκάλων στους ρητούς αριθμούς;

 Ποια η σχέση μεταξύ της Γνώσης Περιεχομένου και Παιδαγωγικής Γνώσης
Περιεχομένου και πως αλληλοεπηρεάζονται;

Σύμφωνα με προηγούμενες έρευνες (Depaepe et all., 2015; Tirosh, 2000; Turnuklu &
Yelsidere, 2007) είναι αναμενόμενο οι υποψήφιοι εκπαιδευτικοί να έχουν κενά και
περιορισμένη ΓΠ και ΠΓΠ στους ρητούς αριθμούς (υπόθεση 1). Επίσης, βασισμένοι σε
γενικές έρευνες μαθηματικών (Baumert et al. 2010) αναμένουμε τους μελλοντικούς
δασκάλους να έχουν καλύτερες επιδόσεις στη ΓΠ απ’ ότι στη ΠΓΠ (υπόθεση 2). Τέλος,
μελετώντας τα αποτελέσματα παρόμοιων ερευνών υποθέτουμε ότι υπάρχει μια θετική
συσχέτιση μεταξύ των ΓΠ και ΠΓΠ  των δασκάλων (υπόθεση 3).



14

3.Μέθοδος

3.1.Συμμετέχοντες

Οι συμμετέχοντες  της έρευνας αποτελούνταν από 45 υποψήφιους εκπαιδευτικούς
πρωτοβάθμιας εκπαίδευσης. Οι συμμετέχοντες φοιτητές  βρίσκονταν στο 4ο έτος σπουδών
το οποίο είναι και το τελευταίο έτος για την απόκτηση του αντίστοιχου πτυχίου. Όλοι οι
φοιτητές- εκπαιδευτικοί σπούδαζαν στο Παιδαγωγικό Τμήμα Δημοτικής Εκπαίδευσης
Φλώρινας του Πανεπιστημίου Δυτικής Μακεδονίας. Ο λόγος για τον οποίο επιλέχθηκαν
φοιτητές από το 4ο έτος είναι γιατί έχουν ολοκληρώσει το μεγαλύτερο φάσμα της
εκπαίδευσης τους ως δάσκαλοι με αποτέλεσμα να θεωρούνται έτοιμοι να διδάξουν και να
διαχειριστούν μια  τάξη δημοτικού σχολείου, συγκριτικά με φοιτητές άλλων ετών. Το
δείγμα της έρευνας επιλέχθηκε με τη μέθοδο της απλής τυχαίας δειγματοληψίας.

Από το συνολικό πληθυσμό των 45 φοιτητών, 12 (26,7%) ήταν άντρες και 33
(73,3%) γυναίκες. Επίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι 6 φοιτητές (13,3%) φοιτούσαν στο
πανεπιστήμιο  για την απόκτηση δεύτερου πτυχίου.

Σύμφωνα με το πρόγραμμα σπουδών του Παιδαγωγικού Τμήματος Δημοτικής
Εκπαίδευσης Φλώρινας οι φοιτητές παρακολουθούν μία σειρά από θεωρητικά και
εμπειρικά μαθήματα που αφορούν τα Μαθηματικά και τη διδακτική των Μαθηματικών.
Τα θεωρητικά μαθήματα  είναι τα εξής:

 Υ 308 Στοιχεία Αριθμητικής και θεωρίας αριθμών για εκπαιδευτικούς (1ο εξάμηνο)
 Υ 309 Στοιχεία Γεωμετρίας και Επίλυση Προβλημάτων (2ο εξάμηνο)
 Υ 301 Διδακτική των Μαθηματικών (4ο εξάμηνο)

Επίσης, στα πλαίσια των σπουδών τους οι φοιτητές συμμετέχουν στην πρακτική
άσκηση σε δημοτικά σχολεία μέσα από το πρόγραμμα της Διδακτικής Μεθοδολογίας και
Πρακτικής Άσκησης (Δι.ΜΕ.Π.Α) που αποτελείται από τρεις φάσεις (3ο -8ο εξάμηνο). Στο
πρόγραμμα αυτό, τα υποχρεωτικά μαθήματα που συνδέονται με τη διδακτική
Μαθηματικών είναι:

 Υ 404 Β’ Φάση: Διδακτική των Μαθηματικών (5ο εξάμηνο/6ο εξάμηνο)
 Υ407  Γ’ Φάση: Ανάληψη παιδαγωγικού- διδακτικού έργου επί δύο εβδομάδες με

θεωρητική προετοιμασία και ανατροφοδότηση (8ο εξάμηνο)
Εκτός από τα παραπάνω υποχρεωτικά μαθήματα, οι φοιτητές κατά την διάρκεια

των σπουδών τους μπορούν να παρακολουθήσουν κάποια από τα παρακάτω μαθήματα
επιλογής:

 YE 331 Κατασκευή εκπαιδευτικού υλικού και διδασκαλία μαθηματικών με τη
χρήση Πληροφορικής Τεχνολογίας

 ΥΕ 337 Ιστορία των Μαθηματικών και  Εκπαίδευση
Οι συμμετέχοντες της έρευνας είχαν παρακολουθήσει όλα τα υποχρεωτικά

μαθήματα με εξαίρεση το Υ 407, καθώς η έρευνα πραγματοποιήθηκε όταν αυτοί
βρίσκονταν στο τέλος του 7ου εξαμήνου.
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3.2.Μέσα συλλογής δεδομένων

Για τη συλλογή των δεδομένων δημιουργήθηκε ένα τεστ για τη μέτρηση των
επιδόσεων των δασκάλων στη ΓΠ και ΠΓΠ στους ρητούς αριθμούς. Έτσι, μέσα από την
πραγματοποίηση ατομικών ημι-δομημένων συνεντεύξεων οι φοιτητές εξετάστηκαν σε 15
ερωτήσεις. Ο συνολικός αριθμός των αντικειμένων ήταν 23 από τα οποία τα 18
αφορούσαν τη ΓΠ και τα 5 την ΠΓΠ στους ρητούς αριθμούς. Το τεστ περιλάμβανε
ερωτήσεις με κλάσματα, δεκαδικούς αριθμούς και ποσοστά που καλύπτουν διάφορες
υποκατηγορίες όπως παρουσιάζονται και στον πίνακα 1. Για την εγκυρότητα του
περιεχομένου των ερωτήσεων, τα αντικείμενα του τεστ διαμορφώθηκαν έτσι ώστε να
περιέχουν όλες τις αναπαραστάσεις των ρητών αριθμών (κλάσματα,  δεκαδικοί αριθμοί,
ποσοστά) και διάφορες πλευρές του περιεχομένου των ρητών αριθμών (πυκνότητα των
ρητών αριθμών ή πράξεις με ρητούς αριθμούς).

Όπως παρουσιάζεται παρακάτω στον πίνακα 1 υπήρχαν 5 ερωτήσεις ΓΠ σχετικές
με τη γνώση κανόνων και αλγόριθμων που στόχευαν στην μέτρηση της διαδικαστικής
γνώσης των υποψηφίων εκπαιδευτικών. Συγκεκριμένα, οι ερωτήσεις αυτές ήταν:

 ΠΚΑ: Υπολογίστε την πράξη: 3/4-1/4
 ΠΚΔ: Υπολογίστε την πράξη: 3:0,5
 ΠΚΠ: Υπολογίστε την πράξη: 4x3/4
 ΛΠΔΚ: Η Κορίνα έχει ένα κορδόνι μήκους 3/4 του μέτρου. Το χώρισε σε κομμάτια

που το κάθε ένα έχει μήκος 1/8 του μέτρου. Σε πόσα κομμάτια το χώρισε;
 ΛΠΠΚ : Ο Κώστας αγόρασε 3/4 του κιλού κρέας. Χρησιμοποίησε το 1/3 του

κρέατος για να φτιάξει γιουβαρλάκια. Πόσα κιλά κρέας χρησιμοποίησε;

Επιπλέον, υπήρχαν 13 ερωτήσεις που δείχνουν την αίσθηση του αριθμού και
αναφέρονται στην εννοιολογική γνώση των υποψηφίων δασκάλων. Συγκεκριμένα αυτές οι
ερωτήσεις ήταν:
 ΣΚΟ: Συγκρίνετε τα κλάσματα, ποιο είναι μεγαλύτερο; 3/8 & 7/8
 ΣΚΑ: Συγκρίνετε τα κλάσματα, ποιο είναι μεγαλύτερο; 2/4 & 4/2
 ΣΚΜ: Συγκρίνετε τα κλάσματα, ποιο είναι μεγαλύτερο; 1/2 & 5/8
 ΣΚΕ: Συγκρίνετε τα κλάσματα, ποιο είναι μεγαλύτερο; 3/7 & 5/8
 ΜΚ1: Τι θα συμβεί στο 9/8 αν ο αριθμητής τριπλασιαστεί και ο παρανομαστείς

διαιρεθεί με το 4;
 ΜΚ2: Πόσες φορές;
 ΑΚ1: Τοποθετήστε το κλάσμα 3/4 στην αριθμογραμμή.
 ΑΚ2: Τοποθετήστε το κλάσμα 3/8 στην αριθμογραμμή.
 ΠΠ1: Βρείτε το 150% του 12.
 ΠΠ2: Βρείτε το 90% του 40.
 ΛΠΚ: Βρείτε ένα κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1.
 ΛΑΚ: Σκιάστε το 1/4 των 5 κύκλων.
 ΛΤΔ: Ταξινομήστε τους αριθμούς από το μικρότερο στον μεγαλύτερο: 0,33 0,8

0,242 0,4 0,71
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Όσον αφορά το επίπεδο της γνώσης που απαιτείται για τις ερωτήσεις της
συνέντευξης, αυτό αντιστοιχεί στα Μαθηματικά που διδάσκονται στην Ε΄ και Στ΄
Δημοτικού σύμφωνα με το ισχύον ΔΕΠΠΣ- ΑΠΣ Μαθηματικών.

Πίνακας 1: Διαμόρφωση του τεστ (ερωτήσεις ΓΠ και ΠΓΠ): Κατηγορίες, υποκατηγορίες
και αριθμός αντικειμένων

Για κάθε ένα από τα 5 τελευταία αντικείμενα ΓΠ, υπήρξε και ένα σχετικό
αντικείμενο ΠΓΠ που εστίασε στην ίδια μαθηματική έννοια ή πράξη. Οι ερωτήσεις ΠΓΠ
δίνουν έμφαση στις ερμηνείες των φοιτητών για τις παρανοήσεις των μαθητών στα
Μαθηματικά και συγκεκριμένα στις αντίστοιχες ερωτήσεις ΓΠ. Δηλαδή, αυτό που
αναμέναμε από τους φοιτητές ήταν να είναι σε θέση να εντοπίσουν τις λάθος απαντήσεις-
λύσεις των μαθητών, να κατανοήσουν και να εξηγήσουν τις αντιλήψεις και το σκεπτικό
των μαθητών.

H πρώτη από αυτές τις ερωτήσεις ήταν η ΛΠΚ, στην οποία παρουσιάστηκε ο
παρακάτω λάθος ισχυρισμός ενός μαθητή:
«Δεν υπάρχει κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1, γιατί μετά το 7/8 ακολουθεί το 8/8 που
είναι ίσο με το 1».

Κατηγορία Υποκατηγορία ΓΠ ΠΓΠ
Κλάσματα Πράξεις κλασμάτων Πρόσθεση (ΠΚΑ) 1 -

Πολλαπλασιασμός (ΠΔΔ,
ΛΠΠΚ,ΕΠΠΚ)

2 1

Διαίρεση (ΛΠΔΚ, ΕΠΔΚ) 1 1
Σύγκριση κλασμάτων Ομώνυμα κλάσματα (ΣΚΟ) 1 -

Αντίστροφα κλάσματα
(ΣΚΑ)

1

Κλάσματα με σημείο
αναφοράς το μισό (ΣΚΜ)

1 -

Ετερώνυμα κλάσματα
(ΣΚΕ)

1 -

Μετατροπή
κλασμάτων

(ΜΚ1, ΜΚ2) 2 -

Διάταξη κλασμάτων (ΑΚ1, ΑΚ2) 2 -
Πυκνότητα
κλασμάτων

(ΛΠΚ, ΕΠΚ) 1 1

Αναπαράσταση
κλασμάτων

(ΛΑΚ, ΕΑΚ) 1 1

Δεκαδικοί Πράξεις με
δεκαδικούς αριθμούς

Διαίρεση (ΠΔΔ) 1 -

Ταξινόμηση
δεκαδικών

(ΛΤΔ, ΕΤΔ) 1 1

Ποσοστά Ποσοστά ποσών (ΠΠ1,ΠΠ2) 2 -
Σύνολο 18 5
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Ζητήθηκε από τους φοιτητές να αξιολογήσουν αυτήν την απάντηση του μαθητή
και να δικαιολογήσουν το σκεπτικό τους. Στόχος αυτής της ερώτησης ήταν να ελεγχθεί σε
ποιο βαθμό οι συνεντευξιαζόμενοι ήταν ικανοί να ερμηνεύσουν τη σκέψη του μαθητή
βασισμένοι στον λάθος χειρισμό των ρητών αριθμών ως φυσικών/ακέραιων αριθμών και
συγκεκριμένα  σκεπτόμενοι με βάση την ακολουθία  φυσικών/ακεραίων αριθμών (1, 2, 3,
..7, 8, ..) που δεν ισχύει στους ρητούς αριθμούς.

Στην ερώτηση EAK, παρουσιάστηκαν οι απαντήσεις τριών μαθητών στην ερώτηση
«Σημειώστε το 1/3 των σοκολατών παρακάτω».

Εικόνα 1: Απαντήσεις τριών μαθητών στην ΕΑΚ

Σε αυτήν την ερώτηση οι φοιτητές έπρεπε να αξιολογήσουν τις απαντήσεις-
αναπαραστάσεις μία προς μία και να τις ερμηνεύσουν εξηγώντας το σκεπτικό κάθε
μαθητή. Συγκεκριμένα, στόχος της ερώτησης ήταν να αναδειχθεί κατά πόσο οι φοιτητές
ήταν ικανοί να εξηγήσουν τις απαντήσεις με βάση τις θεωρήσεις των μαθητών για το
μέρος όλου σε κάθε περίπτωση. Δηλαδή, στην απάντηση 1 ο μαθητής θεωρεί ως μέρος
όλου την κάθε σοκολάτα και στη συνέχεια το κάθε μέρος το θεωρεί  ως όλο (6 μέρη) από
το οποίο παίρνει τα 2 μέρη (1/3). Στην απάντηση 2, ο μαθητής θεωρεί ως όλο τη μία
σοκολάτα μόνο. Στην απάντηση 3, ο μαθητής θεωρεί ως όλο τις 4 σοκολάτες ( ή τα 24
κομμάτια σοκολάτας) και από αυτό το όλο παίρνουν το 1/3, δηλαδή μια ολόκληρη
σοκολάτα (που αποτελείται από 6 κομμάτια) και 2 κομμάτια.

Η επόμενη ερώτηση παιδαγωγικής γνώσης περιεχομένου ΕΤΔ αναφέρεται στην
ταξινόμηση μιας σειράς δεκαδικών από έναν μαθητή. Συγκεκριμένα ζητήθηκε από έναν
μαθητή να ταξινομήσει από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο τους εξής αριθμούς: 0,33 0,8
0,242 0,4 0,71. Ο μαθητής τους ταξινόμησε με τον παρακάτω τρόπο:

Ζητήθηκε από τους φοιτητές να αξιολογήσουν την ταξινόμηση του μαθητή και να
ερμηνεύσουν την σκέψη του. Στόχος  της ερώτησης ήταν να αναδειχθεί αν οι φοιτητές
μπορούσαν να ερμηνεύσουν τη σκέψη του μαθητή σύμφωνα με τις προϋπάρχουσες
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γνώσεις για τις ιδιότητες των φυσικών/ακεραίων αριθμών. Πιο συγκεκριμένα, ο μαθητής
διατάσσει τους αριθμούς σύμφωνα με το πλήθος των ψηφίων, δηλαδή όσο περισσότερα
ψηφία τόσο μεγαλύτερος αριθμός, όπως ισχύει στους φυσικούς αλλά όχι στους ρητούς
αριθμούς.

Στην ερώτηση ΛΠΔΚ, δίνεται η λύση ενός μαθητή στο παρακάτω μαθηματικό
πρόβλημα και ο φοιτητής καλείται να την αξιολογήσει και να εντοπίσει το λάθος.
«Η Κορίνα έχει ένα κορδόνι με μήκος 3/4 του μέτρου. Θέλει να το χωρίσει σε κομμάτια που
το κάθε ένα να έχει μήκος 1/8 του μέτρου. Σε πόσα κομμάτια θα το χωρίσει;»
Η λύση του μαθητή ήταν η εξής:  «3/4 : 1/8=  4/3 x 1/8 =..»
Το λάθος που κάνει εδώ ο μαθητής είναι στη διαδικασία της διαίρεσης κάτι το οποίο
αναμενόταν να αναγνωρίσουν οι φοιτητές αν γνώριζαν οι ίδιοι τους σωστά αυτόν τον
αλγόριθμο διαίρεσης κλασμάτων.

Η τελευταία ερώτηση ΠΓΠ, ήταν η ΛΠΠΚ η οποία αναφερόταν επίσης σε ένα
μαθηματικό πρόβλημα κλασμάτων και στη λύση που έδωσε ένας μαθητής σε αυτό. Το
πρόβλημα ήταν το εξής:
«Ο Κώστας αγόρασε ¾ του κιλού μοσχαρίσιο κρέας. Χρησιμοποίησε το 1/3 του κρέατος για
να φτιάξει γιουβαρλάκια. Πόσα κιλά μοσχαρίσιο κρέας χρησιμοποίησε για τα
γιουβαρλάκια;»
Ενώ, η λύση του μαθητή ήταν:
«3/4 - 1/3 = ..»

Στόχος αυτής της ερώτησης ήταν να αναδειχθεί σε ποιο βαθμό οι μελλοντικοί
δάσκαλοι μπορούν να ερμηνεύσουν το λάθος του μαθητή και τι κατανοούν από αυτό το
πρόβλημα. Συγκεκριμένα, ο μαθητής κατανόησε ότι πρέπει να αφαιρέσει και όχι να
διαιρέσει τα κλάσματα δίνοντας έμφαση στα δεδομένα και στην λέξη «χρησιμοποίησε»
και όχι στο ζητούμενο του προβλήματος, νομίζοντας ότι πρέπει να βρει πόσο κρέας
απέμεινε.

Οι 3 ερωτήσεις με τις πράξεις ρητών αριθμών (ΠΚΑ, ΠΚΔ και ΠΚΠ)  και οι 2 με
τα ποσοστά (ΠΠ1 και ΠΠ2) είναι ίδιες με αυτές της έρευνας των Caney, & Watson,
(2003). Oι 4 ερωτήσεις σύγκρισης κλασμάτων (ΣΚΟ, ΣΚΑ, ΣΚΜ και ΣΚΕ) πάρθηκαν από
την έρευνα των Clarke, & Roche, (2009). Οι 2 ερωτήσεις πυκνότητας και μετατροπής
κλάσματος (ΜΚ1 και ΛΠΚ) είναι από την έρευνα των Post et al. (1988). H MK1
τροποποιήθηκε για την χρήση της στην παρούσα έρευνα. Oι 3 ερωτήσεις από τις ΓΠ
(ΛΑΚ, ΛΤΔ και ΛΠΠΚ) με τις 3 αντίστοιχες ΠΓΠ (ΕΑΚ, ΕΤΔ και ΕΠΠΚ) υπάρχουν
στην έρευνα των Depaepe et al. (2015). Τέλος, οι 2 ερωτήσεις της τοποθέτησης
κλασμάτων σε αριθμογραμμή (ΑΚ1 και ΑΚ2) και 1 ερώτηση με πρόβλημα κλασμάτων
(ΛΠΔΚ) πάρθηκα από τα θέματα του διαγωνισμού Μαθηματικά της Φύσης και της Ζωής
(2014)
(http://mathslife.eled.uowm.gr/?q=%CE%B4%CE%B9%CE%B1%CE%B3%CF%89%CE
%BD%CE%B9%CF%83%CE%BC%CF%8C%CF%82-2014 ).

3.3. Διαδικασία
Οι συνεντεύξεις χαρακτηρίζονται ως ημι-δομημένες καθώς παρόλο που

ακολουθήθηκε ως πρωτόκολλο το  διαμορφωμένο τεστ της έρευνας, κατά την διάρκεια
των συναντήσεων διατυπώθηκαν κάποιες περεταίρω ερωτήσεις, διευκρινήσεις και
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παρατηρήσεις όταν αυτό κρίθηκε απαραίτητο. Οι συνεντεύξεις ξεκίνησαν με μια εισαγωγή
όπου οι συμμετέχοντες ενημερώθηκαν για τον στόχο και το περιεχόμενο της έρευνας και
κάποιες γενικές οδηγίες (π.χ. σε όσες ερωτήσεις είναι δυνατόν να λύσουν νοερά, ο χρόνος
κ.λ.π.). Επιπλέον,  για την παραγωγή ενός αναλυτικού αξιόπιστου αποτελέσματος
ζητήθηκε από τους φοιτητές να περιγράφουν τον τρόπο σκέψης, την στρατηγική που
χρησιμοποιούσαν για να απαντήσουν στις εκάστοτε ερωτήσεις, δικαιολογώντας τες.

Η διάρκεια των συνεντεύξεων διακυμάνθηκε από 20 έως 65 λεπτά, καθώς στους
συμμετέχοντες δόθηκε ο κατάλληλος  χρόνος για να σκεφτούν και να απαντήσουν στις
ερωτήσεις. Oι συνεντεύξεις μαγνητοφωνήθηκαν και στη συνέχεια απομαγνητοφωνήθηκαν
για να αναλύθηκαν σε συνδυασμό με τις απαραίτητες σημειώσεις που συγκεντρώθηκαν
κατά την διάρκεια των συνεντεύξεων.

Όπως προαναφέρθηκε, για την διερεύνηση της γνώσης των δασκάλων θεωρήθηκε
σημαντικό να αναδειχθούν οι σκέψεις, οι στρατηγικές και οι αιτιολογήσεις των
συμμετεχόντων. Η συνέντευξη είναι ένα εργαλείο που ενδείκνυται για την συλλογή
τέτοιου είδους δεδομένων καθώς υπάρχει άμεση επικοινωνία με τον ερωτώμενο. Επιπλέον,
σε μια ημι-δομημένη συνέντευξη ο συμμετέχων ανταποκρίνεται πάντα, άρα υπάρχει
υψηλός βαθμός ανταπόκρισης, οι απαντήσεις είναι αρτιότερες και πλουσιότερες έναντι
άλλων μεθόδων. Επιπροσθέτως, υπάρχει η δυνατότητα διατύπωσης αποσαφηνιστισκών
σχολίων και παρατηρήσεων για τις ερωτήσεις και τις απαντήσεις. Ως μειονεκτήματα αυτής
της μεθόδου μπορούν να θεωρηθούν τα εξής: το γεγονός ότι μερικές φορές ο ερευνητής
υποβάλλει έμμεσα την «σωστή» απάντηση, ότι απαιτείται πολύ καλή προετοιμασία για την
διεξαγωγή της συνέντευξης και είναι δύσκολη η κωδικοποίηση και η κατηγοριοποίηση
των απαντήσεων.

3.4.Ανάλυση  δεδομένων

Τα δεδομένα που συλλέχθηκαν από τις συνεντεύξεις αναλύθηκαν ποσοτικά και
ποιοτικά. Για την ποσοτική ανάλυση δημιουργήθηκαν κατηγορίες απαντήσεων οι οποίες
αξιολογήθηκαν ως σωστές ή λάθος. Για τις ερωτήσεις ΠΓΠ, για να αξιολογηθεί μια
απάντηση τέθηκαν τα εξής κριτήρια: Εντοπισμός των λανθασμένων απαντήσεων –λύσεων,
κατανόηση των παρανοήσεων και δυσκολιών των μαθητών, κατανόηση των αιτιών των
παρανοήσεων και δυσκολιών. Επίσης, αφού κατηγοριοποιήθηκαν οι απαντήσεις των
συνεντεύξεων, στη συνέχεια κωδικοποιήθηκαν με τον εξής τρόπο: 3 για μια σωστή
απάντηση, 2 για μια λάθος και 1 για μη απάντηση. Οι απαντήσεις των φοιτητών
αναλύθηκαν και ποιοτικά για να αναλυθούν τα λάθη και οι στρατηγικές – τρόποι σκέψης
στις ερωτήσεις ΓΠ και ΠΓΠ. Για τη στατιστική ανάλυση των δεδομένων χρησιμοποιήθηκε
το πρόγραμμα SPSS 21.
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4.Αποτελέσματα

Στους παρακάτω πίνακες 2 και 3 παρουσιάζονται τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων
στις ερωτήσεις ΓΠ και ΠΓΠ που θέσαμε στους συμμετέχοντες της έρευνας.

Πίνακας 2: Ποσοστά σωστών απαντήσεων στη ΓΠ

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΓΠ ΠΟΣΟΣΤΑ ΣΩΣΤΩΝ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ
Ν=45

ΠΚΑ: 3/4 – 1/4 44 (97,8%)

ΠΔΔ: 3: 0,5 26 (57,8%)

ΠΚΠ: 4 X 3/4 37 (82,2 %)

ΣΚΟ: 3/8, 7/8 37 (82,2%)

ΣΚΑ: 2/4, 4/2 30 (66,7%)

ΣΚΜ: 1/2, 5/8 34 (75,6 %)

ΣΚΕ: 3/7, 5/8 30 (66,7%)

ΜΚ1: 9/8 ΑΝ Ο ΑΡΙΘΜΗΤΗΣ ΤΡΙΠΛΑΣΙΑΣΤΕΙ ΚΑΙ Ο
ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΗΣ ΥΠΟΤΕΤΡΑΠΛΑΣΙΑΣΤΕΙ

25 (55,6%)

ΜΚ2: ΑΝ ΘΑ ΜΙΚΡΑΙΝΕΙ Η ΘΑ ΜΕΓΑΛΩΣΕΙ, ΠΟΙΕΣ
ΦΟΡΕΣ

9 (20%)

ΑΚ1: 3/4 36 (80,0 %)

ΑΚ2: 3/8 35 (77,8 %)

ΠΠ1: 150% ΤΟΥ 12 32 (71,1 %)

ΠΠ2: 90% ΤΟΥ 40 30 (66,7 %)

ΛΠΚ:  ΚΛΑΣΜΑ ΜΕΤΑΞΥ 7/8 ΚΑΙ 1 21 (46,7%)

ΛΑΚ :1/4 ΤΩΝ 5 ΚΥΚΛΩΝ 31 (68,9%)

ΛΤΔ: 0,33 0,8 0,242 0,4 0,71 32 (71,1%)

ΛΠΔΚ: 3/4: 1/8 35 (77,8%)

ΛΠΠΚ: 3/4 X 1/3 23 (51,1%)



21

Πίνακας 3: Ποσοστά σωστών απαντήσεων στην ΠΓΠ

EΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΓΠ ΠΟΣΟΣΤΑ ΣΩΣΤΩΝ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ
Ν=45

ΕΠΚ: «ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΚΛΑΣΜΑ ΜΕΤΑΞΥ ΤΟΥ 7/8
ΚΑΙ ΤΟΥ 1 ΓΙΑΤΙ ΜΕΤΑ ΤΟ 7/8 ΕΙΝΑΙ ΤΟ 8/8 ΠΟΥ
ΕΙΝΑΙ ΙΣΟ ΜΕ 1»

34 (75,6%)

ΕΑΚ: 3 ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΟ
«ΣΗΜΕΙΩΣΤΕ ΤΟ 1/3 ΤΩΝ 4 ΣΟΚΟΛΑΤΩΝ»

20 (44,4%)

ΕΤΔ: Η ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ ΕΙΝΑΙ «0,3< 0,7< 0,12<
0,53 <0,475»

39 (86,7%)

ΕΠΔΚ: «3/4: 1/8= 4/3X 1/8=..» 28 (62,2%)

ΕΠΠΚ: « 3/4- 1/3=..» 15 (33,3%)

Στους πίνακες 2 και 3 παρατηρούμε ότι τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων στα
αντικείμενα της ΓΠ διακυμάνθηκαν μεταξύ 20,0% και 97,8%, ενώ της  ΠΓΠ μεταξύ
33,3% και 86,7%. Το αντικείμενο που δυσκόλεψε περισσότερο τους φοιτητές  στη ΓΠ
ήταν η πυκνότητα κλασμάτων (ΛΠΚ) όπου το ποσοστό επιτυχίας ανέρχεται στο 46,7%
ενώ  πιο εύκολες ήταν οι πράξεις κλασμάτων (ΠΚΑ: 3/4 – 1/4 & ΠΚΠ: 3 x 3/4) όπου το
ποσοστό φτάνει 97,8% και 82,2%, αλλά και η σύγκριση ομώνυμων κλασμάτων (ΣΚΟ: 3/8
& 7/8) με ποσοστό επιτυχίας 82,2%.  Όσον αφορά την ΠΓΠ, το αντικείμενο που
δυσκόλεψε περισσότερο ήταν η ερώτηση που αφορούσε την ερμηνεία μιας λύσης μαθητή
σε πρόβλημα με πολλαπλασιασμό κλασμάτων (ΕΠΠΚ) με 33,3%, ενώ οι φοιτητές τα
πήγαν πολύ καλύτερα στην αξιολόγηση και ερμηνεία της ταξινόμησης δεκαδικών αριθμών
από ένα μαθητή (ΕΤΔ) όπου το ποσοστό φτάνει στο 86,7%.

Παρακάτω παρουσιάζονται αναλυτικότερα οι επιδώσεις των υποψηφίων δασκάλων
στο διαμορφωμένο τεστ. Αρχικά, φαίνονται τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων, έπειτα
αναλύονται κάποια συχνά λάθη. Τέλος, αναφέρονται οι στρατηγικές και οι τρόποι λύσεις
για τις ερωτήσεις ΓΠ και οι ερμηνείες για τις ερωτήσεις ΠΓΠ. Είναι σημαντικό να
εξετάζονται οι στρατηγικές και οι τρόποι λύσης- σκέψης καθώς μέσω αυτών φαίνεται το
βάθος της γνώσης και της κατανόησης των ρητών αριθμών από τους δασκάλους. Για την
ταξινόμηση των στρατηγικών, σε όσες περιπτώσεις ήταν αναγκαίο, χρησιμοποιούνται οι
όροι «στρατηγική βασισμένη σε κανόνες» (rule-based strategy) και «στρατηγική
βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού» (number sense strategy). Ως στρατηγική
βασισμένη σε κανόνες νοείται αυτή που συνίσταται στην αποκλειστική χρήση
απομνημονευμένων κανόνων, τεχνικών και αλγόριθμων (διαδικαστική γνώση), ενώ ως
στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού νοείται αυτή που δείχνει μια βαθιά
κατανόηση των σχέσεων μεταξύ των αριθμών και των πράξεων.

Αρχικά, θέσαμε τρεις ερωτήσεις σχετικές με τις πράξεις των ρητών αριθμών: την
ερώτηση ΠΚΑ η οποία ήταν η πράξη της αφαίρεσης κλασμάτων (3/4- 1/4), την ΠΔΔ,
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πράξη διαίρεσης ακέραιου με δεκαδικό αριθμό (3: 0,5) και την ΠΚΠ, πράξη
πολλαπλασιασμού ακεραίου με κλάσμα (4 x3/4).

Πίνακας 4: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με πράξεις ρητών αριθμών

ΠΚΑ: 3/4 -1/4 ΠΔΔ: 3: 0,5 ΠΚΠ : 4x 3/4
Επιτυχία 44 (97,8%) 26 (57,8%) 37 (82,2 %)

Μη απάντηση 1 (2,2%) 4 (8,9%) 1 (2,2 %)

Σύμφωνα με τα δεδομένα του πίνακα 4, παρατηρούμε ότι στις πράξεις των ρητών
αριθμών οι επιδόσεις των φοιτητών ήταν καλές στις δύο ερωτήσεις ΠΚΑ και ΠΚΠ αφού
οι επιτυχίες αντιστοιχούν σε υψηλά ποσοστά. Στην αφαίρεση κλασμάτων 44 φοιτητές
απάντησαν σωστά (97,8%) όπως επίσης και στην πράξη του πολλαπλασιασμού ένα
μεγάλο ποσοστό (82,2%) απάντησε σωστά. Αντιθέτως, στην ερώτηση της διαίρεσης
ακεραίου με δεκαδικό (3:0,5) το ποσοστό επιτυχίας περιορίζεται σχεδόν στους μισούς
φοιτητές (57,8%).

Το λάθος που έκαναν 7 φοιτητές (15,6%) στην ΠΚΠ, πράξη πολλαπλασιασμού
ακεραίου με κλάσμα, ήταν να μετατρέψουν το 4 σε 4/4 και όχι σε 4/1. Αντίστοιχα, κάποια
βασικά λάθη στην ερώτηση ΠΔΔ  είναι τα εξής: η σκέψη ότι το μισό του 3 είναι το 1,5
(17,8%), παρόμοια η σκέψη της πρόσθεσης 1,5+1,5=3 (4,4%) ή κάποιο λάθος στη
διαδικασία της πράξης όπως 30:5=0,6 (11,1%).

Πίνακας 4.1: Στρατηγικές στις πράξεις ρητών αριθμών και τα αντίστοιχα ποσοστά
επιλογής

Πράξη Στρατηγική Ποσοστό που την
επέλεξαν

ΠΚΑ: 3/4 -1/4 Εκτέλεση του αλγόριθμου ως ομώνυμα
κλάσματα (αφαίρεση αριθμητών)

97,8%

ΠΔΔ: 3:0,5

Μετατροπή του δεκαδικού αριθμού σε
κλάσμα (30:1/2=30x 2=6)

15,6%

Εκτέλεση αλγόριθμου ( πολλαπλασιασμός
των όρων με το 10, 30:5=6)

13,3%

Πόσες φορές χωράει το 0,5 στο 3 (χρήση
νοητικής αναπαράστασης/
επαναλαμβανόμενη πρόσθεση)

28,9%

ΠΚΠ: 4 x3/4

Μετατροπή του ακεραίου σε κλάσμα και
εκτέλεση του αλγόριθμου (4/1x 3/4= 12/4 )

33,3%

Απευθείας εκτέλεση του αλγορίθμου (
(4x3)/4=12/4) ή απλοποίηση των όρων

48,8%

Όσον αφορά τις στρατηγικές που χρησιμοποίησαν οι φοιτητές για να λύσουν τις
πράξεις, στην αφαίρεση ομώνυμων κλασμάτων (3/4-1/4) και στον πολλαπλασιασμό
ακεραίου με κλάσμα (4x3/4) οι φοιτητές χρησιμοποίησαν αντίστοιχα 97,8% και 48,8%
την στρατηγική του αλγορίθμου δηλαδή στρατηγική βασισμένη στον κανόνα. Ενώ
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αντίθετα στη διαίρεση ακεραίου με κλάσμα (3:0,5) η πλειοψηφία των φοιτητών (44,5%)
χρησιμοποίησε στρατηγικές βασισμένες στην αίσθηση του αριθμού – μετατροπή του
δεκαδικού σε κλάσμα και χρήση νοητικής αναπαράστασης.

Στη συνέχεια, οι συμμετέχοντες της έρευνας κλήθηκαν να συγκρίνουν τέσσερα
ζευγάρια κλασμάτων, τα οποία είναι: ΣΚΟ που είναι σύγκριση ομώνυμων κλασμάτων (3/8
& 7/8), ΣΚΑ δηλαδή σύγκριση αντίστροφων κλασμάτων (2/4 & 4/2), ΣΚΜ η οποία είναι
μια σύγκριση ενός κλάσματος με το μισό (1/2 & 5/8) και τέλος, η ΣΚΕ, σύγκριση
ετερώνυμων κλασμάτων (3/7 & 5/8).

Πίνακας 5: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με συγκρίσεις κλασμάτων

ΣΚΟ: 3/8 & 7/8 ΣΚΑ: 2/4 & 4/2 ΣΚΜ: 1/2 & 5/8 ΣΚΕ: 3/7 & 5/8
Επιτυχία 37 (82,2%) 30 (66,7%) 34 (75,6 %) 30 (66,7%)

Μη απάντηση 0 (0,0 %) 0 (0,0%) 0 (0,0 %) 2 (4,4%)
Στη σύγκριση κλασμάτων, σύμφωνα με τα δεδομένα του πίνακα 5, τα ποσοστά

επιτυχίας ήταν σε ένα μέτριο επίπεδο.  Το ζευγάρι κλασμάτων στο οποία  τα πήγαν
καλύτερα οι φοιτητές ήταν το ΣΚΟ, δηλαδή τα ομώνυμα, καθώς 37 απάντησαν σωστά
(82,2%). Στη συνέχεια, στην ΣΚΜ απάντησαν σωστά 34 άτομα (75,6%) ενώ στη ΣΚΑ και
ΣΚΕ έχουμε τα μικρότερα ποσοστά (66,7%) αφού όπως φαίνεται δυσκόλεψαν αρκετούς
συμμετέχοντες.

Τα περισσότερα λάθη σημειώθηκαν στη σύγκριση αντίστροφων κλασμάτων (ΣΚΑ)
όπου 10 φοιτητές (22,2%) δυσκολεύτηκαν και απέτυχαν διότι το ένα κλάσμα ήταν
καταχρηστικό (4/2). Κάποιες λάθος απαντήσεις ήταν «το 2/4 είναι το μισό άρα είναι
μεγαλύτερο» (8,9%) ή «το 2/4 έχει μεγαλύτερο παρονομαστή άρα είναι μεγαλύτερο
(2,2%) ενώ άλλες λάθος απαντήσεις δόθηκαν τυχαία (11,1%).  Επίσης, 9 συμμετέχοντες
(20,0%) απάντησαν λάθος στην ΣΚΜ, από τους οποίους  5 απάντησαν τυχαία  ή χωρίς
ξεκάθαρη αιτιολόγηση ενώ οι υπόλοιπο 4 θεώρησαν ότι «το 1/2 είναι ίσο με μισό ενώ το
5/8 είναι κάτω από το μισό». Για το πρώτο ζευγάρι κλασμάτων ΣΚΟ, 6 (13,3%) φοιτητές
ισχυρίστηκαν ότι «όσο μικρότερος είναι ο αριθμητής τόσο μεγαλύτερο το κλάσμα»  ενώ
για το τελευταίο ζευγάρι, ΣΚΕ όλες οι λάθος απαντήσεις (13,3%) δόθηκαν τυχαία.
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Πίνακας 5.1: Στρατηγικές στις συγκρίσεις κλασμάτων και τα αντίστοιχα ποσοστά
επιλογής

Στη σύγκριση των ομώνυμων κλασμάτων, ΣΚΟ, 20 φοιτητές (44,4%) απάντησαν
σύμφωνα με τον κανόνα για τη σύγκριση κλασμάτων, 12 (26,6 %) με την βοήθεια μιας
νοερής αναπαράστασης (στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού) ενώ λιγότεροι
(8,9%) σκέφτηκαν ποιο κλάσμα βρίσκεται πιο κοντά στην μονάδα (=8/8). Στο επόμενο
ζευγάρι κλασμάτων (2/4 & 4/2), 13 άτομα (28,9%) εξίσωσαν τα κλάσματα με το μισό
(στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού) και με το 2 για να τα συγκρίνουν, 11
(24,4%) σκέφτηκαν ότι το 4/2 είναι ένα καταχρηστικό κλάσμα, άρα και μεγαλύτερο. Όσον
αφορά τις στρατηγικές που επιλέχθηκαν στη ΣΚΜ, οι περισσότεροι συμμετέχοντες
(62,2%) σκέφτηκαν με σημείο αναφοράς το 1/2 (στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του
αριθμού) που ισούται με το 4/8 καθώς κάποιοι λιγότεροι (11,1%) μετέτρεψαν τα κλάσματα
σε δεκαδικούς ή σκέφτηκαν αναπαραστατικά. Παρόμοια, στη σύγκριση των 5/8 και 3/7 ,
20 φοιτητές (44,4%) απάντησαν σωστά χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφοράς το 1/2
(στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού), 3 (6,7%) συνέκριναν μετατρέποντας
τα κλάσματα σε ομώνυμα, και τέλος, άλλοι 3 (6,7%) μετατρέποντας τα σε δεκαδικούς
αριθμούς (στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού).

Στην επόμενη ερώτηση, οι συμμετέχοντες κλήθηκαν να σκεφτούν ποια είναι τα
αποτελέσματα της μετατροπής του κλάσματος 9/8, ΜΚ1, όταν ο αριθμητής τριπλασιάζεται

Ζευγάρια
Κλασμάτων

Στρατηγική Ποσοστό
που την
επέλεξε

ΣΚΟ: 3/8 & 7/8

Ίδιος παρονομαστής και σύγκριση αριθμητών 44,4%

Χρήση νοητικής αναπαράστασης (π.χ. μια ολόκληρη πίτσα
με 8 κομμάτια, 3 από τα 8 κομμάτια  και 7 από τα 8
κομμάτια)

26,7%

Σημείο αναφοράς το 1= 8/8 ( το 7/8 πιο κοντά στο 8/8 σε
σχέση με το 3/8)

8,9%

ΣΚΑ: 2/4 & 4/2

Εξίσωση με 1/2 (μισό) και 2 ( 2/4= 1/2 και 4/2= 2) 28,9%
Το 4/2 είναι καταχρηστικό κλάσμα (πάνω από τη μονάδα
ενώ το 1/2 όχι)

24,4%

Μετατροπή των κλασμάτων σε ομώνυμα και σύγκριση
αριθμητών

8,9%

ΣΚΜ: 1/2 & 5/8

Σημείο αναφοράς το 1/2 (5/8 πάνω από το μισό (=4/8=1/2) ) 62,2%
Μετατροπή των κλασμάτων σε δεκαδικούς αριθμούς και
σύγκριση (1/2=0,5 ενώ 5/8  0,6)

6,7%

Νοερή αναπαράσταση (π.χ. μία πίτσα χωρισμένη σε 8
κομμάτια και μία πίτσα σε 2 κομμάτια)

4,4%

ΣΚΕ: 5/8 και 3/7

Σημείο αναφοράς το 1/2 (5/8 μεγαλύτερο από 4/8=1/2 ενώ
3/7 μικρότερο από 1/2 αφού 7:2=3,5)

44,4%

Μετατροπή των κλασμάτων σε ομώνυμα και σύγκριση 6,7%
Μετατροπή των κλασμάτων σε δεκαδικούς αριθμούς και
σύγκριση (5/8 0,6 ενώ 3/70,4)

6,7%
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και ο παρονομαστής διαιρείται με το 4 (υποτετραπλασιάζεται). Συγκεκριμένα, ζητήθηκε
να απαντήσουν αν το κλάσμα θα μεγαλώσει, αν θα μικρύνει ή αν θα παραμείνει ίδιο και σε
δεύτερη φάση, ΜΚ2,  αν θα μίκρυνε ή μεγάλωνε, πόσες φορές.

Πίνακας 6: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με μετατροπή κλασμάτων

ΜΚ1 : Τι θα συμβεί στο 9/8 αν ο
αριθμητής τριπλασιαστεί και ο
παρονομαστής υποτετραπλασιαστεί;

ΜΚ2 : Αν θα μικραίνει ή θα
μεγαλώσει, πόσες φορές;

Επιτυχία 25 (55,6%) 9 (20%)

Μη απάντηση 1 (2,2%) 19 (42,2%)
Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε στον πίνακα 6, πολλοί φοιτητές

δυσκολεύτηκαν να απαντήσουν στις ερωτήσεις για τη μετατροπή κλάσματος ΜΚ1 και
ΜΚ2. Στο πρώτο υποερώτημα 25 φοιτητές απάντησαν σωστά (55,6%) ενώ μόνο οι 9
μπόρεσαν να βρουν πόσες φορές μεγάλωσε τελικά το κλάσμα.

Σημαντικό ποσοστό (33,3%) απάντησε λάθος στη ΜΚ1, ισχυριζόμενοι ότι το
κλάσμα μετά την μετατροπή μικραίνει (20,0%) ή παραμένει ίδιο (13,0%). Όταν
ρωτήθηκαν πόσες φορές μεγαλώνει ή μικραίνει το κλάσμα (ΜΚ2), 6 φοιτητές (13,3%)
απάντησαν λάθος 13 φορές ενώ όλες οι υπόλοιπες λάθος απαντήσεις (24,4%) ήταν τυχαίοι
αριθμοί.

Πίνακας 6.1: Στρατηγικές στις μετατροπές κλασμάτων και τα αντίστοιχα ποσοστά
επιλογής

Ερώτηση Στρατηγική Ποσοστό που
την επέλεξαν

ΜΚ1: Τι θα συμβεί στο
9/8 αν ο αριθμητής
τριπλασιαστεί και ο
παρονομαστής
υποτετραπλασιαστεί;

Γνώση του κανόνα: Το κλάσμα μεγαλώνει επειδή
ο αριθμητής μεγαλώνει και ο παρονομαστής
μικραίνει

20,0%

Μετατρέποντας τα κλάσματα (το αρχικό και αυτό
που προκύπτει) σε δεκαδικούς αριθμούς
(27/2=13,5 και 9/81,1)

15,6%

Σημείο αναφοράς το 1 (Το 9/8 είναι λίγο
μεγαλύτερο από το 1 ενώ το 27/2 είναι πολύ
μεγαλύτερο)

13,3%

Μετατροπή των κλασμάτων σε ομώνυμα και
σύγκριση

2,2%

ΜΚ2: Αν θα μικραίνει
ή θα μεγαλώσει, πόσες
φορές;

Συγκρίνοντας τους δεκαδικούς αριθμούς 1,1 και
13,5  (9/8=1,1 και 27/2= 13,5) , άρα 12 φορές
μεγαλύτερο

11,1%

12 φορές επειδή πολλαπλασιάζουμε με 3 τον
αριθμητή και διαιρούμε με 4 τον παρονομαστή
(3x4 =12)

4,4%
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Οι 29 σωστές απαντήσεις  στη ΜΚ1 δόθηκαν σύμφωνα με διαφορετικά σκεπτικά:
9 φοιτητές (20,0%) γνώριζαν για τις μετατροπές του αριθμητή και του παρονομαστή και
τα αντίστοιχα αποτελέσματα, ένα μικρότερο ποσοστό φοιτητών (15,6%) βρήκε ποιο
κλάσμα προέκυψε (27/2) και μετατρέποντας τα δύο κλάσματα σε δεκαδικούς αριθμούς
συνέκρινε και 6 φοιτητές (13,3%) ισχυρίστηκαν ότι «Το 9/8 είναι λίγο μεγαλύτερο από το
1 ενώ το 27/2 είναι πολλές φορές μεγαλύτερο από το 1, άρα το κλάσμα μεγαλώνει». Όσον
αφορά τη ΜΚ2, οι σωστές απαντήσεις ήταν πολύ λίγες (9 φοιτητές). Από αυτούς οι 5
(11,1%)  συνέκριναν τους δεκαδικούς αριθμούς 1,1 και 13,5 και απάντησαν ότι μεγαλώνει
12 φορές ενώ μόνο 2 (4,4%) σκέφτηκαν ότι μεγαλώνει 12 φορές αφού πολλαπλασιάζουμε
τον αριθμητή με το 3 και διαιρούμε τον παρονομαστή με το 4.

Έπειτα, δώσαμε σε κάθε φοιτητή μία αριθμογραμμή από το 0 έως το 1, πάνω στην
οποία υπήρχαν σημειωμένοι οι αριθμοί  0, 1/2 και 1. Ζητήθηκε από αυτούς να
τοποθετήσουν πάνω στην αριθμογραμμή το κλάσμα 3/4 (ερώτηση ΑΚ1) και στη συνέχεια
το κλάσμα 3/8 (ερώτηση ΑΚ2).

Εικόνα 2: Αριθμογραμμή για ΑΚ1 και ΑΚ2

Πίνακας 7: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με ταξινόμηση κλασμάτων σε αριθμογραμμή

Στην τοποθέτηση πάνω στην αριθμογραμμή των δύο κλασμάτων, είχαμε
μεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας στην ΑΚ1:3/4 (80,0%) αφού 36 φοιτητές μπόρεσαν να το
τοποθετήσουν με ακρίβεια στην αριθμογραμμή, ενώ με μικρή διαφορά (77,8%), 35
φοιτητές μπόρεσαν να τοποθετήσουν με επιτυχία το 3/8 (ΑΚ2)  στην ίδια αριθμογραμμή.

Στην ΑΚ1, 8 συμμετέχοντες (17,8%) τοποθέτησαν το 3/4 μετά το 1/2 αλλά σε
λάθος σημείο και 1 φοιτητής το τοποθέτησε πριν το 1/2. Παρόμοια, στην ΑΚ2, 6 φοιτητές
(13,3%) ενώ τοποθέτησαν το 3/8 πριν το 1/2 δεν βρήκαν το ακριβές σημείο και 3 (6,7%)
τοποθέτησαν το κλάσμα μετά το 1/8.

ΑΚ1 : 3/4 ΑΚ2 :3/8
Επιτυχία 36 (80,0 %) 35 (77,8 %)

Μη απάντηση 0 (0,0%) 1 (2,2 %)
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Πίνακας 7.1:  Στρατηγικές στη ταξινόμηση  κλασμάτων σε αριθμογραμμή και τα ποσοστά
επιλογής

Σύμφωνα με τα δεδομένα του πίνακα 7.1, στην ΑΚ1, 15 φοιτητές (33,3%)
ανέφεραν ότι για να βρουν το σωστό σημείο πάνω στην αριθμογραμμή σκέφτηκαν ότι το
3/4  βρίσκεται μεταξύ του 1/2 που ισούται με 2/4 και του 1 που ισούται με το 4/4 καθώς
άλλοι 14 φοιτητές (31,1%) χώρισαν ολόκληρη τη μονάδα σε 4 ίσα κομμάτια και μέτρησαν
τα 3 πρώτα. Επίσης, υπήρξαν 5 φοιτητές (11,1%)  οι οποίοι  για να βρουν το ακριβές
σημείο για να τοποθετήσουν το κλάσμα , στην ΑΚ1,  μετέτρεψαν το κλάσμα σε δεκαδικό
αριθμό.  Στην ΑΚ2, οι περισσότεροι συμμετέχοντες (35,6%) σκέφτηκαν ότι το 3/8
βρίσκεται λίγο πριν το 1/2 που ισούται με 4/8 ενώ 13 συμμετέχοντες χώρισαν τη μονάδα
σε 8 ίσα κομμάτια και μέτρησαν τα πρώτα τρία (3/8).

Συνεχίζοντας, ζητήσαμε από τους υποψηφίους δασκάλους να μας απαντήσουν σε
δύο ερωτήσεις σχετικές με ποσοστά. Οι δύο ερωτήσεις που τέθηκαν είναι οι εξής: ΠΠ1,
δηλαδή  να βρουν το ποσοστό 150% του ποσού 12 και ΠΠ2, να βρουν το ποσοστό 90%
του ποσού 40.

Πίνακας 8: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με ποσοστά ποσών

ΠΠ1: 150% του 12 ΠΠ2 : 90% του 40
Επιτυχία 32 (71,1 %) 30 (66,7 %)

Μη απάντηση 6 (13,3%) 6 (13,3 %)
Τα ποσοστά δυσκόλεψαν αρκετούς φοιτητές, καθώς σύμφωνα με τον πίνακα 7, οι

επιτυχίες δεν αντιστοιχούν σε μεγάλα ποσοστά. Συγκεκριμένα, στην ερώτηση ΠΠ1, 32
φοιτητές (71,1%) μπόρεσαν να βρουν το 150% του 12 και απάντησαν σωστά. Ενώ, στην
ΠΠ2, ο αριθμός αυτών που απάντησαν σωστά περιορίστηκε στους 30 φοιτητές (66,7%).

Ερώτηση Στρατηγική Ποσοστό που
την επέλεξε

ΑΚ1: 3/4

Ακριβώς στη μέση του τμήματος μεταξύ του 1/2 και του 1,
καθώς 1/2= 2/4 και 1=4/4

33,3%

Χωρίζοντας το 1 (ολόκληρη την αριθμογραμμή) σε 4 ίσα
κομμάτια (4/4)  και μετρώντας τα πρώτα τρία κομμάτια(3/4)

31,1%

Μετατρέποντας το 3/4 στον δεκαδικό αριθμό 0,75 11,1%

ΑΚ2: 3/8

Λίγο πριν το 1/2=4/8 35,6%
Χωρίζοντας το 1 (ολόκληρη την αριθμογραμμή) σε 8 ίσα
κομμάτια και μετρώντας τα πρώτα τρία κομμάτια (3/8)

28,9%
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Όσον αφορά τα λάθη των φοιτητών, στην ερώτηση ΠΠ1, 7 άτομα (15,6% ) έκαναν
κάποιο λάθος στη διαδικασία της μεθόδου των τριών ή έδωσαν τυχαία μια απάντηση.
Παρομοίως, στην ερώτηση ΠΠ2, 9 φοιτητές (20,0%) έκαναν λάθος στη μέθοδο των τριών
ή απάντησαν τυχαία.

Πίνακας 8.1: Στρατηγικές στα ποσοστά και τα αντίστοιχα ποσοστά επιλογής

Όπως βλέπουμε στον πίνακα 8.1, 19 φοιτητές (42,2%), για να απαντήσουν στην
ΠΠ1, σκέφτηκαν κάποια γνωστά αριθμητικά γεγονότα, το 100% του 12 και το 50% του
12, ώστε συνδυάζοντας τα να βρουν το 150% του 12 (στρατηγική βασισμένη στην
αίσθηση του αριθμού). Μικρότερος αριθμός φοιτητών  των 11 ατόμων (24,4%) απάντησε
σύμφωνα με τον γνωστό αλγόριθμο της εύρεσης ποσοστών, δηλαδή 150/100 x 12 ενώ 2
φοιτητές (4,4%) εφάρμοσαν τη μέθοδο των τριών (στρατηγικές βασισμένες σε κανόνες).
Σε αντίθεση με την προηγούμενη ερώτηση, στην ΠΠ2, για την εύρεση του 90% του 40
περισσότεροι φοιτητές (33,3%) χρησιμοποίησαν τον αλγόριθμο 90/100 x 40 και λιγότεροι,
δηλαδή 7 ερωτηθέντες (15,6%), αφαίρεσαν από το 100% του 40 το 10%  του 40 (40-
4=36). Στην ίδια ερώτηση, ΠΠ2, 4 φοιτητές (8,9%) απάντησαν εφαρμόζοντας τη μέθοδο
των τριών.

Περνώντας στις επόμενες ερωτήσεις της έρευνας, ακολούθησαν ερωτήσεις με δύο
σκέλη. Το πρώτο σκέλος αφορά την γνώση περιεχομένου ενός τομέα των ρητών αριθμών
και το δεύτερο αναφέρεται στην παιδαγωγική γνώση περιεχομένου του ίδιου τομέα και πιο
συγκεκριμένα σε παρανοήσεις μαθητών. Έτσι, θέσαμε δύο ερωτήσεις για την πυκνότητα
των κλασμάτων: την ΛΠΚ (λύση πυκνότητας κλασμάτων) όπου ζητήσαμε από τους
συμμετέχοντες να βρουν ένα κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1 και την ΕΠΚ (ερμηνεία
πυκνότητας κλασμάτων), στην οποία οι υποψήφιοι δάσκαλοι κλήθηκαν να αξιολογήσουν
και να ερμηνεύσουν τον εξής ισχυρισμό ενός μαθητή: «Δεν υπάρχει κλάσμα μεταξύ του
7/8 και 1 γιατί μετά το 7/8 είναι το 8/8 που είναι ίσο με 1».

Ποσοστά ποσών Στρατηγική Ποσοστό που
την επέλεξε

ΠΠ1: 150% του 12

Χρήση του γνωστού παράγοντα, γνωρίζουμε ότι το
100% του 12 κάνει 12 και το 50% του 12 κάνει 6,
άρα 12=6=18

42,2%

Εκτέλεση αλγόριθμου 150/100 x12 24,4%

Εφαρμογή μεθόδου των τριών 4,4%

ΠΠ2: 90% του 40

Εκτέλεση του αλγόριθμου 90/100 x40 33,3%

Χρήση του γνωστού παράγοντα, γνωρίζουμε ότι
100% του 40 κάνει 40 και 10% του 40 κάνει 4, άρα
40-4=36

15,6%

Εφαρμογή μεθόδου των τριών 8,9%
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Πίνακας 9: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με πυκνότητα κλασμάτων

ΛΠΚ: Κλάσμα μεταξύ 7/8 και 1 ΕΠΚ: «δεν υπάρχει κλάσμα μεταξύ
του 7/8 και του 1 γιατί μετά το 7/8
είναι το 8/8 που είναι ίσο με 1»

Επιτυχία 21 (46,7%) 34 (75,6%)

Μη απάντηση 0 (0,0%) 0 (0,0%)
Αρχικά, στην ερώτηση γνώσης περιεχομένου ΛΠΚ, το ποσοστό της επιτυχίας

περιορίστηκε κάτω από τους μισούς φοιτητές, καθώς μόνο 21 φοιτητές (46,7%)  μπόρεσαν
να βρουν κάποιο κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1 και να απαντήσουν με επιτυχία.
Ωστόσο, το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στην ΕΠΚ, που αφορά τον λανθασμένο
ισχυρισμό ενός μαθητή, είναι αυξημένο, αφού 34 συμμετέχοντες (75,6%) αξιολόγησαν
σωστά την απάντηση του μαθητή και μπόρεσαν να ερμηνεύσουν τη σκέψη του.

Σημαντικό ποσοστό των φοιτητών (31,1%), στη ΛΠΚ, απάντησαν ότι δεν υπάρχει
κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1, ενώ 10 φοιτητές (22,2%) απάντησαν ότι υπάρχουν
κλάσματα αλλά δεν μπόρεσαν να σκεφτούν κάποιο. Επίσης, όπως φαίνεται και στον
πίνακα 8, στην ερώτηση παιδαγωγικής γνώσης περιεχομένου, οι αποτυχίες ήταν λιγότερες,
καθώς 11 φοιτητές από τους 14 που έκαναν λάθος στο πρώτο σκέλος (ΛΠΚ), απάντησαν
λάθος ότι ο ισχυρισμός του μαθητή είναι σωστός.

Πίνακας 9.1: Στρατηγικές  και ερμηνείες στη πυκνότητα κλασμάτων και αντίστοιχα
ποσοστά επιλογής

Ερώτηση Στρατηγική Ποσοστό που
την επέλεξε

ΛΠΚ: Κλάσμα μεταξύ 7/8
και 1

Χωρίζοντας το όλο σε περισσότερα κομμάτια και
παίρνοντας ένα πριν το ολόκληρο, 8/9 ή 9/10 ή
11/12

26,7%

Χωρίζοντας το όλο σε διπλάσιο αριθμό
κομματιών, (7x2)/(8x2)=14/16, άρα 15/16

17,8%

Ερώτηση Ερμηνεία Ποσοστό που
την

χρησιμοποίησε

ΕΠΚ: «δεν υπάρχει
κλάσμα μεταξύ του 7/8
και του 1 γιατί μετά το
7/8 είναι το 8/8 που είναι
ίσο με 1»

Λάθος ισχυρισμός, ο μαθητής σκέφτεται με βάση
τους ακέραιους/φυσικούς αριθμούς (την
ακολουθία τους)

24,4%

Λάθος ισχυρισμός, ο μαθητής σκέφτεται ότι μετά
το 7 ακολουθεί το 8 άρα το ίδιο ισχύει και σε αυτά
τα κλάσματα (7/8 και 8/8)

22,2%

Λάθος ισχυρισμός, ο μαθητής σκέφτεται
αναπαραστατικά- με αντικείμενα που δεν
χωρίζονται με πολλούς τρόπους

8,9%
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Για να βρουν κάποιο κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1,  12 συμμετέχοντες (26,7%)
σκέφτηκαν να αυξήσουν ισόποσα τον αριθμητή και τον παρονομαστή έτσι ώστε να έχουν
κάποιο κλάσμα όπως το 8/9 ή 9/10 ή 11/12. Επιπλέον, 8 φοιτητές σκέφτηκαν να
διπλασιάσουν τον παρονομαστή και τον αριθμητή, ώστε να έχουν ένα ισοδύναμο κλάσμα,
και στη συνέχεια να αυξήσουν κατά μία μονάδα τον αριθμητή, δηλαδή βρήκαν το κλάσμα
14/15 (17,8%). Σχετικά με τις  ερμηνείες που δόθηκαν  για τη παρανόηση του μαθητή
στην ερώτηση ΕΠΚ, δύο ήταν οι βασικές κατηγορίες αυτών: πρώτον ότι ο μαθητής
σκέφτεται με βάση τους ακέραιους ή φυσικούς αριθμούς (24,4%) και δεύτερον ότι ο
μαθητής σκέφτεται ότι μετά το 7 ακολουθεί το 8 άρα το ίδιο ισχύει και στα κλάσματα 7/8
και 8/8 που ισούται με 1 (22,2%). Ενδεικτικά κάποιες χαρακτηριστικά παραδείγματα
είναι: «το 7 είναι το 8, οπότε 7/8 μετά 8/8. Ξεχνάει ότι υπάρχουν οι δεκαδικοί αριθμοί και
ότι μπορούμε να κάνουμε μετατροπές στους όρους», «.. σκεπτόμενος μια πίτα δε νομίζει ότι
υπάρχει ένα κομμάτι μεταξύ του 7ου και του 8ου », «..προέρχεται από τις γνώσεις για τους
ακέραιους. Δεν βλέπει ποιες σχέσεις υπάρχουν μεταξύ των κλασμάτων », «..σκέφτεται έτσι
όπως τον έχουν μάθει να σκέφτεται. Σκέφτεται σαν τους φυσικούς».

Η διασταύρωση της επιτυχίας και αποτυχίας στις δύο ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου (ΛΠΚ) και Παιδαγωγικής Γνώσης Περιεχομένου (ΕΠΚ) παρουσιάζεται στο
παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 9.2: Διασταύρωση  επιτυχίας και αποτυχίας στις ΛΠΚ και ΕΠΚ

Ένας μαθητής ισχυρίζεται "Δεν υπάρχει κλάσμα μεταξύ
του7/8 και του 1, γιατί μετά το 7/8 ακολουθεί το 8/8 που είναι
ίσο με το 1". Αξιολογήστε και αιτιολογήστε.

Βρείτε ένα κλάσμα μεταξύ
του 7/8 και του 1. Επιτυχία Αποτυχία Σύνολο

Επιτυχία 21 0 21
Αποτυχία 13 11 24
Σύνολο 34 11 45

Αν εφαρμόσουμε το τεστ χ2 και το τεστ McNemar βρίσκουμε ότι οι δύο ερωτήσεις
συσχετίζονται μεταξύ τους και για τους φοιτητές είναι στατιστικά πιο εύκολη η ερώτηση
ΠΓΠ από ότι η ερώτηση ΓΠ (χ2 =12,73, df=1, p<0,001).

Ως επόμενη δοκιμασία, δόθηκε επίσης μια ερώτηση με δύο σκέλη, το πρώτο με δύο
ερωτήσεις γνώσεις περιεχομένου και το δεύτερο με ερώτηση παιδαγωγικής γνώσης
περιεχομένου. Στην πρώτη ερώτηση, ΛΑΚ (Λύση Αναπαράστασης Κλάσματος)  δώσαμε
στους φοιτητές 5 ίσους κύκλους και ζητήσαμε να αναπαραστήσουν το 1/4 των κύκλων,
σκιάζοντας το. Στη συνέχεια, δόθηκε μια εικόνα (εικόνα 1) με τις απαντήσεις τριών
μαθητών στην άσκηση «Σημειώστε το 1/3 των σοκολατών» και ζητήθηκε από τους
φοιτητές να απαντήσουν στην ερώτηση ΕΑΚ (Ερμηνεία Αναπαράστασης Κλάσματος),
δηλαδή να αξιολογήσουν κάθε απάντηση και να την ερμηνεύσουν.

Λάθος ισχυρισμός, ο μαθητής σκέφτεται όπως του
έχουν μάθει να σκέφτεται συνήθως

4,4%
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Πίνακας 10: Επιτυχίες στις ερωτήσεις με αναπαράσταση κλασμάτων

ΛΑΚ :1/4 των 5 κύκλων ΕΑΚ: 3 απαντήσεις μαθητών στο
«Σημειώστε το 1/3 των 4 σοκολατών»

Επιτυχία 31 (68,9%) 20 (44,4%)

Μη απάντηση 7 (15,6%) 0 (0,0%)
Οι ερωτήσεις με αναπαράσταση κλασμάτων δυσκόλεψαν επίσης σημαντικό

ποσοστό φοιτητών 31 φοιτητές (68,9%) μπόρεσε να σκιάσει με επιτυχία την ζητούμενη
ποσότητα και να απαντήσει σωστά στην ΛΑΚ1. Στην ερώτηση ΕΑΚ,  20 φοιτητές
(44,4%) ερμήνευσαν σωστά όλες ή τις περισσότερες απαντήσεις των μαθητών.

Στην πρώτη ερώτηση ΛΑΚ, 7 φοιτητές δεν απάντησαν καθόλου (15,6%)  ενώ
άλλοι τόσοι (15,6%) αναπαράστησαν το 1/4 με λάθος τρόπος (π. χ. σκιάζοντας  έναν
ολόκληρο κύκλο και άλλο μισό). Στην ΕΑΚ, 8 φοιτητές (17,8%) αξιολόγησαν λάθος τις
απαντήσεις των μαθητών και 17 φοιτητές (37,8%), παρόλο που αξιολόγησαν σωστά τις
απαντήσεις, έδωσαν λάθος ή περιορισμένες ερμηνείες για τις παρανοήσεις στη θεώρηση
του όλου.

Πίνακας 10.1: Τρόποι αναπαράστασης και  αντίστοιχο ποσοστό επιλογής

Ερώτηση Τρόπος αναπαράστασης Ποσοστό που
τον επέλεξε

ΛΑΚ1 :1/4 των 5
κύκλων (1ος τρόπος)

Σκίαση ενός ολόκληρου κύκλου και 1/4 ενός
δεύτερου κύκλου

62,2%

Χωρίζοντας κάθε κύκλο σε 4 ίσα κομμάτια και
σκίαση του 1/4  κάθε κύκλου

4,4%

Χωρίζοντας όλους τους κύκλους (ως μια
ολότητα) σε 4 ίσα κομμάτια και σκίαση ενός
κομματιού( (1/4)

2,2%

Στην ερώτηση ΛΑΚ τρεις ήταν οι βασικοί τρόποι σκίασης. Αρχικά, στον ΛΑΚ1,
28 φοιτητές (62,2%) σημείωσαν έναν ολόκληρο κύκλο και το 1/4 ενός δεύτερου για την
αναπαράσταση του 1/4 των 5 κύκλων, 2 φοιτητές (4,4%) χωρίζοντας τον κάθε κύκλο σε 4
ίσα κομμάτια και σημειώνοντας το 1/4 κάθε κύκλου και 1 (2,2%) χωρίζοντας όλους τους
κύκλους σε ίσα κομμάτια και σημειώνοντας το 1/4 αυτών. Όσον αφορά τις σωστές
ερμηνείες στην ΕΑΚ που έδωσαν 20 φοιτητές (44,4%) είναι οι εξής: Η πρώτη απάντηση
είναι σωστή καθώς ο μαθητής θεωρεί ως μέρος του όλου την κάθε σοκολάτα και στη
συνέχεια το κάθε μέρος ως όλο (6 μέρη) από το οποίο παίρνει τα 2 μέρη, δηλαδή το 1/3. Η
δεύτερη είναι λάθος, αφού υπάρχει παρανόηση στη θεώρηση του όλου και ο μαθητής
παίρνει ως όλο τη μία σοκολάτα. Η τρίτη απάντηση είναι σωστή επειδή ο μαθητής θεωρεί
ως όλο και τις 4 σοκολάτες (ή τα 24 κομμάτια σοκολάτας) και από αυτό το όλο
σημειώνουν το 1/3 δηλαδή μια ολόκληρη σοκολάτα ( ή 6 κομμάτια) και 2 κομμάτια.

Η διασταύρωση της επιτυχίας και αποτυχίας στις δύο ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου (ΛΑΚ) και Παιδαγωγικής Γνώσης Περιεχομένου (ΕΑΚ) παρουσιάζεται στο
παρακάτω πίνακα:
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Πίνακας 10.2: Διασταύρωση επιτυχίας και αποτυχίας στη ΛΑΚ και ΕΑΚ

Παρακάτω βρίσκονται οι απαντήσεις τριών μαθητών στην
άσκηση «Σημειώστε το 1/3 των σοκολατών». Αξιολογήστε τις
απαντήσεις και αιτιολογήστε τες

Σκιάστε το 1/4 των 5
κύκλων που
βρίσκονται παρακάτω.

Επιτυχία Αποτυχία Σύνολο

Επιτυχία 18 13 31
Αποτυχία 2 12 14
Σύνολο 20 25 45

Αν εφαρμόσουμε το τεστ χ2 και το τεστ McNemar βρίσκουμε ότι οι δύο ερωτήσεις
συσχετίζονται μεταξύ τους και για τους φοιτητές είναι στατιστικά πιο εύκολη η ερώτηση
ΓΠ από ότι η ερώτηση ΠΓΠ (χ2 =7,48, df=1, p=0,007).

Στη συνέχεια, θέσαμε στους φοιτητές την ερώτηση ΛΤΔ, με την οποία ζητήσαμε
από αυτούς  να ταξινομήσουν του δεκαδικούς αριθμούς 0,33 0,8 0,242  0,4 0,71 από τον
μικρότερο στον μεγαλύτερο. Η επόμενη ερώτηση ΕΤΔ, αφορά την αξιολόγηση και την
ερμηνεία της  ταξινόμησης δεκαδικών αριθμών από ένα μαθητή ο οποίος κλήθηκε να
ταξινομήσει τους αριθμούς 0,53 0,7 0,475 0,12 0,3 και τους ταξινόμησε με τον ακόλουθο
τρόπο: 0,3< 0,7< 0,12 <0,53< 0,475.

Πίνακας 11. Επιτυχίες στις ερωτήσεις με ταξινομήσεις δεκαδικών αριθμούς

ΛΤΔ: 0,33 0,8  0,242 0,4 0,71 ΕΤΔ: η ταξινόμηση είναι «0,3<
0,7< 0,12< 0,53 <0,475»

Επιτυχία 32 (71,1%) 40 (88,9%)

Μη απάντηση 1 (2,2%) 2 (4,4%)
Οι επιτυχίες στην ερώτηση ΛΤΔ ανέρχονται στο 71,1%, δηλαδή 32 φοιτητές

κατάφεραν να ταξινομήσουν με σωστή σειρά  τους δεκαδικούς αριθμούς, ενώ στην
ερώτηση της ΠΓΠ ΕΤΔ το ποσοστό επιτυχίας αυξήθηκε (88,9%) καθώς 40 φοιτητές
αξιολόγησαν και ερμήνευσαν σωστά την απάντηση του μαθητή.

Το ποσοστό των λανθασμένων απαντήσεων στην πρώτη ερώτηση γνώσης
περιεχομένου (ΛΤΚ) ήταν 26,7% αφού 12 φοιτητές δεν μπόρεσαν να ταξινομήσουν σωστά
τους δεκαδικούς αριθμούς από το μικρότερο στο μεγαλύτερο. Ωστόσο, στην ΕΤΔ μόνο 3
φοιτητές (6,7%) απάντησαν λάθος υποστηρίζοντας ότι  η ταξινόμηση του μαθητή είναι
σωστή ενώ 2 (4,4%) δεν απάντησαν.

Πίνακας 11.1: Στρατηγικές ταξινόμησης δεκαδικών αριθμών και το αντίστοιχο ποσοστό
επιλογής

Ερώτηση Στρατηγική Ποσοστό που
την επέλεξε

ΛΤΔ: 0,33 0,8  0,242
0,4 0,71

Ταξινόμηση συγκρίνοντας τα δέκατα των
δεκαδικών αριθμών

51,1%
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Ταξινόμηση με χρήση νοητής αριθμογραμμής (οι
αριθμοί σε σχέση με σημείο αναφοράς το 1)

8.9%

Ερώτηση Ερμηνεία Ποσοστό που την
επέλεξε

ΕΤΔ: η ταξινόμηση
είναι «0,3< 0,7< 0,12<
0,53 <0,475»

Λάθος ταξινόμηση, ο μαθητής αγνόησε την
υποδιαστολή και ταξινόμησε βάσει των ακέραιων/
φυσικών αριθμών

55,6%

Λάθος ταξινόμηση, ο μαθητής ταξινόμησε βάσει
το πλήθος των ψηφίων

28,9%

Όπως παρατηρούμε στο πίνακα 11.1, αναφορικά με τις  στρατηγικές που επέλεξαν
οι φοιτητές για να ταξινομήσουν τους δεκαδικούς αριθμούς, 23 από αυτούς (51,1%)
ανέφεραν ότι χρειάστηκε να συγκρίνουν μόνο δέκατα και όχι τα εκατοστά και τα χιλιοστά,
επίσης, 4 φοιτητές (8,9%) για την ταξινόμηση σκέφτηκαν μια  αριθμογραμμή μέχρι το 1
και τοποθέτησαν τους δεκαδικούς αριθμούς πάνω σε αυτή. Στην ΕΤΔ, 25 μελλοντικοί
δάσκαλοι ισχυρίστηκαν ότι η ταξινόμηση ήταν λάθος και ότι ο μαθητής παρανόησε,
αγνόησε την υποδιαστολή και είδε τους δεκαδικούς ως ακέραιους ή φυσικούς αριθμούς.
Άλλοι 13 μελλοντικοί δάσκαλοι υποστήριξαν επίσης ότι η ταξινόμηση ήταν λάθος και ότι
ο μαθητής φαίνεται να μπερδεύεται και να ταξινομεί με βάση το πλήθος των ψηφίων και
όχι την πραγματική αξία. Κάποιες χαρακτηριστικές ερμηνείες είναι: «..o μαθητής
σκέφτεται ότι  όσο λιγότερα ψηφιά υπάρχουν μετά την υποδιαστολή τόσο μικρότερος είναι ο
αριθμός», «βλέπει τους αριθμούς χωρίς την υποδιαστολή, επηρεασμένος από τον τρόπο
που μετράμε» , «..αντιμετωπίζοντας τους αριθμούς σαν φυσικούς», «..έχει μεταβιβάσει μια
ιδιότητα των φυσικών στους δεκαδικούς».

Η διασταύρωση της επιτυχίας και αποτυχίας στις δύο ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου (ΛΤΔ) και Παιδαγωγικής Γνώσης Περιεχομένου (ΕΤΔ) παρουσιάζεται στο
παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 11.2: Διασταύρωση επιτυχίας και αποτυχίας στις ΛΤΔ και ΕΤΔ

Σε ένα μαθητή δόθηκε η άσκηση να ταξινομήσει τους
αριθμούς: 0,53 0,7 0,475 0,12 0,3. Ο μαθητής έλυσε:
0,3<0,7<0,12< 0,53< 0,475. Αξιολογήστε και αιτιολογήστε.

Ταξινομήστε τους αριθμούς
από το μικρότερο στο
μεγαλύτερο: 0,33 0,8 0,242
0,4 0,71

Επιτυχία Αποτυχία Σύνολο

Επιτυχία 29 3 32
Αποτυχία 10 3 13
Σύνολο 39 6 45

Αν εφαρμόσουμε το τεστ χ2 και το τεστ McNemar βρίσκουμε ότι οι δύο ερωτήσεις
δεν συσχετίζονται μεταξύ τους και δεν υπάρχει διαφορά δυσκολίας στατιστικά σημαντική
μεταξύ της ερώτησης ΓΠ και της ερώτησης ΠΓΠ (χ2=1,5, df=1, p=0,092).
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Στο τελευταίο κομμάτι των συνεντεύξεων δώσαμε στους φοιτητές δύο μαθηματικά
προβλήματα. Πρώτον στη ερώτηση ΛΠΔΚ, τους ζητήθηκε να Λύσουν ένα Πρόβλημα με
Διαίρεση Κλασμάτων το οποίο είναι:
«Η Κορίνα έχει ένα κορδόνι με μήκος 3/4 του μέτρου. Θέλει να το χωρίσει σε κομμάτια που
το κάθε ένα να έχει μήκος 1/8 του μέτρου. Σε πόσα κομμάτια θα το χωρίσει;»
Και στη συνέχεια, δόθηκε στους συμμετέχοντες η λύση ενός μαθητή για το παραπάνω
πρόβλημα την οποία έπρεπε να αξιολογήσουν και να ερμηνεύσουν (ΕΠΔΚ-Ερμηνεία
Προβλήματος Διαίρεσης Κλασμάτων). Η λύση του μαθητή ήταν η εξής : «3/4 : 1/8= 4/3 x
1/8=…»

Πίνακας 12:  Επιτυχίες στις ερωτήσεις με πρόβλημα διαίρεσης κλασμάτων

ΛΠΔΚ: 3/4: 1/8 ΕΠΔΚ: «3/4: 1/8= 4/3x 1/8=..»
Επιτυχία 35 (77,8%) 28 (62,2%)

Μη απάντηση 2 (4,4%) 9 (20,0%)
Σύμφωνα με τα δεδομένα του Πίνακα 12, η ερώτηση ΛΠΚΔ δυσκόλεψε κάποιους

φοιτητές αφού 35 από τους 45 (77,8%) μπόρεσαν να απαντήσουν με επιτυχία και να βρουν
μια σωστή λύση στο πρόβλημα. Από την άλλη πλευρά, η ΕΠΔΚ δυσκόλεψε
περισσότερους και μόνο 28 φοιτητές (62,2%) μπόρεσαν  να εντοπίσουν το λάθος στη λύση
του μαθητή και να αξιολογήσουν σωστά.
Στην ερώτηση ΛΠΚΔ, 8 φοιτητές (17,8%) έλυσαν το πρόβλημα με λάθος τρόπο ενώ 2
(4,4% ) δεν απάντησαν. Στην επόμενη ερώτηση, ΕΠΔΚ, όπου οι φοιτητές αξιολόγησαν
και ερμήνευσαν την λύση του μαθητή, 8 από αυτούς (17,8%) ισχυρίστηκαν ότι η πράξη
είναι σωστή ενώ 9 (20,0%) δεν απάντησαν καθώς δεν γνώριζαν την διαδικασία του
αλγόριθμου.

Η διασταύρωση της επιτυχίας και αποτυχίας στις δύο ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου (ΛΠΔΚ) και Παιδαγωγικής Γνώσης Περιεχομένου (ΕΠΔΚ) παρουσιάζεται
στο παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 12.1: Διασταύρωση επιτυχίας και αποτυχίας στις ΛΠΔΚ και ΕΠΔΚ

Αν εφαρμόσουμε το τεστ χ2 και το τεστ McNemar βρίσκουμε ότι οι δύο ερωτήσεις
δεν συσχετίζονται μεταξύ τους και δεν υπάρχει διαφορά δυσκολίας στατιστικά σημαντική
μεταξύ της ερώτησης ΓΠ και της ερώτησης ΠΓΠ (χ2=2,7, df=1, p=0,118).

'Ένας μαθητής ξεκίνησε να λύνει το πρόβλημα με τον
παρακάτω τρόπο: 3/4 :1/8 = 4/3 x 1/8=... Αξιολογήστε την
πράξη του μαθητή.

Η Κορίνα έχει ένα κορδόνι
μήκους 3/4 του μέτρου. Το
χώρισε κομμάτια που το κάθε
ένα έχει μήκος 1/8 του μέτρου. Σε
πόσα κομμάτια το χώρισε;

Επιτυχία Αποτυχία Σύνολο

Επιτυχία 24 11 35
Αποτυχία 4 6 10
Σύνολο 28 17 45
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Η επόμενη ερώτηση που θέσαμε στους συμμετέχοντες της έρευνας ήταν η ΛΠΠΚ
που αφορούσε τη Λύση Προβλήματος Πολλαπλασιασμού Κλασμάτων. Συγκεκριμένα το
πρόβλημα είχε την εξής εκφώνηση:
«Ο Κώστας αγόρασε ¾ του κιλού μοσχαρίσιο κρέας. Χρησιμοποίησε το 1/3 του μοσχαρίσιου
κρέατος για να φτιάξει γιουβαρλάκια. Πόσα κιλά μοσχαρίσιο κρέας χρησιμοποίησε για τα
γιουβαρλάκια;»

Περνώντας στο κομμάτι της παιδαγωγική γνώση περιεχομένου, δόθηκε στους
φοιτητές η λύση ενός μαθητή για το ίδιο πρόβλημα και τους τέθηκε η ερώτηση ΕΠΠΚ,
σύμφωνα με την οποία έπρεπε να αξιολογήσουν και να ερμηνεύσουν τη λύση του μαθητή.
Η λύση του μαθητή ήταν η εξής: 3/4– 1/3=…

Πίνακας 13:  Επιτυχίες στις ερωτήσεις με πρόβλημα πολλαπλασιασμού κλασμάτων

ΛΠΠΚ: 3/4 x 1/3 ΕΠΠΚ: « 3/4- 1/3=..»
Επιτυχία 23 (51,1%) 15 (33,3%)

Μη απάντηση 5 (11,1%) 2 (4,4%)
Στην ΛΠΠΚ, μόνο οι μισοί φοιτητές  από τους 45 (51,1%)  απάντησαν σωστά και

μπόρεσα να λύσουν επιτυχώς το πρόβλημα με τον πολλαπλασιασμό των κλασματικών
αριθμών. Ενώ, στο επόμενο σκέλος , στην ΕΠΠΚ, οι φοιτητές τα πήγαν καλύτερα αφού
αξιολόγησαν και ερμήνευσαν σωστά τη λύση του μαθητή, η οποία τελικά ήταν λάθος.

Το λάθος που έκαναν αρκετοί φοιτητές στη ΛΠΠΚ (31,1%) ήταν ίδιο με αυτό του
μαθητή , δηλαδή αφαίρεσαν τα κλάσματα, 3/4- 1/3, αντί να τα πολλαπλασιάσουν. Επίσης
ένα  λάθος που έκαναν 3 φοιτητές (6,7%) ήταν να διαιρέσουν τα κλάσματα 3/4: 1/3 με
αποτέλεσμα να δώσουν λάθος απάντηση στην ερώτηση ΛΠΠΚ. Στην ΕΠΠΚ, 16 φοιτητές
(35,6%)  απάντησαν λάθος ισχυριζόμενοι ότι η λύση του μαθητή ήταν σωστή.

Πίνακας 13.1: Τρόποι λύσης -ερμηνείες στα προβλήματα με κλάσματα και τα αντίστοιχα
ποσοστά επιλογής

Ερώτηση Τρόπος Λύσης Ποσοστό που τον
χρησιμοποίησε

ΛΠΔΚ: 3/4: 1/8

Λύση με τη βοήθεια μιας αναπαράστασης, όπως
αριθμογραμμή ή σχήμα

33,3%

Μετατρέποντας τα κλάσματα σε δεκαδικούς
(εκατοστά μέτρου) και διαίρεση (0,75: 0,125)

17,3%

Βρίσκοντας ομώνυμα κλάσματα ,όπως 3/4= 6/8 άρα
6

11,1%

Εκτέλεση αλγόριθμου διαίρεσης με αντιστροφή του
δεύτερου όρου και πολλαπλασιασμό

8,9%

Εκτέλεση αλγόριθμου, μετατροπή του σύνθετου
κλάσματος σε απλό

6,7%

Μετατρέποντας το κλάσμα 3/4 σε γραμμάρια του
κιλού και διαίρεση με 3, δηλαδή 3/4=750 γρ άρα το
1/3 του 750 είναι 750/3=250γρ

33,3%
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ΛΠΠΚ: 3/4 x 1/3
Εκτέλεση του αλγόριθμου πολλαπλασιασμού
κλασμάτων, 3/4x 1/3

11,1%

Λύση με τη βοήθεια αναπαράστασης , όπως
αριθμογραμμή ή πίτα

6,7%

Ερώτηση Ερμηνεία Ποσοστό που την
επέλεξε

ΕΠΔΚ: «3/4:
1/8= 4/3x 1/8=..»

Λάθος λύση. Ο μαθητής επιλέγει τη σωστή πράξη
άλλα κάνει λάθος στη διαδικασία. Αντιστρέφει τους
όρους λάθος κλάσματος.

62,2%

ΕΠΠΚ: « 3/4-
1/3=..»

Λάθος πράξη. Ο μαθητής αφαιρεί επειδή στην
εκφώνησης του προβλήματος αναφέρεται
«χρησιμοποίησε»

22,2%

Λάθος πράξη. Ο μαθητής αφαιρεί επειδή δεν
σκέφτεται ότι είναι διαφορετικές ποσότητες

11,1%

Η διασταύρωση της επιτυχίας και αποτυχίας στις δύο ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου (ΛΠΠΚ) και Παιδαγωγικής Γνώσης Περιεχομένου (ΕΠΠΚ) παρουσιάζεται
στο παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 13.2: Διασταύρωση επιτυχίας και αποτυχίας στις ΛΠΠΚ και ΕΠΠΚ

'Ένας μαθητής έλυσε το πρόβλημα με το παραπάνω
τρόπο:3/4 - 1/3 =... Αξιολογήστε την λύση του μαθητή και
αιτιολογήστε την.

Ο Κώστας αγόρασε 3/4 του
κιλού κρέας. Χρησιμοποίησε το
1/3 του κρέατος για να φτιάξει
γιουβαρλάκια. Πόσα κιλά κρέας
χρησιμοποίησε;

Επιτυχία Αποτυχία Σύνολο

Επιτυχία 13 10 23
Αποτυχία 2 20 22
Σύνολο 15 30 45

Αν εφαρμόσουμε το τεστ χ2 και το τεστ McNemar βρίσκουμε ότι οι δύο ερωτήσεις
συσχετίζονται μεταξύ τους και για τους φοιτητές είναι στατιστικά πιο εύκολη η ερώτηση
ΓΠ από ότι η ερώτηση ΠΓΠ (χ2 =11,38, df=1, p=0,039).

Στο πρώτο πρόβλημα, ΛΠΔΚ οι συμμετέχοντες το έλυσαν με ποικίλους
διαφορετικούς τρόπους. Σύμφωνα με τον πίνακα 12.1, 15 φοιτητές (33,3%) έλυσαν το
πρόβλημα με τη χρήση μιας αναπαράστασης όπως μια αριθμογραμμή ή κάποιο άλλο
σχήμα (στρατηγική βασισμένη στην αίσθηση του αριθμού), 8 άτομα (17,8%) μετέτρεψαν
τα κλάσματα του προβλήματος σε δεκαδικούς αριθμούς και τους διαίρεσαν
(0,75:0,125=6), ενώ άλλοι 7 φοιτητές (15,1%) εκτέλεσαν κάποιο αλγόριθμο διαίρεσης
κλασμάτων (σύνθετο κλάσμα ή πολλαπλασιασμός με αντιστροφή των όρων του δεύτερου
κλάσματος και πολλαπλασιασμό). Αναφορικά με την επίλυση του ΛΛΠΚ,  15 φοιτητές
(33,3%) μετέτρεψαν το κλάσμα 3/4 σε γραμμάρια και στη συνέχεια το διαίρεσαν με το 3.
Ακόμη, 5 φοιτητές (11,1%)  εκτέλεσαν τον αλγόριθμο πολλαπλασιασμού κλασμάτων
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(στρατηγική βασισμένη σε κανόνες) ενώ 3 (6,7%) απάντησαν με τη βοήθεια κάποιας
αναπαράστασης (π.χ. αριθμογραμμή/πίτα).

Τέλος, στην ερώτηση ΕΠΔΚ, το λάθος που εντόπισαν 28 φοιτητές (62,2%) ήταν
ότι παρά το γεγονός ότι η επιλογή της πράξης ήταν σωστή ο μαθητής κάνει λάθος στη
διαδικασία του αλγόριθμου. Συγκεκριμένα, αντί να αντιστρέψει τους όρους του δεύτερου
κλάσματος, το έκανε για το πρώτο. Όσον αφορά τις ερμηνείες που δόθηκαν στην ερώτηση
ΕΠΠΚ, 10 φοιτητές (22,2%)  ανέφεραν ότι ο μαθητής κάνει λάθος πράξη επειδή τον
μπερδεύει η λέξη «χρησιμοποίησε» οπότε σκέφτεται ότι πρέπει να βγάλει μια ποσότητα
από μία άλλη. Επίσης, 5 φοιτητές (11,1%) υποστήριξαν πως ο μαθητής δεν κατανοεί ότι
πρόκειται για δύο διαφορετικές ποσότητες και ότι είναι λάθος να τις αφαιρέσει. Σημαντικό
είναι και το γεγονός ότι 12 φοιτητές (26,7%) αναγνώρισαν ότι η λύση είναι λάθος αλλά
δεν μπόρεσαν να ερμηνεύσουν τη σκέψη του μαθητή.
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5.Συζήτηση

Πολλές έρευνες έδειξαν ότι η ΓΠ και ειδικότερα η ΓΠΓ των εκπαιδευτικών αποτελούν
βασικούς παράγοντες της ποιότητας της διδασκαλίας τους καθώς και της προόδου των
μαθητών τους (Ball et al., 2008; Baumert et al., 2010; Hill et al., 2005). Επιπλέον,
προηγούμενες μελέτες έδειξαν ότι οι υποψήφιοι δάσκαλοι έχουν περιορισμένες ΓΠ και
ΠΓΠ στους ρητούς αριθμούς (Depaepe et al., 2015; Tirosh, 2000; Turnkulu & Yelsidere,
2007). Ενώ, η δυσκολία που αντιμετωπίζουν και οι ίδιοι μαθητές στους ρητούς αριθμούς
έχει τονιστεί και αιτιολογηθεί από πολλούς ερευνητές (Clarke & Roshe, 2009; Lammon,
1999; Stafylidou & Vosniadou, 2004).

Όπως φάνηκε στα αποτελέσματα της παρούσας έρευνας η ΓΠ και η ΠΓΠ των
φοιτητών- εκπαιδευτικών στους ρητούς αριθμούς είναι ανεπαρκείς. Αυτό το συμπέρασμα
επισημαίνετε και σε μια σειρά προηγούμενων ερευνών όπως αναφέρθηκε παραπάνω. H
ανάλυση των αποτελεσμάτων και ο μέσος όρος των επιτυχιών (Μ= 67,5 %) στη ΓΠ,
δείχνει ότι λιγότεροι από 7 στους 10 υποψήφιους δασκάλους κατανοούν τις ποσότητες και
είναι ικανοί να λύσουν ασκήσεις και προβλήματα με ρητούς αριθμούς. Παρομοίως, με
μέσο όρο επιτυχιών (Μ= 65,8 %) στη ΓΠΓ παρατηρήθηκε ,επίσης, ότι λιγότεροι από 7
στους 10 φοιτητές γνωρίζουν τις δυσκολίες των μαθητών στους ρητούς αριθμούς και είναι
ικανοί να τις αντιμετωπίσουν αποτελεσματικά.

Οι υποψήφιοι δάσκαλοι φαίνεται να δυσκολεύονται σε πολλούς τομείς (κυρίως
εννοιολογικής γνώσης) στους ρητούς αριθμούς. Αυτό που δυσκολεύει σε σημαντικό
βαθμό, σύμφωνα με την παρούσα έρευνα, είναι η κατανόηση της πυκνότητας των
κλασμάτων. Πολλοί φοιτητές δεν γνωρίζουν ή δεν κατανοούν ότι στο σύνολο των ρητών
αριθμών, μεταξύ δύο αριθμών υπάρχουν άπειροι, ενώ άλλοι παρόλο που το γνωρίζουν
αυτό δεν μπορούν να προσδιορίσουν κάποιον  αριθμό μεταξύ δύο άλλων. Επιπλέον, οι
υποψήφιοι δάσκαλοι δυσκολεύονται να κατανοήσουν τις ποσότητες μετά από μια
μετατροπή κλάσματος (δηλαδή να καταλάβουν αν τελικά το κλάσμα μικραίνει ή
μεγαλώνει όταν μεγαλώσουν ή μικραίνουν οι όροι) κάτι το οποίο επίσης μας δείχνει την
έλλειψη βαθιάς κατανόηση των ρητών αριθμών. Οι φοιτητές συναντούν δυσκολίες ακόμη
και στις πράξεις των ρητών, αφού όπως φάνηκε στα αποτελέσματα, μία διαίρεση ακεραίου
με δεκαδικού μπορεί να λυθεί σωστά μόνο σχεδόν από τους μισούς φοιτητές. Άλλες
δυσκολίες είναι η αναπαράσταση των ρητών αριθμών, κυρίως των κλασμάτων (1/4 των 5
κύκλων), η κατανόηση και η επίλυση προβλημάτων με πράξεις κλασμάτων, ειδικότερα
πολλαπλασιασμού όπως επίσης και η σύγκριση αντίστροφων αλλά και γενικότερα
ετερώνυμων κλασμάτων.

Όσον αφορά τη συσχέτιση μεταξύ των ερωτήσεων ΓΠ και ΠΓΠ φάνηκε ότι αυτή
εξαρτάται από τη φύση των ερωτήσεων. Για παράδειγμα, στις ερωτήσεις της σκίασης των
κύκλων (ΛΑΚ) και του πολλαπλασιασμού κλασμάτων (ΛΠΠΚ) οι ερωτήσεις Γνώσης
Περιεχομένου συσχετίζονταν με τις ερωτήσεις ΠΓΠ και οι ερωτήσεις ΓΠ ήταν στατιστικά
πιο εύκολες από τις ερωτήσεις ΠΓΠ. Φαίνεται ότι οι φοιτητές γνωρίζουν να σκιάζουν το ¼
των 5 κύκλων και να εκτελούν τον πολλαπλασιασμό μεταξύ κλασμάτων αλλά δεν
γνωρίζουν τόσο καλά να ερμηνεύουν τα αντίστοιχα λάθη σε αυτές τις ερωτήσεις.
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Αντίθετα οι φοιτητές γνωρίζουν καλύτερα να ερμηνεύουν το λάθος της πυκνότητας
μεταξύ των κλασμάτων (ΕΠΚ) δηλαδή την ΠΓΠ από το να βρίσκουν αυτοί οι ίδιοι την
απάντηση στην ερώτηση. Δηλαδή φαίνεται αυτό το παράδοξο αποτέλεσμα ότι οι φοιτητές
γνωρίζουν να ερμηνεύουν ένα λάθος χωρίς οι ίδιοι να ξέρουν το σωστό. Ερμηνεία αυτής
της παράδοξης συμπεριφοράς είναι ότι οι φοιτητές διδάχτηκαν στο μάθημα της Διδακτικής
των Μαθηματικών να ερμηνεύουν αυτό το λάθος. Αλλά παρόλα αυτά οι ίδιοι δεν
μπόρεσαν να βρουν τη σωστή απάντηση πράγμα που δείχνει την αδυναμία τους στη ΓΠ
των Μαθηματικών.

Υπήρχαν ερωτήσεις όπως η ταξινόμηση των δεκαδικών αριθμών (ΛΤΔ) και η
διαίρεση των κλασμάτων (ΛΠΔΚ) στις οποίες οι ερωτήσεις ΓΠ και ΠΓΠ δεν είχαν
συνάφεια μεταξύ τους και δεν παρουσιάζονταν στατιστική διαφορά ως προς τη δυσκολία
τους. Φαίνεται λοιπόν, ότι στις ερωτήσεις αυτές η ΓΠ δεν συσχετίζεται με την ΠΓΠ,
πιθανά αυτό να οφείλεται στον τρόπο με τον οποίο τέθηκαν οι ίδιες οι ερωτήσεις. Σε αυτές
τις ερωτήσεις η ερμηνεία των λαθών δεν σχετίζονταν με τη ΓΠ των ερωτήσεων.

Όσον αφορά τις στρατηγικές που χρησιμοποιούν οι φοιτητές στους ρητούς
αριθμούς, αυτές είναι κάποιες φορές βασισμένες σε κανόνες (rule-based stategies) ενώ
άλλες στην αίσθηση του αριθμού (number sense strategies). Από την επιλογή της
ανάλογης στρατηγικής φανερώνεται και ο βαθμός κατανόησης του αντικειμένου σε κάθε
περίπτωση. Στις πράξεις με κλάσματα η πλειοψηφία των υποψηφίων δασκάλων
χρησιμοποιεί στρατηγικές βασισμένες σε κανόνα ενώ αντιθέτως στη διαίρεση ακεραίου με
δεκαδικό και στη σύγκριση κλασματικών αριθμών οι περισσότεροι προτιμούν στρατηγικές
της αίσθησης του αριθμού. Στις περισσότερες περιπτώσεις στις συγκρίσεις κλασμάτων η
πλειοψηφία των φοιτητών απάντησε σύμφωνα με στρατηγικές βασισμένες στην αίσθηση
του αριθμού (π.χ. χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφορά το 1/2 ή με νοερή αναπαράσταση
των κλασμάτων). Στα ποσοστά, ενώ σε κάποιες περιπτώσεις (π.χ. 150% του 12)  οι
περισσότεροι χρησιμοποιούν στρατηγικές της αίσθησης του αριθμού σε άλλες περιπτώσεις
(πχ 90% του 40) προτιμούν στρατηγικές βασισμένες σε κανόνες. Στα προβλήματα με
ρητούς αριθμούς οι υποψήφιοι εκπαιδευτικοί επιλέγουν την επίλυση με στρατηγικές της
αίσθησης του αριθμού κάτι που μας δείχνουν ότι κατανοούν τις σχέσεις μεταξύ των
αριθμών.

Με ένα σχετικά χαμηλό επίπεδο ΓΠ στους ρητούς αριθμούς, κάποιος μπορεί να
αμφιβάλλει αν ένας πτυχιούχος υποψήφιος δάσκαλος έχει επαρκείς γνώσεις για να διδάξει
σε μαθητές Ε΄ και Στ΄ δημοτικού. Το χαμηλό επίπεδο ΠΓΠ ίσως οφείλεται στην έλλειψη
εμπειρίας των φοιτητών. Ωστόσο, η περιορισμένη γνώση (ΓΠ και ΠΓΠ) είναι κάτι
ανησυχητικό, καθώς οι φοιτητές έχουν παρακολουθήσει μια σειρά μαθημάτων
Μαθηματικών αλλά και Διδακτικής των Μαθηματικών (θεωρητικό και πρακτικό).
Γνωρίζοντας ότι το διδακτικό αντικείμενο των Μαθηματικών αποτελεί ένα από τα βασικά
μαθήματα του προγράμματος σπουδών του δημοτικού σχολείου, είναι πολύ σημαντικό οι
δάσκαλοι να κατέχουν την απαραίτητη γνώση (ΓΠ και ΠΓΠ) ώστε να διδάξουν
αποτελεσματικά. Ως εκ τούτου, η εκπαίδευση εκπαιδευτικών θα πρέπει να στοχεύει στην
ανάπτυξη των υποψηφίων δασκάλων ώστε να αποκτήσουν μία σε βάθος μαθηματική ΓΠ
και ΠΓΠ που θα αποτελέσει, μακροπρόθεσμα, την βάση για την αύξηση των μαθησιακών
αποτελεσμάτων.
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Τα μαθήματα του πανεπιστημίου για τη μαθηματική γνώση περιεχομένου των
εκπαιδευτικών πρέπει να στοχεύουν στην διαδικαστική και στην εννοιολογική γνώση,
καθώς σύμφωνα με τα αποτελέσματα μας κάποιοι φοιτητές στερούνται της διαδικαστικής
(π.χ. πράξη 3:0,5) αλλά και εννοιολογικής (π.χ. πυκνότητα ρητών αριθμών, κλάσμα
μεταξύ 7/8 και 1) γνώσης. Επιπλέον, η εκπαίδευση που αφορά τη μαθηματική
παιδαγωγική γνώση περιεχομένου πρέπει να στοχεύει στην απόκτηση γνώσης για τις
δυσκολίες που αντιμετωπίζουν οι μαθητές στους ρητούς αριθμούς, τις παρανοήσεις και τις
«μεροληψίες» καθώς και τον λόγο εμφάνισης αυτών στους ρητούς αριθμούς. H
παιδαγωγικού περιεχομένου εκπαίδευση για τους ρητούς αριθμούς, θα πρέπει επίσης, να
θέσει ικανούς τους υποψήφιους εκπαιδευτικούς να χρησιμοποιούν μια σειρά από
διδακτικές στρατηγικές και αναπαραστάσεις για τη διδασκαλία, λαμβάνοντας υπόψη τα
χαρακτηριστικά κάθε μαθητή και το πλαίσιο του μαθήματος.
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Παράρτημα

Ερωτήσεις για συνέντευξη σε υποψήφιους δάσκαλους

1.Υπολογίστε με το μυαλό τις παρακάτω πράξεις και αναφέρετε τον τρόπο σκέψης.

3/4 – 1/4 = 3 : 0,5 =                  4 x 3/4 =

2.Συγκρίνετε τα κλάσματα. Ποιο είναι το μεγαλύτερο σε κάθε περίπτωση;
α) 3/8     7/8 β) 2/4    4/2
γ)1/2     5/8 δ)3/7     5/8

3.Τι θα συμβεί στο 9/8 αν ο αριθμητής τριπλασιαστεί και ο παρονομαστής διαιρεθεί με το
4; Θα μεγαλώσει, θα μικραίνει ή θα παραμείνει ίδιο; Πόσες φορές;

4. Τοποθετήστε τα κλάσματα ¾ και 3/8 στην παρακάτω αριθμογραμμή;
0 ½ 1

5. Βρείτε το 150 % του 12  και το  90% του 40.

6 α. Βρείτε ένα κλάσμα μεταξύ του 7/8 και του 1.

6β. Στην παραπάνω ερώτηση ένας μαθητής απάντησε : «Δεν υπάρχει αριθμός μεταξύ του
7/8 και του 1 γιατί μετά το 7/8 ακολουθεί το 8/8 που είναι ίσο με 1.»
Αξιολογήστε την απάντηση του μαθητή και αιτιολογήστε την.

7 α.  Σκιάστε το ¼ των κύκλων που βρίσκονται παρακάτω.
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7β.Παρακάτω βρίσκονται ζωγραφισμένες οι απαντήσεις των μαθητών στο πρόβλημα :
«Σημείωσε το 1/3 των σοκολατιών»

Απάντηση 1

Απάντηση 2

Απάντηση 3

Αξιολογήστε κάθε απάντηση των μαθητών και αιτιολογήστε τις.

8α.Ταξινομήστε τους παρακάτω αριθμούς από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο:
0,33   0,8   0,242   0,4   0,71

8β.Σε έναν μαθητή δόθηκε η παρακάτω άσκηση:
Ταξινομήστε τους παρακάτω αριθμούς από τον μικρότερο στον μεγαλύτερο:
0,53   0,7   0,475   0,12   0,3

Ο μαθητής έλυσε με τον παρακάτω τρόπο:

Αξιολογήστε αν η λύση του μαθητή είναι σωστή και  αιτιολογήστε την.

9α. Η Κορίνα έχει ένα κορδόνι με μήκος 3/4 του μέτρου. Θέλει να το χωρίσει σε κομμάτια
που το κάθε ένα να έχει μήκος 1/8 του μέτρου. Σε πόσα κομμάτια θα το χωρίσει;

9β.Ένας μαθητής έλυσε το πρόβλημα με τον παρακάτω τρόπο:

3/4 : 1/8= 4/3 x 1/8 =

Αξιολογήστε αν η πράξη του μαθητή είναι σωστή και αιτιολογήστε την.
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10 α. Ο Κώστας αγόρασε ¾ του κιλού μοσχαρίσιο κρέας. Χρησιμοποίησε το 1/3 του
κρέατος για να φτιάξει γιουβαρλάκια. Πόσα κιλά μοσχαρίσιο κρέας χρησιμοποίησε για τα
γιουβαρλάκια;

10β.Ένας μαθητής έλυσε το πρόβλημα με τον παρακάτω τρόπο:
3/4 - 1/3 =
Αξιολογήστε αν η πράξη του μαθητή είναι σωστή και αιτιολογήστε την.
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ΦΥΛΛΟ ΓΙΑ ΤΟΝ ΦΟΙΤΗΤΗ

Ερώτηση 4

0 1/2 1

Ερώτηση 7α
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Ερώτηση 7β

Απάντηση 1

Απάντηση 2

Απάντηση 3

Ερώτηση 8α

0,33    0,8     0,242     0,4     0,71

Ερώτηση 8β
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Ερώτηση 9α

Ερώτηση 9β

3/4 : 1/8=  4/3 x 1/8 =

Ερώτηση 10α

Ερώτηση 10β

3/4 - 1/3 =
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