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2 Περίλθψθ 

Είναι γεγονόσ ότι ζνασ μεγάλοσ αρικμόσ μακθτϊν αποτυγχάνει να κατακτιςει επαρκϊσ τθν αρικμθτικι των 

κλαςμάτων, ακόμα και μετά από χρόνια διδαςκαλίασ. Η παροφςα εργαςία ζχει ωσ ςτόχο να εξετάςει τθν επίδραςθ 

τθσ κατανομισ των μθ-λεκτικϊν προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων ςε αυτι 

ακριβϊσ τθ δυςκολία των μακθτϊν. Για το ςκοπό αυτό μελετιςαμε τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, τα ςχολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου, τα ςχολικά βιβλία τθσ ςειράσ EnVisionMath των ΗΡΑ και το διδακτικό εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των 

ρθτϊν» (εκδόςεισ Κυριακίδθ, Δεκζμβριοσ 2016). Αρχικά, ζγινε καταγραφι, ςχολιαςμόσ και ςφγκριςθ των 

χαρακτθριςτικϊν των προβλθμάτων. Στθ ςυνζχεια, διερευνικθκε μζςω προςομοίωςθσ με τθ βοικεια του 

λογιςμικοφ FARRA (Braithwaite, Pyke, & Siegler, 2017) θ επίδραςθ αυτισ τθσ κατανομισ των προβλθμάτων ςτθν 

επίδοςθ των μακθτϊν. Τα αποτελζςματα δείχνουν ότι θ ςτατιςτικι κατανομι των προβλθμάτων των ςχολικϊν 

βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων επθρεάηει ςθμαντικά τθ μάκθςθ. 

 

Λζξεισ – κλειδιά: Κλάςματα, αρικμθτικι, υπολογιςτικό μοντζλο, προςομοίωςθ, ομϊνυμα, ετερϊνυμα, παράγοντεσ. 

 

3 Abstract 

It is a fact that a large number of students fail to adequately master the fraction arithmetic even after years of 

instruction. The purpose of the present study is to examine the effect of non-verbal problems of textbook son 

fraction arithmetic in this student difficulty. To this end, we study Greek textbooks, textbooks of Cyprus, the US 

EnVisionMath textbooks, and the "In the trajectory of the rational numbers" textbook (Kyriakidis, December 2016). 

Initially, the characteristics of the problems were recorded, annotated and compared. Then the effect of the 

distribution of these problems on student performance was investigated through simulation using the FARRA 

software (Braithwaite, Pyke, & Siegler, 2017). The results show that the statistical distribution of textbook problems 

in fractional arithmetic significantly influences learning. 

 

Keywords: fractions, arithmetic, computational model, simulation, equal denominators, unequal denominators, 

operands. 

 

 

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085


5 
 

4 Ειςαγωγι 

Είναι γενικά παραδεκτό ότι θ μακθματικι γνϊςθ παίηει πολφ ςθμαντικό ρόλο ςτθν επιτυχία του ατόμου τόςο ςτον 

ακαδθμαϊκό όςο και τον επαγγελματικό τομζα (Davidson,2012; McCloskey, 2007; Murnane, Willett, & Levy, 1995; 

Sadler & Tai, 2007). Oι Ritchie & Bates (2013) επιςθμαίνουν ότι θ επίδοςθ ενόσ μακθτι ςτα μακθματικά ςτθν θλικία 

των 7 ετϊν μπορεί να επθρεάςει ςθμαντικά τθν κοινωνικοοικονομικι κατάςταςι του ςτθν θλικία των 42 ετϊν. 

Τα κλάςματα αποτελοφν ζνα από τα πιο ςθμαντικά κζματα τα οποία αντιμετωπίηουν οι μακθτζσ τόςο του 

Δθμοτικοφ όςο και του Γυμναςίου. Ζνασ βαςικόσ λόγοσ για αυτό είναι ότι θ κατανόθςθ των κλαςμάτων αποτελεί 

προχπόκεςθ επιτυχίασ των μακθτϊν ςτα πιο προχωρθμζνα μακθματικά. Οι Siegler et al. (2012) ςυμπεραίνουν ότι 

ςτθν πρωτοβάκμια εκπαίδευςθ θ καλι γνϊςθ των κλαςμάτων αποτελεί ιςχυρό προγνωςτικό παράγοντα τθσ 

κατάκτθςθσ τθσ γνϊςθσ που ςχετίηεται, τόςο με τθν άλγεβρα, όςο και τθ γενικότερθ επίδοςθ ςε μεγαλφτερεσ τάξεισ 

ςτα μακθματικά και δεν ςχετίηεται με το ειςόδθμα και τθ μόρφωςθ των γονιϊν, το νοθτικό δυναμικό του μακθτι, 

τισ γνωςτικζσ λειτουργίεσ του που αφοροφν τθ μνιμθ, τθν αναγνωςτικι του ικανότθτα, τθ φυλι και το φφλο. Τα 

κλάςματα είναι επίςθσ ςθμαντικά και για τθν επαγγελματικι επιτυχία: Το 68% των αμερικανικϊν υπαλλιλων 

γραφείου και αυτϊν που επιτελοφν χειρονακτικι εργαςία αναφζρουν τθ χριςθ κλαςμάτων, δεκαδικϊν ι ποςοςτϊν 

ςτθν εργαςία τουσ (Handel, 2016). Ο Wu (2005) υποςτθρίηει ότι θ μελζτθ των κλαςμάτων αποτελεί τον πρϊτο 

ςοβαρό περίπατο του μακθτι ςτα αφθρθμζνα μακθματικά. Η μελζτθ των κλαςμάτων δεν επιτρζπει μόνο ςτουσ 

μακθτζσ να υπολογίηουν, αλλά παρζχει επίςθσ τθ βάςθ για τθν εργαςία με τα ποςοςτά, τθν κλίςθ και πολλά άλλα 

κζματα των μακθματικϊν τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ. 

Ραρά τθ ςθμαςία των κλαςμάτων, πολλά παιδιά ςυναντοφν μεγάλθ δυςκολία ςτο χειριςμό τουσ (Byrnes & Wasik, 

1991, Fuchs et al., 2014, Jordan et al. 2013 · Newton, Willard & Teufel, 2014. Siegler & Lortie-Forgues, 2015; Siegler 

& Pyke, 2013; Siegler, Thompson, & Schneider, 2011). Σε αντίκεςθ με τθν αρικμθτικι των φυςικϊν αρικμϊν, τθν 

οποία τα περιςςότερα παιδιά τελικά κατακτοφν τουλάχιςτον για τουσ μονοψιφιουσ αρικμοφσ, πολλοί μακθτζσ δεν 

φτάνουν ποτζ ςτθν επαρκι γνϊςθ τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων (Gabriel et al., 2013, Lortie-Forgues, Tian, & 

Siegler, 2015; Stigler, Givvin & Thompson, 2010). Για παράδειγμα, οι μακθτζσ τθσ 6θσ και 8θσ τάξθσ των ΗΡΑ ςτθν 

ζρευνα των Siegler και Pyke (2013) ςυγκζντρωςαν ποςοςτά ςωςτϊν απαντιςεων 41% και 57%, αντίςτοιχα, ςε 16 

αρικμθτικά προβλιματα με κλάςματα τα οποία ςυμπεριλάμβαναν και τισ τζςςερεισ αρικμθτικζσ πράξεισ με 

ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. Επίςθσ, ςτθν ζρευνα των Venkataraman, Hedberg, & Shagle (2007) 

παρουςιάςτθκαν 15 κζματα ςε κακθγθτζσ τθσ Άλγεβρασ ςτισ Ηνωμζνεσ Ρολιτείεσ τα οποία κεωροφνταν ωσ 

προαπαιτοφμενα για τθ μάκθςθ τθσ άλγεβρασ. Οι κακθγθτζσ οι οποίοι ρωτθκικαν για τθν ετοιμότθτα των μακθτϊν 

τουσ ςε αυτά, βακμολόγθςαν τθ γνϊςθ των κλαςμάτων και των δεκαδικϊν από τουσ μακθτζσ τουσ ωσ τθ δεφτερθ 

χαμθλότερθ. 

Ππωσ αναφζρεται από τουσ Braithwaite, Pyke & Siegler (2017), ζχουν ταυτοποιθκεί (Lortie-Forgues et al., 2015) δφο 

κατθγορίεσ δυςκολιϊν τισ οποίεσ αντιμετωπίηουν τα παιδιά ςτθν εκμάκθςθ τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων. Η 

πρϊτθ κατθγορία περιλαμβάνει τισ δυςκολίεσ ςε ςυγκεκριμζνεσ διαδικαςίεσ ςτα κλάςματα τισ οποίεσ αναμζνεται 
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να μάκουν οι μακθτζσ, όπωσ ο αρικμόσ των διαδικαςιϊν, θ αςάφεια του νοιματόσ τουσ, οι περίπλοκεσ και μερικϊσ 

αλλθλεπικαλυπτόμενεσ ςχζςεισ μεταξφ των διαδικαςιϊν διαφορετικϊν πράξεων, και θ πολφπλοκθ ςχζςθ μεταξφ 

των διαδικαςιϊν των κλαςμάτων και των ακεραίων αρικμϊν.  Η δεφτερθ κατθγορία αφορά τισ δυςκολίεσ ςχετικά 

με το πλαίςιο μζςα ςτο οποίο μακαίνονται οι διαδικαςίεσ. Τζτοιεσ είναι θ ςαφινεια τθσ παρουςίαςθσ από τουσ 

κακθγθτζσ και τα ςχολικά βιβλία, το είδοσ και ο αρικμόσ των προβλθμάτων εξάςκθςθσ τα οποία παρουςιάηονται 

ςτουσ μακθτζσ, κακϊσ και θ πρότερθ μακθματικι γνϊςθ τθν οποία οι μακθτζσ μεταφζρουν ςτθ διαδικαςία τθσ 

εκμάκθςθσ τθσ αρικμθτικισ του κλαςμάτων. 

Οι Braithwaite et al. (2017), με ςτόχο να εξετάςουν τον τρόπο με τον οποίο αλλθλεπιδροφν οι δφο παραπάνω πθγζσ 

των δυςκολιϊν των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων, κακϊσ και να ελζγξουν μια ςειρά ςυγκεκριμζνων 

υποκζςεων ςχετικά με τον τρόπο με τον οποίο ςυμβαίνει θ μάκθςθ αυτισ, δθμιοφργθςαν το λογιςμικό FARRA 

(Fraction Arithmetic Reflects Rules and Associations). Το πρόγραμμα FARRA, χρθςιμοποιϊντασ ωσ είςοδο το ςφνολο 

των μθ-λεκτικϊν προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων από κάποια ςειρά ςχολικϊν βιβλίων, υλοποιεί ζνα 

υπολογιςτικό μοντζλο του τρόπου με τον οποίο οι μακθτζσ αποκτοφν ι αποτυγχάνουν να αποκτιςουν ευχζρεια 

ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. Οι Braithwaite et al. (2017) χρθςιμοποίθςαν ωσ είςοδο ςτο λογιςμικό FARRA για 

τα πειράματά τουσ τα προβλιματα από κάκε μία από τρεισ ευρζωσ διαδεδομζνεσ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τθσ 

Αμερικισ. 

Η παροφςα εργαςία βαςίηεται ςτο μεκοδολογικό πλαίςιο του άρκρου των Braithwaite et al. (2017). Συγκεκριμζνα, 

μελετοφμε τθν κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων για τισ εξισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων: 

1. Τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία και τθ ςειρά Pearson Education’s enVisionMATH 

(Charles et al., 2012) των ΗΡΑ), για το Δθμοτικό και το Γυμνάςιο. 

2. Τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία και το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» των εκδόςεων 

Κυριακίδθ (Δεκζμβριοσ 2016), αποκλειςτικά για το Δθμοτικό. 

 

Χρθςιμοποιϊντασ το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA των Braithwaite et al. (2017) εξετάηουμε τον πικανό τρόπο με 

τον οποίο θ κατανομι των προβλθμάτων των Ελλθνικϊν και Κυπριακϊν ςχολικϊν βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των 

κλαςμάτων, επθρεάηει τθν επίδοςθ των μακθτϊν. 

5 Θεωρθτικό πλαίςιο 

Ππωσ αναφζρουν οι Fan, Zhu, & Miao, (2013), τα εγχειρίδια των Μακθματικϊν, ωσ υλικά υποςτιριξθσ τθσ 

διδαςκαλίασ και τθσ μάκθςθσ των μακθματικϊν, ζχουν υπάρξει από τουσ αρχαίουσ χρόνουσ. Είναι γνωςτό ότι «Τα 

Στοιχεία» του Ευκλείδθ ςτθν αρχαία Ελλάδα (περίπου ςτα 300 π.Χ.) κεωρικθκε ωσ «το πιο επιτυχθμζνο εγχειρίδιο 

μακθματικϊν που ζχει γραφτεί ποτζ» ςτθ Δφςθ (Merzbach & Boyer 2011, ςελ. 90), ενϊ τα «Εννζα Κεφάλαια για τθν 

τζχνθ των Μακθματικϊν» ςτθν αρχαία Κίνα (περίπου ςτα 200-100 π.Χ.) κεωρικθκε ότι «χρθςίμευςε ωσ βιβλίο όχι 

μόνο ςτθν Κίνα, αλλά και ςτισ γειτονικζσ χϊρεσ και τισ περιοχζσ ζωσ το 1600 μ.Χ.» (Shen et al., 1999, ςελ. 1). Πμωσ, 
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ςυγκρινόμενθ με τθ μακρά φπαρξθ των μακθματικϊν ςχολικϊν βιβλίων, θ μελζτθ αυτι κακεαυτι των ςχολικϊν 

βιβλίων ςτα μακθματικά ι θ ζρευνα των ςχολικϊν βιβλίων γενικότερα, ζχει πολφ μικρότερθ ιςτορία. Ππωσ 

ςθμείωςε ο Cronbach (1955) πριν από ζξι δεκαετίεσ, μολονότι τα ςχολικά εγχειρίδια ιταν πιο διαδεδομζνα ςτισ 

ςχολικζσ τάξεισ, θ ζρευνα με επίκεντρο τα ςχολικά βιβλία ιταν «διάςπαρτθ, αςαφισ και ςυχνά αςιμαντθ» (ςελ. 4). 

Στθ δεκαετία του 1980, το γεγονόσ ότι τα ςχολικά εγχειρίδια παρζμεναν ςε μεγάλο βακμό ζνα ανεξερεφνθτο πεδίο 

και ότι απαιτοφνταν περιςςότερθ ζρευνα ςε αυτό το πεδίο, γινόταν όλο και περιςςότερο αντιλθπτό από τουσ 

ερευνθτζσ (βλζπε, π.χ., Freeman & Porter 1989, Graybeal & Stodolsky 1986; Sosniak & Stodolsky 1993). Επιπλζον, 

όπωσ τονίηει ο Fan (2011), θ ζρευνα για τα ςχολικά βιβλία ζχει αυξθκεί ραγδαία τισ τελευταίεσ τρεισ δεκαετίεσ. 

Οι Fan et al. (2013) διεξάγουν μια μελζτθ θ οποία ζχει ωσ ςτόχο να εξετάςει ςυςτθματικά, να αναλφςει και να κάνει 

αναςκόπθςθ των ερευνϊν οι οποίεσ ζχουν ωσ επίκεντρο τα ςχολικά βιβλία των μακθματικϊν. Κατζταξαν ζτςι τα 

άρκρα ςχετικά με τθν ζρευνα των ςχολικϊν βιβλίων ςτα Μακθματικά ςτισ εξισ τζςςερισ κατθγορίεσ: 

1. Ο ρόλοσ των ςχολικϊν βιβλίων: 

Ρεριλαμβάνει τθν ζρευνα όςον αφορά το ρόλο των βιβλίων ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ των μακθματικϊν. 

Ππωσ ςθμειϊνουν οι Fan et al. (2013), αυτι θ κατθγορία είναι απαραίτθτθ γιατί αντικατοπτρίηει τθν εςτίαςθ 

των περιςςότερων φιλοςοφικϊν ι μθ εμπειρικϊν άρκρων ςτο ρόλο των ςχολικϊν βιβλίων ςτα μακθματικά. 

2. Ανάλυςθ και ςφγκριςθ των ςχολικϊν βιβλίων:  

Αφορά τισ μελζτεσ με αντικείμενο τθν ανάλυςθ ςυγκεκριμζνων χαρακτθριςτικϊν των μακθματικϊν ςτα 

ςχολικά βιβλία και, ςτθν περίπτωςθ τθσ ςφγκριςθσ ςχολικϊν βιβλίων, τθ ςφγκριςθ των ομοιοτιτων και των 

διαφορϊν δφο ι περιςςότερων ςειρϊν ςχολικϊν βιβλίων ςτα μακθματικά. 

3. Η χριςθ των ςχολικϊν βιβλίων: 

Ρεριλαμβάνει τισ μελζτεσ εκείνεσ οι οποίεσ εςτιάηουν ςτον τρόπο με τον οποίο χρθςιμοποιοφνται τα ςχολικά 

εγχειρίδια από τουσ εκπαιδευτικοφσ και/ι τουσ μακθτζσ. Με άλλα λόγια, πϊσ τα βιβλία διαμορφϊνουν τον 

τρόπο τθσ διδαςκαλίασ και τθσ μάκθςθσ των μακθματικϊν. 

4. Άλλεσ ερευνθτικζσ περιοχζσ: 

Αποτελείται από όλεσ τισ υπόλοιπεσ μελζτεσ, όπωσ αυτζσ για τα θλεκτρονικά ςχολικά βιβλία, τα οποία είναι 

αρκετά νζα και αξίηουν ιδιαίτερθ προςοχι, και τισ μελζτεσ αναφορικά με τθ ςχζςθ μεταξφ βιβλίων και 

επίδοςθσ των μακθτϊν. Βζβαια, οι  Fan et al. (2013)  ςθμειϊνουν ότι ο αρικμόσ αυτϊν των μελετϊν είναι λίγεσ, 

γεγονόσ που υποδθλϊνει ότι μια περαιτζρω ταξινόμθςθ δεν είναι οφτε ςτθν πραγματικότθτα εφικτι οφτε 

απαραίτθτθ. 

Στθ ςυνζχεια, αναφζρουμε αντιπροςωπευτικζσ ζρευνεσ για κάκε μία από τισ παραπάνω κατθγορίεσ. 
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5.1 Ο ρόλοσ των ςχολικϊν βιβλίων ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ 

Τα ςχολικά εγχειρίδια των μακθματικϊν διαδραματίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθν κακοδιγθςθ των εκπαιδευτικϊν ςτο 

ςχεδιαςμό των μακθμάτων. Ρροθγοφμενεσ μελζτεσ ζχουν δείξει ότι επθρεάηουν το τι διδάςκουν οι εκπαιδευτικοί, 

πϊσ το διδάςκουν και ποια εργαςία για το ςπίτι ι δραςτθριότθτεσ ανακζτουν ςτουσ μακθτζσ τουσ (Alajmi, 2009, 

Hirsch, Lappan, Reys, & Reys, 2005; Robitaille & Travers, 1992; Shimahara & Sakai, 1995; Schmidt, McKnight, & 

Raizen, 1997; Tyson-Bernstein & Woodward, 1991; Weiss, Pasley, Smith, Sanilower, & Heck, 2003).Τα ςχολικά βιβλία 

των μακθματικϊν επθρεάηουν τα κζματα τα οποία καλφπτονται και τον τρόπο με τον οποίο παρουςιάηονται τα 

κζματα αυτά. Οι Stein, Remillard και Smith (2007) υποςτιριξαν ότι «το ποια μακθματικά κζματα καλφπτονται ςε 

ζνα δεδομζνο ςφνολο μακθμάτων ςπουδϊν είναι κεμελιϊδουσ ςθμαςίασ» (ςελ. 327). Πταν ζνα κζμα δεν 

καλφπτεται ςτο ςχολικό εγχειρίδιο, τότε είναι απίκανο να παρουςιαςτεί ςτθ ςχολικι τάξθ (Alajmi&Reys, 2007; 

Schmidtetal., 1997). Επιπλζον, ο τρόποσ με τον οποίο παρουςιάηονται τα κζματα ςτα ςχολικά βιβλία είναι 

ςθμαντικόσ διότι κζτει ςε κίνθςθ «τισ παιδαγωγικζσ προςεγγίςεισ και τισ διαφορετικζσ ευκαιρίεσ για τθ μάκθςθ των 

μακθτϊν» (Steinetal. 2007, p. 327). Τα αποτελζςματα του διαγωνιςμοφ TIMSS δείχνουν ότι οι εκπαιδευτικοί 

χρθςιμοποιοφν το ςχολικό βιβλίο ωσ τθν κφρια πθγι όταν επιλζγουν μεκόδουσ διδαςκαλίασ (Beatonetal.,1996; 

Schmidtetal., 1997). Τα ςχολικά εγχειρίδια των μακθματικϊν κατθγοροφνται επίςθσ ςυχνά για παρανοιςεισ τισ 

οποίεσ ζχουν οι μακθτζσ ςτα κλάςματα. Για παράδειγμα, ο Behr και οι ςυνάδελφοί του (1992) επεςιμαναν τισ 

ελλείψεισ «ςε καταςτάςεισ με προβλιματα που παρζχουν εμπειρία ςτθ ςφνκεςθ, τθν αποςφνκεςθ και τισ 

εννοιολογικζσ μονάδεσ του κλάςματοσ» και μια «ζλλειψθ εμπειρίασ ςτθν ποιοτικι ςυλλογιςτικι ςχετικά με το 

μζγεκοσ του κλάςματοσ, τθ ςχζςθ διάταξθσ και τα αποτελζςματα των πράξεων». 

Οι Son & Senk (2010) επιςθμαίνουν ότι ζνασ όλο και αυξανόμενοσ όγκοσ ερευνϊν καταδεικνφουν τουσ τρόπουσ με 

τουσ οποίουσ τα ςχολικά βιβλία ςυνδζονται με τθ μάκθςθ. Ειδικότερα, αναφζρουν τα εξισ (ςελ. 118): 

 «Τα ςχολικά εγχειρίδια χρθςιμεφουν ωσ ενδιάμεςοι για τθν μετατροπι των προκζςεων ςε πραγματικότθτα. 

Μια εξζταςθ των ςχολικϊν βιβλίων ενθμερϊνει αυτοφσ οι οποίοι χαράςςουν τισ πολιτικζσ για τον τρόπο με 

τον οποίο τα κοινωνικά οράματα και οι εκπαιδευτικοί ςτόχοι γίνονται αντιλθπτά από τισ εκνικζσ πολιτικζσ 

και τα επίςθμα ζγγραφα, κακϊσ το αναμενόμενο πρόγραμμα ςπουδϊν ενςαρκϊνεται ςτισ ςχολικζσ 

αίκουςεσ (Schmidt, McKnight, Cogan, Jakwerth & Houang, 1999; Valverde et al., 2002). 

 Τα ςχολικά βιβλία είναι το ορατό πρόγραμμα ςπουδϊν ςτισ περιςςότερεσ αίκουςεσ διδαςκαλίασ και 

κακορίηουν ςε μεγάλο βακμό το τι διδάςκεται και τι μακαίνουν οι μακθτζσ. Το γεγονόσ ότι διαφορετικά 

εγχειρίδια προςφζρουν διαφορετικζσ ευκαιρίεσ μάκθςθσ ςτουσ μακθτζσ,  βοθκά ςθμαντικά να εξθγθκοφν 

οι διαφορζσ ςτθν επίδοςθ των μακθτϊν (Fuson, Stigler & Bartsch, 1988; Mayer, Sims & Tajika, 1995; Mesa, 

2004; Valverde et al., 2002). 

 Οι δάςκαλοι οι οποίοι δεν ζχουν γνϊςθ του κζματοσ που διδάςκουν, ζχουν μια τάςθ να ςτθρίηονται 

υπερβολικά ςτα ςχολικά εγχειρίδια (Collopy, 2003). Τα ςχολικά βιβλία μποροφν να λειτουργιςουν ωσ 

ςθμαντικι υποςτιριξθ για τουσ εκπαιδευτικοφσ παρζχοντασ λεπτομερείσ πλθροφορίεσ ςτθ λιψθ 

αποφάςεων (Kaufman, 1997)». 
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Επιπλζον, οι Robitaille & Travers (1992) υποςτιριξαν ότι θ μεγάλθ εξάρτθςθ από τα εγχειρίδια είναι «ίςωσ 

περιςςότερο χαρακτθριςτικό τθσ διδαςκαλίασ των μακθματικϊν από οποιοδιποτε άλλο αντικείμενο» (ςελ. 706). 

Οι  Sosniak & Perlman(1990) επεςιμαναν ότι θ δφναμθ των ςχολικϊν βιβλίων ζγκειται ςτθν ικανότθτα τουσ να 

χρθςιμεφουν ωσ πόροι που ειςάγουν τουσ αναγνϊςτεσ ςε κόςμουσ που δεν είναι άμεςα προφανείσ ι δεν μποροφν 

να βιωκοφν άμεςα. Συγκεκριμζνα, αναφζρουν ότι τα βιβλία ζχουν τθ δικι τουσ δφναμθ ςτο να παρζχουν μια 

«οργανωμζνθ ακολουκία ιδεϊν και πλθροφοριϊν» ςτθ δομθμζνθ διδαςκαλία και μάκθςθ, θ οποία οδθγεί «τθν 

κατανόθςθ, τθ ςκζψθ και το ςυναίςκθμα» των αναγνωςτϊν  όπωσ επίςθσ και «τθν πρόςβαςθ ςε γνϊςθ θ οποία 

εμπλουτίηει τθν προςωπικότθτα και ενδυναμϊνει το άτομο πολιτικά» ςελ. 440). Ο Apple (1986) πρότεινε επίςθσ, ότι 

«είναι το ςχολικό εγχειρίδιο το οποίο κακιερϊνει τόςο πολφ τισ υλικζσ ςυνκικεσ για τθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ 

ςτισ ςχολικζσ τάξεισ ... και ... ςυχνά κακορίηει τι είναι ελίτ και ποια κουλτοφρα είναι κεμιτό να μεταβιβαςτεί»(ςελ. 

81). 

Με βάςθ μια εμπειρικι μελζτθ ςχετικά με τθ διδαςκαλία των μακθματικϊν χρθςιμοποιϊντασ διαφορετικά 

εγχειρίδια, οι Fan και Kaeley (2000) διαπίςτωςαν ότι οι εκπαιδευτικοί που χρθςιμοποιοφν διαφορετικοφσ τφπουσ 

ςχολικϊν βιβλίων παρουςίαηαν διαφορετικά ςτυλ διδακτικϊν ςτρατθγικϊν, και κατζλθξαν ςτο ςυμπζραςμα ότι τα 

ςχολικά εγχειρίδια φαίνεται να παίηουν κάποιο ρόλο ςτθν παιδαγωγικι τθν οποία αςκοφν οι εκπαιδευτικοί, δια 

μζςου τθσ μεταφοράσ παιδαγωγικϊν μθνυμάτων και τθσ παροχισ ενόσ ενκαρρυντικοφ ι αποκαρρυντικοφ 

περιβάλλοντοσ για τουσ ίδιουσ, προκειμζνου να εφαρμόςουν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ διδαςκαλίασ. 

Επιπλζον, οι Fan et al. (2013) διαπιςτϊνουν ότι θ ςφλλθψθ από τουσ ερευνθτζσ τθσ ςχζςθσ μεταξφ των ςχολικϊν 

εγχειριδίων και του προγράμματοσ ςπουδϊν είναι ιδιαίτερα αξιοςθμείωτθ. Στο αξιόλογο βιβλίο του το οποίο 

αφορά τθ ςφγκριςθ μεταξφ των ςχολικϊν εγχειριδίων για τθν Τρίτθ Διεκνι Μελζτθ για τα Μακθματικά και τθν 

Επιςτιμθ (TIMSS), ο Howson (1995) επεςιμανε ότι τα ςχολικά βιβλία ιταν ζνα βιμα πιο κοντά ςτθν 

πραγματικότθτα τθσ ςχολικισ τάξθσ από ζνα εκνικό πρόγραμμα ςπουδϊν. Οι Schmidt et al. (1997) τόνιςαν 

παραπζρα ότι «δφο κόςμοι - αυτόσ των επίςθμων προκζςεων και αυτόσ των πραγματικϊν δραςτθριοτιτων ςτθν 

τάξθ-ςυνδζονται μαηί, εν μζρει, από τα ςχολικά εγχειρίδια»(ςελ. 53). 

5.2 Ανάλυςθ και ςφγκριςθ των ςχολικϊν εγχειριδίων 
 

Οι ςυγκριτικζσ αναλφςεισ βιβλίων ζχουν αντιμετωπίςει ζνα αρκετά μεγάλο εφροσ μακθματικοφ περιεχομζνου: 

πρόςκεςθ και αφαίρεςθ φυςικϊν αρικμϊν (Fuson et αϊ., 1988), πολλαπλαςιαςμόσ και διαίρεςθ φυςικϊν αρικμϊν 

(Watanabe, 2003), δεκαδικά ψθφία (Nicely, Fiber & Bobango, 1986), προςκικθ και αφαίρεςθ ακεραίων (Li, 2002), 

ςυναρτιςεισ (Mesa, 2004), και μιγαδικοφσ αρικμοφσ (Nicely, 1985). 

Ππωσ ςθμειϊνουν οι Fan et al. (2013), θ ανάλυςθ των ςχολικϊν βιβλίων είναι ζνασ ευρφσ όροσ που περιλαμβάνει 

κυρίωσ (1) τθν ανάλυςθ ενόσ μόνο εγχειριδίου ι μιασ ςειράσ εγχειριδίων, θ οποία ςυχνά επικεντρϊνεται ςτο πϊσ 

αντιμετωπίηεται ζνα κζμα ι μια ομάδα κεμάτων, ι πϊσ μια ςυγκεκριμζνθ ιδζα ι πτυχι ενδιαφζροντοσ 

αντικατοπτρίηεται ςτα ςχολικά βιβλία και (2), τθν ανάλυςθ διαφορετικϊν ςειρϊν ςχολικϊν εγχειριδίων από τθν ίδια 

χϊρα ι, πιο ςυχνά, από διαφορετικζσ χϊρεσ, ςυχνά με επίκεντρο τον εντοπιςμό των ομοιοτιτων τουσ και των 
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διαφορϊν τουσ. Το τελευταίο ονομάηεται επίςθσ και ωσ ςφγκριςθ ςχολικϊν βιβλίων. Επιπλζον, οι Zhu, & Miao 

(2013), παρουςιάηουν μια υποδιαίρεςθ τθσ ςυνολικισ εικόνασ τθσ ζρευνασ ςτθν ανάλυςθ και ςφγκριςθ των 

ςχολικϊν βιβλίων, θ οποία περιλαμβάνει τισ εξισ πζντε πτυχζσ: 

(1) Τα μακθματικά ωσ προσ το περιεχόμενο και τισ ζννοιεσ. 

(2) Γνϊςθ και παιδαγωγικι. 

(3) Το φφλο, θ εκνικότθτα, θ ιςότθτα, ο πολιτιςμόσ και θ αξία.  

(4) Σφγκριςθ διαφορετικϊν εγχειρίδιων. 

(5) Τα κζματα τθσ εννοιολόγθςθσ και τθσ μεκοδολογίασ. 

Βζβαια, οι Fan et al. (2013) ςθμειϊνουν ότι οι παραπάνω πτυχζσ ςυχνά ςυνυπάρχουν εντόσ τθσ ίδιασ μελζτθσ. Για 

παράδειγμα μια μελζτθ ςφγκριςθσ μπορεί να είναι ςχετικά με το μακθματικό περιεχόμενο ι με κζματα ςε 

διαφορετικά εγχειρίδια. Αναλφουμε παρακάτω κάκε υποκατθγορία ξεχωριςτά. 

5.2.1 Σα μακθματικά ωσ προσ το περιεχόμενο και τισ ζννοιεσ. 

Οι περιςςότερεσ μελζτεσ ςτθν ανάλυςθ ςχολικϊν βιβλίων, όπωσ αποκαλφφκθκε από τθν ζρευνα των Fan at al. 

(2013), επικεντρϊκθκαν ςε κζματα ςχετικά με το πωσ το διαφορετικό μακθματικό περιεχόμενό ι ζννοια ζχουν 

αντιμετωπιςτεί από τα ςχολικά εγχειρίδια. Τζτοιεσ μελζτεσ είναι για παράδειγμα οι Flanders (1987) και Pickle 

(2012) ςχετικά με τθν ποςότθτα του περιεχομζνου θ οποία ιταν νζα για τουσ μακθτζσ παρά επανάλθψθ του παλιοφ 

περιεχομζνου. Σε μία άλλθ ζρευνα των Reys et al. (1996) εξετάηεται ο τρόποσ με τον οποίο τρεισ Ιαπωνικζσ ςειρζσ 

ςχολικϊν βιβλίων παρουςιάηουν και αναπτφςςουν τουσ υπολογιςμοφσ. Διαπιςτϊκθκε ότι οι ςτόχοι ιταν 

παρόμοιοι, αλλά οι μζκοδοι και τα υλικά παρουςίαςθσ ιταν πολφ διαφορετικά και, επιπλζον, ζνα πολφ υψθλότερο 

επίπεδο υπολογιςτικισ ικανότθτασ αναμζνονταν ςτο τζλοσ τθσ τρίτθσ τάξθσ από τουσ Ιάπωνεσ μακθτζσ ςε ςχζςθ με 

τουσ Αμερικάνουσ μακθτζσ. 

5.2.2 Γνϊςθ και παιδαγωγικι. 

Η κατθγορία αυτι περιλαμβάνει τισ ζρευνεσ ςχετικά με τισ γνωςτικζσ απαιτιςεισ των ςχολικϊν εγχειριδίων. Μια 

τζτοια ζρευνα ςχολικϊν βιβλίων είναι αυτι του Nicely (1985)θ οποία χρθςιμοποίθςε μια πρωτότυπθ ταξινόμθςθ10 

επιπζδων των νοθτικϊν δραςτθριοτιτων και αποκάλυψε μια γενικι μείωςθ τόςο τθσ ποςότθτασ του υλικοφ το 

οποίο απαιτεί τθ ςυμμετοχι των μακθτϊν, όςο και του ποςοςτοφ αυτοφ του υλικοφ που απαιτεί ςκζψθ 

υψθλότερου επιπζδου. Η μελζτθ κατζλθξε ςτο ςυμπζραςμα ότι τα ςχολικά βιβλία των μακθματικϊν δεν επαρκοφν 

για να εμπλζξουν ενεργά τουσ μακθτζσ ςτθν ανάπτυξθ, τθν πρακτικι και τθν απόκτθςθ δεξιοτιτων ςκζψθσ 

υψθλότερθσ τάξθσ. Ομοίωσ, θ ανεπάρκεια των παρεχόμενων δραςτθριοτιτων με απαιτιςεισ ςκζψθσ υψθλότερθσ 

τάξθσ αναφζρκθκε επίςθσ και ςε μια άλλθ μελζτθ από τουσ Nicely et al. (1986) με ζμφαςθ ςτα προβλιματα με 

δεκαδικοφσ ςε 16 ςχολικά βιβλία Δθμοτικοφ. 

Σε μία άλλθ ζρευνα οι Zhu & Fan (2006) ςυνζκριναν πϊσ επιλεγμζνα βιβλία από τθν Κίνα και τισ Ηνωμζνεσ Ρολιτείεσ 

τθσ 7θσ και 8θσ τάξθσ αναπαριςτοφν διάφορουσ τφπουσ μακθματικϊν προβλθμάτων. Η ζρευνα αποκάλυψε ότι και 

ςτισ δφο χϊρεσ, περιςςότερο από το 96% των προβλθμάτων ιταν ρουτίνασ και παραδοςιακά, πάνω από το 93% 
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ιταν προβλιματα κλειςτοφ τφπου, και περιςςότερο από το 92% των προβλθμάτων δεν αντιςτοιχοφςαν ςε 

πραγματικζσ καταςτάςεισ. Τα αποτελζςματα επίςθσ ζδειξαν ότι τα προβλιματα ςτα κινζηικα εγχειρίδια ιταν γενικά 

πιο δφςκολα αναφορικά με τα βιματα τα οποία εμπλζκονταν ςτισ λφςεισ των προβλθμάτων, ενϊ ςτισ ΗΡΑ, τα 

εγχειρίδια παρείχαν ςθμαντικά περιςςότερα προβλιματα εφαρμογισ,  αυκεντικά, όπωσ και προβλιματα με 

οπτικοποίθςθ.  

5.2.3 Σο φφλο, θ εκνικότθτα, θ ιςότθτα, ο πολιτιςμόσ και θ αξία. 

Αυτι θ κατθγορία αφορά κυρίωσ κάποιεσ αρχικζσ μελζτεσ οι οποίεσ ςχετίςτθκαν με κζματα φυλετικά και ιςότθτασ 

(Fan et al., 2013). Για παράδειγμα ο Kuhnke (1977) παρακινθμζνοσ από μια ανθςυχία ςχετικά με το ηιτθμα του 

ςεξιςμοφ ςτα προγράμματα ςπουδϊν και τα ςχολικά εγχειρίδια, διερεφνθςε δφο ςειρζσ ςχολικϊν εγχειριδίων των 

ΗΡΑ για το Δθμοτικό και κατζλθξε ςτο ςυμπζραςμα ότι καταβλικθκαν κετικζσ προςπάκειεσ για τθν εξάλειψθ των 

ςτερεοτφπων του φφλου. Ραρόμοια κετικά ςυμπεράςματα ελιφκθςαν επίςθσ από τουσ Nibbelink et al. (1986), οι 

οποίοι ανζλυςαν τα προβλιματα που παρουςιάςτθκαν ςτα ςχολικά βιβλία των μακθματικϊν τθσ 3θσ ζωσ 6θσ τάξθσ 

των ΗΡΑ και διαπίςτωςαν ότι τα ςχολικά εγχειρίδια δεν ιταν ςεξιςτικά, αλλά οφτε και εναντίον του ςεξιςμοφ. 

5.2.4 φγκριςθ διαφορετικϊν εγχειρίδιων. 

Εδϊ περιλαμβάνονται οι διεκνείσ ςυγκρίςεισ. Μια τζτοια ςυγκριτικι ανάλυςθ μεγάλθσ κλίμακασ 

πραγματοποιικθκε ςτο πλαίςιο τθσ μελζτθσ TIMSS ςτθ δεκαετία του 1990. Ήταν θ πρϊτθ φορά που τα ςχολικά 

βιβλία κεωρικθκαν ωσ ανεξάρτθτθ ςυγκριτικι μεταβλθτι ςε μια διεκνι ςυγκριτικι μελζτθ μεγάλθσ κλίμακασ. Οι 

ερευνθτζσ TIMSS ςυνζκριναν τα ςχολικά βιβλία των μακθματικϊν τα οποία χρθςιμοποιοφνταν ςε ςχεδόν 40 

ςυμμετζχουςεσ χϊρεσ με ζμφαςθ ςε πζντε μεγάλουσ τομείσ: (α) τθ φφςθ τθσ παιδαγωγικισ κατάςταςθσ τθν οποία 

κζτει το εγχειρίδιο,(β) τθ φφςθ του κζματοσ του αντικειμζνου όπωσ ο αρικμόσ των κεμάτων, ο βακμόσ τθσ 

αφαίρεςθσ και θ πολυπλοκότθτα των κεμάτων, (γ) τθν ακολουκία των κεμάτων,(δ) τα φυςικά χαρακτθριςτικά των 

ςχολικϊν βιβλίων, για παράδειγμα, το μζγεκοσ και το μικοσ, και (ε) τθν πολυπλοκότθτα τθσ ςυμπεριφοράσ των 

μακθτϊν τθν οποία προορίηεται να προκαλζςει το βιβλίο (Valverde et al., 2002, ςελ. 14). Το γενικό ςυμπζραςμα 

των ερευνθτϊν ιταν ότι τα βιβλία από διαφορετικά εκπαιδευτικά ςυςτιματα διαφζρουν με πολλοφσ τρόπουσ και 

ότι «αυτά παρουςιάηουν ςθμαντικζσ διαφορζσ ςτθν παρουςίαςθ και δόμθςθ των παιδαγωγικϊν καταςτάςεων και 

οι διαφορζσ αυτζσ ςυςχετίηονται ςυςτθματικά με τισ διαφορζσ ςτθ χϊρα, τθν τάξθ και το αντικείμενο» (Valverde et 

al., 2002, ςελ. 17). 

Μια πρϊιμθ μελζτθ αυτοφ του είδουσ είναι αυτι από τουσ Stigleret al. (1986), θ οποία εςτίαςε ςτα λεκτικά 

προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ ςε τζςςερισ αμερικανικζσ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων και ςε μία ςειρά τθσ 

Σοβιετικισ Ζνωςθσ (ΕΣΣΔ) για το Δθμοτικό. Διαπιςτϊκθκε ότι όλα τα εγχειρίδια των ΗΡΑ ιταν παρόμοια μεταξφ 

τουσ, αλλά το ςοβιετικό εγχειρίδιο ιταν διαφορετικό από τα αμερικάνικα με διάφορουσ τρόπουσ. Συγκεκριμζνα, τα 

ςοβιετικά εγχειρίδια είχαν πολφ μεγαλφτερθ ποικιλία προβλθμάτων διαφόρων τφπων, ενϊ οι ΗΡΑ εςτιάςτθκαν 

περιςςότερο ςε προβλιματα τα οποία ιταν πιο εφκολο να λυκοφν. Επιπλζον, τα ςοβιετικά εγχειρίδια παρουςίαςαν 

διαφορετικά προβλιματα ςε ολόκλθρο το κείμενο και δεν εςτίαςαν ςε πιο δφςκολα προβλιματα ςε ζνα 

ςυγκεκριμζνο τμιμα του ςχολικοφ εγχειριδίου. 
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5.2.5 Σα κζματα τθσ εννοιολόγθςθσ και τθσ μεκοδολογίασ 

Μαηί με τθν ανάπτυξθ των μελετϊν ςτθν ανάλυςθ των ςχολικϊν βιβλίων, τα κζματα τθσ εννοιολόγθςθσ και τθσ 

μεκοδολογίασ ζχουν λάβει αυξανόμενθ προςοχι από τουσ ερευνθτζσ (Fan et al., 2013). Για παράδειγμα οι Pepin και 

Haggarty (2001), με βάςθ τθν αναςκόπθςθ τθσ ςχετικισ βιβλιογραφίασ, παρουςίαςαν ζνα πλαίςιο το οποίο 

ταξινόμθςε τθν ανάλυςθ των ςχολικϊν βιβλίων ςε τζςςερισ βαςικοφσ τομείσ: «μακθματικζσ προκζςεισ των 

ςχολικϊν βιβλίων», «παιδαγωγικζσ προκζςεισ των ςχολικϊν βιβλίων», «κοινωνιολογικά πλαίςια των ςχολικϊν 

εγχειριδίων», και «πολιτιςτικζσ παραδόςεισ οι οποίεσ αναπαρίςτανται ςτα ςχολικά εγχειρίδια». 

Ο Kim (2009) πραγματοποίθςε ςυνεντεφξεισ με 21 κακθγθτζσ (Νότια Κορζα: 11, ΗΡΑ: 10), κακϊσ και με επτά 

ςυγγραφείσ ςχολικϊν εγχειριδίων (Νότια Κορζα: 4, ΗΡΑ: 3) με ςτόχο να αναπτφξει ζνα πλαίςιο για τθν αξιολόγθςθ 

ςτοιχείων που δεν κεωροφνται κείμενο, όπωσ φωτογραφίεσ και γραφιματα, ςτα ςχολικά βιβλία των μακθματικϊν. 

Το πλαίςιο αυτό το οποίο επικυρϊκθκε δια μζςου τθσ μζτρθςθσ τεςςάρων κορεατικϊν και τριϊν αμερικανικϊν 

μακθματικϊν ςχολικϊν βιβλίων, περιελάμβανε πζντε ςτοιχεία: τθν ακρίβεια, τθ ςυνδεςιμότθτα, τθ ςχετικότθτα με 

το πλαίςιο, τθν απλότθτα και τθν αιςκθτικι. 

5.3 Η χριςθ των ςχολικϊν βιβλίων ςτθ διδαςκαλία και τθ μάκθςθ 

Ο Gilbert (1989) ςχολιάηει ότι θ ανάλυςθ κειμζνου μπορεί να είναι ςε κζςθ να προβλζψει, αλλά δεν μπορεί ποτζ να 

εξάγει ανεπιφφλακτα, τθν πραγματικι χριςθ των ςχολικϊν κειμζνων ςτθν τάξθ. Ωσ εκ τοφτου, είναι ςθμαντικό να 

εξεταςτοφν τα ςχολικά βιβλία όχι μόνο όςον αφορά το περιεχόμενο και τθ δομι τουσ, αλλά και ωσ προσ τθ χριςθ 

τουσ ςε πραγματικζσ αίκουςεσ διδαςκαλίασ. Ρολλoί άλλοι ερευνθτζσ υποςτιριξαν επίςθσ τισ ζρευνεσ των ςχολικϊν 

εγχειριδίων όπωσ αυτά χρθςιμοποιοφνται ςτθν τάξθ (π.χ. McCutcheon, 1982 και Stodolsky, 1989). 

Μια προθγοφμενθ μελζτθ ζγινε από τον Krammer (1985),ο οποίοσ κεϊρθςε το βιβλίο ωσ μεταβλθτι του πλαιςίου 

τθσ ςχολικισ τάξθσ και ςφγκρινε τθ διδαςκαλία των Ολλανδϊν εκπαιδευτικϊν χρθςιμοποιϊντασ τρία διαφορετικά  

ςχολικά εγχειρίδια μακθματικϊν. Βαςιςμζνθ ςτα δεδομζνα που ςυλλζχκθκαν μζςω παρατιρθςθσ τθσ τάξθσ, 

δοκιμαςιϊν και ερωτθματολογίων προσ τουσ μακθτζσ και τουσ εκπαιδευτικοφσ, θ μελζτθ αποκάλυψε ςθμαντικζσ 

διαφορζσ ςτισ πρακτικζσ διδαςκαλίασ μεταξφ των τριϊν ομάδων χρθςτϊν των ςχολικϊν βιβλίων. Επιπλζον, 

βρζκθκε ςυςχζτιςθ μεταξφ των πρακτικϊν διδαςκαλίασ και των χαρακτθριςτικϊν των ςχολικϊν βιβλίων. Είναι 

ενδιαφζρον ότι ο Krammer ζκεςε το ερϊτθμα κατά πόςο θ ςυςχζτιςθ αυτι οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι οι δάςκαλοι 

ακολοφκθςαν τα εγχειρίδια ι επειδι οι εκπαιδευτικοί επζλεξαν εκείνα τα ςχολικά βιβλία τα οποία μοιάηουν με το 

προτιμϊμενο ςτυλ διδαςκαλίασ από τουσ ίδιουσ. 

Με ςκοπό τθ διερεφνθςθ τθσ χριςθσ των βαςικϊν ςχολικϊν βιβλίων από τουσ δαςκάλουσ και τθν ενδεχόμενθ 

αλλθλοεπικάλυψθ μεταξφ του περιεχομζνου του ςχολικοφ εγχειριδίου και τθσ διδαςκαλίασ, οι Freeman & Porter 

(1989) ανζλυςαν τζςςερα κακθμερινά θμερολόγια κακθγθτϊν μακθματικϊν και μζτρθςαν ποςοτικά τθν 

αλλθλοεπικάλυψθ μεταξφ του περιεχομζνου του ςχολικοφ εγχειριδίου το οποίο χρθςιμοποίθςαν και των 

μακθμάτων τα οποία δίδαξαν κακ’ όλθ τθ διάρκεια ενόσ ςχολικοφ ζτουσ. Τα αποτελζςματα αποκάλυψαν το 

ςθμαντικό ρόλο που διαδραμάτιςαν οι δάςκαλοι ςτθ χριςθ των ςχολικϊν βιβλίων και υποςτιριξε ότι οι διαφορζσ 
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ςτθν εφαρμογι των ςχολικϊν εγχειριδίων από τουσ μακθτζσ κα μποροφςαν να εξθγιςουν ςε ςθμαντικό βακμό τισ 

διαφορζσ ςτθν αποτελεςματικότθτα τθσ διδαςκαλίασ και ςτο αποτζλεςμα τθσ μάκθςθσ. 

Ο Remillard (1999) μελζτθςε τθ χριςθ από δφο δαςκάλουσ του ςχολικοφ εγχειριδίου και κατζλθξε ςε 

αξιοςθμείωτεσ διαφορζσ μεταξφ του ςχολικοφ εγχειριδίου και τθσ εφαρμογισ του ςτθν τάξθ. 

Οι Zhu και Fan (2002) διερεφνθςαν πϊσ οι κακθγθτζσ των μακθματικϊν τθσ Σιγκαποφρθσ χρθςιμοποίθςαν τα δφο 

ςυνθκζςτερα χρθςιμοποιοφμενα ςχολικά εγχειρίδια ςτισ πρϊτεσ τάξεισ τθσ δευτεροβάκμιασ εκπαίδευςθσ. 

Διαπίςτωςαν ότι τα ςχολικά εγχειρίδια ιταν γενικά μια ςθμαντικι πθγι για τθ διδαςκαλία αλλά όχι θ μοναδικι. 

Επιπλζον, παρατιρθςαν ότι δεν υπιρξαν ςθμαντικζσ διαφορζσ μεταξφ των δαςκάλων διαφορετικοφ φφλου, 

εμπειρίασ και από διαφορετικά ςχολεία αναφορικά με τθ χριςθ των ςχολικϊν βιβλίων ςτα μακθματικά. 

5.4 Άλλεσ περιοχζσ ζρευνασ ςτα ςχολικά εγχειρίδια 

Τζλοσ οι Fan et al. (2013) αναφζρουν ότι ενϊ το μεγαλφτερο μζροσ τθσ ζρευνασ ςτα ςχολικά βιβλία αφορά τθν 

ανάλυςθ, ςφγκριςθ και χριςθ τουσ ςτθ μακθματικι εκπαίδευςθ, οι ερευνθτζσ ζχουν επίςθσ δϊςει προςοχι ςε 

μερικοφσ άλλουσ τομείσ που επικεντρϊνονται ςτα ςχολικά εγχειρίδια, αν και ο αρικμόσ αυτϊν των μελετϊν είναι 

ςθμαντικά λιγότερεσ. Για παράδειγμα μερικοί ερευνθτζσ εξζταςαν τθ ςχζςθ μεταξφ των ςχολικϊν εγχειριδίων και 

των επιδόςεων των μακθτϊν ςτα μακθματικά.  

Ειδικότερα, όςον αφορά τισ ευκαιρίεσ μάκθςθσ που προςφζρονται ςτα ςχολικά εγχειρίδια των μακθματικϊν και τισ 

επιπτϊςεισ τουσ ςτα μακθςιακά αποτελζςματα, ο Xin(2007) εξζταςε 57 Αμερικανοφσ και 54 Κινζηουσ μακθτζσ με 

μακθςιακζσ δυςκολίεσ και ςυςχζτιςε τθν απόδοςι τουσ με τθν κατανομι των διαφόρων ειδϊν λεκτικϊν 

προβλθμάτων ςτα ςχολικά εγχειρίδια. Τα αποτελζςματα αποκάλυψαν ότι οι Κινζηοι μακθτζσ ζλαβαν υψθλό βακμό. 

Επίςθσ, οι ςυγκριτικζσ αναλφςεισ των ςχολικϊν βιβλίων ζδειξαν μια μθ ιςορροπθμζνθ κατανομι των λεκτικϊν 

προβλθμάτων ςτο ςχολικό εγχειρίδιο των ΗΡΑ. Αυτι θ ανιςορροπία κεωρικθκε ζνασ κακοριςτικόσ παράγοντασ τθσ 

επίδοςθσ των μακθτϊν των ΗΡΑ.  

Οι Fan et al. (2013) ςυμπεραίνουν ότι οι περιςςότερεσ μελζτεσ ςτθν ανάλυςθ των ςχολικϊν βιβλίων ζχουν 

αποκαλφψει με ςυνζπεια, ςε ζνα μεγαλφτερο ι μικρότερο βακμό, τθν ανεπάρκεια των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν 

παρουςίαςθ του μακθματικοφ περιεχομζνου, των μακθματικϊν κεμάτων και τθσ επίλυςθσ προβλιματοσ. 

Ραρατθρικθκαν αξιοςθμείωτεσ διαφορζσ ανάμεςα ςτα ςχολικά εγχειρίδια από διαφορετικζσ ςειρζσ και ιδιαίτερα 

ανάμεςα ςε διαφορετικζσ χϊρεσ. Το γεγονόσ αυτό καταδεικνφει κατά τουσ Fan et al. (2013) όχι μόνο τθν ζλλειψθ 

ςυναίνεςθσ ςτθν ανάπτυξθ των ςχολικϊν εγχειριδίων, αλλά και τθ ςτενι ςφνδεςθ των ςχολικϊν βιβλίων με το 

πολιτιςτικό και κοινωνικό υπόβακρο. Επιπλζον, οι Fan et al. (2013) επιςθμαίνουν ότι οι διακζςιμεσ μελζτεσ 

ανάλυςθσ των ςχολικϊν εγχειριδίων ζχουν αποκαλφψει τα κενά μεταξφ ςχολικϊν βιβλίων και των προγραμμάτων 

ςπουδϊν. Αυτά τα αποτελζςματα δείχνουν τόςο τισ προκλιςεισ όςο και τθν ανάγκθ οι ερευνθτζσ, οι ςυγγραφείσ 

των προγραμμάτων ςπουδϊν, οι  υπεφκυνοι χάραξθσ πολιτικισ και οι εκπαιδευτικοί να διεξάγουν περαιτζρω 

ζρευνα και δράςθ. 
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5.5 Σο άρκρο των Braithwaite, Pyke & Siegler (2017) 

Μια ζρευνα θ οποία περιλαμβάνει τθν ανάλυςθ και ςφγκριςθ ςχολικϊν εγχειριδίων από τθν ίδια χϊρα (ΗΡΑ), για 

ζνα ςυγκεκριμζνο μακθματικό κζμα (κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων) είναι αυτι των 

Braithwaite et al. (2017).  Επιπλζον, θ ςυγκεκριμζνθ μελζτθ περιζχει και ςφνδεςθ μεταξφ των χαρακτθριςτικϊν του 

μακθματικοφ κζματοσ και του τρόπου με τον οποίο αυτά τα χαρακτθριςτικά επθρεάηουν τθν επίδοςθ των μακθτϊν. 

Το ςυγκεκριμζνο άρκρο αποτζλεςε τθ βάςθ για τθν παροφςα εργαςία και κατά ςυνζπεια παρακζτουμε μια εκτενι 

αναφορά ςε αυτό. 

Με ςκοπό να εξθγιςουν τθν ςυνολικά κακι επίδοςθ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων, κακϊσ και τα 

ςυγκεκριμζνα μοτίβα ςωςτϊν και λακεμζνων απαντιςεων από τουσ μακθτζσ, οι Braithwaite et al. (2017) υπζκεςαν 

ότι οι επιλογι των ςτρατθγικϊν από τα παιδιά βαςίηεται κυρίωσ ςτθ ςυνειρμικι γνϊςθ και όχι ςτουσ ςωςτοφσ 

μακθματικοφσ κανόνεσ ι τθν εννοιολογικι κατανόθςθ. Επιπλζον, κεϊρθςαν ότι τα παιδιά αποκτοφν αυτι τθ 

ςυνειρμικι γνϊςθ από τθ ςτατιςτικι κατανομι των προβλθμάτων τα οποία ςυναντοφν.  

Για να ελεγχκοφν οι παραπάνω υποκζςεισ, οι Braithwaite et al. (2017) αρχικά ανζλυςαν όλεσ τισ αςκιςεισ ςτθν 

αρικμθτικι των κλαςμάτων από τρεισ ευρζωσ διαδεδομζνεσ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων των ΗΡΑ. Τα προβλιματα τα 

οποία εξετάςτθκαν αποτελοφνταν από δφο παράγοντεσ, ζναν από τουσ οποίουσ τουλάχιςτον ιταν κλάςμα. Τα 

ςχολικά βιβλία τα οποία επιλζχκθκαν αφοροφςαν τθν 4θ, 5θ και 6θ τάξθ ιταν τα εξισ: οι ςειρζσ Pearson Education’s 

enVisionMATH (Charles et al., 2012), Houghton Mifflin Harcourt’s GO MATH! (Dixon, Adams, Larson, & Leiva, 2012a, 

2012b), και McGraw Hill Education’s Everyday Mathematics (University of Chicago School Mathematics Project, 

2015a, 2015b, 2015c).  

Στθ ςυνζχεια, οι Braithwaite et al. (2017), προκειμζνου να εκτιμιςουν τθν επίδραςθ τθσ κατανομισ των 

προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων ςτθν επίδοςθ των μακθτϊν, δθμιοφργθςαν 

το λογιςμικό προςομοίωςθσ FARRA (Fraction Arithmetic Reflects Rules and Associations). Ππωσ επιςθμαίνουν, 

τζτοια υπολογιςτικά μοντζλα είναι χριςιμα γιατί ρίχνουν φωσ ςτουσ μθχανιςμοφσ οι οποίοι ςυνδζουν τισ 

κεωρθτικζσ προςεγγίςεισ με τθν παρατθριςιμθ ςυμπεριφορά και επιπλζον, ελζγχουν κατά πόςο οι μθχανιςμοί 

αυτοί παράγουν ςτθν πραγματικότθτα τα φαινόμενα τα οποία ιςχυρίηονται ότι εξθγοφν. Επιπρόςκετα, τα μοντζλα 

προςομοίωςθσ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν με ςκοπό να προςομοιωκοφν τα αποτελζςματα μελλοντικϊν 

ερευνϊν. Με τον τρόπο αυτό θ προςομοίωςθ παράγει εμπειρικζσ προβλζψεισ οι οποίεσ επιτρζπουν τθν εκτζλεςθ 

περαιτζρω ελζγχου τθσ υποκείμενθσ κεωρίασ. Τζλοσ, τα μοντζλα δφνανται να προςδιορίςουν αποτελεςματικζσ 

κατευκφνςεισ παρζμβαςθσ. 

Οι Braithwaite et al. (2017) ςθμειϊνουν ότι (ςελ. 2) «θ ταυτόχρονθ εξζταςθ τθσ επίδοςθσ και ςτισ τζςςερισ πράξεισ 

είναι ιδιαίτερα ςθμαντικι για το μοντζλο κακϊσ θ ςφγχυςθ μεταξφ των διαδικαςιϊν που είναι κατάλλθλεσ για 

διαφορετικζσ αρικμθτικζσ πράξεισ ςτα κλάςματα κεωρείται ότι βρίςκεται το επίκεντρο των δυςκολιϊν των 

μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. Η ςυχνότθτα και το εφροσ αυτϊν των ςυγχφςεων είναι εμφανισ μόνο 

όταν λθφκοφν υπόψθ και οι τζςςερισ αρικμθτικζσ πράξεισ μαηί.» 
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Το λογιςμικό προςομοίωςθσ FARRA βαςίηεται  ςε τζςςερισ βαςικζσ υποκζςεισ Braithwaite et al. (2017) (ςελ. 2, 3): 

1. Στθν υπόκεςθ ότι «θ χαμθλι επίδοςθ των μακθτϊν ςτισ πράξεισ των κλαςμάτων αντικατοπτρίηει καλά 

τεκμθριωμζνουσ μθχανιςμοφσ μάκθςθσ οι οποίοι λειτουργοφν ςτθσ βάςθ μιασ μερολθπτικισ ειςόδου 

δεδομζνων ςτουσ μακθτζσ. Αυτι θ μερολθπτικι είςοδοσ, παράγει μια αςκενικι μάκθςθ ςυγκεχυμζνων 

διαδικαςιϊν. Η υπεργενίκευςθ αυτϊν των ςυγκεχυμζνων διαδικαςιϊν φαίνεται να αποτελεί μια μεγάλθ πθγι 

δυςκολιϊν για τουσ μακθτζσ». 

2. Στθν υπόκεςθ ότι «οι ςχετικζσ δυςκολίεσ ςτα διαφορετικά είδθ προβλθμάτων αρικμθτικισ των κλαςμάτων 

αντικατοπτρίηουν μερικϊσ τθν ανιςορροπία ςτθν κατανομι των αςκιςεων τισ οποίεσ λαμβάνουν οι μακθτζσ. 

Ειδικότερα, οι μακθτζσ ςυναντοφν τα πιο δφςκολα είδθ προβλθμάτων λιγότερο ςυχνά. Αυτό ζχει ωσ 

αποτζλεςμα να κακιςτά αυτά τα προβλιματα πιο δφςκολα απ’ ότι είναι πραγματικά. Μια γενικι ςυνζπεια 

αυτισ τθσ υπόκεςθσ είναι ότι μια λεπτομερι ανάλυςθ των αςκιςεων οι οποίεσ παρουςιάηονται ςτουσ μακθτζσ 

δφναται να φωτίςει τθ μάκθςθ ςε ςυγκεκριμζνουσ τομείσ». 

3. Στθν υπόκεςθ ότι «ο άνκρωποσ γενικά χρθςιμοποιεί ωσ οδθγό για τθν επιλογι των διαδικαςιϊν επίλυςθσ 

προβλθμάτων, τισ ςτατιςτικζσ ςυςχετίςεισ μεταξφ των χαρακτθριςτικϊν των προβλθμάτων και των διαδικαςιϊν 

αυτϊν. Αυτι θ ςτατιςτικι μάκθςθ είναι επικερδισ ςε οριςμζνεσ καταςτάςεισ, αλλά μπορεί να είναι ηθμιογόνα 

ςτθ μάκθςθ των μακθματικϊν, κατά τθν οποία τα κριτιρια για να εφαρμοςτοφν οι διαδικαςίεσ επίλυςθσ των 

προβλθμάτων βαςίηονται ςε ξεκάκαρουσ κανόνεσ παρά ςε ςτατιςτικζσ ςυςχετίςεισ. Ειδικότερα, αν τα 

προβλιματα εξάςκθςθσ τα οποία λαμβάνουν οι μακθτζσ είναι μερολθπτικά, τότε θ επιλογι των ςτρατθγικϊν 

αντιμετϊπιςθσ των προβλθμάτων αυτϊν κα αντικατοπτρίηει αυτι τθ μερολθπτικότθτα». 

4. Στθν υπόκεςθ ότι «θ εννοιολογικι κατανόθςθ παίηει μικρό ρόλο ςτθν εκμάκθςθ από τθν πλειοψθφία των 

μακθτϊν τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων. Σε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ, αν και τα παιδιά κατζχουν τθ ςχετικι 

εννοιολογικι κατανόθςθ, αγνοοφν το γεγονόσ αυτό όταν εκτελοφν πράξεισ με κλάςματα. Για παράδειγμα, οι 

περιςςότεροι μακθτζσ τθσ 5θσ και τθσ Αϋ γυμναςίου γνωρίηουν ότι το άκροιςμα δφο κετικϊν κλαςμάτων πρζπει 

να είναι μεγαλφτερο από κάκε ζναν από τουσ δφο προςκετζουσ (Siegler & Lortie-Forgues, 2015). Παρόλα αυτά, 

ςυχνά παραβιάηουν αυτι τθν αρχι όταν επιλφουν προβλιματα πρόςκεςθσ κλαςμάτων. Για παράδειγμα 

αναφζρουν το 2/4 ωσ απάντθςθ ςτο πρόβλθμα 1/2 + 1/2. Άλλεσ φορζσ, τα παιδιά ςτεροφνται τθσ ςχετικισ 

εννοιολογικισ κατανόθςθσ. Για παράδειγμα, οι περιςςότεροι μακθτζσ  τθσ 5θσ και τθσ Αϋ γυμναςίου, κακϊσ και 

οι φοιτθτζσ των παιδαγωγικϊν τμθμάτων, απαντοφν λανκαςμζνα ότι το γινόμενο δφο κλαςμάτων με μζγεκοσ 

μεταξφ των 0 και 1 είναι μεγαλφτερο και από τουσ δφο παράγοντεσ (Siegler & Lortie-Forgues, 2015). Αυτά τα 

ευριματα δεν οδθγοφν ςτο ςυμπζραςμα ότι τα παιδιά δεν ζχουν εννοιολογικι κατανόθςθ τθσ αρικμθτικισ των 

κλαςμάτων, καταδεικνφουν όμωσ, ότι για πολλά παιδιά, θ διαδικαςτικι γνϊςθ αναπτφςςεται και 

αναπαρίςταται μεμονωμζνα από οποιαδιποτε εννοιολογικι γνϊςθ τθν οποία ενδεχομζνωσ κατζχουν». 

Επιπλζον, οι Braithwaite et al. (2017) (ςελ. 3) αναφζρουν ότι «με βάςθ τθν τελευταία υπόκεςθ, πολλζσ πτυχζσ τθσ 

επίδοςθσ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων μποροφν να εξθγθκοφν αποκλειςτικά και μόνο από τθν 

εξζταςθ τθσ διαδικαςτικισ γνϊςθσ. Το λογιςμικό FARRA ελζγχει αυτι τθν άποψθ εξετάηοντασ αν ζνα υπολογιςτικό 

μοντζλο το οποίο ςτερείται εννοιολογικισ γνϊςθσ μπορεί να παράγει και να εξθγιςει τα κφρια φαινόμενα τα οποία 
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παρατθροφνται ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων από τουσ μακθτζσ και τα οποία ζχουν τεκμθριωκεί από τθ διεκνι 

βιβλιογραφία.» 

5.5.1 Βαςικά ςυμπεράςματα των Braithwaite, Pyke & Siegler (2017) 

Οι Braithwaite et al. (2017) διαπίςτωςαν ότι θ προςομοίωςθ παριγαγε πολλά φαινόμενα αναφορικά με τθν 

επίδοςθ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων μζςω ενόσ μικροφ αρικμοφ κοινϊν μθχανιςμϊν μάκθςθσ οι 

οποίοι λειτουργοφν ςε ζνα μερολθπτικό ςφνολο ειςροϊν. Επιπλζον, προςκζτουν ότι αυτζσ οι μερολθπτικζσ ειςροζσ 

δεν περιορίηονταν ςε μια ςυγκεκριμζνθ ςειρά ςχολικϊν εγχειριδίων (υπιρχαν και ςτισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν 

βιβλίων). Μεταξφ άλλων φαινομζνων, το υπολογιςτικό μοντζλο προζβλεψε τθ μεγάλθ δυςκολία των μακθτϊν ςτθ 

διαίρεςθ κλαςμάτων, τθ χριςθ μιασ ποικιλίασ ςτρατθγικϊν από μεμονωμζνα παιδιά και ςε μεμονωμζνα 

προβλιματα, τισ ςχετικζσ ςυχνότθτεσ διαφορετικϊν τφπων ςφαλμάτων ςτρατθγικισ ςε διαφορετικά είδθ 

προβλθμάτων, και μια ποικιλία επιδράςεων τθσ ιςοδυναμίασ των παρονομαςτϊν ςτισ τζςςερισ αρικμθτικζσ 

πράξεισ. Το μοντζλο δθμιοφργθςε επίςθσ μθ-διαιςκθτικζσ προβλζψεισ ςχετικά με τισ δυςκολίεσ πολλϊν ειδϊν 

προβλθμάτων και τθ δυνθτικι αποτελεςματικότθτα μια νζασ εκπαιδευτικισ προςζγγιςθσ.  

Σφμφωνα με τουσ Braithwaite et al. (2017), τα πιο εντυπωςιακά ευριματα τα οποία προκφπτουν από τθν ζρευνά 

τουσ αφοροφν τθν κατανομι των προβλθμάτων τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων ςτα ςχολικά εγχειρίδια, τισ 

επιπτϊςεισ αυτισ τθσ κατανομισ ςτθ μάκθςθ του λογιςμικοφ FARRA και των μακθτϊν. Ππωσ επιςθμαίνουν, «ίςωσ 

το πιο γενικό μάκθμα από τα ευριματα αυτά είναι ότι θ ςτατιςτικι κατανομι των προβλθμάτων τα οποία οι 

μακθτζσ αντιμετωπίηουν επθρεάηουν τθ μάκθςθ των μακθματικών με ιςχυροφσ και ςυχνά μθ-διαιςκθτικοφσ 

τρόπουσ». 

Βαςικά ςυμπεράςματα τθσ ζρευνάσ τουσ είναι τα παρακάτω: 

 Τα ςφνολα των αςκιςεων που προζκυψαν από τρεισ ευρζωσ διαδεδομζνεσ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων των ΗΡΑ 

περιελάμβαναν πολφ λίγεσ αςκιςεισ πολλαπλαςιαςμοφ ι διαίρεςθσ ςτα ομϊνυμα κλάςματα κατά τθν περίοδο 

κατά τθν οποία κυρίωσ διδάςκεται θ αρικμθτικι των κλαςμάτων, δθλαδι, ςτθν τζταρτθ, πζμπτθ και ζκτθ τάξθ. 

Αντίκετα, τα προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα ιταν πολφ ςυνθκιςμζνα. Οι 

επιδόςεισ του FARRA και οι πολφ παρόμοιεσ επιδόςεισ των μακθτϊν υποδθλϊνουν ότι θ ζλλειψθ 

προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ με ομϊνυμα κλάςματα παρεμποδίηει τθ μάκθςθ των παιδιϊν. 

 Η υψθλότερθ ςυχνότθτα των προβλθμάτων πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ ομϊνυμων κλαςμάτων ςε ςχζςθ με τα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ με ομϊνυμα κλάςματα, προκάλεςαν το FARRA να κάνει ςυγκεκριμζνα είδθ 

ςφαλμάτων υπεργενίκευςθσ, κατά τα οποία οι ςυνικεισ κανόνεσ για τθν επίλυςθ προβλθμάτων πρόςκεςθσ και 

αφαίρεςθσ κλαςμάτων με ίςουσ παρονομαςτζσ είχαν υπεργενικευτεί, οδθγϊντασ ςε ςυχνότερα ςφάλματα τθσ 

μορφισ 3/5 × 4/5 = (3 × 4)/5. Τα αποτελζςματα αυτά τθσ προςομοίωςθσ εξθγοφν τα προθγοφμενα ευριματα 

κατά τα οποία διαπιςτϊνεται ότι για τουσ μακθτζσ, τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ με ομϊνυμα κλάςματα 

είναι πιο δφςκολα από εκείνα με ετερϊνυμα κλάςματα. Το εφρθμα αυτό προκαλεί εντφπωςθ δεδομζνου ότι ο 

τυπικόσ αλγόρικμοσ πολλαπλαςιαςμοφ είναι πανομοιότυποσ τόςο για ομϊνυμα, όςο και τα ετερϊνυμα 
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κλάςματα.(Gabriel et al., 2013, Newton, 2008, Newton et al., 2014, Siegler & Pyke, 2013; Siegler κ.ά., 2011). Οι 

Braithwaite et al. (2017) αναφζρουν ότι «θ παρουςίαςθ τζτοιων μθ ιςορροπθμζνων ςυνόλων αςκιςεων ςτα 

ςχολικά εγχειρίδια μοιάηει με ζνα μθ επιβεβλθμζνο ςφάλμα, το οποίο κα μποροφςε να διορκωκεί εφκολα 

αυξάνοντασ τον αρικμό των προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ ομϊνυμων κλαςμάτων». 

 Στα ςχολικά εγχειρίδια τα οποία μελζτθςαν οι Braithwaite et al. (2017), υπιρχαν περιςςότερα προβλιματα 

πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ με ίςουσ παρά άνιςουσ παρονομαςτζσ, παρά το γεγονόσ ότι είναι εγγενϊσ 

δυςκολότερο να εκτελεςτοφν ςωςτά οι πράξεισ ςε προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ με άνιςουσ 

παρονομαςτζσ. Η δυςκολία αυτι πικανότατα επιδεινϊνεται από τα ςχολικά βιβλία τα οποία παρουςιάηουν 

προβλιματα με ετερϊνυμα κλάςματα πιο ςυχνά ςτον πολλαπλαςιαςμό απ’ ότι ςτθν πρόςκεςθ ι τθν 

αφαίρεςθ. Αυτι θ ανιςορροπία οδθγεί το FARRA να υπεργενικεφει λανκαςμζνα τον κανόνα του 

πολλαπλαςιαςμοφ ςε προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ με ετερϊνυμα κλάςματα. Οι μακθτζσ κάνουν το 

ίδιο, πικανϊσ για τον ίδιο λόγο. 

 Η ανάλυςθ βάςει μοντζλου ζδειξε ότι θ ορκι εκτζλεςθ των κατάλλθλων ςτρατθγικϊν για τα προβλιματα 

διαίρεςθσ είναι εγγενϊσ πιο δφςκολθ από τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ. Και πάλι, θ κατανομι των 

προβλθμάτων φαίνεται να επιδεινϊνει αυτι τθ δυςκολία, κακϊσ τα παιδιά και το μοντζλο ςυναντοφν ςχετικά 

λίγα προβλιματα διαίρεςθσ. Οι Braithwaite et al. (2017) (ςελ. 35) τονίηουν ότι «αυτά τα αποτελζςματα δεν 

φαίνεται να οφείλονται ςτθν ιδιοςυγκραςία τθσ ςυγκεκριμζνθσ ςειράσ ςχολικϊν εγχειριδίων από τθν οποία 

αντλικθκαν τα προβλιματα του μοντζλου τθσ μάκθςθσ. Και οι τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων που εξετάςαμε 

είχαν πολφ παρόμοια μοντζλα κατανομισ προβλθμάτων. Λιγότερο λεπτομερείσ προθγοφμενεσ αναλφςεισ δφο 

ςειρϊν ςχολικϊν βιβλίων, τθσ Saxon Math και τθσ Everyday Mathematics, αποκάλυψαν επίςθσ ότι τα 

προβλιματα διαίρεςθσ ιταν λιγότερο ςυχνά από τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ ςε αυτζσ τισ ςειρζσ, αν και 

οι αναλφςεισ αυτζσ δεν εξζταςαν τθν ιςότθτα των παρονομαςτϊν και ζτςι, δεν αποκάλυψαν τθν εντυπωςιακι 

αλλθλεπίδραςθ μεταξφ των αρικμθτικϊν πράξεων και τθσ ιςότθτασ των παρονομαςτϊν θ οποία τεκμθριϊκθκε 

εδϊ (Lortie-Forgues et al., 2015, Son & Senk, 2010). Είναι ενδιαφζρον ότι μια ανάλυςθ μιασ ςειράσ βιβλίων από 

τθν Κορζα, μια χϊρα με πολφ υψθλά μακθματικά επιτεφγματα, ζδειξε το αντίκετο μοτίβο: ςθμαντικά 

περιςςότερα προβλιματα διαίρεςθσ παρά πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων (Son & Senk, 2010). Δεδομζνθσ τθσ 

εγγενοφσ δυςκολίασ τθσ ςωςτισ εκτζλεςθσ του τυπικοφ αλγορίκμου διαίρεςθσ, θ ςυχνότερθ παρουςίαςθ 

προβλθμάτων διαίρεςθσ ςτο  κορεατικό εγχειρίδιο ζχει νόθμα.» 

 Το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA εξθγεί τθν ποικιλία των λακϊν των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων 

με τθ βοικεια του μθχανιςμοφ τθσ υπεργενίκευςθσ. Τθν λανκαςμζνθ εφαρμογι, δθλαδι, ενόσ κανόνα ο 

οποίοσ είναι κατάλλθλοσ για μία πράξθ ςε μια άλλθ πράξθ. Ππωσ ςθμειϊνουν οι ςυγγραφείσ, θ υπεργενίκευςθ 

εξθγεί ζνα μεγάλο εφροσ λακϊν των μακθτϊν, ςυμπεριλαμβανομζνων και των λακϊν τα οποία οφείλονται 

ςτθν «προκατάλθψθ των φυςικϊν αρικμϊν», τθν τάςθ, δθλαδι, να βλζπει ο μακθτισ ζνα κλάςμα ωσ δφο 

ξεχωριςτοφσ αρικμοφσ (αρικμθτισ και παρονομαςτισ) και όχι ωσ ζναν μόνο αρικμό (π.χ. Gabrielet et al., 2013, 

Gelman, 1991, Ni & Zhou, 2005). 

 Αν και το λογιςμικό δε λαβαίνει υπόψθ τθν ενδεχόμενθ φπαρξθ τθσ εννοιολογικισ κατανόθςθσ από τον 

μακθτι, εντοφτοισ, προςομοιϊνει επιτυχϊσ τθν επίδοςθ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. Το 
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γεγονόσ αυτό, αντικατοπτρίηει τθν απουςία εννοιολογικισ κατανόθςθσ από μεγάλο μζροσ των μακθτϊν ι 

τουλάχιςτον, τθ μθ χριςθ τθσ, κατά τθν εναςχόλθςθ των μακθτϊν με τισ πράξεισ ςτα κλάςματα. 

Τζλοσ, οι ςυγγραφείσ διατυπϊνουν οριςμζνεσ προτάςεισ για τθ βελτίωςθ των μακθςιακϊν αποτελεςμάτων. Μια 

πρόταςθ είναι οι μακθτζσ αρχικά να εξαςκοφνται αποκλειςτικά και μόνο ςτθν επιλογι τθσ ςωςτισ ςτρατθγικισ 

επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ χωρίσ να επιβαρφνονται από τθ ςωςτι εκτζλεςθ τθσ ςτρατθγικισ τθν οποία επζλεξαν. 

Επιπλζον, ςυνίςταται θ παρουςίαςθ των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων να γίνεται με τρόπο ϊςτε 

να εναλλάςςονται οι τζςςερισ διαφορετικζσ πράξεισ αφοφ πρϊτα όμωσ, κάκε πράξθ διδαχκεί ξεχωριςτά. Οι 

Braithwaite et al. (2017) κεωροφν ότι θ δόμθςθ των προβλθμάτων ςε ανεξάρτθτεσ ομάδεσ οι οποίεσ 

περιλαμβάνουν προβλιματα με τθν ίδια πράξθ, ενιςχφει τθν ευχζρεια των μακθτϊν ςτθν εκτζλεςθ των πράξεων, 

αλλά όχι και τθ δεξιότθτα τθσ επιλογισ τθσ ςωςτισ ςτρατθγικισ επίλυςθσ. Συχνά οι μακθτζσ, όταν αντιμετωπίηουν 

προβλιματα δομθμζνα ςε ομάδεσ οι οποίεσ περιζχουν τθν ίδια πράξθ, τείνουν μετά τα πρϊτο πρόβλθμα τθσ 

ομάδασ να αγνοοφν τθν πράξθ, διότι το να βλζπουν ςυνεχϊσ τθν ίδια πράξθ δεν τουσ δίνει κάποια πλθροφορία. 

Ακόμα και πριν από το πρϊτο πρόβλθμα, οι μακθτζσ μπορεί να μθν προςζχουν τθν πράξθ κακϊσ γνωρίηουν εκ των 

προτζρων ότι είναι για παράδειγμα ςτθν παράγραφο του πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων. 

6 τόχοι τθσ παροφςασ εργαςίασ 

Εκτόσ από τθ μελζτθ αυτισ κακεαυτισ τθσ κατανομισ των προβλθμάτων των ςχολικϊν εγχειριδίων ςτθν αρικμθτικι 

των κλαςμάτων, οι Braithwaite et al. (2017), διαπίςτωςαν ότι το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA παράγει με ακρίβεια 

τα 8 φαινόμενα του πινάκα Α.1 τα οποία επιβεβαιϊνονται και από τθ διεκνι βιβλιογραφία (Siegler & Pyke, 2013). 

 

Πίνακασ Α.1: Σθμαντικά εμπειρικά φαινόμενα τα οποία παρατθροφνται ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. 

Α/Α Φαινόμενο 

1 Χαμθλι επίδοςθ ςυνολικά. 

2 Εξαιρετικά χαμθλι επίδοςθ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων. 

3 Μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ ςε κάποιο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα. 

4 Μεταβλθτότθτα ςτισ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ των προβλθμάτων. 

5 Μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των λακϊν ςτρατθγικισ από τα λάκθ εκτζλεςθσ των πράξεων. 

6 Τα πιο κοινό λάκοσ από τα λάκθ ςτρατθγικισ είναι εκείνο αυτό κατά το οποίο εφαρμόηουν οι μακθτζσ μια ςτρατθγικι 

θ οποία είναι λάκοσ για τθν πράξθ που απαιτείται από το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα αλλά ςωςτι αν εφαρμοηόταν ςε 

άλλθ πράξθ. 

7 Στα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα οι μακθτζσ ζχουν καλφτερθ επίδοςθ όταν θ πράξθ είναι θ πρόςκεςθ ι θ 

αφαίρεςθ, ενϊ ςτον πολλαπλαςιαςμό μειϊνεται θ επίδοςθ. 

8 Το είδοσ λάκουσ με τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα  ςε κάκε πράξθ ποικίλει ανάλογα με τθν ιςότθτα ι μθ των 

παρονομαςτϊν. 

 

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Δθλαδι, το λογιςμικό FARRA προςομοιϊνει με αρκετι αξιοπιςτία τον τρόπο εκτζλεςθσ από τουσ μακθτζσ των 

πράξεων ςτα κλάςματα, τουλάχιςτον όςον αφορά τισ τρεισ ςειρζσ των ςχολικϊν βιβλίων των ΗΡΑ τισ οποίεσ 

μελζτθςαν οι Braithwaite et al. (2017). Υποκζτουμε, λοιπόν, ότι το μοντζλο FARRA είναι δυνατόν να χρθςιμοποιθκεί 

για να γίνουν προβλζψεισ για τα πικανά λάκθ ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων και τισ αιτίεσ αυτϊν των λακϊν από 

τουσ μακθτζσ ςτθν Ελλάδα και τθν Κφπρο. Στο υπόλοιπο τθσ παροφςασ εργαςίασ, επιχειροφμε να απαντιςουμε ςτα 

παρακάτω ερωτιματα τα οποία αφοροφν τα Ελλθνικά και Κυπριακά ςχολικά εγχειρίδια: 

 Ροια θ κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων με βάςθ τα χαρακτθριςτικά ομϊνυμα-

ετερϊνυμα κλάςματα και το είδοσ αρικμθτικισ πράξθσ; 

 Ροια θ κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων με βάςθ τα χαρακτθριςτικά 

παράγοντασ μεικτόσ-φυςικόσ-κλάςμα και το είδοσ αρικμθτικισ πράξθσ; 

 Ρροκφπτουν κατά τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA ςτα Ελλθνικά και Κυπριακά ςχολικά εγχειρίδια τα 8 

φαινόμενα τα οποία παρατθροφνται ςτισ ΗΡΑ; 

 Με ποιο τρόπο θ κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων ςτα ςχολικά βιβλία τθσ 

Ελλάδασ και τθσ Κφπρου επθρεάηει ενδεχομζνωσ τθν επίδοςθ των μακθτϊν; 

 Ροιεσ βελτιϊςεισ κα μποροφςαν να γίνουν ςτα Ελλθνικά και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία όςον αφορά τθν 

κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων; 

Με βάςθ τουσ παραπάνω ςτόχουσ διεξάγουμε τισ εξισ δφο ομάδεσ πειραμάτων: 

 Η πρϊτθ ομάδα περιζχει τα ςχολικά βιβλία EnVisionMATH, τα Ελλθνικά και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία για 

όλεσ τισ τάξεισ ςτισ οποίεσ διδάςκεται θ αρικμθτικι των κλαςμάτων. Συγκεκριμζνα, θ αρικμθτικι των 

κλαςμάτων για τθ ςειρά EnVisionMATH διδάςκεται ςτθν 4θ, 5θ (Elementary school) και 6θ τάξθ (Middle school), 

για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ςτθν 5θ, 6θ Δθμοτικοφ και Α’ Γυμναςίου, και για τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία 

ςτθν 4θ, 5θ και 6θ τάξθ του Δθμοτικοφ. Στόχοσ μασ είναι να ερευνιςουμε το ςφνολο προβλθμάτων ςτθν 

αρικμθτικι των κλαςμάτων τα οποία ςυναντοφν οι μακθτζσ ςτα ςχολικά τουσ χρόνια. 

 

 Η δεφτερθ ομάδα προβλθμάτων αφορά αποκλειςτικά το Δθμοτικό, κακϊσ κατά τθ ςθμαντικι αυτι περίοδο 

τίκεται οι βάςεισ τθσ κατανόθςθσ των κλαςμάτων και τθσ αρικμθτικισ τουσ. Εδϊ μελετοφμε τα Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία (5θ και 6θ Δθμοτικοφ), τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία (4θ, 5θ και 6θ Δθμοτικοφ) και τα προβλιματα 

ενόσ εναλλακτικοφ ςχολικοφ εγχειριδίου, του βιβλίου «Στθν τροχιά των ρθτϊν» των εκδόςεων Κυριακίδθ. Στο 

τελευταίο, τα κλάςματα διδάςκονται ςτθν 4θ και 5θ τάξθ του Δθμοτικοφ. Σθμειϊνουμε, ότι κακϊσ το λογιςμικό 

FARRA απαιτεί τθν ειςαγωγι προβλθμάτων και από τισ τζςςερισ πράξεισ ςτα κλάςματα (πρόςκεςθ, αφαίρεςθ, 

πολλαπλαςιαςμόσ, διαίρεςθ), δεν κατζςτθ δυνατό να απομονϊςουμε ςυγκεκριμζνεσ τάξεισ ςτο Δθμοτικό. 

Μποροφμε μόνο να μελετιςουμε όλα τα προβλιματα που αφοροφν τθ ςυγκεκριμζνθ βακμίδα (πρωτοβάκμια 

εκπαίδευςθ) αφοφ ζτςι καλφπτονται όλεσ οι πράξεισ ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. 

Στθ ςυνζχεια περιγράφουμε και αναλφςουμε τθ λειτουργία του λογιςμικοφ FARRA. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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7 Περιγραφι του λογιςμικοφ FARRA 

Το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA βαςίηεται ςτθν εφαρμογι μιασ ομάδασ κανόνων ςε δεδομζνα προβλιματα. Κάκε 

κανόνασ μπορεί να εφαρμοςτεί ςε ςυγκεκριμζνα προβλιματα τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων ανάλογα με το είδοσ 

τθσ πράξθσ (πρόςκεςθ, αφαίρεςθ, πολλαπλαςιαςμόσ ι διαίρεςθ) και το είδοσ των παρονομαςτϊν (ομϊνυμα ι 

ετερϊνυμα κλάςματα). Τα προβλιματα τα οποία χρθςιμοποιοφνται ωσ είςοδοσ ςτο λογιςμικό αποτελοφνται από 

δφο παράγοντεσ. Είναι, δθλαδι, τθσ μορφισ «α πράξθ β». Η πράξθ δφναται να είναι μία από τισ τζςςερισ πράξεισ 

(πρόςκεςθ, αφαίρεςθ πολλαπλαςιαςμόσ, διαίρεςθ). Κάκε ζνασ από τουσ παράγοντεσ α, β μπορεί να είναι κλάςμα, 

μεικτόσ αρικμόσ ι φυςικόσ αρικμόσ. Δεν μπορεί όμωσ, και οι δυο παράγοντεσ α, β να είναι φυςικοί αρικμοί. Για 

παράδειγμα, προβλιματα τα οποία μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν ωσ είςοδο ςτο λογιςμικό είναι τα εξισ: 

«3/8+4/8», «7/8-2/8», «6*1/6», «3/5:4/5», «25/10:3 1/2», «6 1/2:2/5». Ο ςυμβολιςμόσ 6 1/2 αντιςτοιχεί ςτον 

μεικτό αρικμό 6
1

2
. Τονίηουμε ότι λεκτικά προβλιματα δεν είναι δυνατόν να ειςαχκοφν ςτο λογιςμικό.  

Κάκε φορά που το λογιςμικό ςυναντά ζνα νζο πρόβλθμα, επιλζγει κάποιον κανόνα ο οποίοσ κακορίηει και τα 

περεταίρω βιματα τα οποία κα ακολουκιςουν ςτθν επίλυςθ του ςυγκεκριμζνου προβλιματοσ. Οι ςυγκεκριμζνοι 

κανόνεσ, οι οποίοι επιλζγονται πρϊτοι ςε κάκε πρόβλθμα, είναι 9 ςτο πλικοσ, ονομάηονται ςτρατθγικζσ και 

φαίνονται ςτον πίνακα Α.2: 

Πίνακασ Α.2: Στρατθγικζσ οι οποίεσ μποροφν χρθςιμοποιθκοφν ςτθν αρχι επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ. 

 τρατθγικζσ Κατθγορία 

1 When operation +/- and denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom. 

Στρατθγικζσ 

OpNumKeepDen 

2 When denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom. 

3 When operation +/-, create goals find common denom then operate on numers and maintain common denom. 

4 Create goals find common denom, then operate on numers and maintain common denom. 

5 When operation *, create goals apply operation to numerators and denominators separately. 
Στρατθγικζσ IndepComp 

6 Create goals apply operation to numers and denoms separately. 

7 When operation /, create goal invert-and-operate. 
Στρατθγικζσ InvertOper 

8 Create goal invert-and-operate. 

9 When operation *, create goals apply operation cross-wise. Άλλεσ ςτρατθγικζσ 

 

Στισ παραπάνω ςτρατθγικζσ περιλαμβάνονται τόςο οι ςωςτζσ, όςο και οι λάκοσ ςτρατθγικζσ οι οποίεσ μποροφν να 

εφαρμοςτοφν ςε κάκε πρόβλθμα. Ζτςι θ ςτρατθγικι 1 είναι θ ςωςτι για τθν πρόςκεςθ ι τθν αφαίρεςθ ομϊνυμων 

κλαςμάτων, θ ςτρατθγικι 3 είναι θ ςωςτι για τθν πρόςκεςθ ι τθν αφαίρεςθ ετερωνφμων κλαςμάτων, θ ςτρατθγικι 

5 για τον πολλαπλαςιαςμό κλαςμάτων και θ ςτρατθγικι 7 είναι θ ςωςτι για τθ διαίρεςθ κλαςμάτων.  

Οι υπόλοιπεσ ςτρατθγικζσ προκαλοφν λάκθ ςτθν επίλυςθ του προβλιματοσ. Συγκεκριμζνα, θ ςτρατθγικι 9, ςε ζνα 

πρόβλθμα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, πολλαπλαςιάηει τουσ όρουσ των κλαςμάτων χιαςτί. Η ςτρατθγικι 2 

γενικεφει λανκαςμζνα τον κανόνα τθσ πρόςκεςθσ ομωνφμων κλαςμάτων ςτισ άλλεσ τρεισ πράξεισ. Ζτςι, όταν 

ζχουμε ζνα πρόβλθμα πρόςκεςθσ ι αφαίρεςθσ κλαςμάτων κα εκτελζςει ςωςτά τθν πράξθ. Σε ζνα πρόβλθμα 
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πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων όμωσ, κα πολλαπλαςιάςει τουσ αρικμθτζσ μεταξφ τουσ και κα αφιςει ςτο τελικό 

αποτζλεςμα τον κοινό παρονομαςτι των δφο κλαςμάτων. Για παράδειγμα, ςτο πρόβλθμα 2/5*3/5 κα εκτελζςει 

(2*3)/5 = 6/5 και όχι (2*3)/(5*5)= 6/25 που είναι το ςωςτό. Πμοια ςε ζνα πρόβλθμα διαίρεςθσ κα ζχουμε: 

10/5:2/5= (10:2)/5 = 5/5 = 1. Η ςτρατθγικι 4 γενικεφςει τθν πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ ετερωνφμων κλαςμάτων 

ςτον πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ κλαςμάτων. Για παράδειγμα, ςτο πρόβλθμα 2/5*3/4 κα εκτελζςει 2/5*3/4 = 

(2*4)/(5*4)*(3*5)/(4*5) = 8/20*15/20 = (8*15)/20 = 120/20 = 6. Η ςτρατθγικι 6 γενικεφει τον κανόνα του 

πολλαπλαςιαςμοφ ςτισ υπόλοιπεσ πράξεισ. Πταν εφαρμόηεται ςε ζνα πρόβλθμα πολλαπλαςιαςμοφ, δίνει το ςωςτό 

αποτζλεςμα. Πταν όμωσ εφαρμόηεται ςε μία άλλθ πράξθ, τότε ενεργεί ανεξάρτθτα ςτουσ  αρικμθτζσ και τουσ 

παρονομαςτζσ και δίνει λάκοσ αποτζλεςμα. Για παράδειγμα, ςτο πρόβλθμα 1/3+4/5 κα εκτελζςει 1/3+4/5 = 

(1+4)/(3+5) = 5/8. Σε ζνα πρόβλθμα διαίρεςθσ όμωσ, κα δϊςει ςωςτι απάντθςθ γιατί ιςχφει  
𝛼

𝛽
:
𝛾

𝛿
=

𝛼 :𝛾

𝛽 :𝛿
.  Άρα, ςτο 

πρόβλθμα 8/9:2/3 κα εκτελζςει 8/6:2/3 = (8:2)/(6:3) = 4/2 = 2 και όχι 8/6:2/3 = 8/6*3/2 = (8*3)/(6*2) = 24/12= 2. 

Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ προκφπτει θ ςωςτι απάντθςθ. Τζλοσ, θ ςτρατθγικι 8 είναι ςωςτι για τθ διαίρεςθ, αλλά 

λανκαςμζνθ για τισ άλλεσ τρεισ πράξεισ. Εδϊ, αντιςτρζφεται ο δεφτεροσ από αριςτερά όροσ και εκτελείται θ 

ςυγκεκριμζνθ πράξθ ανεξάρτθτα ςτουσ αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ των κλαςμάτων όπωσ ςτον 

πολλαπλαςιαςμό.  Για παράδειγμα, ςτο παρακάτω πρόβλθμα κα ζχουμε: 6/8+2/4 = 6/8+4/2 = (6+4)/(8+2) = 10/10 = 

1 και 3/4*4/5 = 3/4*5/4 = 15/16.  

Οι ςτρατθγικζσ κατθγοριοποιοφνται από τουσ Braithwaite et al. (2017) ωσ εξισ (πίνακασ Α.2): 

 τρατθγικζσ OpNumKeepDen: είναι οι ςτρατθγικζσ 1, 2, 3, 4 του πίνακα Α.2 κατά τισ οποίεσ τα κλάςματα 

αρχικά, αν είναι ετερϊνυμα, μετατρζπονται ςε ομϊνυμα. Στθν ςυνζχεια, ωσ αρικμθτισ ςτο αποτζλεςμα τίκεται 

αυτόσ που προκφπτει από τθν εφαρμογι τθσ τρζχουςασ πράξθσ ςτουσ αρικμθτζσ και ωσ παρονομαςτισ, ο 

κοινόσ παρονομαςτισ. Οι ςτρατθγικζσ OpNumKeepDen είναι ςωςτζσ για τθν πράξθ τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 

κλαςμάτων και λανκαςμζνεσ για τθ διαίρεςθ και τον πολλαπλαςιαςμό. 

 τρατθγικι IndepComp: είναι οι ςτρατθγικζσ 5 και 6  του πίνακα Α.2. Σε αυτι τθν κατθγορία θ πράξθ 

εφαρμόηεται ανεξάρτθτα ςτο ηεφγοσ των αρικμθτϊν και τα ηεφγοσ των παρονομαςτϊν των κλαςμάτων. Είναι θ 

ςωςτι ςτρατθγικι για τον πολλαπλαςιαςμό κλαςμάτων, δίνει το ςωςτό αποτζλεςμα και ςτθ διαίρεςθ 

κλαςμάτων, αλλά είναι λάκοσ ςτρατθγικι για τθν πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ κλαςμάτων. 

 τρατθγικι InvertOper: είναι οι ςτρατθγικζσ 7 και 8  του πίνακα Α.2. Κατά τθ ςτρατθγικι InvertOper, 

αντιςτρζφεται ο δεφτεροσ όροσ και θ πράξθ αλλάηει από διαίρεςθ ςε πολλαπλαςιαςμό. Πταν αυτι 

εφαρμόηεται λανκαςμζνα ςε κάποια άλλθ πράξθ, τότε θ πράξθ δεν αλλάηει και αντιςτρζφεται κάποιοσ από 

τουσ δφο παράγοντεσ του προβλιματοσ. 

 Άλλεσ ςτρατθγικζσ: είναι οι ςτρατθγικι  9  του πίνακα Α.2. 

Επιπλζον, τα λάκθ των μακθτϊν όςον αφορά τθ επιλογι ςτρατθγικισ χωρίηονται ςτισ τρεισ παρακάτω κατθγορίεσ: 

 Λάκθ υπεργενίκευςθσ (Overgeneralization errors): Εδϊ μία ςτρατθγικι θ οποία είναι ςωςτι για μία 

ςυγκεκριμζνθ πράξθ γενικεφεται λανκαςμζνα ςε μία από τισ υπόλοιπεσ πράξεισ. Για παράδειγμα, ςε ζνα 
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πρόβλθμα πολλαπλαςιαςμοφ με ετερϊνυμα κλάςματα εφαρμόηεται ο κανόνασ τθσ πρόςκεςθσ. Δθλαδι, τα 

κλάςματα μετατρζπονται ςε ομϊνυμα, πολλαπλαςιάηονται οι αρικμθτζσ μεταξφ τουσ και ωσ παρονομαςτζσ ςτο 

αποτζλεςμα τίκεται ο κοινόσ παρονομαςτισ. 

 Λάκθ δράςθσ ςτουσ όρουσ των κλαςμάτων ανεξάρτθτα (Independent whole number errors): Σε αυτιν τθν 

περίπτωςθ ζχουμε ανεξάρτθτθ δράςθ ςτουσ αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ των δφο κλαςμάτων του 

προβλιματοσ. Για παράδειγμα, ςε ζνα πρόβλθμα αφαίρεςθσ  ετερϊνυμων κλαςμάτων, αφαιρείται ο αρικμθτισ 

του ενόσ κλάςματοσ από τον αρικμθτι του άλλου και ο παρονομαςτισ του ίδιου κλάςματοσ από τον 

παρονομαςτι του άλλο. Το λάκοσ αυτό μπορεί να κεωρθκεί και ωσ λάκοσ υπεργενίκευςθσ τθσ πράξθσ του 

πολλαπλαςιαςμοφ ςτισ υπόλοιπεσ πράξεισ. Λόγω τθσ μεγάλθσ ςυχνότθτασ αυτοφ του λάκουσ ςτρατθγικισ, αυτό 

μελετάται ξεχωριςτά. 

 Άλλου είδουσ λάκθ: εδϊ περιλαμβάνεται το λάκοσ του «χιαςτί πολλαπλαςιαςμοφ» ςε ζνα πρόβλθμα διαίρεςθσ 

κλαςμάτων.  

Πίνακασ Α.3:Κανόνεσ εκτζλεςθσ του λογιςμικοφ FARRA 

1 When goal find common denom and denoms equal, notice this and remove the goal. 

2 When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each frac by other's denom 

3 When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each denom by other. 

4 When goal find common denom and denoms not equal, create goals convert fracs using LCD procedure. 

5 When goal invert_and_operate, create goals invert 2nd operand, change / to *, and operate nums and dens 

6 When goal invert_and_operate, create goals change / to * and operate nums and dens. 

7 When goal invert_and_operate, create goals invert an operand, change / to *, and operate nums and dens. 

8 When goal maintain common denom, set answer denom to common denom. 

9 When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob 

10 When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob 

11 When goal modify given STM element via given operation, create appropriate whole number arith prob 

12 When goal invert fraction, do so 

13 When goal change division to multiplication, do so if possible 

14 When goal remove a variable, do so. 

15 When answer obtained, problem is solved 

16 When answer is found but not in lowest terms, create goal reduce it. 

17 When goal reduce fraction to lowest terms, create goals find gcd and divide by it 

18 When goal do whole number arith and operation is +, add operands 

19 When goal do whole number arith and operation is -, subtract operands 

20 When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands. 

21 When goal do whole number arith and operation is /, divide operands 

22 When goal do whole number arith and operation is /, divide operands and keep integer part of answer. 

23 When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller. 

24 When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller and keep integer part of answer. 

25 When goal do whole number arith, and operation is subtract, subtract smaller from larger 

26 When goal find GCD of specified variables, do so 

27 When goal find LCM of specified variables, do so 

Εκτόσ από τουσ κανόνεσ οι οποίοι αφοροφν τθν επιλογι ςτρατθγικισ, υπάρχουν και οι κανόνεσ ςχετικά με τον 

τρόπο τθν εκτζλεςθσ τθσ επιλεγμζνθσ ςτρατθγικισ. Οριςμζνοι από αυτοφσ είναι ςωςτοί για τθ ςυγκεκριμζνθ 

ςτρατθγικι, ενϊ οι υπόλοιποι είναι λανκαςμζνοι. Στον πίνακα Α.3 υπάρχουν οι κανόνεσ εκτζλεςθσ. Για παράδειγμα 
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οι κανόνεσ 5, 6, 7 αφοροφν τθσ εκτζλεςθ του αλγορίκμου τθσ διαίρεςθσ. Ο κανόνασ 5 δίνει τθ ςωςτι εφαρμογι τθσ 

ςτρατθγικισ ςε ζνα πρόβλθμα διαίρεςθσ κλαςμάτων. Ο κανόνασ 6 δεν αντιςτρζφει κάποιο κλάςμα, ενϊ ο κανόνασ 

7 δεν ορίηει ποιο κλάςμα κα αντιςτραφεί. Ο κανόνασ 23 διαιρεί πάντα τον μεγαλφτερο αρικμό διά του μικρότερου, 

ενϊ ο κανόνασ 24 διαιρεί τον μεγαλφτερο αρικμό δια του μικρότερου και κζτει ωσ αποτζλεςμα το ακζραιο μζροσ 

τθσ διαίρεςθσ. Τζλοσ, ο κανόνασ 25 εκτελεί τθν αφαίρεςθ πάντα αφαιρϊντασ των μικρότερο αρικμό από τον 

μεγαλφτερο αρικμό. Οι παραπάνω κανόνεσ αντικατοπτρίηουν ςυχνά λάκθ τα οποία γίνονται από τουσ μακθτζσ κατά 

τθν εκτζλεςθ των πράξεων ςτα κλάςματα. 

7.1 Η εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA 

Kατά τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA υπάρχουν δφο διακριτζσ φάςεισ, θ φάςθ μάκθςθσ (learning mode) και θ 

φάςθ ζλεγχου (testing mode). Στθ φάςθ μάκθςθσ κάκε μακθτισ εκπαιδεφεται ςε ζνα ςφνολο προβλθμάτων τα 

οποία ειςάγονται ςτο πρόγραμμα ωσ είςοδοσ (input). Για κάκε ζνα από αυτά τα προβλιματα το πρόγραμμα 

επιλζγει μία ςτρατθγικι αρχικά, και κάποιουσ κανόνεσ εκτζλεςθσ ςτθ ςυνζχεια, ανάλογα με τθ ςτρατθγικι που 

επιλζχκθκε. Επιπλζον, ςε κάκε πρόβλθμα, το λογιςμικό ςθμειϊνει τα χαρακτθριςτικά του τα οποία αφοροφν το αν 

υπάρχουν ομϊνυμα ι ετερϊνυμα κλάςματα, όπωσ επίςθσ και το εάν αυτά τα κλάςματα είναι δφο μεικτοί αρικμοί, 

δφο κλάςματα, ζνασ μεικτόσ αρικμόσ και ζνα κλάςμα, ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και ζνα κλάςμα ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ αρικμόσ. Αν το λογιςμικό βρει τθ ςωςτι απάντθςθ, τότε ενιςχφεται θ ςφνδεςθ μεταξφ τθσ 

ςτρατθγικισ θ οποία χρθςιμοποιικθκε και των χαρακτθριςτικϊν του προβλιματοσ αυτοφ. Άμεςθ ςυνζπεια αυτισ 

τθσ ενίςχυςθσ είναι να αυξάνεται θ πικανότθτα θ ςυγκεκριμζνθ ςτρατθγικι να επαναχρθςιμοποιθκεί αργότερα 

κατά τθν εκτζλεςθ του προγράμματοσ ςε ζνα πρόβλθμα με τα ίδια χαρακτθριςτικά. Εάν όμωσ θ ςτρατθγικι αυτι 

οδθγιςει ςε λάκοσ αποτζλεςμα, τότε θ ςφνδεςθ ανάμεςα ςτθ ςτρατθγικι και τα χαρακτθριςτικά του προβλιματοσ 

αποδυναμϊνεται με ςκοπό το λογιςμικό να αποτρζψει τθν επαναχρθςιμοποίθςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ςτρατθγικισ ςε 

κάποιο παρόμοιο πρόβλθμα ςτο μζλλον. Κάκε ζνασ από τουσ μακθτζσ εκπαιδεφεται ςτο ςφνολο των προβλθμάτων 

και ζτςι, τελειϊνει θ φάςθ μάκθςθσ. Αμζςωσ μετά ακολουκεί θ φάςθ ζλεγχου κατά τθν οποία ο μακθτισ εξετάηεται 

ςε μία ςειρά προβλθμάτων (τεςτ). Υπολογίηεται το ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων ςτα προβλιματα του τεςτ 

ςυνολικά και ανά είδοσ προβλιματοσ ειδικότερα. 

Το λογιςμικό είναι γραμμζνο ςτθ γλϊςςα προγραμματιςμοφ Phython (ζκδοςθ 2.7) και αποτελείται από 3050 

γραμμζσ κϊδικα περίπου. Αρχικά, κακορίηονται οι τιμζσ των παραμζτρων του προγράμματοσ οι οποίεσ είναι οι 

ακόλουκεσ (βλ. Braithwaite et al., 2017 και Braithwaite, Leibb, Siegler & McMullen, 2019): 

 Η πρϊτθ παράμετροσ είναι ο ρυκμόσ μάκθςθσ (learning rate) e ο οποίοσ αντιςτοιχεί ςτο ποςό τθσ κετικισ 

ενίςχυςθσ τθν οποία λαμβάνει μια ςτρατθγικι κάκε φορά που θ χριςθ αυτισ οδθγεί ςε ςωςτι απάντθςθ. Αυτι 

θ παράμετροσ ζχει ςκοπό να καταγράψει τθ διακφμανςθ του βακμοφ ςτον οποίο τα παιδιά μακαίνουν από μια 

δεδομζνθ ποςότθτα εξάςκθςθσ ςε αςκιςεισ (Garlick, D. 2002). 

 Η δεφτερθ παράμετροσ είναι θ ζκπτωςθ λόγω λάκουσ (error discount) d. Κακορίηει τθ μείωςθ τθσ ενίςχυςθσ 

που δίνεται ςε μια ςτρατθγικι όταν θ χριςθ τθσ οδθγεί ςε εςφαλμζνθ απάντθςθ. Πταν θ τιμι τθσ ζκπτωςθσ 

λόγω λάκουσ είναι μεγαλφτερθ από 1, τότε οι ςτρατθγικζσ λαμβάνουν αρνθτικι ενίςχυςθ όταν παράγουν 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0010028518303724#!
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λανκαςμζνεσ απαντιςεισ. Σε διαφορετικι περίπτωςθ, όταν, δθλαδι, είναι 𝒅 ≤ 1, οι ςτρατθγικζσ εξακολουκοφν 

να λαμβάνουν κετικι ενίςχυςθ ακόμθ και όταν δθμιουργοφν ςφάλματα. Βζβαια, θ κετικι αυτι ενίςχυςθ είναι 

πάντα μικρότερθ τθσ ενίςχυςθσ e τθν οποία λαμβάνουν οι ςωςτζσ ςτρατθγικζσ. Κατά ςυνζπεια, μεγαλφτερεσ 

τιμζσ τισ παραμζτρου d υποδθλϊνουν πιο αποτελεςματικι μάκθςθ από τα λάκθ. Γενικά, τα παιδιά διαφζρουν 

ωσ προσ το πόςο αποδοτικά μακαίνουν από τα λανκαςμζνα παραδείγματα (Große & Renkl, 2007, Heemsoth & 

Heinze, 2014).  

 Η τρίτθ παράμετροσ είναι ο ντετερμινιςμόσ των αποφάςεων (decision determinism) γ. Κακορίηει το κατά πόςο 

θ ενίςχυςθ τθν οποία λαμβάνουν οι ςτρατθγικζσ επθρεάηει τισ επιλογζσ των ςτρατθγικϊν ςτο μζλλον. Οι 

υψθλζσ τιμζσ τθσ παραμζτρου γ αναγκάηουν το μοντζλο να επιλζγει με μεγαλφτερθ ςτακερότθτα τισ 

ςτρατθγικζσ εκείνεσ οι οποίεσ είχαν λάβει προθγουμζνωσ τθ μεγαλφτερθ ενίςχυςθ, ενϊ οι χαμθλζσ τιμζσ 

οδθγοφν ςε μεγαλφτερθ μεταβλθτότθτα τθν επιλογι τθσ ςτρατθγικισ. Η παράμετροσ γ αντικατοπτρίηει το 

γεγονόσ ότι οριςμζνα παιδιά επιλζγουν τισ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ προβλιματοσ πιο προςεκτικά ςε ςχζςθ με 

άλλα (Siegler, R.S., 1988).  

Επιλζγουμε τισ τιμζσ των παραπάνω παραμζτρων όπωσ και τα προβλιματα τθσ φάςθσ ελζγχου ςφμφωνα με τουσ 

Braithwaite et al. (2017). Συγκεκριμζνα, θ παράμετροσ e ανικει ςτο διάςτθμα *0.001, 0.020+, θ d ςτο διάςτθμα *0.8, 

1.0+ και θ γ ςτο διάςτθμα *0.5, 1.5+. Για κάκε μακθτι, θ τιμζσ των τριϊν παραμζτρων επιλζγονται τυχαία και με τθν 

ίδια πικανότθτα ςε κάκε ζνα από τα τρία παραπάνω διαςτιματα. Δθλαδι, θ κατανομι των παραμζτρων είναι θ 

ομοιόμορφθ κατανομι με εφροσ τιμϊν τα παραπάνω διαςτιματα. Επίςθσ, ςτθ φάςθ ζλεγχου περιλαμβάνονται τα 

εξισ 16 προβλιματα: «3/5+1/5», «4/5+3/5», «2/3+3/5», «3/5+1/4», «3/5-1/5», «4/5-3/5», «2/3-3/5», «3/5-1/4», 

«3/5*1/5», «4/5*3/5», «2/3*3/5»,  «3/5*1/4», «3/5:1/5», «4/5:3/5», «2/3:3/5», «3/5:1/4». Επιπλζον, ορίηεται από 

το χριςτθ ο αρικμόσ των μακθτϊν Ν οι οποίο κα ςυμμετζχουν ςτθν προςομοίωςθ. Πςο περιςςότεροι μακθτζσ 

υπάρχουν ςτθν προςομοίωςθ, τόςο πιο ακριβι και αξιόπιςτα είναι τα τελικά αποτελζςματα.  Επιλζγουμε Ν = 1000 

μακθτζσ όπωσ και οι Braithwaite et al. (2017). Τονίηουμε ότι ςτο πρόγραμμα αντί για τθν παράμετρο d 

χρθςιμοποιείται θ βοθκθτικι παράμετροσ disc_inc = 1–d. Ρροφανϊσ, οι τιμζσ τθσ βοθκθτικισ παραμζτρου disc_inc 

ανικουν ςτο διάςτθμα *0.0,0.2+. Ρρϊτα ξεκινάει θ φάςθ μάκθςθσ (learning mode) και ακολουκεί θ φάςθ ελζγχου 

(testing mode). Στο παράρτθμα (ΜΕΟΣ Γ) αναφζρεται αναλυτικά ζνα παράδειγμα εκτζλεςθσ του προγράμματοσ, το 

οποίο περιλαμβάνει και τισ δφο φάςεισ. 
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8 φγκριςθ των ςχολικϊν βιβλίων των ΗΠΑ, τθσ Ελλάδασ και τθσ Κφπρου 

αναφορικά με τθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. 

Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε το ςφνολο των μθ-λεκτικϊν προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων από τα 

εξισ διδακτικά εγχειρίδια:  

 Το Pearsons Education’s enVisionMATH των ΗΡΑ (Charles et al, 2012). 

 Τα Ελλθνικά ςχολικά εγχειρίδια (Ε’ Δθμοτικοφ και Α’ Γυμναςίου). 

 Τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου (Δ’ Δθμοτικοφ, Ε’ Δθμοτικοφ και ΣΤ’ Δθμοτικοφ). 

8.1 Ανάλυςθ με βάςθ τουσ παρονομαςτζσ 

Το ςφνολο των προβλθμάτων τα οποία λάβαμε υπόψθ περιλαμβάνει όλα εκείνα τα προβλιματα ςτθν αρικμθτικι 

των κλαςμάτων τα οποία ζχουν δφο παράγοντεσ, με ζνα τουλάχιςτον από αυτοφσ να είναι είτε κλάςμα είτε μεικτόσ 

αρικμόσ. Επιπλζον, επιλζξαμε μόνο προβλιματα τα οποία είναι γραμμζνα ςε ςυμβολικι μορφι (όχι δθλαδι 

λεκτικά προβλιματα) και απαιτοφν ακριβισ απάντθςθ (όχι, δθλαδι, εκτίμθςθ). Τα χαρακτθριςτικά των παραπάνω 

προβλθμάτων φαίνονται ςτον πίνακα Β.1. 

Μια πρϊτθ παρατιρθςθ είναι ότι ο ςυνολικόσ αρικμόσ των προβλθμάτων ςτα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι 

αρκετά μικρότεροσ ςε ςχζςθ με τον αντίςτοιχο αρικμό ςτα ςχολικά βιβλία των ΗΡΑ και τα Κυπριακά ςχολικά 

βιβλία. Ειδικότερα, ςτο Ελλθνικό ςχολικό βιβλίο τθσ Δ’ Δθμοτικοφ υπάρχουν 50 προβλιματα, ςτθν ΣΤ’ Δθμοτικοφ 

υπάρχουν αποκλειςτικά λεκτικά προβλιματα και ςτθν Αϋ Γυμναςίου, τα προβλιματα είναι πολφ περιςςότερα (119 

ςτο ςφνολο των 169 προβλθμάτων ι 70% του ςυνόλου των προβλθμάτων).  Στθν Κφπρο βρικαμε 43 προβλιματα 

ςτθ Δ’ Δθμοτικοφ, 71 ςτθν Ε’ Δθμοτικοφ και 396 προβλιματα ςτθν ΣΤ’ Δθμοτικοφ. Υπάρχει, δθλαδι, μια αφξουςα 

κατανομι του αρικμοφ των προβλθμάτων από τάξθ ςε τάξθ με τον κφριο όγκο από αυτά να ςυςςωρεφεται ςτθν 

τελευταία τάξθ (78% του ςυνόλου περίπου).  

Μια δεφτερθ παρατιρθςθ αφορά τθ ςυχνότθτα των προβλθμάτων ανάλογα με το είδοσ τθσ πράξθσ. Στθ ςειρά με τα 

ςχολικά βιβλία των ΗΡΑ, θ πράξθ τθσ διαίρεςθσ είναι αυτι με τθ μικρότερθ ςυχνότθτα ςε ςχζςθ με τισ υπόλοιπεσ 

πράξεισ οι οποίεσ κυμαίνονται ςε κοντινά επίπεδα. Η αμζςωσ μεγαλφτερθ ςε ςυχνότθτα πράξθ είναι ο 

πολλαπλαςιαςμόσ, ενϊ θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ ιςοβακμοφν. Ζνα διαφορετικό μοτίβο παρατθρείται ςτα 

ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Εδϊ, θ διαίρεςθ και ο πολλαπλαςιαςμόσ υπερζχουν αρικμθτικά και με αρκετά 

μεγαλφτερο ποςοςτό ςε ςχζςθ με τθν πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ. Τα προβλιματα αφαίρεςθσ κλαςμάτων είναι 

αυτά με τθ μικρότερθ ςυχνότθτα και ακολουκοφν τα προβλιματα πρόςκεςθσ. Κατά ςυνζπεια, φαίνεται ότι ςτα 

ελλθνικά ςχολικά βιβλία δίδεται ιδιαίτερθ βαρφτθτα ςτισ πράξεισ του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ ίςωσ 

γιατί κεωροφνται πιο δφςκολεσ ςτθν κατανόθςθ. Το ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ακολουκοφν ζνα παρόμοιο μοτίβο 

με αυτό των ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων. Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ τα προβλιματα διαίρεςθσ είναι αρκετά 

περιςςότερα, ακολουκοφν ςε μικρότερθ ςυχνότθτα τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ, και τζλοσ κατά φκίνουςα 

ςειρά τα προβλιματα αφαίρεςθσ και πρόςκεςθσ. 
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Πίνακασ Β.1: Ροςοςτό των προβλθμάτων τα οποία ανικουν ςε κάκε κατθγορία ανάλογα με το είδοσ τθσ πράξθσ και το είδοσ 

των παρονομαςτϊν. Τα κελιά των οποίων οι τιμζσ είναι χαμθλζσ (< 10%) ζχουν ςθμειωκεί με ζντονο χρϊμα. Επίςθσ, 

ςθμειϊνεται θ ςειρά των πράξεων από το 1
ο
 πρόβλθμα ζωσ το τελευταίο. Τα ςφμβολα μζςα ςε αγκφλεσ ςυμβολίηουν τα 

ομϊνυμα κλάςματα και τα υπόλοιπα τα ετερϊνυμα. 

 Πράξθ  υνολικόσ αρικμόσ 

προβλθμάτων Πρόςκεςθ Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ φνολο 

 enVisionMATH 

Ομϊνυμα 17% (110) 16% (108) 1% (7) 2% (10) 36% (235) 659 

Ετερϊνυμα 11% (75) 12% (80) 24% (157) 17% (112) 64% (424)  

φνολο 28% (185) 28% (188) 25% (164) 19% (122)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [-

] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

[+] [-] [+] [+] [-] [-] [+] [-] [+] [+] [+] [+] [-] [+] [-] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [+] + [+] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] - [-] [-] [-] - [-] [-] [-] [-] [+] [+] 

[+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [-] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [+] [+] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] - [-] [-] [-] - [+] [+] [+] * * * * * * * * * * * * * * : : : : : : : : 

: : : : : : * * * * * * * * * * * * * * * [+] + [-] + + + + + + + + + + - - - - - - - - - - - - + - - - + - + + - + - - + + - + + + - - - - + + - - [+] [-] [-] [+] [+] [+] [+] 

[+] [-] [-] [-] [-] + + + [+] + + + [+] + + + + - - - - [-] - - - - - - - - + - - - + + - + + - + + - + [+] [+] [+] [-] [-] [-] + + + + + + - - - - - - - - [+] * * * * * * * * * 

* * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * [*] + + + + + * * * * * * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : * * * * * * * [*] * * * * * : 

: : : [+] [-] [+] [-] [+] [-] [+] [-] [-] [+] [+] [-] - + - - - + + + + - + + + + + [+] [+] [+] + [+] + + + + + [-] - - [-] - - [-] [-] - - - - [-] [-] - - - - - [+] [-] [+] [-] + + 

- - [+] [+] + + + + [-] [-] - - - - * * * * * * * * * [*] * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

* * * * * * * * * * * : : [:] : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] : [:] [:] : : : : [:] : : : : : : : : : [:] : : : : : : : : : : : : : [:] : : [:] : [:] : 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Ομϊνυμα 8% (13) 3% (5) 1% (1) 5% (9) 17% (28) 169 

Ετερϊνυμα 17% (28) 10% (17) 30% (51) 26% (45) 83% (141)  

φνολο 25% (41) 13% (22) 31% (52) 31% (54)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+] [-] + - + - + [-] - - - - + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : [:] [:] : : : : : : : : : [:] : : [+] + [-] - + - - + [+] [+] + + + + [-] [-] - - - - + + - - - - [+] 

[+] + + + [+] [+] [+] [+] [+] + + + + [+] + + + + + + + + [+] * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : : : : [:] : : : : : : : : : : [:] : : : : 

[:] : : : : : : : : [:] [:] [:] : : : : : 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

Ομϊνυμα 9% (44) 10% (53) 2% (8) 1% (3) 22% (108) 510 

Ετερϊνυμα 10% (53) 12% (64) 26% (134) 30% (151) 78% (402)  

φνολο 19% (97) 22% (117) 28% (142) 31% (154)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+] [-] [+] [+] [-] [+] [+] [-] [-] [-] [-] - - [-] [+] [+] [-] [-] [+] [-] [+] [+] [-] - [-] [-] [-] [-] [+] [+] [-] [-] - - [+] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [-] + [-] [+] [+] [-] 

[+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] [-] - [+] [-] [+] [-] [+] - [-] [-] [-] - [-] [-] [-] - + - + + - + + + - + + - - - + + - + - [+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] - - [+] [-] [+] + + + + + + - - 

- - - - [+] [-] + - + - + + - [+] [+] [+] [+] [-] [-] [+] [+] [+] + + + - - - + + + - - - - - - + + - - + + + + [-] - [-] - [-] [+] + - - + [+] [+] + + + + + - - [-] - - - - - [+] 

[-] + + - - + [+] [-] + - - + + + - - - [+] [+] + - [-] - - [+] - - - - + + + + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : : : : : : : [*] : [*] : * : * : [*] : * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] : : : : : : : : : : : * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * 

* * [*] * * * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] [:] : : : : : : : : : : * * : : : : * * * * : : : : * * : : * * * : : : 

 

Ζνα άλλο κριτιριο ςφμφωνα με το οποίο εξετάηουμε τα προβλιματα ςτα ςχολικά βιβλία είναι το αν περιζχουν 

ομϊνυμα ι ετερϊνυμα κλάςματα και ςε ποια πράξθ. Μια ςθμαντικι παρατιρθςθ είναι ότι ςε όλεσ τισ ςειρζσ των 

ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε (ΗΡΑ, Ελλάδα, Κφπροσ), τα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα για τισ 
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πράξεισ του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ είναι ελάχιςτα. Τα ποςοςτά κυμαίνονται από 1% ζωσ 2% με 

εξαίρεςθ αυτό τθσ διαίρεςθσ των ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων το οποίο είναι πάλι χαμθλό (5%). Η πλειοψθφία των 

προβλθμάτων με ίςουσ παρονομαςτζσ αφοροφν τισ πράξεισ τθσ πρόςκεςθσ και τθσ αφαίρεςθσ. 

Σχετικά με τα προβλιματα με ίςουσ παρονομαςτζσ ςτθν Ελλάδα, βλζπουμε ότι γενικά αυτά είναι πολφ λιγότερα 

(17%) ςε ςχζςθ με αυτά με διαφορετικοφσ παρονομαςτζσ (87%). Στθν Κφπρο τα αντίςτοιχα ποςοςτά είναι 22% για 

τα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα και 78% για τα υπόλοιπα. Για τισ ΗΡΑ αυτά τα ποςοςτά είναι 36% και 64% 

αντίςτοιχα. Δθλαδι τα προβλιματα με ίςουσ παρονομαςτζσ ςτισ ΗΡΑ είναι λιγότερα από τα υπόλοιπα αλλά όχι 

πάρα πολφ λίγα. Συμπεραςματικά, παρατθροφμε ότι ςτθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων των ΗΡΑ υπάρχουν αρκετά 

προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα αλλά αφοροφν μόνο τισ πράξεισ τθσ πρόςκεςθσ και τθσ αφαίρεςθσ, ενϊ για τθ 

διαίρεςθ και τον πολλαπλαςιαςμό υπάρχουν ελάχιςτα. Στα ςχολικά βιβλία τθσ Ελλάδασ και τθσ Κφπρου ζχουμε 

χαμθλό ποςοςτό προβλθμάτων με ομϊνυμα κλάςματα (≤ 10%) και ςτισ τζςςερισ πράξεισ.  

Αναφορικά με τα προβλιματα που περιζχουν ετερϊνυμα κλάςματα τα οποία όπωσ είδαμε είναι και τα 

περιςςότερα ςε όλεσ τισ ςειρζσ των βιβλίων, βλζπουμε ότι οι πράξεισ με τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα για όλεσ τισ 

ςειρζσ είναι αυτζσ του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ. Σε όλεσ τισ περιπτϊςεισ ο πολλαπλαςιαςμόσ και θ 

διαίρεςθ ετερϊνυμων κλαςμάτων ζχει ποςοςτό μεγαλφτερο του 20%, με εξαίρεςθ τθ ςυχνότθτα τθσ διαίρεςθσ ςτθ 

ςειρά enVisionMATH (17%). Μεγαλφτερα ποςοςτά ζχει ο πολλαπλαςιαςμόσ για τισ ςειρζσ enVisionMATH και τθν 

Ελλθνικι, ενϊ ςτθν Κυπριακι ςειρά, προθγείται θ διαίρεςθ. Τα αντίςτοιχα ποςοςτά για τθν πρόςκεςθ και τθν 

αφαίρεςθ είναι μικρότερα ι ίςα του 12% με εξαίρεςθ τθ ςυχνότθτα τθσ πρόςκεςθσ ςτα Ελλθνικά ςχολικά 

εγχειρίδια (17%). 

8.2 Ανάλυςθ με βάςθ το είδοσ των παραγόντων 

Στθ ςυνζχεια, προκειμζνου να ζχουμε μια όςο το δυνατόν πλθρζςτερθ εικόνα τθσ κατανομισ των προβλθμάτων 

ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων ανάμεςα ςτισ τρεισ χϊρεσ, μελετιςαμε το ποςοςτό των προβλθμάτων ανά πράξθ 

και ανά είδοσ παράγοντα (δφο κλάςματα, δφο μεικτοί, ζνα κλάςμα και ζνασ μεικτόσ, ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και ζνα 

κλάςμα, ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ). Τα αποτελζςματα εικονίηονται ςτον πίνακα Β.2 όπου 

εμφανίηονται τα αντίςτοιχα ποςοςτά. Επιπλζον, ςθμειϊνονται με ζντονθ γραφι τα ποςοςτά εκείνα που είναι 

χαμθλά (< 10%). 

Μια πρϊτθ παρατιρθςθ θ οποία βρίςκεται ςε ςυμφωνία με τουσ  Braithwaite et al. (2017) είναι ότι τα προβλιματα 

τα οποία περιλαμβάνουν τθν πρόςκεςθ ι τθν αφαίρεςθ μεταξφ ενόσ αρικμοφ και ενόσ κλάςματοσ, ι ενόσ αρικμοφ 

και ενόσ μεικτοφ αρικμοφ, είναι ελάχιςτα. Τα αντίςτοιχα ποςοςτά για τισ ΗΡΑ (enVisionMATH) είναι 0% (πρόςκεςθ) 

και 1% (αφαίρεςθ). Για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία τα ποςοςτά είναι 6% για τθν πρόςκεςθ και 2% για τθν 

αφαίρεςθ, ελαφρϊσ μεγαλφτερα δθλαδι, αλλά πάλι χαμθλά. Στα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου, τα προβλιματα 

αυτοφ του είδουσ δεν υπάρχουν για τθν πρόςκεςθ (0%) και είναι χαμθλά (4%) για τθν αφαίρεςθ. Κατά ςυνζπεια, θ 

ςυντριπτικι πλειοψθφία των προβλθμάτων που αποτελοφνται από αρικμό και κλάςμα ι μεικτό αφοροφν τον 

πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ κλαςμάτων.  

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Πίνακασ Β.2: Ροςοςτό των προβλθμάτων τα οποία ανικουν ςε κάκε κατθγορία. Τα κελιά των οποίων οι τιμζσ είναι χαμθλζσ (< 

10%) ζχουν ςθμειωκεί με ζντονο χρϊμα. 

 Πράξθ  

Πρόςκεςθ Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ φνολο 

 enVisionMATH 

Δφο κλάςματα, δφο 

μεικτοί, ι ζνα κλάςμα και 

ζνασ μεικτόσ αρικμόσ 

28% 27% 10% 7% 72% 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

0% 1% 14% 11% 28% 

 

φνολο 28% 29% 25% 19% 100% 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Δφο κλάςματα, δφο μεικτοί, 

ι ζνα κλάςμα και ζνασ 

μεικτόσ αρικμόσ 

18% 11% 15% 20% 64% 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

 

6% 2% 16% 12% 36% 

φνολο 24% 13% 31% 32% 100% 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

Δφο κλάςματα, δφο μεικτοί, 

ι ζνα κλάςμα και ζνασ 

μεικτόσ αρικμόσ 

19% 19% 15% 14% 66% 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

0% 4% 13% 16% 34% 

 

φνολο 19% 23% 28% 30% 

 

100% 
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Εάν εξετάςουμε τα προβλιματα που περιλαμβάνουν δφο κλάςματα, δφο μεικτοφσ, ι ζνα κλάςμα και ζνα μεικτό 

αρικμό, ςυμπεραίνουμε ότι για τα ςχολικά βιβλία των ΗΡΑ, θ πλειοψθφία των προβλθμάτων αυτϊν αφορά τθν 

πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ (με ποςοςτά 28% και 27% αντιςτοίχωσ). Τα αντίςτοιχα ποςοςτά για τον 

πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ είναι το πολφ 10% (10% για τον πολλαπλαςιαςμό και 7% για τθ διαίρεςθ). Η 

εικόνα όμωσ αυτι δεν επιβεβαιϊνεται και ςτα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Εκεί θ πλειοψθφία των προβλθμάτων 

αυτϊν είναι ςτθ διαίρεςθ (20%), αμζςωσ μετά ςτθν πρόςκεςθ (18%) και ακολουκοφν κατά φκίνουςα ςειρά ο 

πολλαπλαςιαςμόσ (15%) και θ αφαίρεςθ (11%). Επιπλζον, βλζπουμε ότι τα ποςοςτά και για τισ τζςςερισ πράξεισ 

δεν παρουςιάηουν μεγάλθ διακφμανςθ μεταξφ τουσ. Τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου βλζπουμε ότι ζχουν κοινά 

ςτοιχεία με τθ ςειρά EnVisionMATH. Δθλαδι, αν και εδϊ οι πράξεισ τθσ πρόςκεςθσ και τθσ αφαίρεςθσ 

πλειοψθφοφν (19% το ποςοςτό και για τισ δφο πράξεισ), θ διαφορά των ποςοςτϊν αυτϊν από τα ποςοςτά του 

πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ είναι μικρι (15% το ποςοςτό για τον πολλαπλαςιαςμό και 14% για τθ 

διαίρεςθ). Επιπλζον, ζνα γενικό ςυμπζραςμα είναι ότι υπάρχει μια μεγαλφτερθ ιςοκατανομι των προβλθμάτων 

αυτοφ του είδουσ και για τζςςερισ πράξεισ τόςο για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου όςο για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία ςε μεγαλφτερο βακμό, ςε ςχζςθ με τα ςχολικά βιβλία τθσ ςειράσ EnVionMATH. 

Ζνα άλλο κριτιριο με βάςθ το οποίο μποροφμε να μελετιςουμε τα δεδομζνα του πίνακα Β.2 είναι τα ποςοςτά κάκε 

κατθγορίασ για τισ τζςςερισ πράξεισ ςυνολικά. Σαφϊσ, και ςτισ τρεισ χϊρεσ θ ςυχνότθτα των προβλθμάτων που δεν 

περιζχουν φυςικοφσ αρικμοφσ είναι μικρότερθ ςε ςχζςθ με τα υπόλοιπα προβλιματα. Η αναλογία των 

προβλθμάτων που περιζχουν φυςικοφσ αρικμοφσ ςε ςχζςθ με τα υπόλοιπα προβλιματα είναι για τισ ΗΡΑ 

28

72
≅ 0,39, για τθν Ελλάδα 

36

64
≅ 0,57 και για τθν Κφπρο 

34

66
≅ 0,52. Δθλαδι, ςτισ Ελλθνικζσ και τισ Κυπριακζσ ςειρζσ 

τα προβλιματα που δεν περιζχουν φυςικοφσ αρικμοφσ είναι διπλάςια ςε ςχζςθ με υπόλοιπα, ενϊ για τθ ςειρά 

EnVsionMATH είναι τριπλάςια. 

 

8.3 Πειράματα με προςομοίωςθ 
 

Με ςκοπό να προκφψουν κάποιεσ προβλζψεισ για τθν επίδοςθ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων 

κακϊσ και το ρόλο τον οποίο παίηει θ κατανομι των προβλθμάτων ςτα υπάρχοντα ςχολικά βιβλία ςτθν επίδοςθ 

αυτι, διεξάγουμε πειράματα προςομοίωςθσ με τθ βοικεια του λογιςμικοφ FARRA. Θζτουμε ωσ  τιμζσ των 

παραμζτρων e ∈ [0.001, 0.020], d∈ *0.8, 1.0+, γ ∈ *0.5, 1.5+ και Ν = 1000. Οι τιμζσ αυτζσ ταυτίηονται με αυτζσ τισ 

οποίεσ χρθςιμοποιοφν ςτα περάματά τουσ οι Braithwaite et al. (2017). Χρθςιμοποιοφμε αυτζσ τισ τιμζσ γιατί 

ςφμφωνα με τουσ Braithwaite et al. (2017) παράγουν τα 8 φαινόμενα τα οποία προκφπτουν από τισ υπάρχουςεσ 

εμπειρικζσ ζρευνεσ (βλ. πίνακα Α.1). Βζβαια εκτόσ από τθ ςειρά ςχολικϊν βιβλίων EnVsionMath τθν οποία 

χρθςιμοποιοφν και οι Braithwaite et al. (2017), χρθςιμοποιοφμε ωσ είςοδο ςτο λογιςμικό και τα προβλιματα από 

τα Ελλθνικά και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. Συνεπϊσ, με αυτι τθν επιλογι των παραμζτρων είναι δυνατι μια 

ςφγκριςθ των τριϊν ςειρϊν ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ εξετάηουμε. Στθ ςυνζχεια, κα μελετιςουμε τα 

αποτελζςματα τθσ προςομοίωςθσ με ςκοπό να διαπιςτϊςουμε αν παράγονται και ςτθ δικι μασ περίπτωςθ τα 8 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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φαινόμενα του πίνακα Α.1 ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων όπωσ αυτά αναφζρονται από τουσ Braithwaite et al. 

(2017). 

8.3.1 Χαμθλι επίδοςθ ςυνολικά 
 

Τα αποτελζςματά των Braithwaite et al. (2017) δείχνουν ςυνολικό ποςοςτό επιτυχίασ των μακθτϊν ίςο με 52% (βλ. 

πίνακα Β.3, ςτιλθ EnVisionMath). Το ποςοςτό αυτό βρίςκεται ςε απόλυτθ ςυμφωνία με τα εμπειρικά δεδομζνα 

(Siegler & Pyke, 2013). Επιπλζον, οι ςυγγραφείσ διεξάγουν οριςμζνεσ προςομοιϊςεισ κατά τισ οποίεσ μεταβάλλουν 

τισ τιμζσ των παραμζτρων. Τα αποτελζςματά τουσ προβλζπουν ποςοςτά επιτυχίασ των μακθτϊν τα οποία 

κυμαίνονται μεταξφ των τιμϊν 42% και 65%. 

Στον πίνακα Β.3 φαίνονται τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε. 

Βλζπουμε, λοιπόν, ότι το ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου (51,60%) είναι πολφ 

κοντά ςε αυτό των ΗΡΑ (enVisionMATH). Αντίκετα, τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία με ποςοςτό 45,30%, υςτεροφν κατά 

τουλάχιςτον 6 ποςοςτιαίεσ μονάδεσ ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ βιβλίων. Μια πικανι εξιγθςθ για αυτό είναι 

ο πολφ μικρότεροσ αρικμόσ των προβλθμάτων των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων. 

8.3.2 Εξαιρετικά χαμθλι επίδοςθ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων. 
 

Στο διάγραμμα Β.1 φαίνονται με τθ μορφι ραβδογράμματοσ τα ποςοςτά επιτυχίασ τα οποία προκφπτουν από τθν 

προςομοίωςθ. Εδϊ ζχουμε ξεχωρίςει τα ποςοςτά επιτυχίασ για τθν πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ ςφμφωνα με τουσ 

(Braithwaite et al., 2017). Ραρατθροφμε ωσ γενικό ςυμπζραςμα ότι θ προςομοίωςθ εμφανίηει τα χαμθλότερα 

ποςοςτά ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. Αυτό δείχνει ότι οι μακθτζσ  

Πίνακασ Β.3: Ροςοςτά ςωςτϊν απαντιςεων τα οποίο προκφπτουν από τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA.  

Πράξθ 

Ποςοςτά επιτυχίασ 

enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία 

χολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου 

Όλεσ οι πράξεισ μαηί 51,7% 45,3% 51,6% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ 62,8% 43,7% 57,5% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ με ομϊνυμα κλάςματα 79,9% 49,9% 67,5% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ με ετερϊνυμα κλάςματα 45,7% 37,5% 47,4% 

Πολλαπλαςιαςμόσ 50,5% 54,7% 54,7% 

Πολλαπλαςιαςμόσ με ομϊνυμα κλάςματα 39,1% 49,4% 49,2% 

Πολλαπλαςιαςμόσ με ετερϊνυμα κλάςματα 61,9% 60% 60,2% 

Διαίρεςθ 30,8% 39,1% 36,8% 

Διαίρεςθ με ομϊνυμα κλάςματα 31,3% 45,6% 42,1% 

Διαίρεςθ με ετερϊνυμα κλάςματα 30,4% 32,6% 31,6% 

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022096514000204#bb0295
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085


31 
 

κάνουν πολφ πιο ςυχνά λάκθ ςτον αλγόρικμο εκτζλεςθσ τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ τρεισ 

πράξεισ. Το χαμθλότερο ποςοςτό ςωςτϊν απαντιςεων παρατθρείται ςτισ ΗΡΑ (30,8%), ενϊ το μεγαλφτερο 

ποςοςτό επιτυχίασ εμφανίηουν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία (39,1%). Τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ςυγκεντρϊνουν 

ποςοςτό (36,8%). Μια αιτία για τα χαμθλά ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ είναι ότι ακόμα και αν το 

λογιςμικό επιλζξει τθ ςωςτι ςτρατθγικι επίλυςθσ ςε ζνα πρόβλθμα διαίρεςθσ κλαςμάτων, θ εκτζλεςθ τθσ ςωςτισ 

ςτρατθγικισ είναι πολφπλοκθ και υπάρχουν πολλά λάκθ τα οποία μπορεί να γίνουν. Τζτοια λάκθ τα οποία 

προβλζπονται από το λογιςμικό είναι θ αντιςτροφι του λάκουσ παράγοντα, θ μθ αντιςτροφι κάποιου παράγοντα ι 

θ τυχαία αντιςτροφι των παραγόντων. Αποτζλεςμα αυτοφ είναι θ ςωςτι ςτρατθγικι επίλυςθσ προβλθμάτων 

διαίρεςθσ να μθν ενιςχφεται από το FARRA γιατί παράγει ςυχνά λάκοσ απαντιςεισ λόγο τθσ λάκουσ εκτζλεςισ τθσ. 

Βζβαια, θ επίδοςθ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου εμφανίηεται πιο αυξθμζνθ. 

Μια πικανι εξιγθςθ για αυτό είναι το υψθλότερο ποςοςτό προβλθμάτων διαίρεςθσ ςε αυτζσ τισ δφο ςειρζσ (31% 

και ςτισ δφο ςειρζσ ζναντι 19% ςτθ ςειρά EnVisionMATH). 

Επιπλζον, παρατθροφμε ότι το ποςοςτό επιτυχίασ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι ελαφρϊσ υψθλότερο ςε 

ςχζςθ με αυτό των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου. Αν παρατθριςει κανείσ τθν ακολουκία των τεςςάρων 

αρικμθτικϊν πράξεων (πίνακασ Β.1), παρατθρεί ότι θ διαίρεςθ ςτα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ειςάγεται αρκετά νωρίσ 

(ςτο 35ο πρόβλθμα ςε ςφνολο 169 προβλθμάτων, ποςοςτό 7,69%), ςτθ ςειρά EnVisionMATH ειςάγεται αργότερα 

(ςτο 184ο πρόβλθμα ςε ςφνολο 659 προβλθμάτων, ποςοςτό 27,92%) και ςτα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου πολφ 

αργότερα (ςτο 303ο πρόβλθμα ςε ςφνολο 510 προβλθμάτων, ποςοςτό 59,41%). Δθλαδι, πικανόν, ο ςυνδυαςμόσ 

του ποςοςτοφ των προβλθμάτων διαίρεςθσ και του πόςο νωρίσ ειςάγεται θ πράξθ τθσ διαίρεςθσ φαίνεται να δίνει 

τθν εξιγθςθ τθσ χαμθλισ επίδοςθσ τθσ ςειράσ EnVisionMATH και τθσ υψθλότερθσ επίδοςθσ ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ 

δφο ςειρζσ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων. 

8.3.3 Μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ ςε ςυγκεκριμζνα προβλιματα 

Βαςικό χαρακτθριςτικό του λογιςμικοφ FARRAτο οποίο προςομοιϊνει τον τρόπο εκτζλεςθσ των πράξεων ςτα 

κλάςματα από τουσ μακθτζσ, είναι θ μεταβλθτότθτα των απαντιςεων ςε κάκε ερϊτθμα. Ππωσ αναφζρουν οι 

Braithwaite et al. (2017), ςχεδόν όλεσ οι απαντιςεισ που προκφπτουν από τα πειραματικά δεδομζνα προζκυψαν 

και κατά τθν εκτζλεςθ του προγράμματοσ.  Μάλιςτα, θ ςυχνότθτεσ των απαντιςεων του λογιςμικοφ FARRA είναι 

πολφ κοντά ςε αυτζσ που διαπιςτϊνονται πειραματικά από τθ βιβλιογραφία. Ειδικότερα, οι Braithwaite et al. 

(2017), μελετϊντασ τισ απαντιςεισ του λογιςμικοφ FARRA ςτα 4 προβλιματα πρόςκεςθσ, διαπιςτϊνουν ότι 

υπάρχουν τουλάχιςτον 4 διαφορετικζσ απαντιςεισ με ςυχνότθτα μεγαλφτερθ ι ίςθ με 2%, γεγονόσ το οποίο 

επαλθκεφεται και από τα πειραματικά δεδομζνα.  

Στθ ςυνζχεια τθσ παροφςασ παραγράφου, κα αναλφςουμε τισ απαντιςεισ οι οποίεσ προκφπτουν από τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA και για τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων που μελετοφμε (ΗΡΑ, Ελλάδα, Κφπροσ). Σκοπόσ μασ 

είναι να εξετάςουμε αν οι παραπάνω παρατθριςεισ ιςχφουν και για τισ απαντιςεισ των Ελλθνικϊν και Κυπριακϊν 

ςχολικϊν βιβλίων και ταυτόχρονά, να γίνει μια πρόβλεψθ για το πλικοσ και το είδοσ των απαντιςεων των μακθτϊν 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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ςε  κάκε χϊρα. Λόγου του μεγάλου πλικοσ των απαντιςεων ςε κάκε πρόβλθμα, κα εξετάςουμε τισ απαντιςεισ για 

κάκε πράξθ ξεχωριςτά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.3.3.1 Απαντιςεισ ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ 

Στον πίνακα Ρ.Α.1 (βλ. παράρτθμα) εικονίηονται όλεσ οι απαντιςεισ όπωσ προζκυψαν από τθν εκτζλεςθ του 

λογιςμικοφ FARRA και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων ςτα 4 προβλιματα πρόςκεςθσ. Ραρατθροφμε ότι το 

λογιςμικό FARRA παριγαγε ζνα μεγάλο εφροσ διαφορετικϊν απαντιςεων για κάκε πρόβλθμα ςτθν πρόςκεςθ 

κλαςμάτων. Οι ςωςτζσ απαντιςεισ ζχουν επιςθμανκεί ςτον πίνακα  με ζντονθ γραφι. Αναλφουμε τισ απαντιςεισ ςε 

κάκε ζνα από τα τζςςερα προβλιματα ξεχωριςτά. Επιπλζον, Στον πίνακα Ρ.Α.2 (βλ. παράρτθμα) φαίνεται το είδοσ 

των ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) τισ οποίεσ χρθςιμοποίθςαν οι μακθτζσ του 

προγράμματοσ FARRAςε κάκε απάντθςθ. Δίπλα ςε κάκε απάντθςθ, ςθμειϊνεται το αντίςτοιχο ποςοςτό του είδουσ 

(ι των ειδϊν αν είναι περιςςότερεσ από μια) των ςτρατθγικϊν οι οποίεσ χρθςιμοποιικθκαν ανά ςειρά ςχολικϊν 

βιβλίων. Στθ ςυνζχεια ςχολιάηουμε ενδεικτικά κάποιεσ από τισ απαντιςεισ. 

 

Α1. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «3/5+1/5» 

Το λογιςμικό FARRAδίνει τισ εξισ παρακάτω απαντιςεισ: 

1. Απάντθςθ  
𝟒

𝟓
  (ωςτι, OpNumKeepDen):Το 1ο από τα 4 προβλιματα περιλαμβάνει τθσ πρόςκεςθ ομϊνυμων 

κλαςμάτων. Θεωρείται ωσ ζνα πρόβλθμα χαμθλισ δυςκολίασ για τουσ μακθτζσ. Τα ποςοςτά επιτυχίασ εδϊ είναι 

αυξθμζνα (80,2% για το enVisionMATH, 49,1% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 70% για τα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου). Ρροβλθματίηει το χαμθλό για το επίπεδο δυςκολίασ τθσ ερϊτθςθσ ποςοςτό (49,1%) των Ελλθνικϊν 

ςχολικϊν βιβλίων το οποίο πικανόν να μθν απζχει πολφ από τθν πραγματικι επίδοςθ των μακθτϊν και δείχνει 

το πικανό ρόλο που μπορεί να παίηει ςε αυτό το ιδιαίτερα χαμθλό ποςοςτό αςκιςεων των ςχολικϊν βιβλίων 

ςτα ομϊνυμα κλάςματα τόςο ςτθν πρόςκεςθ όςο και τθν αφαίρεςθ. 

 

Γράφθμα Β.1:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων ανά ςειρά ςχολικϊν βιβλίων για κάκε πράξθ. 
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2. Απάντθςθ 
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟑+𝟏

𝟓+𝟓
=

𝟒

𝟏𝟎
  (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper): Το ςυγκεκριμζνο λάκοσ το δίνει το πρόγραμμα 

με δεφτερθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα (10,7% για το enVisionMATH, 24,0% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 

18,8% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου).Εδϊ οι μακθτζσ προςκζτουν εκτόσ από τουσ αρικμθτζσ και τουσ 

παρονομαςτζσ. Εφαρμόηουν, δθλαδι, τθ λογικι του πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων ςτθν πρόςκεςθ κλαςμάτων. 

Και αυτό είναι ζνα λάκοσ το οποίο παρατθρείται ςυχνά ςτουσ μακθτζσ κυρίωσ του Δθμοτικοφ. Ρρζπει επιπλζον 

να ςθμειϊςουμε ότι το λογιςμικό καταλιγει ςτθν απάντθςθ αυτι εφαρμόηοντασ και μια άλλθ εναλλακτικι 

ςτρατθγικι. Ρροςπακεί, δθλαδι, να εφαρμόςει τον αλγόρικμο τθσ διαίρεςθσ αλλάηοντασ ςε πρϊτθ φάςθ τθν 

πράξθ από διαίρεςθ ςε πολλαπλαςιαςμό. Μόλισ όμωσ διαπιςτϊςει ότι αυτό δεν είναι εφικτό κακϊσ υπάρχει 

άλλθ πράξθ, εφαρμόηει τον αρχικό κανόνα τθσ πρόςκεςθσ ξεχωριςτά ςτουσ παρονομαςτζσ και τουσ αρικμθτζσ. 

Ραρακάτω παρακζτουμε το αντίςτοιχο αποτφπωμα (trace) του προγράμματοσ για τθ ςτρατθγικι InvertOper.  

Βιμα 1 κανόνασ None 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer 

Βιμα 2 κανόνασ Create goal invert-and-operate. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, invert_and_operate 

Βιμα 3 κανόνασ When goal invert_and_operate, create goals change / to * and operate nums and dens. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators, change_div_mult 

Βιμα 4 κανόνασ When goal change division to multiplication, do so if possible. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators 

Βιμα 5 κανόνασ When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, do_whole_arith_3+1=ans_num 

Βιμα 6 κανόνασ When goal do whole number arith and operation is +, add operands 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = 4/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators 

Βιμα 7 κανόνασ When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = 4/? 

 ςτόχοι find_answer, do_whole_arith_5+5=ans_den 

Βιμα 8 κανόνασ When goal do whole number arith and operation is +, add operands. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = 4/10 

 ςτόχοι find_answer 

Βιμα 9 κανόνασ When answer obtained, problem is solved. 

 κατάςταςθ 3/5+1/5 = 4/10 

 ςτόχοι done 

 

Ραρατθροφμε ότι ενϊ ςτο βιμα 2 τίκεται ωσ ςτρατθγικι ο κανόνασ «Create goal invert-and-operate», ςτο 

βιμα 5 ζχουμε τθ ςτρατθγικι «When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob» θ 

οποία προτρζπει τθν πρόςκεςθ αρικμθτϊν και παρονομαςτϊν ξεχωριςτά (IndepComp). Η πρϊτθ εναλλακτικι 

(IndepComp), παρατθρείται ςε ποςοςτό 77,57% των απαντιςεων και θ δεφτερθ (InvertOper) ςτο υπόλοιπο 
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22,43% για τθ ςειρά enVisionMATH. Για τισ άλλεσ δφο ςειρζσ τα αντίςτοιχα ποςοςτά παρόμοια (βλ. πίνακα 

Ρ.Α.2). 

3. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
+

𝟓

𝟏
=

𝟖

𝟔
  (Λάκοσ, InvertOper): Ζνα άλλο πιο ςπάνιο λάκοσ το οποίο εμφανίηεται και ςτισ 

τρεισ ςειρζσ βιβλίων (5,0% για το enVisionMATH, 9,0% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 5,8% για τα ςχολικά 

βιβλία τθσ Κφπρου). Εδϊ ο μακθτισ εφαρμόηει τον κανόνα τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων (αντζςτρεψε και κάνε τθν 

πράξθ) ςτθν πρόςκεςθ και ςτθ ςυνζχεια προςκζτει αρικμθτζσ και παρονομαςτζσ χωρίσ να κάνει τα κλάςματα 

ομϊνυμα. Αυτό το λάκοσ είναι εξαιρετικά ςπάνιο και ίςωσ το ποςοςτό που προκφπτει από το πρόγραμμα είναι 

αρκετά υψθλό. 

4. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟑+𝟏

𝟓+𝟓
=

𝟒

𝟏𝟎
=

𝟒:𝟐

𝟏𝟎:𝟐
=

𝟐

𝟓
  (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper): Αυτι θ περίπτωςθ είναι ίδια με 

τθ 2θ περίπτωςθ (του παρόντοσ προβλιματοσ Α1) ςτθν οποία ο μακθτισ κάνει επιπλζον τθν απλοποίθςθ. Το 

ποςοςτό τθσ απάντθςθσ αυτισ (1,9% για το enVisionMATH, 9,3% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 2,4% για 

τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου) είναι αρκετά υψθλά για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και αφορά τθν ςυνικθ 

παρανόθςθ των μακθτϊν να μθν βλζπουν το κλάςμα ωσ ζνα ενιαίο αρικμό, αλλά ωσ δφο ξεχωριςτοφσ 

αρικμοφσ. Τα ποςοςτά των δφο εναλλακτικϊν ςτρατθγικϊν είναι να ακόλουκα (βλ. πίνακα Ρ.Α.2): 

 ΕnVisionMATH: IndepComp (68.42%), InvertOper(31.58%) 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία: IndepComp (81.72%), InvertOper(18.28%) 

 Σχολικά βιβλία τθσ Κφπρου: IndepComp (75%), InvertOper(25%) 

5. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
+

𝟓

𝟏
=

𝟑+𝟓

𝟓+𝟏
=

𝟖

𝟔
=

𝟖:𝟐

𝟔:𝟐
=

𝟒

𝟑
  (Λάκοσ, InvertOper):Η απάντθςθ αυτι είναι ίδια με τθν 

περίπτωςθ 3. Εδϊ ο μακθτισ απλοποιεί το τελικό αποτζλεςμα. Η απάντθςθ αυτι ςθμειϊνει αρκετά μικρό 

ποςοςτό των απαντιςεων (1,0% για το enVisionMATH, 4,1% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 1,0% για τα 

ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). 

6. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
+

𝟏

𝟓
=

𝟓+𝟏

𝟑+𝟓
=

𝟔

𝟖
  (Λάκοσ, InvertOper): Στθν περίπτωςθ αυτι ζχουμε λάκοσ εφαρμογι του 

αλγορίκμου τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων. Δθλαδι, αντιςτρζφεται ο πρϊτοσ όροσ αντί για το δεφτερο όρο. 

Θεωροφμε ότι αυτό είναι ζνα πολφ ςπάνιο λάκοσ γεγονόσ το οποίο φαίνεται από τα αντίςτοιχα ποςοςτά (1,0% 

για το enVisionMATH, 3,0% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 1,4% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). 

7. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
+

𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
+

𝟏

𝟓
=

𝟓+𝟏

𝟑+𝟓
=

𝟔

𝟖
=

𝟔:𝟐

𝟖:𝟐
=

𝟑

𝟒
  (Λάκοσ, InvertOper): Και εδϊ ζχουμε ίδια απάντθςθ με τθν 

περίπτωςθ 6 και απλοποιείται το τελικό αποτζλεςμα. Τα ποςοςτά εδϊ είναι πολφ χαμθλά (0,2% για το 

enVisionMATH, 1,5% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 0,6% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). 

Α2. Απαντιςεισ ςτο Πρόβλθμα «2/3+3/5»: 

1. Απάντθςθ  
𝟐

𝟑
+

𝟑

𝟓
=

𝟐∙𝟓

𝟑∙𝟓
+

𝟑∙𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟏𝟎

𝟏𝟓
+

𝟗

𝟏𝟓
=

𝟏𝟗

𝟏𝟓
  (ωςτι, OpNumKeepDen): Τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ 

ςειρζσ βιβλίων μειϊνεται ςθμαντικά ςε ςχζςθ με τα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα. Δεν παρατθρείται 

μεγάλθ απόκλιςθ ςτα ποςοςτά αυτά από τθ μία ςειρά ςτθν άλλθ (42,4% για το enVisionMATH, 37,2% για τα 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 45,8% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου).Η ςυμπεριφορά αυτι του λογιςμικοφ 

αντικατοπτρίηει τθν πραγματικι δυςκολία τθν οποία ςυναντοφν οι μακθτζσ ςτθν πρόςκεςθ ετερωνφμων 
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κλαςμάτων. Το χαμθλότερο ποςοςτό ζχουν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ίςωσ λόγω του μικροφ απόλυτου 

αρικμοφ προβλθμάτων ςυνολικά. 

2. Απάντθςθ  
𝟐

𝟑
+

𝟑

𝟓
=

𝟐+𝟑

𝟑+𝟓
=

𝟓

𝟖
  (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper): Και ςτισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων θ ςυχνότθτα 

του παραπάνω λάκουσ είναι λίγο πάνω από το 30%. Δθλαδι, το λογιςμικό καταδεικνφει ότι 1 ςτουσ 3 μακθτζσ 

κάνει αυτό το λάκοσ, φαινόμενο το οποίο είναι πολφ κοντά ςτθν πραγματικότθτα.  

3. Απάντθςθ  
𝟐

𝟑
+

𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑∙𝟓
+

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
+

𝟑

𝟏𝟓
=

𝟓

𝟏𝟓
 ή 

𝟏

𝟑
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Η περίπτωςθ αυτι αντιςτοιχεί ςε 

ζνα ςυχνό λάκοσ των μακθτϊν το οποίο είναι να βρίςκουν το ελάχιςτο κοινό πολλαπλάςιο των παρονομαςτϊν 

και να πολλαπλαςιάηουν με αυτό τουσ παρονομαςτζσ μόνο και όχι τουσ αρικμθτζσ. Το λογιςμικό δίνει δφο 

διαφορετικζσ απαντιςεισ. Τισ 5/15 αν δεν γίνει θ απλοποίθςθ και τθν 1/3 μετά τθν απλοποίθςθ. Τα ποςοςτά 

των μακθτϊν που δίνουν αυτι τθν απάντθςθ είναι περίπου 10,5% - 11,8% χωρίσ τθν απλοποίθςθ και 1,8% - 4% 

με τθν απλοποίθςθ για όλεσ τισ ςειρζσ βιβλίων που μελετάμε.  

4. Απαντιςεισ (Α)  
𝟐

𝟑
+

𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
+

𝟓

𝟑
=

𝟐+𝟓

𝟑+𝟑
=

𝟕

𝟔
 , (𝚩)  

𝟐

𝟑
+

𝟑

𝟓
=

𝟑

𝟐
+

𝟑

𝟓
=

𝟔

𝟕
  (Λάκοσ, InvertOper): Ραρατθροφμε ότι το 

πρόγραμμα δίνει αρκετά μεγάλα ποςοςτά για το λάκοσ (Α) και για τισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων (9% - 11%) ενϊ για 

το λάκοσ (Β) θ ςυχνότθτα εμφάνιςθσ είναι αρκετά χαμθλι (2,6% - 3,4%) . Το γεγονόσ φαίνεται λογικό κακϊσ ο 

μακθτισ ο οποίοσ κα εφαρμόςει λανκαςμζνα τον αλγόρικμο τθσ διαίρεςθσ, είναι πιο πικανό να αντιςτρζψει 

το δεφτερο ςτθ ςειρά κλάςμα όπωσ γράφεται από τα αριςτερά προσ τα δεξιά γιατί αυτό το κλάςμα είναι ο 

διαιρζτθσ ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων και αυτόσ αντιςτρζφεται. 

 

8.3.3.2 Απαντιςεισ ςτα προβλιματα αφαίρεςθσ 

Στον πίνακα Ρ.Α.3 (βλ. Ραράρτθμα) φαίνονται οι απαντιςεισ των μακθτϊν ςτα τζςςερα προβλιματα 

αφαίρεςθσ κακϊσ και το αντίςτοιχο ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι ζδωςαν τθ ςυγκεκριμζνθ απάντθςθ 

όπωσ προκφπτει από τθν προςομοίωςθ του λογιςμικοφ FARRA. Επιπλζον, ςτον πίνακα Ρ.Α.4 (βλ. 

Ραράρτθμα) υπάρχουν όλεσ οι εναλλακτικζσ ςτρατθγικζσ οι οποίεσ χρθςιμοποιικθκαν από το λογιςμικό 

για τθν επίλυςθ των παραπάνω προβλθμάτων μαηί με τθ ςυχνότθτά τουσ. Αναλφουμε τθν απάντθςθ ςε 

κάκε πρόβλθμα ξεχωριςτά. 

Β1. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «3/5-1/5» 

1. Απάντθςθ  
𝟐

𝟓
  (ωςτι, OpNumKeepDen): Τα ποςοςτά επιτυχίασ είναι αρκετά υψθλά. Τα ςχολικά βιβλία 

enVisionMATH ςυγκεντρϊνουν τα υψθλότερα ποςοςτά επιτυχίασ (80,6%). Αρκετά υψθλά ποςοςτά επιτυχίασ 

εμφανίηει θ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου (65,7%). Το ποςοςτό επιτυχίασ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν 

βιβλίων είναι αρκετά χαμθλό (51,5%) ςε ςχζςθ το επίπεδο δυςκολίασ τθσ ερϊτθςθσ. Γενικά, το λογιςμικό δίνει 

παρόμοια ποςοςτά επιτυχίασ ςτθν αφαίρεςθ και πρόςκεςθ ομωνφμων κλαςμάτων. Τα ποςοςτά αυτά είναι ςε 

ςυμφωνία με τθν πραγματικότθτα κακϊσ ο μικρόσ αρικμόσ των προβλθμάτων με ομϊνυμα κλάςματα ςτα 
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ςχολικά βιβλία τθσ Ελλάδασ και τθσ Κφπρου είναι δυνατόν να οδθγιςει τουσ μακθτζσ ςε λάκθ και 

παρανοιςεισ. 

2. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟓
=

𝟑−𝟏

𝟓−𝟓
=

𝟐

𝟎
  (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper): Αξιοςθμείωτα είναι τα υψθλά ποςοςτά 

εμφάνιςθσ του λάκουσ αυτοφ (13,1% για το enVisionMATH, 33,4% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 25% για 

τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). 

3. Απαντιςεισ  (𝜜)   
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
−

𝟓

𝟏
=

𝟑−𝟓

𝟓−𝟏
=

−𝟐

𝟒
=

−𝟏

𝟐
 , 

  𝜝 
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
−

𝟓

𝟏
=

𝟓−𝟑

𝟒
=

𝟐

𝟒
=

𝟏

𝟐
 ,  𝜞 

𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
−

𝟏

𝟓
=

𝟓−𝟏

𝟓−𝟑
=

𝟒

𝟐
=

𝟐

𝟏
 , 

 (𝜟)     
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
−

𝟏

𝟓
=

𝟓−𝟏

𝟑−𝟓
=

𝟒

−𝟐
=

𝟐

−𝟏
  (Όλεσ λάκοσ και InvertOper): Ομαδοποιιςαμε όλεσ τισ περιπτϊςεισ 

λάκοσ απάντθςθσ από τουσ υποκετικοφσ μακθτζσ του λογιςμικοφ FARRA οι οποίεσ βαςίηονται ςτθν λάκοσ 

γενίκευςθ του αλγορίκμου τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων ςτθν πρόςκεςθ κλαςμάτων. Τα λάκθ αφοροφν αρχικά το 

αν αντιςτρζφεται το πρϊτο (περιπτϊςεισ (Γ) και (Δ)) ι το δεφτερο κλάςμα (περιπτϊςεισ (Α) και (Β)) από 

αριςτερά. Στθ ςυνζχεια, οριςμζνοι υποκετικοί μακθτζσ του προγράμματοσ αφαιροφν λανκαςμζνα τουσ 

αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ μεταξφ τουσ όπωσ είναι (περιπτϊςεισ (Α) και (Δ)), ενϊ άλλοι, μετά τθν 

αντιςτροφι του ενόσ από τα δφο κλάςματα, αφαιροφν τουσ αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ μεταξφ τουσ 

ζτςι ϊςτε να προκφψει κετικό αποτζλεςμα (περιπτϊςεισ (Β) και (Γ)). Αν ακροίςουμε τα ποςοςτά τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ ομάδασ λακεμζνων ςτρατθγικϊν, τότε προκφπτουν τα εξισ: enVisionMATH 6,3%, Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία 15,1% και 9,3% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Αρκετά αυξθμζνο ποςοςτό παρατθρείται ςτα 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία το οποίο προβλθματίηει για το είδοσ των αςκιςεων που ςυναντοφν οι μακθτζσ ςτα 

ομϊνυμα κλάςματα και τον τρόπο που είναι δομθμζνο το ςχολικό βιβλίο. Το ίδιο ιςχφει αν και ςε μικρότερο 

βακμό για τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία για τα οποία ςθμειϊνουμε ότι ςτο ςφνολο ζχουν πολφ περιςςότερεσ 

αςκιςεισ ςτισ πράξεισ κλαςμάτων από αυτζσ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων. 

 Β2. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «2/3-3/5» 

1. Απάντθςθ  
𝟏

𝟏𝟓
   (ωςτι, OpNumKeepDen): Ππωσ είναι αναμενόμενο και ορκά προκφπτει από τθν εκτζλεςθ 

του προγράμματοσ τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων είναι χαμθλότερα ςε ςχζςθ με τθν 

περίπτωςθ τθσ αφαίρεςθσ ομωνφμων κλαςμάτων. Ειδικότερα, τα ποςοςτά αυτά είναι 51,9% για το 

enVisionMATH, 44,5% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 54,9% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Εδϊ τα 

Κυπριακά ςχολικά βιβλία υπερζχουν ελαφρϊσ ζναντι τθσ ςειράσ (enVisionMATH) ενϊ τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία δίνουν τθν πιο χαμθλι επίδοςθ. 

2. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟑−𝟐

𝟓−𝟑
=

𝟏

𝟐
 ,  

𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟐−𝟑

𝟑−𝟓
=

−𝟏

−𝟐
 , 

𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟐−𝟑

𝟓−𝟑
=

−𝟏

𝟐
 , 

 
𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟑−𝟐

𝟑−𝟓
=

𝟏

−𝟐
   (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper):Στισ απαντιςεισ που αναφζρονται εδϊ ο μακθτζσ 

αφαιρεί λανκαςμζνα τον αρικμθτι του ενόσ κλάςματοσ από τον αρικμθτι του άλλου και τον παρονομαςτι του 

ίδιου κλάςματοσ από τον παρονομαςτι του άλλου. Οι τζςςερισ παραπάνω διαφορετικζσ περιπτϊςεισ 

προκφπτουν αναλόγωσ με το εάν ο μακθτισ αφαιρεί τουσ αντίςτοιχοσ όρουσ του κλάματοσ όπωσ είναι ι 
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μεριμνά ζτςι ϊςτε θ διαφορά να είναι κετικόσ αρικμόσ. Ακροίηοντασ τισ ςυχνότθτεσ των λακϊν αυτϊν για τισ 

τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων προκφπτουν τα ποςοςτά 32,20% για το enVisionMATH, 32,50% για τα Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία και 28,80% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου που είναι αρκετά υψθλά.  

3. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
−

𝟓

𝟑
=

𝟐−𝟓

𝟑−𝟑
=

−𝟑

𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
−

𝟓

𝟑
=

𝟓−𝟐

𝟑−𝟑
=

𝟑

𝟎
 ,  

 
𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟑

𝟐
−

𝟑

𝟓
=

𝟑−𝟑

𝟓−𝟐
=

𝟎

𝟑
 ,  

𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟑

𝟐
−

𝟑

𝟓
=

𝟑−𝟑

𝟐−𝟓
=

𝟎

−𝟑
  (Λάκοσ, InvertOper). 

4. Απάντθςθ  
𝟐

𝟑
−

𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑∙𝟓
−

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
−

𝟑

𝟏𝟓
=

𝟐−𝟑

𝟏𝟓
=

−𝟏

𝟏𝟓
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen). 

 

Β3. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «3/5-1/4» 

1. Απάντθςθ  
𝟕

𝟐𝟎
  (ωςτι,OpNumKeepDen):Τα ποςοςτά επιτυχίασ είναι πιο χαμθλά ςε ςχζςθ με το πρόβλθμα 

«2/3-3/5».  Συγκεκριμζνα,  για το enVisionMATH ζχουμε ποςοςτό 44,3% (μείωςθ 51,9% - 44,3% = 7,6%), για τα 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 36% (μείωςθ 44,5% - 33,8% = 10,7%) και 42,9% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

(μείωςθ 54,9% - 42,9% = 12%). Κςωσ αυτό να είναι ςε ςυμφωνία με τθν πραγματικότθτα γιατί αν κάποιοσ 

μακθτισ επιχειριςει λανκαςμζνα να αφαιρζςει αρικμθτι από αρικμθτι και παρονομαςτι από παρονομαςτι, 

τότε επειδι το αποτζλεςμα ςτθν παροφςα περίπτωςθ δεν είναι αρνθτικόσ αρικμόσ, δεν κα τον προβλθματίςει 

όπωσ ςτθν περίπτωςθ 2/3-3/5 κατά όποια θ αφαίρεςθ τόςο των αρικμθτϊν όςο και των παρονομαςτϊν δίνει 

αρνθτικό αποτζλεςμα.  

2. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟑−𝟏

𝟓−𝟒
=

𝟐

𝟏
  (Λάκοσ, IndepComp & InvertOper). 

3. Απαντιςεισ 
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟑

𝟓
−

𝟒

𝟏
=

𝟑−𝟒

𝟓−𝟏
=

−𝟏

𝟒
 ,  

𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟑

𝟓
−

𝟒

𝟏
=

𝟒−𝟑

𝟓−𝟏
=

𝟏

𝟒
 ,  

 
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟓

𝟑
−

𝟏

𝟒
=

𝟓−𝟏

𝟑−𝟒
=

𝟒

−𝟏
 ,  

𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟓

𝟑
−

𝟏

𝟒
=

𝟓−𝟏

𝟒−𝟑
=

𝟒

𝟏
 . 

4. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
−

𝟏

𝟒
=

𝟑

𝟓∙𝟒
−

𝟏

𝟒∙𝟓
=

𝟑

𝟐𝟎
−

𝟏

𝟐𝟎
=

𝟑−𝟏

𝟐𝟎
=

𝟐

𝟐𝟎
=

𝟏

𝟏𝟎
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen).   

 

8.3.3.3 Απαντιςεισ ςτα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ 

Γ1. Απαντιςεισ ςτο Πρόβλθμα «3/5*1/5» 

1. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
∙
𝟏

𝟓
=

𝟑∙𝟏

𝟓∙𝟓
=

𝟑

𝟐𝟓
 (ωςτι, IndepComp & InvertOper):Τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ 

βιβλίων είναι αρκετά χαμθλά (βλ. πίνακα Ρ.Α.5 ςτο παράρτθμα). Τα ςχολικά βιβλία των ΗΡΑ εμφανίηουν τα 

μικρότερο ποςοςτό επιτυχίασ (37,7%) και τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία μαηί τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία το 

υψθλότερο ποςοςτό (49,6%). Το λογιςμικό, δθλαδι, καταδεικνφει ότι περίπου 1–1,5 ςτουσ 3 μακθτζσ 

αποτυγχάνουν να επιλφςουν ςωςτά τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ ομωνφμων κλαςμάτων. Το φαινόμενο 

αυτό είναι πολφ κοντά ςτθν πραγματικι επίδοςθ των μακθτϊν. Εδϊ, το πρόγραμμα χρθςιμοποιεί δφο 

εναλλακτικζσ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ. Η πρϊτθ είναι ο πολλαπλαςιαςμόσ αρικμθτι με αρικμθτι και 

παρονομαςτι με παρονομαςτι. Η δεφτερθ, προςπακεί αρχικά να εφαρμόςει τον αλγόρικμο τθσ διαίρεςθσ, 

αλλά  δεν μπορεί και ςυνεχίηει με τον πολλαπλαςιαςμό αρικμθτι με αρικμθτι και παρονομαςτι με 
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παρονομαςτι. Για λόγουσ πλθρζςτερθσ εικόνασ τθσ λειτουργίασ τθσ κάκε ςτρατθγικισ, παρακζτουμε το 

αποτφπωμα (trace) από τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ για κάκε μία ςτρατθγικι: 

 

τρατθγικι IndepComp 

(Πολλαπλαςίαςε ανεξάρτθτα τουσ αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ) 

 

Βιμα 1 κανόνασ  None 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι  find_answer 

Βιμα 2 κανόνασ  Create Στόχοι apply operation to numers and denoms separately. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι  find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators 

Βιμα 3 κανόνασ  When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι  find_answer, operate_on_denominators, do_whole_arith_3*1=ans_num 

Βιμα 4 κανόνασ  When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = 3/? 

 ςτόχοι  find_answer, operate_on_denominators 

Βιμα 5 κανόνασ  When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = 3/? 

 ςτόχοι  find_answer, do_whole_arith_5*5=ans_den 

Βιμα 6 κανόνασ  When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = 3/25 

 ςτόχοι  find_answer 

Βιμα 7 κανόνασ  When answer obtained, problem is solved. 

 κατάςταςθ  3/5*1/5 = 3/25 

 ςτόχοι  done 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



39 
 

τρατθγικι InvertOper 

(Αντζςτρεψε και πολλαπλαςίαςε) 

 

Βιμα 1 κανόνασ None 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer 

Βιμα 2 κανόνασ Create goal invert-and-operate. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, invert_and_operate 

Βιμα 3 κανόνασ When goal invert_and_operate, create goals change / to * and operate nums and dens. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators, change_div_mult 

Βιμα 4 κανόνασ When goal change division to multiplication, do so if possible. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators 

Βιμα 5 κανόνασ When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = ?/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators, do_whole_arith_3*1=ans_num 

Βιμα 6 κανόνασ When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = 3/? 

 ςτόχοι find_answer, operate_on_denominators 

Βιμα 7 κανόνασ When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = 3/? 

 ςτόχοι find_answer, do_whole_arith_5*5=ans_den 

Βιμα 8 κανόνασ When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = 3/25 

 ςτόχοι find_answer 

Βιμα 9 κανόνασ When answer obtained, problem is solved. 

 κατάςταςθ 3/5*1/5 = 3/25 

 ςτόχοι done 

 

Τα ποςοςτά χριςθσ τθσ κάκε ςτρατθγικισ (πίνακασ Ρ.Α.6) είναι τα εξισ: 

 ΕnVisionMATH:IndepComp (86,47%), InvertOper(13,53%) 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία: IndepComp (88,10%), InvertOper(11,90%) 

 Σχολικά βιβλία τθσ Κφπρου: IndepComp (91,33%), InvertOper(8,67%) 

 

2. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
∙
𝟏

𝟓
=

𝟑∙𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Το παρόν λάκοσ ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι οι υποκετικοί 

μακθτζσ του λογιςμικοφ FARRA εφαρμόηουν τθ ςτρατθγικι πρόςκεςθσ ομωνφμων κλαςμάτων ςτον 

πολλαπλαςιαςμό. Δθλαδι, αφινουν ωσ παρονομαςτι του τελικοφ αποτελζςματοσ τον κοινό παρονομαςτι των 

κλαςμάτων, και ωσ αποτζλεςμα ςτον αρικμθτι κζτουν το γινόμενο των αρικμθτϊν. Η παρανόθςθ αυτι 

εμφανίηεται με μεγάλθ ςυχνότθτα ςτουσ μακθτζσ των ΗΡΑ. Το λογιςμικό δίνει ωσ ςυχνότθτα αυτοφ του 

λάκουσ 42,9% για το enVisionMATH, 19,3% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 28,4% για τα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου. Εάν εξετάςουμε τθν κατανομι των προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων και για τισ τρεισ ςειρζσ των 
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ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετοφμε, βλζπουμε ότι ςε όλεσ τισ ςειρζσ το ποςοςτό των προβλθμάτων 

πολλαπλαςιαςμοφ ομϊνυμων κλαςμάτων είναι το πολφ 2% επί του ςυνόλου των προβλθμάτων (πίνακασ Β.1). 

Συνεπϊσ, θ κατανομι αυτι δεν μπορεί να δικαιολογιςει το μεγάλο ποςοςτό αποτυχίασ των βιβλίων των ΗΡΑ 

ζναντι των άλλων δφο ςτο ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα. Μια άλλθ πικανι εξιγθςθ για αυτό το φαινόμενο είναι ότι 

μιασ και τα προβλιματα τθσ ςειράσ enVisionMATH ςτθν πρόςκεςθ και αφαίρεςθ ομωνφμων κλαςμάτων είναι 

πολφ περιςςότερα ποςοςτιαία ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ, το λογιςμικό ςυναντάει πιο ςυχνά 

προβλιματα ςτα οποία εφαρμόηει τον κανόνα τθσ πρόςκεςθσ ι αφαίρεςθσ ομωνφμων κλαςμάτων. Δθλαδι, 

λόγω τθσ μεγάλθσ επανάλθψθσ εφαρμογισ του ςυγκεκριμζνου κανόνα ςτθ ςειρά enVisionMATH, αυτόσ 

ενιςχφεται και ζτςι είναι πιο πικανό να γενικευτεί λανκαςμζνα και ςτα προβλιματα του πολλαπλαςιαςμοφ.  

3. Απαντιςεισ  
𝟑

𝟓
∙
𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
∙
𝟓

𝟏
=

𝟏𝟓

𝟓
=

𝟑

𝟏
 ,  

𝟑

𝟓
∙
𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
∙
𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟏𝟓
=

𝟏

𝟑
  (Λάκοσ, InvertOper): Εδϊ ζχουμε λανκαςμζνθ 

προςπάκεια εφαρμογισ του κανόνα τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων («αντζςτρεψε και πολλαπλαςίαςε») ςτον 

πολλαπλαςιαςμό κλαςμάτων. Η πρόβλεψθ τθσ ςυχνότθτασ του ςυγκεκριμζνου λάκουσ από το λογιςμικό 

ακροιςτικά και για τισ τζςςερισ δυνατζσ απαντιςεισ  
𝟏𝟓

𝟓
,
𝟑

𝟏
,
𝟓

𝟏𝟓
,
𝟏

𝟑
  είναι 19,4% για το enVisionMATH, 31,1% για 

τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 22% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου.Η αρκετά υψθλι ςυχνότθτα αυτοφ του 

λάκουσ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία εμφανίηεται ίςωσ λόγω του υψθλοφ ποςοςτοφ προβλθμάτων τθσ 

ςυγκεκριμζνθσ ςειράσ ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων.  

 

Γ2. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «2/3*3/5» 

1. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟐∙𝟑

𝟑∙𝟓
=

𝟔

𝟏𝟓
=

𝟐

𝟓
 ,  

𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑∙𝟓
∙  

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
∙

𝟑

𝟏𝟓
=

𝟐∙𝟑

𝟏𝟓
=

𝟔

𝟏𝟓
=

𝟐

𝟓
  (ωςτζσ, IndepComp & InvertOper 

& OpNumKeepDen): Στο πρόβλθμα αυτό βλζπουμε ότι το λογιςμικό δίνει τρεισ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ. Η πρϊτθ 

(IndepComp), είναι ο γνωςτόσ αλγόρικμοσ πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων κατά τον οποίο πολλαπλαςιάηεται ο 

αρικμθτισ με τον αρικμθτι και ο παρονομαςτισ με τον παρονομαςτι. Η δεφτερθ (InvertOper), προςπακεί να 

κάνει τθν αντιςτροφι του ενόσ από τα δφο κλάςματα, να εφαρμόηει δθλαδι, τον κανόνα τθσ διαίρεςθσ 

κλαςμάτων. Τελικά, όμωσ προχωρά με τον πολλαπλαςιαςμό αρικμθτι με αρικμθτι και παρονομαςτι με 

παρονομαςτι. Η τρίτθ (OpNumKeepDen), εφαρμόηει τθ ςτρατθγικι πρόςκεςθσ κλαςμάτων. Μετατρζπει, 

δθλαδι, τα κλάςματα ςε ομϊνυμα (αν και ξεχνάει να πολλαπλαςιάςει τουσ αρικμθτζσ με το ελάχιςτο κοινό 

πολλαπλάςιο των παρονομαςτϊν) και ςτθ ςυνζχεια πολλαπλαςιάηει τουσ αρικμθτζσ. Αν και θ ςτρατθγικι αυτι 

είναι λανκαςμζνθ, το αποτζλεςμα το οποίο προκφπτει είναι κατά τφχθ ςωςτό. Αποτζλεςμα, αυτοφ είναι να 

προςμετροφνται οι απαντιςεισ αυτζσ ςτο ςυνολικό ποςοςτό επιτυχϊν απαντιςεων. Το ποςοςτό χριςθσ τθσ 

κάκε ςτρατθγικισ φαίνεται ςτον πίνακα Β.4 (οι απαντιςεισ 6/15 και 2/5 ξεχωριςτά υπάρχουν ςτον πίνακα 

Ρ.Α.6): 
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Βλζπουμε, λοιπόν, ότι το ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι χρθςιμοποιοφν τθ ςτρατθγικι τθσ μετατροπισ των 

κλαςμάτων ςε ομϊνυμα (OpNumKeepDen) είναι περίπου 10% και για τισ τρεισ ςειρζσ των ςχολικϊν βιβλίων. 

Tο ποςοςτό αυτό είναι αρκετά μεγάλο, γεγονόσ το οποίο οφείλεται ςτο ότι  ο αλγόρικμοσ του προγράμματοσ 

ενιςχφει κάκε φορά εκείνθ τθ ςτρατθγικι θ οποία δίνει τθ ςωςτι απάντθςθ χωρίσ να ελζγχει αν αυτι θ 

ςτρατθγικι είναι θ ςωςτι. Κατά ςυνζπεια, εφόςον θ ςτρατθγικι OpNumKeepDen δίνει τθ ςωςτι απάντθςθ 

ενιςχφεται από τον αλγόρικμο. Αποτζλεςμα αυτοφ είναι να κακίςταται πιο πικανι θ επαναχρθςιμοποίθςθ τθσ 

ςε επόμενα βιματα. Αναφορικά με τισ τρεισ ςειρζσ των ςχολικϊν βιβλίων φαίνεται ότι τα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου χρθςιμοποιοφν τθ ςτρατθγικι αυτι ςε μεγαλφτερο ποςοςτό ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο (12,54% ζναντι 

10,78% για τθ ςειρά enVisionMATH, και 10,74% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία). Θεωροφμε, ότι θ πρόβλεψθ 

αυτι από το λογιςμικό FARRA ανταποκρίνεται ςτθν πραγματικότθτα. Το ςυνολικό ποςοςτό επιτυχίασ αν 

ακροίςουμε τισ ςυχνότθτεσ των δφο απαντιςεων  (με ι χωρίσ τθν απλοποίθςθ τελικοφ αποτελζςματοσ) είναι 

61,2% για το enVisionMATH, 60,5% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 61,4% για τα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου. Ρολφ υψθλότερα ποςοςτά επιτυχίασ από τα αντίςτοιχα του πολλαπλαςιαςμοφ ομϊνυμων 

κλαςμάτων. 

2. Απάντθςθ  
𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟐∙𝟓

𝟑∙𝟓
∙
𝟑∙𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟏𝟎

𝟏𝟓
∙

𝟗

𝟏𝟓
=

𝟗𝟎

𝟏𝟓
=

𝟔

𝟏
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Εδϊ εφαρμόηεται θ ςτρατθγικι τισ 

πρόςκεςθσ κλαςμάτων ςτον πολλαπλαςιαςμό κλαςμάτων. Δθλαδι, τα κλάςματα αρχικά μετατρζπονται ςε 

ομϊνυμα και ςτθ ςυνζχεια προκφπτει το αποτζλεςμα το οποίο ζχει ωσ παρονομαςτι τον κοινό παρονομαςτι 

των κλαςμάτων και ωσ αρικμθτι το γινόμενο των αρικμθτϊν. Ακροίηοντασ τισ ςυχνότθτεσ των ςυγκεκριμζνων 

απαντιςεων βρίςκουμε τα εξισ νοφμερα: 18,1% για το enVisionMATH, 12,9% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Πίνακασ Β.4: Ροςοςτά ςυμμετοχισ τθσ κάκε ςτρατθγικισ ςτισ ςωςτζσ απαντιςεισ του προβλιματοσ 

«2/3*3/5». 

 
τρατθγικι    

OpNumKeepDen 

τρατθγικι 

IndepComp 

τρατθγικι 

InvertOper 

 Απάντθςθ 6/15 

ΕnVisionMATH 10,49% 81,99% 7,52% 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 10,2% 76,42% 13,38% 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 13,01% 80,67% 6,33% 

 Απάντθςθ 2/5 

ΕnVisionMATH 15% 72,5% 12,5% 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 12,2% 78,66% 9,15% 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 6,67% 84,44% 8,89% 

 Απαντιςεισ 6/15 ι 2/5 

ΕnVisionMATH 10,78% 81,37% 7,84% 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 10,74% 77,02% 12,23% 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 12,54% 80,94% 6,51% 
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και 18% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Τα ποςοςτά αυτά είναι αρκετά υψθλά και κεωροφμε ότι είναι 

κοντά ςτθν πραγματικότθτα. 

3. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
∙
𝟓

𝟑
=

𝟏𝟎

𝟗
 ,  

𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟑

𝟐
∙
𝟑

𝟓
=

𝟗

𝟏𝟎
  (Λάκοσ, InvertOper). 

8.3.3.4 Απαντιςεισ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ 

Δ1. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «3/5:1/5» 

1. Απαντιςεισ   𝜜 
𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
∙
𝟓

𝟏
=

𝟏𝟓

𝟓
=

𝟑

𝟏
 ,   𝜝 

𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

 𝟑:𝟏 

 𝟓:𝟓 
=

𝟑

𝟏
,  𝜞 

𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

𝟑:𝟏

𝟓:𝟓
=

𝟑

𝟏
,   (ωςτό InvertOper & 

IndepComp): Τα ποςοςτά επιτυχίασ εδϊ είναι αρκετά υψθλά (35,3%, 51,7%,46%) ςε ςχζςθ με τα 

αναμενόμενα(βλ. πίνακα Ρ.Α.7 ςτο Ραράρτθμα). Το χαμθλότερο ποςοςτό υπάρχει ςτθ ςειρά ΕnVisionMATH 

και το υψθλότερο ςτα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. Εκτόσ από τθ ςωςτι ςτρατθγικι (InvertOper, απάντθςθ 

(Α)), το ςωςτό αποτζλεςμα δίνει και θ ςτρατθγικι (IndepComp, απάντθςθ (Β)),κατά τθν οποία,  διαιρείται 

ανεξάρτθτα ο αρικμθτισ του ενόσ κλάςματοσ με τον αρικμθτι του άλλου και ο παρονομαςτισ του ίδιου 

κλάςματοσ με τον παρονομαςτι του άλλου. Ωσ αποτζλεςμα επιλζγεται το ακζραιο μζροσ τθσ διαίρεςθσ. Η 

ςυχνότθτα χριςθσ τθσ κάκε ςτρατθγικισ είναι θ εξισ (πίνακασ Ρ.Α.8):  

 ΕnVisionMATH: IndepComp (86,67%), InvertOper (13,33%). 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία: IndepComp (82,64%), InvertOper (17,36%). 

 Σχολικά βιβλία τθσ Κφπρου: IndepComp (91,63%), InvertOper (8,37%). 

Επικρατεί, δθλαδι, θ ςτρατθγικι (IndepComp) και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. Αν υπολογίςουμε τθ 

ςυχνότθτα χριςθσ τθσ λανκαςμζνθσ ςτρατθγικισ IndepComp θ οποία υπολογίηει το ακζραιο μζροσ τθσ 

διαίρεςθσ των αρικμθτϊν και των παρονομαςτϊν μεταξφ τουσ (περίπτωςθ (Β)), τότε αυτι είναι 35,69% για το 

ΕnVisionMATH,  37,14% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 36,52% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Άρα, αν 

αφαιρζςουμε το ποςοςτό αυτό από το ςφνολο των ςωςτϊν λφςεων κα ζχουμε ποςοςτό επιτυχίασ (1- 35,69%)* 

35,3  = 22,7% για το ΕnVisionMATH, (1 - 37,14% ) * 51,7 = 32,5%, για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και (1 - 

36,52%)* 46= 29,2% και για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Το χαμθλό ποςοςτό προβλθμάτων διαίρεςθσ με 

ομϊνυμα κλάςματα (2%) για τα ςχολικά βιβλία τθσ ςειράσ ΕnVisionMATH είναι θ βαςικι αιτία του χαμθλοφ 

ποςοςτοφ επιτυχίασ. Βζβαια, αν και θ Ελλθνικι ςειρά και Κυπριακι ζχουν χαμθλό ποςοςτό προβλθμάτων 

διαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα (5% και 1% αντίςτοιχα), θ ςειρά ΕnVisionMATH εμφανίηει επιπλζον και 

χαμθλό ποςοςτό προβλθμάτων διαίρεςθσ ςτα ετερϊνυμα κλάςματα (17% ζναντι 31% για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία και 31% επίςθσ για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου).  

2. Απάντθςθ  
𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

𝟑:𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Εδϊ εφαρμόηεται λανκαςμζνα ο κανόνασ τθσ 

πρόςκεςθσ κλαςμάτων ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων. Δθλαδι,  διατθρείται ο κοινόσ παρονομαςτισ και ωσ 

αρικμθτισ ςτο τελικό κλάςμα τοποκετείται το αποτζλεςμα τθσ διαίρεςθσ των δφο αρικμθτϊν. Η ςυχνότθτα 

του ςυγκεκριμζνου λάκουσ είναι (πίνακασ Ρ.Α.7) 50,5% για τθ ςειρά enVisionMATH, 24,1% για τα Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία και 36,5% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου.  
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3. Απαντιςεισ  𝜜 
𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟑
∙
𝟏

𝟓
=

𝟓

𝟏𝟓
=

𝟏

𝟑
 ,  (𝜝)  

𝟑

𝟓
:
𝟏

𝟓
=

𝟑

𝟓
∙
𝟏

𝟓
=

𝟑∙𝟏

𝟓∙𝟓
=

𝟑

𝟐𝟓
  (Λάκοσ, InvertOper):Σε αυτιν τθν 

υποπερίπτωςθ ζχουμε λανκαςμζνθ εκτζλεςθ του κανόνα τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων.  Ειδικότερα, 

αντιςτρζφεται ο διαιρετζοσ αντί του διαιρζτθ (περίπτωςθ (Α)) ι ενϊ γίνεται ςωςτά θ μετατροπι τθσ πράξθσ 

από τθ διαίρεςθ πολλαπλαςιαςμό, δεν αντιςτρζφεται κάποιοσ όροσ  (περίπτωςθ (Β)). Το ςυνολικό ποςοςτό για 

το λάκοσ αυτό των μακθτϊν φαίνεται παρακάτω: 

 ΕnVisionMATH Ελλθνικά ςχολικά βιβλία χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου 

Περίπτωςθ Α 5,5% 10,1% 5,4% 

Περίπτωςθ Β 8,7% 14,1% 12,1% 

φνολο 14,2% 24,2% 17,5% 

 

Ραρατθροφμε ότι το πρόγραμμα δίνει αρκετά υψθλά ποςοςτά για ζνα είδοσ απάντθςθσ που παρατθρείται 

ςυχνά ςτουσ μακθτζσ ςυχνά. Επίςθσ, θ μθ αντιςτροφι του διαιρζτθ φαίνεται ςφμφωνα με τθν εκτζλεςθ του 

προγράμματοσ να είναι πιο ςυχνό λάκοσ (περίπτωςθ (Β)) από τθ μθ αντιςτροφι κάποιου όρου και για τισ τρεισ 

ςειρζσ βιβλίων. 

 

Δ2. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «4/5:3/5» 

1. Απαντιςεισ  
𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟒

𝟓
∙
𝟓

𝟑
=

𝟐𝟎

𝟏𝟓
=

𝟒

𝟑
  

𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟒:𝟑

𝟓:𝟓
=

𝟏.𝟑𝟑

𝟏
 (ωςτό InvertOper & IndepComp):Το ςυνολικό ποςοςτό 

επιτυχίασ (με απλοποίθςθ ι όχι του τελικοφ αποτελζςματοσ)  είναι 17% + 1,9% + 8,4% = 27,3%για τθ ςειρά 

enVisionMATH, 20,4% + 6,5% + 12,5% = 39,4% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 22%+ + 3,2% + 13% = 38,2% 

για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Βλζπουμε ότι και εδϊ το ποςοςτό είναι χαμθλότερο ςε ςχζςθ με το αμζςωσ 

προθγοφμενο πρόβλθμα.  Αυτό οφείλεται ςτο ότι θ λανκαςμζνθ ςτρατθγικι IndepComp θ οποία εφαρμόςτθκε 

ςτθν περίπτωςθ 1 του προβλιματοσ Δ1 και υπολογίηει το ακζραιο μζροσ τθσ διαίρεςθσ των αρικμθτϊν και των 

παρονομαςτϊν, δεν δίνει εδϊ ςωςτό αποτζλεςμα και άρα, δεν προςμετρικθκε ωσ ςωςτι ςτθν καταμζτρθςθ. 

Επομζνωσ, τα ποςοςτά επιτυχίασ για τθ διαίρεςθ κλαςμάτων εδϊ είναι εξαιρετικά χαμθλά. 

2. Απαντιςεισ  𝜜 
𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟒:𝟑

𝟓
=

 𝟒:𝟑 

𝟓
=

𝟏

𝟓
 ,   𝜝 

𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟒:𝟑

𝟓
=

𝟏.𝟑𝟑

𝟓
  (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Εδϊ οι μακθτζσ 

βλζπουν ότι ζχουν ομϊνυμα κλάςματα και ακολουκοφν τον κανόνα τθσ πρόςκεςθσ. Ζτςι, αφινουν ςτο 

αποτζλεςμα ωσ παρονομαςτι τον κοινό παρονομαςτι και ωσ αρικμθτι το πθλίκο των αρικμθτϊν. Υπάρχουν 

δφο περιπτϊςεισ ανάλογα με το εάν διαιρϊντασ τουσ δφο αρικμθτζσ βρίςκουν το δεκαδικό αποτζλεςμα 

(περίπτωςθ (Α)) ι το ακζραιο μζροσ αυτοφ (περίπτωςθ (Β)). Το ςυνολικό ποςοςτό και για τισ δφο περιπτϊςεισ 

είναι 26% + 26% = 52% για τθ ςειρά enVisionMATH, 12,4% + 11,3% = 25,7% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 

16,2% + 15,6% = 31,8% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Τα ποςοςτά είναι όμοια μεταξφ τουσ για τισ δφο 

περιπτϊςεισ. Εντφπωςθ προκαλεί το πολφ μεγάλο ποςοςτό λάκουσ (52%)  για τθ ςειρά enVisionMATH.  

3. Απάντθςθ  
𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

 𝟒:𝟑 

𝟓:𝟓
=

𝟏

𝟏
  (Λάκοσ, IndepComp). 
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4. Απαντιςεισ  
𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟓

𝟒
∙
𝟑

𝟓
=

𝟏𝟓

𝟐𝟎
=

𝟑

𝟒
 ,  

𝟒

𝟓
:
𝟑

𝟓
=

𝟒

𝟓
∙
𝟑

𝟓
=

𝟏𝟐

𝟐𝟓
  (Λάκοσ, InvertOper).  

Δ3. Απαντιςεισ ςτο πρόβλθμα «2/3:3/5» 

1. Απαντιςεισ 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
∙
𝟓

𝟑
=

𝟏𝟎

𝟗
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐:𝟑

𝟑:𝟓
=

𝟎.𝟔𝟔

𝟎.𝟔
  (ωςτό, InvertOper & IndepComp). 

2. Απαντιςεισ (𝜜𝟏) 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=  

𝟐∙𝟓

𝟑∙𝟓
:
𝟑∙𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟏𝟎

𝟏𝟓
:

𝟗

𝟏𝟓
=

 𝟏𝟎:𝟗 

𝟏𝟓
=

𝟏

𝟏𝟓
 ,  𝜜𝟐 

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=  

𝟐

𝟑∙𝟓
:

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
:

𝟑

𝟏𝟓
=

 𝟐:𝟑 

𝟏𝟓
=

𝟎

𝟏𝟓
 ,  

  𝜜𝟑 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=  

𝟐

𝟑∙𝟓
:

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
:

𝟑

𝟏𝟓
=

𝟑:𝟐

𝟏𝟓
=

𝟏.𝟓

𝟏𝟓
 ,  𝜜𝟒 

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=  

𝟐

𝟑∙𝟓
:

𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟐

𝟏𝟓
:

𝟑

𝟏𝟓
=

𝟐:𝟑

𝟏𝟓
=

𝟎.𝟔

𝟏𝟓
 ,  

  𝜜𝟓 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐∙𝟓

𝟑∙𝟓
:
𝟑∙𝟑

𝟓∙𝟑
=

𝟏𝟎

𝟏𝟓
:

𝟗

𝟏𝟓
=

𝟏𝟎:𝟗

𝟏𝟓
=

𝟏.𝟏

𝟏𝟓
 . (Λάκοσ, OpNumKeepDen): Η απάντθςθ περιλαμβάνει όλεσ τισ 

περιπτϊςεισ τθσ λανκαςμζνθσ εφαρμογισ του κανόνα τθσ πρόςκεςθσ ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων. Αρχικά, τα 

κλάςματα μετατρζπονται ςε ομϊνυμα. Πμωσ, ςτισ  περιςςότερεσ περιπτϊςεισ (Α2, Α3, Α4), ο αρικμθτισ δεν 

πολλαπλαςιάηεται με το ελάχιςτο κοινό πολλαπλάςιο των παρονομαςτϊν. Σε οριςμζνεσ περιπτϊςεισ 

λαμβάνεται το ακζραιο μζροσ τθσ διαίρεςθσ των αρικμθτϊν (Α1, Α2),  ενϊ ςτθν περίπτωςθ Α3 αλλάηει θ ςειρά 

διαίρεςθσ των αρικμθτϊν. Οι περιπτϊςεισ Α1, Α5  κατά τισ οποίεσ γίνεται ςωςτά θ μετατροπι ςε ομϊνυμα 

κλάςματα ζχουν ακροιςτικά ςυχνότθτα 15,2% + 11,2% = 26,4% (ςειρά enVisionMATH), 9,3% + 9,1% = 18,4% 

(Ελλθνικά ςχολικά βιβλία) και 14,9% + 11,8% = 26,7% (ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). Τα ποςοςτά αυτά είναι 

αρκετά υψθλά ποςοςτά και αντιςτοιχοφν ςε ζνα ςυχνό λάκοσ των μακθτϊν ςτθ ςχολικι πραγματικότθτα. Οι 

υπόλοιπεσ απαντιςεισ (Α2, Α3, Α4) ςυγκεντρϊνουν χαμθλά ποςοςτά (2,1% + 1,9% + 1,5% = 5,5%  για τθ ςειρά 

enVisionMATH, 2,1% + 1,8% + 1,1%= 5% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 2,2% + 2% + 1,9% = 6,1% για τα 

ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). Η ςυνολικι ςυχνότθτα για όλεσ τισ απαντιςεισ είναι 26,4% + 5,5% = 31,9%  για τθ 

ςειρά enVisionMATH, 18,4% + 5%= 23,4% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 26,7% + 6,1% = 32,8% για τα 

ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. 

3. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟑:𝟐 

𝟓:𝟑
=

𝟏

𝟏.𝟔
 , 

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟑:𝟐 

𝟑:𝟓
=

𝟏

𝟎.𝟔
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟑:𝟐

 𝟑:𝟓 
=

𝟏.𝟓

𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟑:𝟐

𝟓:𝟑
=

𝟏.𝟓

𝟏.𝟔
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟐:𝟑 

 𝟓:𝟑 
=

𝟎

𝟏
 , 

 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟑:𝟐 

 𝟓:𝟑 
=

𝟏

𝟏
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟑:𝟐

 𝟓:𝟑 
=

𝟏.𝟓

𝟏
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐:𝟑

 𝟑:𝟓 
=

𝟎.𝟔

𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟑:𝟐 

 𝟑:𝟓 
=

𝟏

𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟐:𝟑 

𝟑:𝟓
=

𝟎

𝟎.𝟔
  

 
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐:𝟑

 𝟓:𝟑 
=

𝟎.𝟔

𝟏
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐:𝟑

𝟓:𝟑
=

𝟎.𝟔

𝟏.𝟔
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟐:𝟑 

 𝟓:𝟑 
=

𝟎

𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

 𝟐:𝟑 

𝟓:𝟑
=

𝟎

𝟏.𝟔
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟑:𝟐

𝟑:𝟓
=

𝟏.𝟓

𝟎.𝟔
  (Λάκοσ, 

IndepComp): Σε αυτι τθν υποπερίπτωςθ υπάρχουν 16 παραλλαγζσ τθσ ςτρατθγικισ κατά τθν οποία 

διαιροφνται ανεξάρτθτα οι αρικμθτζσ μεταξφ τουσ και οι παρονομαςτζσ μεταξφ τουσ. Αν ακροίςουμε όλεσ τισ 

ςυχνότθτεσ ζχουμε 24,7% για τθ ςειρά enVisionMATH, 26,4% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 24,2% για τα 

ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ποφ είναι ζνα αρκετά μεγάλο νοφμερο και προβλζπει ορκά τθν πραγματικι 

επίδοςθ των μακθτϊν. Δθλαδι, τουλάχιςτον ζνασ ςτουσ τζςςερισ μακθτζσ χρθςιμοποιεί αυτι τθ λανκαςμζνθ 

ςτρατθγικι. 

4. Απαντιςεισ  
𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟑

𝟐
∙
𝟑

𝟓
=

𝟗

𝟏𝟎
 ,  

𝟐

𝟑
:
𝟑

𝟓
=

𝟐

𝟑
∙
𝟑

𝟓
=

𝟔

𝟏𝟓
=

𝟐

𝟓
  (Λάκοσ, InvertOper). 

Γενικά παρατθροφμε ότι ςε κάκε περίπτωςθ το λογιςμικό δίνει 4 τουλάχιςτον απαντιςεισ με ποςοςτό τουλάχιςτον 

2% για όλα τα προβλιματα. Εξαίρεςθ αποτελοφν τα προβλιματα «4/5 + 3/5» και «3/5 – 1/5» τθσ ςειράσ 

EnVisionMATH. 
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8.3.4 Χριςθ ποικίλων ςτρατθγικϊν από κάκε μακθτι ατομικά. 

Ππωσ αναφζρουν οι Braithwaite et al. (2017), θ ζρευνα για τθν επίδοςθ των μακθτϊν ςτθν αρικμθτικι των 

κλαςμάτων δείχνει ότι οι μακθτζσ χρθςιμοποιοφν μια ποικιλία διαφορετικϊν (ςωςτϊν ι όχι) ςτρατθγικϊν για τθν 

αντιμετϊπιςθ των προβλθμάτων ςτα κλάςματα ακόμα και όταν αυτά ζχουν τα ίδια χαρακτθριςτικά. Ρροκειμζνου 

να εξετάςουμε αν το λογιςμικό δείχνει αυτι τθν ςυμπεριφορά, υπολογίςαμε τo ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι 

χρθςιμοποιοφν διαφορετικι ςτρατθγικι επίλυςθσ για δφο προβλιματα με τα ίδια χαρακτθριςτικά. Για παράδειγμα, 

αν κάποιοσ μακθτισ εφαρμόηει διαφορετικι ςτρατθγικι ςτα προβλιματα 3/5 + 1/5 και 4/5 + 3/5, τα οποία ζχουν 

τα ίδια χαρακτθριςτικά, τότε κεωροφμε ότι αυτόσ χρθςιμοποιεί διαφορετικι ςτρατθγικι. Τα αποτελζςματα 

ςυγκεντρϊνονται ςτον πίνακα Β.5. Στισ πρϊτεσ τζςςερισ ςτιλεσ από αριςτερά (προβλιματα πρόςκεςθσ, αφαίρεςθσ, 

πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ) ςθμειϊνουμε το ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι δίνουν διαφορετικζσ 

απαντιςεισ ςε ζνα τουλάχιςτον από τα δφο ηευγάρια προβλθμάτων με τθν ςυγκεκριμζνθ πράξθ. Στθ ςτιλθ «Όλα τα 

προβλιματα» φαίνεται το ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι εφαρμόηουν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ ςε ζνα 

τουλάχιςτον από τα 8 ηευγάρια προβλθμάτων με τα ίδια χαρακτθριςτικά, δθλαδι, ίδια πράξθ και ίδιο είδοσ 

παρονομαςτϊν (ίςοι ι όχι).  Ωσ προσ το ςυνολικό αρικμό των προβλθμάτων, ςχεδόν όλοι οι μακθτζσ (ςε ποςοςτό 

μεγαλφτερο του 99% και για τισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων) εφαρμόηουν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ ςε τουλάχιςτον ζνα 

ηευγάρι προβλθμάτων.  

Πίνακασ Β.5: Ροςοςτό μακθτϊν οι οποίοι χρθςιμοποιοφν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ ςε προβλιματα με τα ίδια χαρακτθριςτικά. 

 Ρροβλιματα 

πρόςκεςθσ 

{3/5 + 1/5, 4/5+3/5} 

{2/3 + 3/5, 3/5+1/4} 

Ρροβλιματα 

αφαίρεςθσ 

{3/5 - 1/5, 4/5 -3/5} 

{2/3 -3/5, 3/5 -1/4} 

Ρροβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ 

{3/5 * 1/5, 4/5 *3/5} 

{2/3 *3/5, 3/5 *1/4} 

Ρροβλιματα 

διαίρεςθσ 

{3/5 : 1/5, 4/5 : 3/5} 

{2/3 :3/5, 3/5 : 1/4} 

Πλα τα 

προβλιματα 

 

enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 
69,30% 70,10% 82,50% 83,20% 99,40% 

Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία 
85,90% 88,00% 84,20% 86,30% 100,00% 

χολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου 
74,60% 77,60% 85,20% 85,20% 99,80% 

 

Στο ςφνολο των προβλθμάτων, μεγαλφτερθ μεταβλθτότθτα ςτθ επιλογι τθσ ςτρατθγικισ παρουςιάηουν οι μακθτζσ 

που χρθςιμοποιοφν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και μικρότερθ μεταβλθτότθτα οι μακθτζσ τθσ ςειράσ 

EnVisionMATH. Το ίδιο ςυμπζραςμα ιςχφει για τισ όλεσ τισ πράξεισ εκτόσ του πολλαπλαςιαςμοφ κατά τον οποίο τθν 

μικρότερθ μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ παρουςιάηει θ ςειρά EnVisionMATH και τθ μεγαλφτερθ τα Κυπριακά 

ςχολικά βιβλία. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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8.3.5 Μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των λακϊν ςτρατθγικισ από τα λάκθ εκτζλεςθσ 

Ζνα άλλο ςυμπζραςμα από τθν εργαςία των Braithwaite et al. (2017) είναι ότι τα λάκθ τα οποία προκφπτουν από 

τθν εφαρμογι μιασ λανκαςμζνθσ ςτρατθγικισ είναι περιςςότερα από τα λάκθ τα οποία οφείλονται ςτθν 

λανκαςμζνθ εκτζλεςθ μιασ ςωςτισ ςτρατθγικισ. Στον πίνακα Β.6 φαίνονται τα ποςοςτά των λακϊν ςτρατθγικισ και 

των λακϊν εκτζλεςθσ ανά πράξθ και ανά ςειρά ςχολικϊν βιβλίων. Για παράδειγμα, για τα προβλιματα τα οποία 

ζχουν ωσ πράξθ τθν πρόςκεςθ ι τθν αφαίρεςθ, ςωςτι είναι θ εφαρμογι μιασ ςτρατθγικισ με βάςθ τον κανόνα τθσ 

πρόςκεςθσ κλαςμάτων. Για τθ ςτιλθ «Ρρόςκεςθ / Αφαίρεςθ», το λάκοσ από ζναν υποκετικό μακθτι του 

λογιςμικοφ FARRA δφναται να προκφψουν είτε ωσ λάκοσ εκτζλεςθσ (ποςοςτό 5,44%), είτε ωσ λάκοσ 

υπεργενίκευςθσ τθσ του κανόνα του πολλαπλαςιαςμοφ (17,8%) ι του κανόνα τθσ διαίρεςθσ/«χιαςτί 

πολλαπλαςιαςμοφ» (13,96%) ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ.  

Πίνακασ Β.6: Ροςοςτό χριςθσ κάκε είδουσ λάκουσ ςτρατθγικισ ςε ςχζςθ με το ςυνολικό αρικμό των απαντιςεων (είτε ςωςτζσ 

είτε λάκοσ). 

 Απαντιςεισ  enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 
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Λάκοσ εκτζλεςθσ 5,44% 0% 16,28% 6,38% 0% 24,30% 5,69% 0% 17,53% 

Λάκθ ςτρατθγικισ 31,76% 49,53% 52,88% 49,89% 45,33% 36,63% 36,84% 45,33% 45,63% 

 τρατθγικι 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 
- 29,83% 41,13% - 15,68% 24% - 23,38% 33,58% 

 τρατθγικι 

πολλαπλαςιαςμοφ 
17,8% - 11,75% 26,08% - 12,63% 21,14% - 12,05% 

 τρατθγικι 

διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 

13,96% 19,70% - 23,81% 29,65% - 15,70% 21,95% - 

 

Το ποςοςτό τθσ γραμμισ «Λάκθ ςτρατθγικισ» προκφπτει από τον άκροιςμα των δφο ειδϊν λακϊν ςτρατθγικισ 

(ςτρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ, ςτρατθγικι διαίρεςθσ/«χιαςτί» πολλαπλαςιαςμοφ).  

Ραρατθροφμε ότι και ςτισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων τα λάκθ εκτζλεςθσ είναι λιγότερα από τα λάκθ ςτρατθγικισ. 

Αυξθμζνο εμφανίηεται το ποςοςτό των λακϊν εκτζλεςθσ για τθ διαίρεςθ κλαςμάτων και ςτισ τρεισ ςειρζσ. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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8.3.6 Σα πιο κοινά λάκθ ςτρατθγικισ είναι θ εφαρμογι ενόσ κανόνα κατάλλθλου για 

διαφορετικι πράξθ και θ αντιμετϊπιςθ των όρων των κλαςμάτων ωσ ανεξάρτθτεσ 

ποςότθτεσ. 

Οι λάκοσ ςτρατθγικζσ τισ οποίεσ χρθςιμοποιοφνται από το λογιςμικό FARRAεντάςςονται όπωσ ζχουμε ιδθ 

αναφζρει ςτισ παρακάτω τρεισ κατθγορίεσ (βλ. ςελ. 25):  

1. Τθσ λάκουσ εφαρμογισ ενόσ κανόνα ο οποίοσ είναι κατάλλθλοσ για άλλθ πράξθ (λάκοσ υπεργενίκευςθσ).  

2. Του χειριςμοφ των παρονομαςτϊν και των αρικμθτϊν των κλαςμάτων ωσ ανεξάρτθτων ποςοτιτων (λάκοσ 

δράςθσ ςτουσ όρουσ των κλαςμάτων ανεξάρτθτα).  

3. Τθσ εφαρμογισ του κανόνα του «χιαςτί» πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων.  

Στον πίνακα Β.7 φαίνεται για κάκε ςειρά ςχολικϊν βιβλίων το ποςοςτό των παραπάνω λακεμζνων ςτρατθγικϊν 

από το FARRA ςτο ςφνολο των προβλθμάτων. Ραρατθροφμε ότι και ςτισ τρεισ περιπτϊςεισ, ςχεδόν όλα τα λάκθ 

ςτρατθγικισ (94,15% για τθ ςειρά enVisionMATH, 92,09% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 93,43% για τα ςχολικά 

βιβλία τθσ Κφπρου) εντάςςονται ςτισ παραπάνω περιπτϊςεισ 1 και 2. Η ςτρατθγικι τθσ περίπτωςθσ 3 διατθρείται 

ςε χαμθλό ποςοςτό (5,84% για τθ ςειρά enVisionMATH, 7,9% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 6,57% για τα 

ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου). 

Επιπλζον, με τθ βοικεια του πίνακα Β.6 μποροφμε να δοφμε ποια λανκαςμζνθ ομάδα ςτρατθγικϊν από τισ πρϊτεσ 

δφο εφαρμόηεται πιο ςυχνά αναλόγωσ με τθ ςειρά ςχολικϊν βιβλίων και τθν πράξθ.  Σχολιάηουμε κάκε ςειρά 

ςχολικϊν βιβλίων ξεχωριςτά: 

 ΕnVisionMATH:   

 Προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ: Βλζπουμε (πίνακασ Β.6) ότι θ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ 

εφαρμόηεται λανκαςμζνα ςτο 17,8% των προβλθμάτων και θ ςτρατθγικι τθσ διαίρεςθσ ςτο 13,96% των 

προβλθμάτων.  

 Προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ: Ραρατθροφμε ότι εφαρμόηεται λανκαςμζνα θ ςτρατθγικι τθσ 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτο  29,83% των προβλθμάτων  και θ ςτρατθγικι τθσ διαίρεςθσ ςτο 19,70% των 

προβλθμάτων. 

 Προβλιματα διαίρεςθσ: Εδϊ εφαρμόηεται λανκαςμζνα θ ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτο  

41,13% των προβλθμάτων, και θ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ ςτο 11,75% των προβλθμάτων. 
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Πίνακασ Β.7: Ροςοςτά των λανκαςμζνων ςτρατθγικϊν ςτον ςφνολο των λανκαςμζνων ςτρατθγικϊν οι οποίεσ 

χρθςιμοποιικθκαν από το πρόγραμμα FARRAγια τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων (enVisionMATH (ΗΡΑ), Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία, ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου).  

 Απαντιςεισ  

enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά 

ςχολικά 

βιβλία 

 

Απαντιςεισ 

χολικά 

βιβλία τθσ 

Κφπρου 

Λάκοσ υπεργενίκευςθσ 63,38% 54,35% 57,31% 

Λάκοσ δράςθσ ςτουσ όρουσ των κλαςμάτων ανεξάρτθτα. 30,77% 37,74% 36,12% 

φνολο  94,15% 92,09% 93,43% 

Πολλαπλαςιαςμόσ «Χιαςτί» ενϊ ζχουμε διαίρεςθ κλαςμάτων. 5,84% 7,90% 6,57% 

 

Οι Braithwaite et al. (2017) παρατθροφν ότι οι μακθτζσ του λογιςμικοφ FARRA εφαρμόηουν πιο ςυχνά τθ λάκοσ 

ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτον πολλαπλαςιαςμό (ποςοςτό 29,83%) και τθ διαίρεςθ (ποςοςτό 41,13%) 

κλαςμάτων απ’ ότι τισ λάκοσ ςτρατθγικζσ του πολλαπλαςιαςμοφ (ποςοςτό 17,8%) και τθσ διαίρεςθσ (ποςοςτό 

13,96%) ςτθ πρόςκεςθ/αφαίρεςθ κλαςμάτων. Το ίδιο φαινόμενο αλλά με μικρότερθ ζνταςθ παρατθροφμε ότι 

ιςχφει για τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. Στθν περίπτωςθ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων ιςχφει το αντίςτροφο. 

Δθλαδι, θ ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ εφαρμόηεται λιγότερο ςυχνά ςτον πολλαπλαςιαςμό (ποςοςτό 

15,68%) κλαςμάτων από ότι θ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ (ποςοςτό 26,08%) ςτθν πρόςκεςθ /αφαίρεςθ 

κλαςμάτων.  Τζλοσ, επιςθμαίνουμε ότι θ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ εφαρμόηεται λανκαςμζνα περιςςότερο 

ςυχνά ςε προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ παρά ςε προβλιματα διαίρεςθσ και ςτισ τρεισ ςειρζσ των ςχολικϊν 

βιβλίων. 

8.3.7 Σα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα αυξάνονται ςε 

προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ αλλά μειϊνονται ςε προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ. 

Στα γραφιματα B2.1, B2.2, B2.3 φαίνονται τα ποςοςτά επιτυχίασ των μακθτϊν του λογιςμικοφ FARRA για τισ 

πράξεισ πρόςκεςθ/αφαίρεςθ, πολλαπλαςιαςμόσ και διαίρεςθ ξεχωριςτά για τα προβλιματα με ομϊνυμα και 

ετερϊνυμα κλάςματα. Ππωσ ζχει διαπιςτωκεί από τουσ Braithwaite et al. (2017), για τα προβλιματα 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ το λογιςμικό δίνει υψθλότερα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα ομϊνυμα κλάςματα, ενϊ για τα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ, τα υψθλότερα ποςοςτά επιτυχίασ ςθμειϊνονται ςτα ετερϊνυμα κλάςματα (βλ. 

γράφθμα Β.2.1). Το ίδιο μοτίβο παρατθρείται και ςτισ δφο άλλεσ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων (Ελλάδασ και Κφπρου). 

Βζβαια, οι διαφορζσ εδϊ είναι μικρότερεσ ςε ςχζςθ με τθ ςειρά EnVisionMATH. Συγκεκριμζνα, ενϊ για τθν 

πρόςκεςθ/αφαίρεςθ ςτθ ςειρά EnVisionMATH θ διαφορά ςτα ποςοςτά επιτυχίασ μεταξφ ομϊνυμων και 

ετερϊνυμων κλαςμάτων είναι 79,9% - 45,7% = 34,20%, για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία θ διαφορά είναι 49,9% - 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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37,5% = 12,40% και για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου είναι 67,5% - 47,4% = 20,10%. Για τον πολλαπλαςιαςμό, οι 

διαφορζσ είναι 61,9% - 39,1% = 22,8% για τθ ςειρά enVisionMATH, 60% - 49,4% = 10,6% για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία και 60,2% - 49,2% = 11% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου.  

 

Γράφθμα Β.2.1:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά ςχολικϊν βιβλίων EnvisionMATH (ΗΡΑ) για 

κάκε πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

Γράφθμα Β.2.2:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων για κάκε 

πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

 

Γράφθμα Β.2.3: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου για 

κάκε πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 
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Αναφορικά με τθ διαίρεςθ κλαςμάτων παρατθρείται το αντίςτροφο φαινόμενο ςε ςχζςθ με τον πολλαπλαςιαςμό. 

Τα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα ομϊνυμα κλάςματα είναι μεγαλφτερα ςε ςχζςθ με τα προβλιματα με ετερϊνυμα 

κλάςματα. Το φαινόμενο αυτό προκαλεί εντφπωςθ εξαιτίασ του χαμθλοφ ποςοςτοφ προβλθμάτων διαίρεςθσ με 

ομϊνυμα κλάςματα και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. Μια εξιγθςθ για αυτό είναι ςφμφωνα με τουσ 

Braithwaite et al. (2017) ότι ζνα από τα δφο προβλιματα διαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα είναι το 3/5:1/5 ςτο 

οποίο ζνα πολφ μεγάλο ποςοςτό μακθτϊν (35,69% για το ΕnVisionMATH, 37,14% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

και 36,52% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου) εφαρμόηει τθ μθ ςωςτι ςτρατθγικι τθσ διαίρεςθσ των αρικμθτϊν 

μεταξφ τουσ και των παρονομαςτϊν μεταξφ τουσ και κεωρεί ωσ αποτζλεςμα το ακζραιο μζροσ τθσ διαίρεςθσ, θ 

οποία όμωσ δίνει τυχαία το ςωςτό αποτζλεςμα. Το φαινόμενο αυτό όπωσ αναφζρουν οι τουσ Braithwaite et al. 

(2017), επαλθκεφει και θ εμπειρικι ζρευνα ςτθν οποία βαςίηονται για να ςυγκρίνουν τα αποτελζςματα τθσ 

προςομοίωςθσ. Τζλοσ, παρατθροφμε ότι οι διαφορζσ ςτα ποςοςτά επιτυχίασ μεταξφ ομωνφμων και ετερωνφμων 

κλαςμάτων είναι 31,3% - 30,4% = 0,9% για τθ ςειρά enVisionMATH, 45,6% - 32,6% = 13% για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία και 42,1% - 31,6% = 10,5% για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Δθλαδι, τα ποςοςτά επιτυχίασ ςτθ διαίρεςθ 

ομωνφμων κλαςμάτων για τα Ελλθνικά και Κυπριακά ςχολικά βιβλία είναι αρκετά υψθλότερα ςε ςχζςθ με τα 

ποςοςτά επιτυχίασ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ με ετερϊνυμα κλάςματα. Για τθ ςειρά EnVisionMATH όμωσ, είναι 

ςχεδόν ίςα. 

8.3.8 Σο είδοσ λάκουσ με τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα  ςε κάκε πράξθ ποικίλει ανάλογα με 

τθν ιςότθτα ι μθ των παρονομαςτϊν. 

Στον πίνακα Β.8 υπάρχουν τα ποςοςτά των διαφορετικϊν ειδϊν λακϊν των υποκετικϊν μακθτϊν τθσ 

προςομοίωςθσ για κάκε πράξθ ξεχωριςτά, τόςο για τα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα, όςο και για αυτά με 

ετερϊνυμα κλάςματα. Ραρατθρϊντασ τα ποςοςτά τθσ λάκοσ εφαρμογισ τθσ ςτρατθγικισ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 

ςτον πολλαπλαςιαςμό κλαςμάτων, προκφπτει ότι οι μακθτζσ εφαρμόηουν πιο ςυχνά αυτι τθ λανκαςμζνθ 

ςτρατθγικι γενίκευςθσ τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτα ομϊνυμα κλάςματα παρά ςτα ετερϊνυμα και για τισ τρεισ 

ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. Αναφορικά με τθν εφαρμογι τθσ λανκαςμζνθσ ςτρατθγικισ του πολλαπλαςιαςμοφ ςε 

προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ κλαςμάτων, τα ποςοςτά του πίνακα Β.8 δείχνουν ότι θ λανκαςμζνθ αυτι 

ςτρατθγικι ζχει προτίμθςθ ςτα ετερϊνυμα κλάςματα για τθ ςειρά EnVisionMATH και για τα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου. Για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, θ λανκαςμζνθ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ εφαρμόηεται εξίςου 

τόςο ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα (26,08%), όςο και ςε αυτά τα προβλιματα με 

ετερϊνυμα κλάςματα (26,08%). 

8.3.9 υγκεντρωτικά αποτελζςματα 

Στουσ πίνακεσ Β.9 και Β.10 ςυνοψίηονται τα ςυμπεράςματα τθσ ςφγκριςθσ των τριϊν ςειρϊν ςχολικϊν βιβλίων τόςο 

όςον αφορά τα χαρακτθριςτικά των προβλθμάτων τα οποία περιζχουν (πίνακασ Β.9), όςο και τα φαινόμενα τα 

οποία παράγει το λογιςμικό FARRA. Ο ςυμβολιςμόσ «Α > Β» ςθμαίνει ότι το φαινόμενο Α ςυμβαίνει πιο ςυχνά από 

το φαινόμενο Β. Ο ςυμβολιςμόσ «(/)→(*)» ςθμαίνει για παράδειγμα, ότι θ διαίρεςθ υπεργενικεφεται ςτον 

πολλαπλαςιαςμό. Τζλοσ, ο ςυμβολιςμόσ «(+,-)→(/) > (+,-)→(*)» ςθμαίνει ότι θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ  

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Πίνακασ Β.8: Ροςοςτά χριςθσ κάκε είδουσ λανκαςμζνθσ ςτρατθγικισ ςε ςχζςθ με τθν πράξθ και το είδοσ των παρονομαςτϊν. 

 EnVisionMATH (ΗΠΑ) 

 Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ 

 Ομϊνυμα Ετερϊνυμα Ομϊνυμα Ετερϊνυμα Ομϊνυμα Ετερϊνυμα 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 10,88% 0% 0% 13,95% 18,6% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 20,10% 43,43% 60,9% 38,15% 54,75% 51% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 41,7% 17,95% 51,25% 31,00% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 10,40% 25,20% -- -- 3,5% 20% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 
9,70% 18,23% 19,20% 20,20% -- -- 

 
Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 12,75% 0% 0% 24,90% 23,7% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 50,05% 49,73% 50,60% 40,05% 29,55% 43,7% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 18,60% 12,75% 23,9% 24,1% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 26,08% 26,08% -- -- 5,65% 19,6% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 
23,98% 23,65% 32,00% 27,30% -- -- 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 11,38% 0% 0% 18,4% 16,65% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 32,48% 41,20% 50,80% 39,85% 39,5% 51,75% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 27,70% 19,05% 34,15% 33% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 18,08% 24,20% -- -- 5,35% 18,75% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 
14,40% 17,00% 23,10% 20,80% -- -- 

 

υπεργενικεφονται πιο ςυχνά ςτθ διαίρεςθ απ’ ότι ςτον πολλαπλαςιαςμό. Οι τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων ζχουν 

αρκετζσ ομοιότθτεσ αλλά και οριςμζνεσ διαφορζσ. Αυτζσ οι διαφορζσ δθμιουργοφν κάποιεσ αποκλίςεισ ςτα 

αποτελζςματα τθσ προςομοίωςθσ από τθ μία ςειρά βιβλίων ςτθν άλλθ. Για τθ ςειρά EnVisionMATH δε κα γίνει 

κάποιοσ ςχολιαςμόσ κακϊσ ζχει γίνει εκτενισ αναφορά ςτο ςτθν ενότθτα 5.3. Μια γενικι παρατιρθςθ είναι ότι 

τόςο τα Ελλθνικά όςο και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία, όταν ειςάγονται ςτο λογιςμικό FARRA εμφανίηουν τα 8 

φαινόμενα του πίνακα Α.1. Εξαίρεςθ αποτελεί το 8ο φαινόμενο για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Δθλαδι, το 

λογιςμικό όταν δζχεται ωσ ειςροι τα προβλιματα των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων, δίνει ωσ πρόβλεψθ ότι οι 

μακθτζσ εφαρμόηουν με τθν ίδια ςυχνότθτα τθ λανκαςμζνθ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ ςτα προβλιματα 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με ομϊνυμα  και ετερϊνυμα κλάςματα. 

Μία βαςικι διαφορά ςτα ςχολικά βιβλία τα οποία μελετιςαμε είναι ότι ενϊ θ διαίρεςθ είναι θ πράξθ με τθ 

μικρότερθ ςυχνότθτα ςτθ ςειρά EnVisionMATH, το γεγονόσ αυτό δεν ιςχφει για τισ άλλεσ δφο ςειρζσ (βλ. Ρίνακασ 

Β.9, ςειρά 1). Επιπλζον, τα ποςοςτά επιτυχίασ ςτθ διαίρεςθ ομωνφμων κλαςμάτων για τθ ςειρά EnVisionMATH 
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είναι χαμθλότερα ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα ποςοςτά των Ελλθνικϊν και των Κυπριακϊν ςχολικϊν βιβλίων (βλ. 

πίνακα Β.3). Αυτό πικανόν να οφείλεται, εκτόσ από τουσ λόγουσ οι οποίοι αναφζρκθκαν ςτθν ενότθτα 8.3.2, και ςτο 

γεγονόσ ότι τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα για τισ ςειρζσ Ελλάδασ και Κφπρου δεν 

είναι πολφ περιςςότερα από τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα. Άμεςθ 

ςυνζπεια είναι να μθν υπεργενικεφεται ςυχνά θ ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθ/αφαίρεςθσ ςτθ διαίρεςθ ομϊνυμων 

κλαςμάτων όπωσ ςυμβαίνει ςτθ ςειρά EnVisionMATH. Βζβαια τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ ςτθ 

διαίρεςθ κλαςμάτων είναι τα χαμθλότερα ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ τρεισ πράξεισ.  

Επιπλζον, το ποςοςτό των προβλθμάτων με ομϊνυμα κλάςματα είναι πολφ χαμθλό για τθν Ελλθνικι και τθν 

Κυπριακι ςειρά. Για τθν ςειρά από τισ ΗΡΑ αυτό ιςχφει μόνο για τον πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ κλαςμάτων. 

Για τθν Ελλθνικι ςειρά, το γεγονόσ αυτό ςε ςυνδυαςμό με τον μεγάλο αρικμό προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ και 

με ετερϊνυμα κλάςματα, αναγκάηει το λογιςμικό FARRA να υπεργενικεφει ςε μεγάλο βακμό τον πολλαπλαςιαςμό 

ςτθν πρόςκεςθ/αφαίρεςθ. Επιπρόςκετα, ςτθν Ελλθνικι ςειρά, τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτα 

ομϊνυμα κλάςματα είναι διάςπαρτα, ενϊ ο πολλαπλαςιαςμόσ και θ διαίρεςθ ειςάγονται πολφ νωρίσ. Άμεςθ 

ςυνζπεια των παραπάνω, όπωσ και του χαμθλοφ ςυνολικοφ αρικμοφ προβλθμάτων, είναι τα ποςοςτά επιτυχίασ τθσ 

Ελλθνικισ ςειράσ ςτθν πρόςκεςθ/αφαίρεςθ τόςο για τα ομϊνυμα όςο για τα ετερϊνυμα κλάςματα να είναι 

εξαιρετικά χαμθλά. Στα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου δεν παρατθροφνται τζτοια εξαιρετικά χαμθλά ποςοςτά κυρίωσ 

γιατί προβλιματα ςτθν πρόςκεςθ/αφαίρεςθ ομϊνυμων κλαςμάτων είναι περιςςότερα και ειςάγονται από τθν 

αρχι και ςε μεγάλθ πυκνότθτα. Βζβαια, θ ςειρά των ΗΡΑ εμφανίηει τα υψθλότερα ποςοςτά ςτθν 

πρόςκεςθ/αφαίρεςθ ομωνφμων κλαςμάτων γιατί διακζτει ζνα μεγάλο αρικμό προβλθμάτων αυτισ τθσ 

κατθγορίασ. 

Τζλοσ, τα μεγαλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ τθσ Ελλθνικισ και τθσ Κυπριακισ ςειράσ ζναντι τθσ ςειράσ EnVisionMATH 

είναι ςτον πολλαπλαςιαςμό ομωνφμων κλαςμάτων. Το γεγονόσ αυτό οφείλεται ςτο μεγαλφτερι ςυχνότθτα 

προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ ςε αυτζσ τισ ςειρζσ. Επιπλζον, τα προβλιματα πρόςκεςθ/αφαίρεςθσ με ομϊνυμα 

κλάςματα δεν είναι πολφ περιςςότερα ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα προβλιματα ςτον πολλαπλαςιαςμό όπωσ 

ςυμβαίνει πολφ ζντονα ςτθ ςειρά EnVisionMATH. 

Στο υπόλοιπο τθσ παροφςασ ενότθτασ διεξάγουμε κάποια επιπλζον πειράματα με τθ βοικεια του λογιςμικοφ 

FARRA. 
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Πίνακασ Β.9:  Συγκεντρωτικά αποτελζςματα με τισ ιδιότθτεσ των προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. 

Α/Α Ιδιότθτεσ enVisionMATH (ΗΠΑ) Ελλθνικά ςχολικά βιβλία χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

1 
Η διαίρεςθ είναι θ λιγότερο 

ςυχνι πράξθ. 
ΝΑΙ 

ΟΧΙ 

Είναι θ αφαίρεςθ 

ΟΧΙ 

Είναι θ πρόςκεςθ 

2 Ποιο ςυχνζσ πράξεισ. +, - *, / *, / 

3 

Περιςςότερα προβλιματα 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με 

ομϊνυμα παρά ετερϊνυμα 

κλάςματα. 

ΝΑΙ 

(+ ομϊνυμα: 17%,+ ετερϊνυμα: 11%) 

(- ομϊνυμα: 16%, - ετερϊνυμα 12%) 

 

ΟΧΙ 

(+ ομϊνυμα: 8%, + ετερϊνυμα: 17%) 

(- ομϊνυμα: 3%, - ετερϊνυμα: 10%) 

 

ΟΧΙ 

(+ ομϊνυμα: 9%, ετερϊνυμα: 10%) 

(+ ομϊνυμα: 10%, ετερϊνυμα: 12%) 

 

4 

Ποςοςτό προβλθμάτων 

πολλαπλαςιαςμοφ και 

διαίρεςθσ με ομϊνυμα 

κλάςματα ≤ 𝟐%. 

ΝΑΙ 

 

ΝΑΙ για τθ διαίρεςθ. 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ για τον πολλαπλαςιαςμό 

(ποςοςτό 5%). 

 

ΝΑΙ 

5 

Σα προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ με 

ετερϊνυμα κλάςματα είναι 

πολφ περιςςότερα από αυτά με 

ομϊνυμα κλάςματα 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 1%,+ ετερϊνυμα: 24%) 

 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 1%,+ ετερϊνυμα: 30%) 

 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 2%,+ ετερϊνυμα: 26%) 

 

6 

Η μεγάλθ πλειοψθφία των 

προβλθμάτων με ομϊνυμα 

κλάςματα περιλαμβάνει τθν 

πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(+,- ποςοςτό 33%) 

(*, : ποςοςτό 3%) 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

(+,- ποςοςτό 11%) 

(*, : ποςοςτό 6%) 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

(+,- ποςοςτό 19%) 

(*, : ποςοςτό 3%) 

7 

Για τα προβλιματα με 

ετερϊνυμα κλάςματα, τα 

περιςςότερα περιλαμβάνουν 

πολλαπλαςιαςμό και διαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(+ < - </< *) 

(Ροςοςτά 11% - 12% - 17% - 24% 

αντίςτοιχα) 

ΝΑΙ 

(- < + </< *) 

(Ροςοςτά 10% - 17% - 26% - 30% 

αντίςτοιχα) 

 ΝΑΙ 

(+ < - < *< /) 

(Ροςοςτά 10% - 12% - 26% - 30% 

αντίςτοιχα) 

8 

Εξαιρετικά χαμθλό ποςοςτό 

πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ ςτα 

προβλιματα με παράγοντα 

φυςικό αρικμό. 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 0%) 

(-: ποςοςτό 1%) 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 6%) 

(-: ποςοςτό 2%) 

 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 0%) 

(-: ποςοςτό 4%) 

9 

Η μεγάλθ πλειοψθφία των 

προβλθμάτων με παράγοντα 

φυςικό αρικμό περιλαμβάνει 

τον πολλαπλαςιαςμό και τθ 

διαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 14%) 

(/: ποςοςτό 11%) 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 16%) 

(/: ποςοςτό 12%) 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 13%) 

(/: ποςοςτό 16%) 

10 

τα προβλιματα με παράγοντεσ 

μόνο κλάςματα και μεικτοφσ 

πλειοψθφοφν θ πρόςκεςθ και θ 

αφαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(/ < * < - < +) 

(Ροςοςτά 7% - 10% - 27% - 28% 

αντίςτοιχα) 

ΟΧΙ 

(- < * < + < /) 

(Ροςοςτά 11% - 15% - 18% - 20% 

αντίςτοιχα) 

ΝΑΙ 

(/ < * < += -) 

(Ροςοςτά 14% - 15% - 19% - 19% 

αντίςτοιχα) 

 

 

8.4 υςχζτιςθ μεταξφ του είδουσ των παραγόντων των προβλθμάτων 

(φυςικοί αρικμοί, κλάςματα, μεικτοί) και τθν επιλογι τθσ ςωςτισ 

ςτρατθγικισ. 
 

Οι Braithwaite et al. (2017) ςθμειϊνουν ότι «ςε όλεσ τισ ςειρζσ των ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε, τα 

προβλιματα τα οποία αποτελοφνται από μόνο κλάςματα ι μεικτοφσ αρικμοφσ, ςχεδόν πάντα, περιελάμβαναν τθν 

πρόςκεςθ ι τθν αφαίρεςθ, ενϊ τα προβλιματα με τον ζνα παράγοντα φυςικό αρικμό και τον άλλο κλάςμα ι μεικτό 

αρικμό, ςυνικωσ περιελάμβαναν τον πολλαπλαςιαςμό». Επιπλζον, προβλζπουν ότι «το λογιςμικό FARRA κα  

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Πίνακασ Β.10: Συγκεντρωτικά αποτελζςματα από το πρόγραμμαFARRA. 

Α/Α Προβλζψεισ enVisionMATH (ΗΠΑ) Ελλθνικά ςχολικά βιβλία χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

1 Χαμθλι επίδοςθ ςυνολικά 
ΝΑΙ 

51,7% 

ΝΑΙ 

45,3% 

ΝΑΙ 

51,6% 

2 
Εξαιρετικά χαμθλι επίδοςθ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ 

κλαςμάτων. 

ΝΑΙ 

30,8% 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

39,1% 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

36,8% 

3 
Μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ ςε ςυγκεκριμζνα 

προβλιματα 

ΝΑΙ 

(Εκτόσ από τα προβλιματα 

4/5+3/5 και 3/5-1/5) 

ΝΑΙ ΝΑΙ 

4 
Χριςθ ποικίλων ςτρατθγικϊν από κάκε μακθτι 

ατομικά. 
ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

5 
Μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των λακϊν ςτρατθγικισ από τα 

λάκθ εκτζλεςθσ 

ΝΑΙ 

93% 

ΝΑΙ 

92% 

ΝΑΙ 

93% 

6 

Σα πιο κοινά λάκθ ςτρατθγικισ είναι θ εφαρμογι ενόσ 

κανόνα κατάλλθλου για διαφορετικι πράξθ και θ 

αντιμετϊπιςθ των όρων των κλαςμάτων ωσ 

ανεξάρτθτεσ ποςότθτεσ. 

ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

7 

Σα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα προβλιματα με ομϊνυμα 

κλάςματα αυξάνονται ςε προβλιματα πρόςκεςθσ και 

αφαίρεςθσ αλλά μειϊνονται ςε προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ. 

ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

8 
Σο πιο ςυχνό είδοσ λάκουσ ςε κάκε πράξθ ποικίλει 

ανάλογα με τθν ιςότθτα ι μθ των παρονομαςτϊν. 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > 

Ετερϊνυμα) 

 (*)→(+,-) (Ομϊνυμα < 

Ετερϊνυμα) 

  

 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > 

Ετερϊνυμα) 

 (*)→(+,-) (Ομϊνυμα = 

Ετερϊνυμα) 

  

 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > 

Ετερϊνυμα) 

 (*)→(+,-) (Ομϊνυμα < 

Ετερϊνυμα) 

 

 

χρθςιμοποιιςει τθ ςωςτι ςτρατθγικι πιο ςυχνά ςε προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ τα οποία 

περιλαμβάνουν μόνο κλάςματα και μεικτοφσ αρικμοφσ, αλλά κα χρθςιμοποιιςει ςυχνότερα τθ ςωςτι ςτρατθγικι 

ςε προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ όταν ο ζνασ από τουσ δφο παράγοντεσ είναι φυςικόσ αρικμόσ» (ςελ. 29). 

Για να ελζγξουν τθν παραπάνω υπόκεςθ οι Braithwaite et al. (2017) χρθςιμοποίθςαν τα ίδια προβλιματα ςτθ φάςθ 

μάκθςθσ και τισ ίδιεσ παραμζτρουσ όπωσ και ςτθν προθγοφμενθ εκτζλεςθ του προγράμματοσ. Για τθ φάςθ ελζγχου, 

δθμιοφργθςαν ζνα νζο ςφνολο 40 προβλθμάτων το οποίο αποτελοφνταν από τα 16 προβλιματα με παράγοντεσ 

κλάςματα από τθν προθγοφμενθ μελζτθ και, ςε κάκε μία από τισ τζςςερεισ αρικμθτικζσ πράξεισ, προςτζκθκαν δφο 

προβλιματα με παράγοντεσ ζνα μεικτό αρικμό και ζνα κλάςμα με ίςουσ παρονομαςτζσ, δφο προβλιματα με ζνα 

μεικτό αρικμό και ζνα κλάςμα με άνιςουσ παρονομαςτζσ, και δφο προβλιματα με ζνα κλάςμα και ζναν φυςικό 

αρικμό. Για παράδειγμα, τα ιδθ υπάρχοντα προβλιματα πρόςκεςθσ ενιςχφκθκαν από τα εξισ προβλιματα:  

 Δφο προβλιματα ίςων παρονομαςτϊν με ζνα μεικτό αρικμό και ζνα κλάςμα: 2
 3 

5
+

 1 

5
 και 3

 4 

5
+

 3 

5
.   

 Δφο προβλιματα άνιςων παρονομαςτϊν με ζνα μεικτό αρικμό και ζνα κλάςμα: 2
 3 

5
+

 1  

4
 και 3

 1 

3
+

 3 

5
. 

 Δφο προβλιματα πρόςκεςθσ με ζναν φυςικό αρικμό και ζνα κλάςμα: 2 +
 1 

4
 και 3 +

 1 

5
. 
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Γράφθμα Β.3.1: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά ςχολικϊν βιβλίων EnvisionMATH (ΗΡΑ). 

Γράφθμα Β.3.2: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν. 

Γράφθμα Β.3.3: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου. 

 

Τα προβλιματα αφαίρεςθσ, πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ αποτελοφνταν από τα ίδια ηεφγθ παραγόντων με τα 

προβλιματα πρόςκεςθσ.  

Ρροκειμζνου να εξετάςουμε αν τα αποτελζςματα των Braithwaite et al. (2017) ιςχφουν και για τα Ελλθνικά και τα 

Κυπριακά ςχολικά βιβλία, τρζξαμε το πρόγραμμα με δεδομζνα ωσ είςοδο, εκτόσ από τα προβλιματα τθσ ςειράσ 

EnVisionMATH, και τα προβλιματα από τα Ελλθνικά και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. Τα αποτελζςματα φαίνονται 

ςτα γραφιματα Β3.1, Β3.2 και Β.3.3. 
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Ππωσ προκφπτει από τον πίνακα Β.3.1, ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ, το λογιςμικό FARRA 

χρθςιμοποίθςε πιο ςυχνά τθ ςωςτι ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ όταν και οι δφο παράγοντεσ ιταν 

κλάςματα ι μεικτοί αρικμοί από ό, τι όταν ζνασ από τουσ δφο παράγοντεσ ιταν φυςικόσ αρικμόσ. Για τα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ, το πρόγραμμα FARRA χρθςιμοποίθςε τθ ςωςτι ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ 

πιο ςυχνά όταν ο ζνασ παράγοντασ ιταν φυςικόσ αρικμόσ απ’ ότι όταν και οι δφο παράγοντεσ ιταν κλάςματα ι 

μεικτοί αρικμοί. Το φαινόμενο αυτό βλζπουμε ότι ιςχφει ςε αρκετά μικρότερο βακμό τόςο για τα Κυπριακά 

(γράφθμα Β.3.3) όςο και τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία (γράφθμα Β.3.2). Συγκεκριμζνα, θ διαφορά μεταξφ των 

ποςοςτϊν για κάκε είδοσ παραγόντων είναι θ μεγαλφτερθ ςτθ ςειρά EnVisionΜΑΤΗ (68,53% - 54,60% = 13,93% για 

τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ και 52,10% - 41,36% = 10,74% για τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ), ενϊ 

αμζςωσ μετά ακολουκεί με μικρότερεσ διαφορζσ θ ςειρά των Κυπριακϊν ςχολικϊν βιβλίων (62,49% - 56,03% = 

6,46% για τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ και 51,70% - 46,65% = 5,05% για τα προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ). Τελευταία, με τισ μικρότερεσ διαφορζσ ζρχεται θ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων 

(50,56% - 48,63% = 1,93% για τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ και 45,6% - 42,93% = 2,68% για τα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ). 

8.5 Η επίδραςθ των προβλθμάτων ειςόδου ςτθ μάκθςθ 

Μια άλλθ ςθμαντικι παράμετροσ τθν οποία εξετάηουν οι Braithwaite et al. (2017) είναι αν και ςε πιο βακμό μπορεί 

να βελτιϊςει τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων τθσ προςομοίωςθσ θ αφξθςθ του αρικμοφ των προβλθμάτων ι 

θ διευκζτθςθ των προβλθμάτων των τριϊν ςειρϊν ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 

υπάρχει μια ίςθ κατανομι των προβλθμάτων αναφορικά με τισ τζςςερισ πράξεισ. Ραράλλθλα, εξετάηεται και θ 

επίδραςθ τθσ μεταβολισ τθσ παραμζτρου d ςτθν επίδοςθ των μακθτϊν. Στα ζωσ τϊρα πειράματα, για τισ 

ςτρατθγικζσ οι οποίεσ οδθγοφςαν ςε λάκοσ απαντιςεισ, υπιρχε μια κετικι ενίςχυςθ ίςθ με (1 – d) * e, όπου 

𝑑 𝜖 [0.8, 1]. Βζβαια, αυτι θ κετικι ενίςχυςθ ιταν μικρότερθ τθσ ενίςχυςθσ e θ οποία δίδεται ςτισ ςωςτζσ 

απαντιςεισ αφοφ 1 − 𝑑 𝜖 [0, 0.2]. Σε αυτι τθν παράγραφο εκτελοφμε μια άλλθ εκδοχι τθσ προςομοίωςθσ κατά τθν 

οποία θ τιμι του d είναι ίςθ με 1.5. Συνεπϊσ, 1 − 𝑑 =  −0.5. Δθλαδι, ςε αυτι τθν εκδοχι, θ λάκοσ απάντθςθ ςε 

κάποιο πρόβλθμα  προκαλεί μείωςθ τθσ ενίςχυςθσ τθσ ςφνδεςθσ τθσ ςτρατθγικισ θ οποία εφαρμόςτθκε ςτο 

ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα με τα χαρακτθριςτικά του προβλιματοσ αυτοφ. Αναμζνουμε, λοιπόν, να υπάρχει βελτίωςθ 

των ποςοςτϊν επιτυχίασ, κακϊσ μειϊνεται κατά πολφ θ πικανότθτα να εφαρμοςτοφν οι λάκοσ ςτρατθγικζσ για ζνα 

πρόβλθμα ξανά ςτο μζλλον για το ίδιο πρόβλθμα λόγω τθσ αρνθτικισ ενίςχυςθσ που λαμβάνουν. Οι παράμετροι οι 

οποίοι μεταβάλλονται είναι οι εξισ: 

 

 Αρικμόσ προβλθμάτων: 659 ι 2400 (2 επιλογζσ). 

 Κατανομι προβλθμάτων: διατιρθςθ υπάρχουςασ ι ιςορροπθμζνθ (2 επιλογζσ). 

 Ζκπτωςθ λόγω λάκουσ γ: γ ∈  0.8, 1  ι γ =  −0.5 (2 επιλογζσ). 

 

Για τον αρικμό των προβλθμάτων υπάρχουν δφο εκδοχζσ. Η πρϊτθ αποτελείται από 659 προβλιματα και θ δεφτερθ 

από 2400 προβλιματα. Για τθ ςειρά EnVisionMATH, θ εκδοχι με τα 659 προβλιματα αποτελείται από τα ίδια 
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ακριβϊσ προβλιματα τα οποία χρθςιμοποιικθκαν ςτα προθγοφμενα πειράματα. Η εκδοχι με αρικμό 

προβλθμάτων ίςο με 2400 και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων και θ εκδοχι με αρικμό προβλθμάτων ίςο με 

659 για τισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τθσ Ελλάδασ και τθσ Κφπρου προκφπτουν ωσ εξισ: 

 

Ασ υποκζςουμε για παράδειγμα ότι ζχουμε τθ ςειρά προβλθμάτων τθσ Ελλάδασ θ οποία αποτελείται από169 

προβλιματα. Αρχικά, δθμιουργοφνται 8 κατθγορίεσ προβλθμάτων ανάλογα με τθν πράξθ και το είδοσ των 

παρονομαςτϊν. Αυτζσ φαίνονται ςτθ λίςτα 

['+ same-denom', '+ diff-denom', '- same-denom', '- diff-denom', '* same-denom', '* diff-denom', '/ same-denom', '/ 

diff-denom']. 

 

Ρροκειμζνου τα 169 προβλιματα να γίνουν 659 προβλιματα και επιπλζον, να διατθρθκεί θ υπάρχουςα αναλογία 

των προβλθμάτων με βάςθ τα χαρακτθριςτικά τουσ (πράξθ και είδοσ παρονομαςτϊν) υπολογίηεται ο αρικμόσ των 

προβλθμάτων τα οποία ανικουν ςε κάκε μία από τισ 8 παραπάνω κατθγορίεσ. Ζχουμε, 

 

[('+ same-denom', 13), ('+ diff-denom', 28), ('- same-denom', 5), ('- diff-denom', 17), ('* same-denom', 1), ('* diff-

denom', 51), ('/ same-denom', 9), ('/ diff-denom', 45)]). 

 

Στθ ςυνζχεια υπολογίηεται θ ποςότθτα 

𝑥 = 659 ∙
1

169
= 3.899408284023669. 

 

Ο αρικμόσ των προβλθμάτων (αρικμοί – ςτόχοι) για κάκε μια από τισ 8κατθγορίεσ προβλθμάτων ςτθ νζα εκδοχι με 

τα 659 προβλιματα προκφπτει ωσ το ακζραιο μζροσ του γινομζνου τθσ ποςότθτασ x με τον αρικμό των 

προβλθμάτων κάκε κατθγορίασ ςτθν αρχικι ζκδοςθ με τα 169 προβλιματα. Δθλαδι, είναι: 

 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '+ same-denom':  13 ∙ 3.899408284023669  = 51 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '+ diff-denom':  28 ∙ 3.899408284023669  = 109 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '- same-denom':  5 ∙ 3.899408284023669  = 19 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '- diff-denom':  17 ∙ 3.899408284023669  = 66 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '* same-denom':  1 ∙ 3.899408284023669  =  4 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '* diff-denom':  51 ∙ 3.899408284023669  = 199 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '/ same-denom':  9 ∙ 3.899408284023669  = 35 προβλιματα, 

Αρικμόσ – ςτόχοσ '/ diff-denom':  45 ∙ 3.899408284023669  = 175 προβλιματα. 

 

Το άκροιςμα των παραπάνω προβλθμάτων είναι ίςο με 658, ζνα λιγότερο πρόβλθμα από τον ςτόχο των 659 

προβλθμάτων. Ρροκειμζνου να προςτεκεί ζνα επιπλζον πρόβλθμα, επιλζγεται τυχαία με πικανότθτα 1/8 ζνα είδοσ 

προβλιματοσ από τισ 8 κατθγορίεσ. Ασ υποκζςουμε ότι εδϊ επιλζγεται θ κατθγορία '- diff-denom'. Τότε, ο νζοσ 
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αρικμόσ προβλθμάτων για τθν κατθγορία '- diff-denom' αυξάνεται από 66 ςε 67 προβλιματα. Για να αυξθκεί ο 

αρικμόσ των προβλθμάτων από κάκε κατθγορία ςτουσ αρικμοφσ – ςτόχουσ, κάκε νζο επιπλζον πρόβλθμα 

προκφπτει από τθν αναπαραγωγι ενόσ προβλιματοσ από τα ιδθ υπάρχοντα ςτθ ςυγκεκριμζνθ κατθγορία με 

τυχαία επιλογι. Αυτι θ τυχαία αναπαραγωγι γίνεται τόςεσ φορζσ όςεσ απαιτείται για να ςυμπλθρωκεί ο αρικμόσ – 

ςτόχοσ των προβλθμάτων τθσ κατθγορίασ. Κάκε νζο πρόβλθμα που αναπαράγεται τοποκετείται ςτθ ςειρά των 

προβλθμάτων ακριβϊσ δίπλα από το αρχικό πρόβλθμα. Ραρόμοια διαδικαςία ακολουκείται όταν κζλουμε να 

δθμιουργθκοφν 2400 προβλιματα. 

 

Πταν επιλζγεται θ ιςορροπθμζνθ κατανομι, ςτόχοσ είναι να υπάρχει ο ίδιοσ αρικμόσ προβλθμάτων ςε κάκε μία 

από τισ 8 κατθγορίεσ. Για να γίνει αυτό, κακορίηεται ο αρικμόσ – ςτόχοσ των προβλθμάτων για κάκε κατθγορία 

ςφμφωνα με τον τφπο 𝑥 =   
𝛢𝜌𝜄𝜃𝜇 ό𝜎−𝜍𝜏ό𝜒𝜊𝜎   𝜋𝜌𝜊𝛽𝜆𝜂𝜇 ά𝜏𝜔𝜈

8
 . Για παράδειγμα, αν ζχουμε ζνα πρόβλθμα και κζλουμε 

να το μετατρζψουμε ςε μια ιςορροπθμζνθ παραλλαγι του με 659 προβλιματα, τότε ο αρικμόσ – ςτόχοσ των 

προβλθμάτων τθσ κάκε μίασ από τισ  8 κατθγορίεσ κα είναι 𝑥 =   
659

8
 = 82. Στθ ςυνζχεια, προςτίκενται ι 

αφαιροφνται προβλιματα με τον ίδιο τρόποσ όπωσ περιγράφθκε παραπάνω μζχρισ ότου προκφψει ο αρικμόσ - 

ςτόχοσ των προβλθμάτων κάκε κατθγορίασ. 

 

Στα γραφιματα Β4.1, Β4.2, Β4.3  ςθμειϊνονται τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για όλουσ τουσ ςυνδυαςμοφσ 

των τριϊν παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και 

αρνθτικισ ενίςχυςθσ) και για κάκε μία από τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε. 

 

Για τθ ςειρά EnVisionMATH  υπάρχει ςαφισ βελτίωςθ τόςο όταν θ κατανομι των προβλθμάτων γίνεται 

ιςορροπθμζνθ, όςο και όταν αυξάνεται ο ςυνολικόσ αρικμόσ των προβλθμάτων.  Ρολφ μεγάλθ βελτίωςθ 

παρατθρείται όταν και οι τρεισ αλλαγζσ εφαρμόηονται ταυτόχρονα (αρικμόσ προβλθμάτων = 2400, ιςορροπθμζνθ 

κατανομι προβλθμάτων, φπαρξθ και αρνθτικισ ενίςχυςθσ).  

 

Για τα ελλθνικά ςχολικά βιβλία βλζπουμε ότι υπάρχει μία αιςκθτι βελτίωςθ ςτο ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων 

κάκε φορά που προςτίκεται μία νζα μεταβολι κακεμιάσ από τισ τρεισ παραμζτρουσ. Ενϊ θ αρχικι τιμι του 

ποςοςτοφ των απαντιςεων ιταν 45,3%,  με τθν προςκικθ μεγαλφτερου αρικμοφ προβλθμάτων, ι ιςορροπθμζνθσ 

κατανομισ των προβλθμάτων ι αρνθτικισ ενίςχυςθσ, θ επίδοςθ βελτιϊνεται ςε κάκε περίπτωςθ. Ρολφ μεγάλθ 

βελτίωςθ παρατθρείται επίςθσ, όταν αυξάνεται ο αρικμόσ των προβλθμάτων και υπάρχει και αρνθτικι ενίςχυςθ 

χωρίσ όμωσ να είναι ιςορροπθμζνθ θ κατανομι τουσ. Το γράφθμα Β4.2 καταδεικνφει τα μεγάλα περικϊρια 

βελτίωςθσ τα οποία υπάρχουν για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Ράντωσ, φαίνεται ότι θ ιςορροπθμζνθ κατανομι δεν 

επιφζρει απαραίτθτα και αφξθςθ τθσ επίδοςθσ των μακθτϊν. Αυτό παρατθρείται όταν εφαρμόηεται και αρνθτικι 

ενίςχυςθ (αρικμόσ προβλθμάτων 659 ι 2400). Κςωσ γιατί αναπαράγονται τα ίδια προβλιματα και δεν αλλάηει 

ουςιαςτικά θ δομι του ςχολικοφ βιβλίου). 
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Στο γράφθμα Β4.3 φαίνονται τα ποςοςτά επιτυχίασ για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Και εδϊ υπάρχει βελτίωςθ 

ςε ςχζςθ με τθν αρχικι τιμι του ποςοςτοφ επιτυχίασ (51,6%). Αιςκθτι είναι θ βελτίωςθ όταν υπάρχουν ταυτόχρονα 

θ αρνθτικι ενίςχυςθ και ο αυξθμζνοσ αρικμόσ προβλθμάτων (αρικμόσ προβλθμάτων = 2400), με τθ μεγαλφτερθ 

αφξθςθ να προκαλείται όταν απουςιάηει θ ιςορροπία ςτθν κατανομι των προβλθμάτων. Και εδϊ βλζπουμε ότι θ 

ιςορροπία ςτθν κατανομι των προβλθμάτων δε βελτιϊνει απαραίτθτα το ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων 

(κυρίωσ όταν ςυνυπάρχει και αρνθτικι ενίςχυςθ). 

8.6 Ποςοςτά επιτυχίασ για διάφορεσ τιμζσ των παραμζτρων 

Στα προθγοφμενα πειράματα οι τιμζσ των παραμζτρων του μοντζλου κυμαίνονταν ςτο διάςτθμα *0.001, 0.02+ για 

το ρυκμό μάκθςθσ e, ςτο διάςτθμα *0.8, 1.0+ για τθν παράμετρο d τθσ ζκπτωςθσ λάκουσ, και ςτο διάςτθμα *0.5, 

1.5+ για τθν παράμετρο τθσ ντετερμινιςμοφ των αποφάςεων γ. Οι τιμζσ αυτϊν των παραμζτρων επιλζγονται τυχαία 

και με τθν ίδια πικανότθτα από τα παραπάνω διαςτιματα. Στθ παροφςα παράγραφο κα μελετιςουμε τον τρόπο με 

τον οποίο επθρεάηει θ μεταβολι των τριϊν αυτϊν παραμζτρων του μοντζλου τα ποςοςτά των ςωςτϊν 

απαντιςεων. Στα πειράματα τθσ παροφςασ παραγράφου οι παράμετροι δζχονται ςυγκεκριμζνεσ τιμζσ κάκε φορά, 

δεν κα επιλζγονται, δθλαδι, τυχαία από κάποιο διάςτθμα. Οι τιμζσ τισ οποίεσ επιλζξαμε για κάκε παράμετρο 

βαςίηονται ςτθ μελζτθ των Braithwaite, Leibb, Siegler & McMullen (2019) οι οποίοι διεξάγουν πειράματα για 

διαφορετικζσ τιμζσ του μοντζλου FARRA.  Συγκεκριμζνα, οι τρεισ παράμετροι παίρνουν τισ παρακάτω τιμζσ: 

 υκμόσ μάκθςθσ e: 0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04. 

 Ραράμετροσ ζκπτωςθσ λάκουσ d: 0.6, 0.8, 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8, 2.0 

 Ραράμετροσ ντετερμινιςμοφ των αποφάςεων γ: 0.5,1.0, 1.5,2.0,2.5, 3.0 

 

 
Γράφθμα Β4.1: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων EnVisionMATH για κάκε ςυνδυαςμό 

των παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και αρνθτικισ 

ενίςχυςθσ). 
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Γράφθμα Β4.2: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων για κάκε ςυνδυαςμό των 

παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και αρνθτικισ ενίςχυςθσ. 

 

 
Γράφθμα Β4.3: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου για κάκε ςυνδυαςμό των 

παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και αρνθτικισ ενίςχυςθσ. 
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μακθτϊν όταν μεταβάλλεται θ παράμετροσ d. Κάκε γράφθμα αποτελείται από 5 καμπφλεσ, μία για κάκε τιμι τθσ 

παραμζτρου e. Επίςθσ ςε κάκε γράφθμα, αντιςτοιχεί μια τιμι τθσ παραμζτρου γ.  

Ραρατθρϊντασ τα τρία γραφιματα όταν γ = 0.5, βλζπουμε ότι θ αφξθςθ τουσ τιμισ τθσ παραμζτρου e, αυξάνει τα 

ποςοςτά επιτυχίασ. Αυτό ςυμβαίνει κυρίωσ για τα ςχολικά βιβλία EnVisionMATH και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. 

Τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία δείχνουν να είναι ευάλωτα ςτθ χαμθλι τιμι τθσ παραμζτρου γ κακϊσ οι καμπφλεσ που 

αντιςτοιχοφν ςτθν τιμι του e, δεν είναι ςτακερά θ μία πάνω από τθν άλλθ όςο θ παράμετροσ e αυξάνεται. Το 

φαινόμενο αυτό φαίνεται να μειϊνεται ςθμαντικά όταν  𝛾 ≥ 1.5. Επιπρόςκετα, όλα τα διαγράμματα δείχνουν ότι θ 

αφξθςθ τουσ παραμζτρου d  βελτιϊνει τα ποςοςτά επιτυχίασ. 

Μια άλλθ μεταβλθτι θ οποία μπορεί να μελετθκεί είναι οι μζγιςτεσ τιμζσ των καμπυλϊν για τισ διάφορεσ τιμζσ τθσ 

παραμζτρου e. Ππωσ προκφπτει από τθν ομάδα γραφθμάτων Β.5.1, θ μζγιςτεσ τιμζσ για τισ ςειρζσ EnVisionMATH 

και τθσ Κφπρου είναι όμοιεσ, ενϊ θ μζγιςτεσ τιμζσ των καμπυλϊν για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι αρκετά 

χαμθλότερεσ. Για παράδειγμα, θ μζγιςτθ τιμι τθσ καμπφλθσ e = 0.04 για τα γραφιματα γ = 0.5, είναι για τισ ςειρζσ 

EnVisionMATH και Κφπρου ςχεδόν 75%, ενϊ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι μικρότερθ από 55%. Η εικόνα για 

τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία φαίνεται να βελτιϊνεται όταν γ = 1. Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ μζγιςτεσ τιμζσ τθσ 

καμπφλθσ e = 0.04 είναι 85% για τισ ςειρζσ EnVisionMATH και Κφπρου, και 67% περίπου για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία. Επιπλζον, όταν θ παράμετροσ e ζχει τιμζσ 0.005 ι 0.01, τότε θ αφξθςθ τθσ ςυνζπειασ ςτισ αποφάςεισ, δε 

φαίνεται να επθρεάηει το ρυκμό ανόδου των αντίςτοιχων καμπυλϊν (e = 0.005, e = 0.01) ο οποίοσ είναι χαμθλόσ 

για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Για παράδειγμα, όταν γ = 1, θ καμπφλθ e = 0.01 ζχει ελάχιςτθ και μζγιςτθ τιμι 51% 

και 62% αντίςτοιχα για τθ ςειρά EnVisionMATH, 43% και 47% για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 49% και 60% για 

τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία. Στισ άλλεσ δφο ςειρζσ όμωσ, θ αφξθςθ τθσ παραμζτρου γ επθρεάηει ςθμαντικά το 

ρυκμό ανόδου. Στα γραφιματα Β.5.3 αξιοςθμείωτο είναι το γεγονόσ ότι θ μζγιςτθ τιμι των καμπφλων e = 0.04 και e 

= 0.03, είναι μεγαλφτερθ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Για τισ καμπφλεσ e = 0.005, e = 0.01 και e = 0.02 ιςχφει το 

αντίκετο.  

Επίςθσ, ςτα γραφιματα Β.5.2, Β.5.3 οι καμπφλεσ e = 0.02, e = 0.03, e = 0.04 δείχνουν να ζχουν μια τάςθ να 

ταυτιςτοφν για τισ ςειρζσ EnVisionMATH και Κφπρου. Το γεγονόσ αυτό ςθμαίνει ότι υπάρχει ζνα άνω όριο ςτθν τιμι 

του ποςοςτοφ επιτυχίασ πάνω από το οποίο θ οποία αφξθςθ κακενόσ από τισ τρεισ παραμζτρουσ δεν οδθγεί ςε 

περαιτζρω βελτίωςθ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν απαντιςεων των μακθτϊν.  

Συμπεραςματικά, οι ςειρζσ EnVisionMATH και Κφπρου παρουςιάηουν όμοια και πιο ςτακερι ςυμπεριφορά ςε 

ςχζςθ με αυτι των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων. Η αφξθςθ του ποςοςτοφ των ςωςτϊν απαντιςεων ςυμβαίνει 

ακόμα και όταν οι παράμετροι e, d, γ αυξάνονται αλλά διατθροφνται ςε χαμθλζσ τιμζσ. Αντίκετα, μόνο ςε υψθλζσ 

τιμζσ των παραμζτρων δείχνουν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία να ζχουν υψθλζσ αποδόςεισ. Δθλαδι, τα Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία απαιτοφν πιο ςτακεροφσ και ςυνεπείσ μακθτζσ για να αποδϊςουν ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ 

οι οποίεσ φαίνεται να ζχουν κετικι επίδραςθ και ςτουσ μακθτζσ μζτριασ και χαμθλισ επίδοςθσ, όπωσ φυςικά και 

ςτουσ μακθτζσ υψθλισ ςυνζπειασ και επίδοςθσ. Τελικά, ίςωσ οι ςειρζσ EnVisionMATH και τθσ Κφπρου μποροφν να 
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ςτθρίξουν με πιο αποδοτικό τρόπο τουσ εκπαιδευτικοφσ ϊςτε να καταςτεί δυνατόν οι μακθτζσ με χαμθλι και 

μζτρια επίδοςθ να προςεγγίςουν κάποια ςτιγμι ςτο μζλλον τθν επίδοςθ των μακθτϊν υψθλισ επίδοςθσ.  
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Γραφιματα Β5.1:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων EnVisionMATH όταν 

𝛾𝜖 0.5, 1 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04  και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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Γραφιματα Β5.2:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων 

EnVisionMATH όταν 𝛾𝜖 1.5, 2 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04  και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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Γραφιματα Β5.3:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων 

EnVisionMATH όταν 𝛾𝜖 2.5, 3 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04  και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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9 φγκριςθ των ςχολικϊν βιβλίων του Δθμοτικοφ τθσ Ελλάδασ, τθσ Κφπρου 

και ενόσ εναλλακτικοφ ςχολικοφ εγχειριδίου αναφορικά με τθν 

αρικμθτικι των κλαςμάτων. 

Στο παρόν κεφάλαιο περιοριηόμαςτε ςτο Δθμοτικό το οποίο είναι μια πολφ ςθμαντικι βακμίδα εκπαίδευςθσ ςε 

ςχζςθ με τθ διδαςκαλία τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων. Συγκρίνουμε, λοιπόν, τθν κατανομι των προβλθμάτων 

ςτα παρακάτω ςχολικά εγχειρίδια: 

1. Τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. 

2. Τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία για το Δθμοτικό. 

3. Το εναλλακτικό ςχολικό εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» (Χαράλαμποσ Λεμονίδθσ, εκδόςεισ ΚΥΙΑΚΙΔΗ, 

2016).  

Σθμειϊνουμε ότι ςτα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου θ διδαςκαλία τθσ αρικμθτικισ των κλαςμάτων ολοκλθρϊνεται 

ςτθν 6θ Δθμοτικοφ, ενϊ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ςυνεχίηεται ζωσ τθν Α’ Γυμναςίου. Για το βιβλίο «Στθν 

τροχιά των ρθτϊν» ολοκλθρϊνεται ςτθν Ε’ Δθμοτικοφ. Κατά ςυνζπεια, τα προβλιματα τα οποία μελετάμε ςτο 

παρόν κεφάλαιο είναι τα ίδια με το προθγοφμενο κεφάλαιο για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. Για τα Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία, περικόψαμε όλα τα προβλιματα τθσ Α’ Γυμναςίου. Επίςθσ, όπωσ ζχουμε ιδθ αναφζρει, υπάρχουν 

μόνο λεκτικά προβλιματα ςτθν ΣΤ’ Δθμοτικοφ τθσ Ελλάδασ. Ρεριοριςτικαμε, δθλαδι, ςτθ μελζτθ των 

προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων τθσ Ε’ Δθμοτικοφ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων. 

9.1 Ανάλυςθ με βάςθ τουσ παρονομαςτζσ 

Στον πίνακα Γ1 φαίνεται θ κατανομι των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων ςε κάκε πράξθ ξεχωριςτά 

και ανάλογα με το είδοσ των παρονομαςτϊν (ομϊνυμα, ετερϊνυμα). Αναφορικά με τθ ςυχνότθτα τθσ κάκε πράξθσ, 

παρατθροφμε ότι ςε αντίκεςθ με τθν ςειρά ςχολικϊν βιβλίων EnVisionMATH των ΗΡΑ, ο πολλαπλαςιαςμόσ και θ 

διαίρεςθ είναι οι πράξεισ με τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα. Μάλιςτα, το ποςοςτό των προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ 

για τθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» είναι ίςο με το μιςό του ςυνόλου των προβλθμάτων. Επίςθσ, θ λιγότερθ 

ςυχνι πράξθ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου είναι θ πρόςκεςθ, ενϊ για το 

βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ.  

Μια δεφτερθ επιςιμανςθ είναι ότι τα προβλιματα διαίρεςθσ και πολλαπλαςιαςμοφ με ομϊνυμα κλάςματα είναι 

ςχεδόν ολοκλθρωτικά απόντα. Μάλιςτα, για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, το ποςοςτό των προβλθμάτων με 

ομϊνυμα κλάςματα είναι πολφ χαμθλό και για τισ τζςςερισ πράξεισ. Για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου και τθσ 

ςειράσ «Στθν τροχιά των ρθτϊν», θ μεγάλθ πλειοψθφία των προβλθμάτων με ομϊνυμα κλάςματα αφορά τα 

προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ. Βζβαια, και εκεί, το ποςοςτό για κάκε μία από τισ δφο αυτζσ πράξεισ δεν 

ξεπερνά το 10%. 
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Σε ςχζςθ με τα προβλιματα με ετερϊνυμα κλάςματα, πλειοψθφεί ο πολλαπλαςιαςμόσ και θ διαίρεςθ και ςτισ τρεισ 

ςειρζσ (πίνακασ Γ1). Συχνότερθ πράξθ για τθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» και τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι ο 

πολλαπλαςιαςμόσ, ενϊ για τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία είναι θ διαίρεςθ. 

Τζλοσ, παρατθροφμε ότι ο ςυνολικόσ αρικμόσ των προβλθμάτων είναι πολφ μικρόσ για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

(50 προβλιματα), αρκετά μεγαλφτεροσ για το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» (241 προβλιματα) και, ακόμα 

μεγαλφτεροσ για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου (510 προβλιματα).  

Πίνακασ Γ1: Ροςοςτό των προβλθμάτων για κάκε κατθγορία. Τα κελιά των οποίων οι τιμζσ είναι εξαιρετικά χαμθλζσ ζχουν 

ςθμειωκεί με ζντονο χρϊμα. 

 Πράξθ  υνολικόσ αρικμόσ 

προβλθμάτων Πρόςκεςθ Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ φνολο 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) 

Ομϊνυμα 9% (44) 10% (53) 2% (8) 1% (3) 21% (108) 510 

Ετερϊνυμα 10% (53) 13% (64) 26% (134) 30% (151) 79% (402)  

φνολο 19% (97) 23% (117) 28% (142) 30% (154)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+] [-] [+] [+] [-] [+] [+] [-] [-] [-] [-] - - [-] [+] [+] [-] [-] [+] [-] [+] [+] [-] - [-] [-] [-] [-] [+] [+] [-] [-] - - [+] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [-] + [-] [+] [+] [-] 

[+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] [-] - [+] [-] [+] [-] [+] - [-] [-] [-] - [-] [-] [-] - + - + + - + + + - + + - - - + + - + - [+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] - - [+] [-] [+] + + + + + + - - 

- - - - [+] [-] + - + - + + - [+] [+] [+] [+] [-] [-] [+] [+] [+] + + + - - - + + + - - - - - - + + - - + + + + [-] - [-] - [-] [+] + - - + [+] [+] + + + + + - - [-] - - - - - [+] 

[-] + + - - + [+] [-] + - - + + + - - - [+] [+] + - [-] - - [+] - - - - + + + + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * 

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 

: : : : : : : : : : : : : : : : : [*] : [*] : * : * : [*] : * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] : : : : : : : : : : : * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * 

* * * [*] * * * : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : [:] [:] : : : : : : : : : : * * : : : : * * * * : : : : * * : : * * * : : : 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία(Δθμοτικό) 

Ομϊνυμα 2% (1) 4% (2) 0% (0) 6% (3) 12% (6) 50 

Ετερϊνυμα 8% (4) 12% (6) 42% (21) 26% (13) 88% (44)  

φνολο 10% (5) 16% (8) 42% (21) 32% (16)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+] [-] + - + - + [-] - - - - + * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : [:] [:] : : : : : : : : : [:] : : 

 «τθν τροχιά των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

Ομϊνυμα 9% (21) 8% (19) 0% (1) 2% (5) 19% (46) 241 

Ετερϊνυμα 7% (18) 8% (20) 50% (120) 15% (37) 81% (195)  

φνολο 16% (39) 16% (39) 50% (121) 17% (42)   

Ακολουκία 

των 

πράξεων 

[+][+] [-] [+] [-] [+] [+] [-] [+] [-] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [-] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [+] [+] [+] [+] [+] [+] [-] [-] [-] [-] [-] [-] 

[+] [+] [+] [-] [-] [-] * * * * * * * * * * [+] [-] [+] [-] + - + - + - + + - + - + - - + - + - + + - + - + - + - - - - * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * 

* * * * * * * + - + - + - + - * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * [*] * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * : : : : : : : : : [:] : : 

: : : [:] : : : : : : : : : [:] : [:] : : : : : : : : : : : : : [:] 
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9.2 Ανάλυςθ με βάςθ το είδοσ των παραγόντων 

Ππωσ ζχουμε παρατθριςει για τθ ςειρά EnVisionMATH, ςτα προβλιματα που περιελάμβαναν ζναν τουλάχιςτον 

φυςικό αρικμό, θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ ιταν ςχεδόν ολοκλθρωτικά αποφςεσ. Τα ποςοςτά για κάκε μία από 

αυτζσ τισ κατθγορίεσ προβλθμάτων φαίνονται ςτον πίνακα Γ2. Είναι εμφανζσ ότι το παραπάνω ςυμπζραςμα 

εξακολουκεί να ιςχφει και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν εγχειριδίων τισ οποίεσ μελετοφμε. Τα ποςοςτά για τθν 

πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ ςτα προβλιματα με ζναν από τουσ δφο όρουσ φυςικό αρικμό είναι το πολφ 4%. Ειδικά, 

για τα προβλιματα πρόςκεςθσ, δεν υπάρχουν τζτοια προβλιματα ςε καμία από τισ τρεισ ςειρζσ (ποςοςτό 0%). 

Επιπλζον, ςτθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» δεν υπάρχουν τζτοια προβλιματα και ςτισ δφο πράξεισ (0% για τθν 

πρόςκεςθ και 0% για τθν αφαίρεςθ). 

Μια άλλθ παρατιρθςθ ςτθν ςειρά EnVisionMATH ιταν ότι ςτα προβλιματα που αποτελοφνταν από κλάςματα 

ι/και μεικτοφσ αρικμοφσ, θ πλειοψθφία των προβλθμάτων ιταν πρόςκεςθσ ι αφαίρεςθσ. Το φαινόμενο αυτό δεν 

παρατθρείται ςε όλα ςχολικά βιβλία που μελετάμε. Για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ιςχφει, αλλά θ διαφορά του 

ποςοςτοφ των προβλθμάτων πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ από τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ είναι 

μικρότερθ. Για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, υψθλότερο ποςοςτό εμφανίηουν τα προβλιματα διαίρεςθσ και το 

χαμθλότερο τα προβλιματα πρόςκεςθσ. Τζλοσ, ςτο εναλλακτικό βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» το υψθλότερο 

ποςοςτό υπάρχει ςτα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ (17%), αλλά ακολουκοφν με μικρι διαφορά τα προβλιματα 

πρόςκεςθσ (16%) και αφαίρεςθσ (16%). Δθλαδι, ςτο εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των ρθτϊν», τα ποςοςτά κάκε πράξθσ 

εμφανίηονται πιο ιςοκατανεμθμζνα ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ. 

9.3 Πειράματα με προςομοίωςθ 

Στθ ςυνζχεια εκτελοφμε πειράματα με προςομοίωςθ με τθ βοικεια του λογιςμικοφ FARRAγια κάκε μια από τισ 

τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων του Δθμοτικοφ.  

9.3.1 Χαμθλι επίδοςθ ςυνολικά 

Στον πίνακα Γ.3 φαίνονται τα ποςοςτά επιτυχίασ των υποκετικϊν μακθτϊν του λογιςμικοφ FARRA. Το μεγαλφτερο 

ποςοςτό επιτυχίασ εμφανίηει θ ςειρά ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου (51,60%). Η ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» 

ακολουκεί δεφτερθ με ποςοςτό 47,40% και τζλοσ, τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ζχουν ποςοςτό επιτυχίασ 44,20%.  

Γενικά, τα ποςοςτά για τισ τρεισ ςειρζσ βρίςκονται αρκετά κοντά ςτο ποςοςτό τθσ ςειράσ EnVisionMATH. Το 

γεγονόσ αυτό κακιςτά το λογιςμικό FARRA ζνα αρκετά αξιόπιςτο εργαλείο εκτίμθςθσ του μθχανιςμοφ επίδραςθσ 

τθσ κατανομισ των προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν ςυνολικι επίδοςθ των μακθτϊν.  

9.3.2 Εξαιρετικά χαμθλι επίδοςθ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων. 

Ππωσ αναφζρουν οι Braithwaite et al. (2017), οι μακθτζσ τόςο τθσ προςομοίωςθσ, όςο και των εμπειρικϊν 

μελετϊν, εμφανίηουν μια εξαιρετικά μεγάλθ δυςχζρεια ςτα προβλιματα τθσ διαίρεςθσ κλαςμάτων. Από το  

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Πίνακασ Γ2: Ροςοςτό των προβλθμάτων για κάκε κατθγορία. Τα κελιά των οποίων οι τιμζσ είναι εξαιρετικά χαμθλζσ 

ζχουν ςθμειωκεί με ζντονο χρϊμα. 

 Πράξθ  

Πρόςκεςθ Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ φνολο 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) 

Δφο κλάςματα, δφο 

μεικτοί, ι ζνα κλάςμα και 

ζνασ μεικτόσ αρικμόσ 

19% (97) 19% (97) 15% (74) 14% (70) 66% (338) 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

0% (0) 4% (20) 13% (68) 16% (84) 34% (172) 

 

φνολο 19% (97) 23% (117) 28% (142) 30% (154) 

 

100% (510) 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία(Δθμοτικό) 

Δφο κλάςματα, δφο μεικτοί, 

ι ζνα κλάςμα και ζνασ 

μεικτόσ αρικμόσ 

10% (5) 14% (7) 14% (7) 22% (11) 60% (30) 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

 

0% (0) 2% (1) 28% (14) 10% (5) 40% (20) 

φνολο 10% (5) 16% (8) 42% (21) 32% (16) 100% (50) 

 «τθν τροχιά των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

Δφο κλάςματα, δφο μεικτοί, 

ι ζνα κλάςμα και ζνασ 

μεικτόσ αρικμόσ 

16% (39) 16% (39) 17% (41) 11% (26) 60% (145) 

 

Ζνασ φυςικόσ αρικμόσ και 

ζνα κλάςμα, ι ζνασ φυςικόσ 

αρικμόσ και ζνασ μεικτόσ 

αρικμόσ 

0% (0) 0% (0) 33% (80) 7% (16) 40% (96) 

 

φνολο 16% (39) 16% (39) 50% (121) 17% (42) 
100% (241) 
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Πίνακασ Γ.3: Ροςοςτά ςωςτϊν απαντιςεων τα οποίο προκφπτουν από τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA.  

Πράξθ 

Ποςοςτά επιτυχίασ 

χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου (Δθμοτικό) 

Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία(Δθμοτικό) 

«τθν τροχιά των ρθτϊν» 

(Δθμοτικό) 

`Όλεσ οι πράξεισ μαηί 51,60% 44,20% 47,40% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ 57,50% 43,20% 45,60% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ με ομϊνυμα κλάςματα 67,50% 50,20% 55,70% 

Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ με ετερϊνυμα κλάςματα 47,40% 36,20% 35,40% 

Πολλαπλαςιαςμόσ 54,70% 51,90% 62,00% 

Πολλαπλαςιαςμόσ με ομϊνυμα κλάςματα 49,20% 48,70% 53,50% 

Πολλαπλαςιαςμόσ με ετερϊνυμα κλάςματα 60,20% 55,10% 70,60% 

Διαίρεςθ 36,80% 38,50% 36,60% 

Διαίρεςθ με ομϊνυμα κλάςματα 42,10% 44,70% 43,20% 

Διαίρεςθ με ετερϊνυμα κλάςματα 31,60% 32,30% 29,90% 

 

 γράφθμα Γ1 προκφπτει ότι το φαινόμενο αυτό εμφανίηεται και ςτισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τισ οποίεσ 

μελετοφμε. Βζβαια, το ποςοςτά επιτυχίασ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ είναι ελαφρϊσ υψθλότερα ςε ςχζςθ με τθ 

ςειρά EnVisionΜΑΤΗ. 

9.3.3 Μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ ςε ςυγκεκριμζνα προβλιματα 

Οι πίνακεσ Ρ.Β.1, Ρ.Β.3, Ρ.Β.5, Ρ.Β.7 του Ραραρτιματοσ δείχνουν τισ απαντιςεισ των μακθτϊν του λογιςμικοφ 

FARRAκαι το αντίςτοιχο ποςοςτό το οποίο ςυγκζντρωςε κάκε μία από αυτζσ τισ απαντιςεισ. Επίςθσ, παρατίκενται 

και οι  πίνακεσ Ρ.Β.2, Ρ.Β.4, Ρ.Β.6, Ρ.Β.8 του παραρτιματοσ, οι οποίοι περιζχουν το ποςοςτό τθσ κάκε ςτρατθγικισ 

τθν οποία εφάρμοςε το πρόγραμμα ςε κάκε μια από τισ απαντιςεισ. Στθ ςυνζχεια, αναλφουμε τισ απαντιςεισ των 

μακθτϊν για κάκε πράξθ ξεχωριςτά. Στθ ςυγκεκριμζνθ μελζτθ, δεν κα αναφζρουμε αναλυτικά τθ διαδικαςία θ 

οποία οδιγθςε ςτθν κάκε απάντθςθ, κακϊσ αυτό ζχει γίνει με λεπτομζρεια ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο. Γενικά 

παρατθροφμε ότι ςε κάκε περίπτωςθ το λογιςμικό δίνει 4 τουλάχιςτον απαντιςεισ με ποςοςτό τουλάχιςτον 2% για 

όλα τα προβλιματα.  

 

Γράφθμα Γ1: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων ανά ςειρά ςχολικϊν βιβλίων για κάκε πράξθ 
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9.3.4 Χριςθ ποικίλων ςτρατθγικϊν από κάκε μακθτι ατομικά. 

Ο παρακάτω πίνακασ Γ.4 δείχνει το ποςοςτό των μακθτϊν οι οποίοι χρθςιμοποιοφν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ ςε 

ζνα τουλάχιςτον ηευγάρι όμοιων προβλθμάτων (ίδια πράξθ και ομϊνυμα και τα δφο ι ετερϊνυμα και τα δφο 

προβλιματα). Ραρατθροφμε, ότι ςε ςχζςθ με το ςφνολο των προβλθμάτων, θ μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ είναι 

τουλάχιςτον 99,8% και για τισ τρεισ ςειρζσ προβλθμάτων. Επίςθσ, ςε όλεσ τισ πράξεισ θ μεταβλθτότθτα ςτθν 

επιλογι τθσ ςτρατθγικισ εμφανίηεται τουλάχιςτον ςτο 74% των μακθτϊν με βάςθ τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

και τουλάχιςτον ςτο 80% για τισ άλλεσ δφο ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. 

9.3.5 Μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των λακϊν ςτρατθγικισ από τα λάκθ εκτζλεςθσ 

Στον πίνακα Γ.5 φαίνονται τα ποςοςτά ςε ςχζςθ με το ςυνολικό αρικμό των απαντιςεων (ςωςτζσ και λάκοσ για τθ 

ςυγκεκριμζνθ πράξθ) των λακϊν εκτζλεςθσ και ςτρατθγικισ για κάκε μία ςειρά ςχολικϊν εγχειριδίων. 

 

Πίνακασ Γ.4: Ροςοςτό μακθτϊν οι οποίοι χρθςιμοποιοφν διαφορετικζσ ςτρατθγικζσ ςε προβλιματα με τα ίδια χαρακτθριςτικά. 

 Ρροβλιματα 

πρόςκεςθσ 

{3/5 + 1/5, 4/5+3/5} 

{2/3 + 3/5, 3/5+1/4} 

Ρροβλιματα 

αφαίρεςθσ 

{3/5 - 1/5, 4/5 -3/5} 

{2/3 -3/5, 3/5 -1/4} 

Ρροβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ 

{3/5 * 1/5, 4/5 *3/5} 

{2/3 *3/5, 3/5 *1/4} 

Ρροβλιματα 

διαίρεςθσ 

{3/5 : 1/5, 4/5 : 3/5} 

{2/3 :3/5, 3/5 : 1/4} 

Πλα τα 

προβλιματα 

 

χολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου 

(Δθμοτικό) 

74,50% 77,50% 85,20% 85,20% 99,80% 

Ελλθνικά 

ςχολικά βιβλία 
85,50% 86,50% 88,50% 84,70% 100,00% 

Βιβλίο «τθν 

τροχιά των 

ρθτϊν» 

(Δθμοτικό) 

84,20% 84,70% 80,40% 87,40% 99,90% 

 

‘Ππωσ προκφπτει, τα λάκθ ςτρατθγικισ είναι πολφ περιςςότερα ςε ςχζςθ με τα λάκθ εκτζλεςθσ. Για τα προβλιματα 

πρόςκεςθσ, αφαίρεςθσ και πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, το ποςοςτό των λακϊν ςτρατθγικισ δεν υπερβαίνει το 

5%. Αντικζτωσ, ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων, το ποςοςτό των λακϊν ςτρατθγικισ είναι αρκετά υψθλό 

(17,53% για τθσ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου, 25,35% 
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Πίνακασ Γ.5: Ροςοςτά του κάκε είδουσ λάκουσ ςε ςχζςθ με το ςυνολικό αρικμό των απαντιςεων (είτε ςωςτζσ είτε λάκοσ). 

 Απαντιςεισ χολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 
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Λάκοσ εκτζλεςθσ 5,69% 0% 17,53% 3,33% 0% 25,35% 3,26% 0% 21,63% 

Λάκθ ςτρατθγικισ 36,84% 45,33% 45,63% 49,76% 48,05% 36,18% 47,28% 37,98% 41,78% 

 τρατθγικι 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 
- 23,38% 33,58% - 16,23% 23,73%  14,78% 27,28% 

 τρατθγικι 

πολλαπλαςιαςμοφ 
21,14% - 12,05% 24,66% - 12,45% 26,95% - 14,50% 

 τρατθγικι 

διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 

15,70% 21,95% - 25,10% 31,83% - 20,33% 23,20% - 

 

Πίνακασ Γ.6: Ροςοςτά των λανκαςμζνων ςτρατθγικϊν ςτον ςφνολο των λανκαςμζνων ςτρατθγικϊν οι οποίεσ 

χρθςιμοποιικθκαν από το πρόγραμμα FARRAγια τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων (ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου, 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία, «Στθν τροχιά των ρθτϊν»).  

 Απαντιςεισ 

χολικά 

βιβλία τθσ 

Κφπρου 

(Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά 

ςχολικά 

βιβλία 

Απαντιςεισ 

«τθν τροχιά 

των ρθτϊν» 

(Δθμοτικό) 

Εφαρμογι ενόσ κανόνα κατάλλθλου για διαφορετικι πράξθ. 57,31% 55,45% 51,22% 

Αντιμετϊπιςθ των όρων των κλαςμάτων ωσ ανεξάρτθτεσ 

ποςότθτεσ. 
36,12% 35,42% 41,85% 

φνολο  93,43% 90,88% 93,06% 

Πολλαπλαςιαςμόσ «Χιαςτί» ενϊ ζχουμε διαίρεςθ κλαςμάτων. 6,57% 9,12% 6,94% 

 

για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία και 21,63% για το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν»). Γενικά, τα νοφμερα αυτά 

βρίςκονται ςε ςυμφωνία με τισ υπάρχουςεσ εμπειρικζσ μελζτεσ (Braithwaite et al., 2017). 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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9.3.6 Σα πιο κοινά λάκθ ςτρατθγικισ είναι θ εφαρμογι ενόσ κανόνα κατάλλθλου για 

διαφορετικι πράξθ και θ αντιμετϊπιςθ των όρων των κλαςμάτων ωσ ανεξάρτθτεσ 

ποςότθτεσ. 

Ο πίνακασ Γ.6 δίνει το ποςοςτό τθσ κάκε ομάδασ λακϊν ςτρατθγικισ ςε ςχζςθ με τισ λάκοσ απαντιςεισ ςυνολικά. 

Και ςε αυτι τθν περίπτωςθ παρατθροφμε ότι θ εναλλακτικι ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ χιαςτί ςτθ διαίρεςθ 

κλαςμάτων δίνει χαμθλά ποςοςτά χριςθσ. Οι άλλεσ δφο ςτρατθγικζσ χριςθσ ςυγκεντρϊνουν ποςοςτά μεγαλφτερα 

του 90%.  

Με ςτόχο να εξεταςκεί πιο είδοσ λάκουσ ςτρατθγικισ είναι το πιο ςυχνό ςε κάκε πράξθ, παρατίκεται ςτον πίνακα 

Γ.5 τα είδθ λακϊν ςτρατθγικισ ανάλογα με τθν πράξθ. Ραρατθροφμε ότι ςτα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου, θ 

λανκαςμζνθ υπεργενίκευςθ τθσ ςτρατθγικισ τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ κλαςμάτων ςτον πολλαπλαςιαςμό και τθ 

διαίρεςθ κλαςμάτων (ποςοςτά 23,38% και 33,58% αντίςτοιχα) είναι πιο ςυχνι από τθν λανκαςμζνθ γενίκευςθ του 

κανόνα του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ διαίρεςθσ (ποςοςτά 21,14% και 15,70% αντίςτοιχα) ςε προβλιματα 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ. Το φαινόμενο αυτό δε φαίνεται να ιςχφει για τισ δφο άλλεσ ςειρζσ. Για τα Ελλθνικά ςχολικά 

βιβλία το λογιςμικό δείχνει ότι πιο ςυχνά εφαρμόηεται λανκαςμζνα ο κανόνασ του πολλαπλαςιαςμοφ και τθσ 

διαίρεςθσ ςε προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ παρά εφαρμόηεται ο αλγόρικμοσ τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 

κλαςμάτων ςε προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ. Για τθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» δεν ιςχφει ζνα 

γενικό ςυμπζραςμα για τα ηευγάρια των πράξεων πρόςκεςθ/αφαίρεςθ, πολλαπλαςιαςμόσ/διαίρεςθ. Ζτςι, 

βλζπουμε ότι ο πολλαπλαςιαςμόσ γενικεφεται ςε προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ (ποςοςτό 24,66%) πολφ πιο 

ςυχνά ςε ςχζςθ με το αντίςτροφο (16,23%). Για τθ διαίρεςθ κλαςμάτων όμωσ, γενικεφεται λανκαςμζνα ςε 

μικρότερο ποςοςτό (20,33%) ςε προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςε ςχζςθ με το αντίςτροφο γεγονόσ (27,28%).  

Τζλοσ, παρατθροφμε, ςε ςυμφωνία με τουσ Braithwaite et al. (2017), ότι θ λανκαςμζνθ εφαρμογι τθσ ςτρατθγικισ 

του πολλαπλαςιαςμοφ είναι πιο ςυχνι ςε προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ παρά ςτα προβλιματα διαίρεςθσ 

κλαςμάτων και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. 

 

9.3.7 Σα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα αυξάνονται ςε 

προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ αλλά μειϊνονται ςε προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ. 

Για να ελζγξουμε εάν ιςχφει ότι οι μακθτζσ ζχουν καλφτερθ επίδοςθ ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με 

ομϊνυμα κλάςματα και ςτα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ με ετερϊνυμα κλάςματα, παριςτάνουμε τισ 

απαντιςεισ των μακθτϊν ανά πράξθ και ανά είδοσ παρονομαςτϊν των παραγόντων (ίςοι ι όχι) ςτα γραφιματα 

Γ2.1, Γ2.2, Γ2.3.  

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Γράφθμα Γ2.1: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) για κάκε 

πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

Γράφθμα Γ2.2: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων (Δθμοτικό)  για κάκε 

πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

 

Γράφθμα Γ2.3: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για το ςχολικό εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» για 

κάκε πράξθ ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 
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Βλζπουμε ότι και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων επιβεβαιϊνεται το παραπάνω ςυμπζραςμα. Αν επιπλζον 

υπολογίςουμε τισ διαφορζσ των ποςοςτϊν επιτυχίασ ανάμεςα ςτο προβλιματα με ομϊνυμα και ετερϊνυμα 

κλάςματα ζχουμε τισ εξισ τιμζσ: 

 

 Σχολικά βιβλία τθσ Κφπρου Σχολικά βιβλία τθσ 

Ελλάδασ 

Βιβλίο «Στθν τροχιά των 

ρθτϊν» 

Ρρόςκεςθ/Αφαίρεςθ 20,1%. 14% 20,3% 

Ρολλαπλαςιαςμόσ 11%. 6,4%. 17,1%. 

 

Ραρατθροφμε ότι το φαινόμενο είναι πιο ζντονο ςτθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» και τα ςχολικά 

βιβλία τθσ Κφπρου. 

 

9.3.8 Σο είδοσ λάκουσ με τθ μεγαλφτερθ ςυχνότθτα  ςε κάκε πράξθ ποικίλει ανάλογα με 

τθν ιςότθτα ι μθ των παρονομαςτϊν. 

Σε αυτι τθν περίπτωςθ κα εξετάςουμε τθν επίπτωςθ τθν οποία ζχει το είδοσ των κλαςμάτων των προβλθμάτων 

(ομϊνυμα ι ετερϊνυμα) ςτον κακοριςμό από το FARRA τθσ πιο ςυχνά επιλεγόμενθσ λανκαςμζνθσ ςτρατθγικισ. Για 

το λόγο αυτό παρακζτουμε ςτον πίνακα Γ.7 τα ποςοςτά χριςθσ των λανκαςμζνων ςτρατθγικϊν και των λακϊν 

εκτζλεςθσ ανά πράξθ και ανά είδοσ παρονομαςτϊν (ίςοι ι διαφορετικοί). 

Ραρατθροφμε ότι ςτα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, θ λάκοσ ςτρατθγικι τθσ πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ 

εφαρμόηεται πιο ςυχνά ςτα ομϊνυμα παρά ςτα ετερϊνυμα κλάςματα και για τισ τρεισ ςειρζσ βιβλίων που 

μελετάμε. Το γεγονόσ αυτό βρίςκεται ςε ςυμφωνία με τα ευριματα των Braithwaite et al. (2017). Επιπλζον, 

επαλθκεφεται θ παρατιρθςθ των Braithwaite et al. (2017) ότι ο πολλαπλαςιαςμόσ κλαςμάτων γενικεφεται 

λανκαςμζνα ςυχνότερα ςε προβλιματα πρόςκεςθσ ετερωνφμων παρά ομωνφμων κλαςμάτων. Το φαινόμενο αυτό 

είναι πιο ζντονο ςτθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία τα οποία φαίνεται να 

ςυμφωνοφν περιςςότερο με τθ ςυμπεριφορά των μακθτϊν όπωσ αυτι προκφπτει από τθ διεκνι βιβλιογραφία 

(Braithwaite et al., 2017). 

 

 

 

 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Πίνακασ Γ.7: Ροςοςτά του κάκε είδουσ απάντθςθσ για κάκε κατθγορία. 

 Πρόςκεςθ/Αφαίρεςθ Πολλαπλαςιαςμόσ Διαίρεςθ 

 Ομϊνυμα Ετερϊνυμα Ομϊνυμα Ετερϊνυμα Ομϊνυμα 
Ετερϊνυ

μα 

 χολικά βιβλία τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 11,38% 0% 0% 18,40% 16,65% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 32,48% 41,20% 50,80% 39,85% 39,50% 51,75% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 27,70% 19,05% 34,15% 33% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 18,08% 24,20% -- -- 5,35% 18,75% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 

14,40% 17% 23,10% 20,80% -- -- 

 Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 14% 0% 0% 25,25% 25,45% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 49,78% 49,75% 51,25% 44,85% 30,05% 42,30% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 19,85% 12,60% 23,60% 23,85% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 24,38% 24,95% -- -- 6,45% 18,45% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 

25,40% 24,80% 31,40% 32,25% -- -- 

 «τθν τροχιά των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

Λάκοσ εκτζλεςθσ 0% 14,30% 0% 0% 22,35% 20,90% 

Λάκοσ ςτρατθγικισ 44,30% 50,25% 46,50% 29,45% 34,40% 49,15% 

τρατθγικι πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ -- -- 20,05% 9,50% 28,50% 26,05% 

τρατθγικι πολλαπλαςιαςμοφ 23,45% 30,45% -- -- 5,90% 23,10% 

τρατθγικι διαίρεςθσ/«Χιαςτί» 

πολλαπλαςιαςμοφ 

20,85% 19,80% 26,45% 19,95% -- -- 

 

9.3.9 υγκεντρωτικά αποτελζςματα 
 

Στουσ πίνακεσ Γ.8 και Γ.9 ςυγκεντρϊνονται τόςο τα ευριματα για τθν κατανομι των προβλθμάτων ςε κάκε ςειρά 

ςχολικϊν βιβλίων, όςο και τα αποτελζςματα του λογιςμικοφ FARRA με είςοδο προβλιματα από κάκε μία από 

αυτζσ τισ ςειρζσ. Βλζπουμε ότι και ςε αυτι τθν περίπτωςθ το λογιςμικό επιδεικνφει τα φαινόμενα 1 - 7 του πίνακα 

Α.2 και για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων. Το φαινόμενο 8 δεν εμφανίηεται ςτα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία (βλ. 

πίνακα Γ.8).  

Στα προβλιματα πρόςκεςθ/αφαίρεςθσ, τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου δίνουν πολφ μεγαλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ 

ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ. Βζβαια, το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» δίνει καλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ 

από τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ςτα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα (βλ. πίνακα Γ.3). Μια εξιγθςθ για τα 

χαμθλά ποςοςτά επιτυχίασ ςτα ομϊνυμα κλάςματα των ςειρϊν τθσ Ελλάδασ είναι το χαμθλό ποςοςτό 

προβλθμάτων πρόςκεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα (βλ. πίνακα Γ1). Το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» δεν εμφανίηει  



77 
 

Πίνακασ Γ.8: Συγκεντρωτικά αποτελζςματα με τισ ιδιότθτεσ των προβλθμάτων των ςχολικϊν βιβλίων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων . 

Α/Α Ιδιότθτεσ χολικά βιβλία τθσ Κφπρου Ελλθνικά ςχολικά βιβλία (Δθμοτικό) «τθν τροχιά των ρθτϊν» 

1 Η διαίρεςθ είναι θ λιγότερο ςυχνι πράξθ. 
ΟΧΙ 

Είναι θ πρόςκεςθ 

ΟΧΙ 

Είναι θ πρόςκεςθ 

ΟΧΙ 

Είναι θ πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ 

2 Ποιο ςυχνζσ πράξεισ. *, / *, / *, / 

3 

Περιςςότερα προβλιματα 

πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ με ομϊνυμα παρά 

ετερϊνυμα κλάςματα. 

ΟΧΙ 

(+ ομϊνυμα: 9%, ετερϊνυμα: 10%) 

(+ ομϊνυμα: 10%, ετερϊνυμα: 

13%) 

 

ΟΧΙ 

(+ ομϊνυμα: 2%, + ετερϊνυμα: 8%) 

(- ομϊνυμα: 4%, - ετερϊνυμα: 12%) 

 

ΟΧΙ 

(+ ομϊνυμα: 9%, + ετερϊνυμα: 

7%) 

(- ομϊνυμα: 8%, - ετερϊνυμα: 8%) 

 

4 
Ποςοςτό προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ 

και διαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα ≤ 𝟐%. 
ΝΑΙ 

 

ΝΑΙ για τθ διαίρεςθ. 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ για τον πολλαπλαςιαςμό 

(ποςοςτό 6%). 

 

ΝΑΙ 

5 

Σα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ με 

ετερϊνυμα κλάςματα είναι πολφ 

περιςςότερα από αυτά με ομϊνυμα 

κλάςματα 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 2%,+ ετερϊνυμα: 

26%) 

 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 0%,+ ετερϊνυμα: 42%) 

 

ΝΑΙ 

(* ομϊνυμα: 0%,+ ετερϊνυμα: 

50%) 

 

6 

Η μεγάλθ πλειοψθφία των προβλθμάτων με 

ομϊνυμα κλάςματα περιλαμβάνει τθν 

πρόςκεςθ και τθν αφαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(+,- ποςοςτό 19%) 

(*, : ποςοςτό 3%) 

ΟΧΙ 

(+,- ποςοςτό 6%) 

(*, : ποςοςτό 6%) 

ΝΑΙ 

(+,- ποςοςτό 17%) 

(*, : ποςοςτό 2%) 

7 

Για τα προβλιματα με ετερϊνυμα κλάςματα, 

τα περιςςότερα περιλαμβάνουν 

πολλαπλαςιαςμό και διαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(+ < - < *< /) 

(Ροςοςτά 10% - 12% - 26% - 30% 

αντίςτοιχα) 

ΝΑΙ 

(+<-</< *) 

(Ροςοςτά 8% - 12% - 26% - 42% αντίςτοιχα) 

ΝΑΙ 

(+ =-</< *) 

(Ροςοςτά 8% - 17% - 16% - 16% 

αντίςτοιχα) 

8 

Εξαιρετικά χαμθλό ποςοςτό πρόςκεςθσ και 

αφαίρεςθσ ςτα προβλιματα με παράγοντα 

φυςικό αρικμό. 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 0%) 

(-: ποςοςτό 4%) 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 0%) 

(-: ποςοςτό 2%) 

ΝΑΙ 

(+: ποςοςτό 0%) 

(-: ποςοςτό 0%) 

9 

Η μεγάλθ πλειοψθφία των προβλθμάτων με 

παράγοντα φυςικό αρικμό περιλαμβάνει τον 

πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 13%) 

(/: ποςοςτό 16%) 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 28%) 

(/: ποςοςτό 10%) 

ΝΑΙ 

(*: ποςοςτό 33%) 

(/: ποςοςτό 7%) 

10 

τα προβλιματα με παράγοντεσ μόνο 

κλάςματα και μεικτοφσ πλειοψθφοφν θ 

πρόςκεςθ και θ αφαίρεςθ. 

ΝΑΙ 

(/ < * < += -) 

(Ροςοςτά 14% - 15% - 19% - 19% 

αντίςτοιχα) 

ΟΧΙ 

(+ < -=*< /) 

(Ροςοςτά 10% - 14% - 14% - 22% 

αντίςτοιχα) 

ΟΧΙ 

(/ < -=+<*) 

(Ροςοςτά 11% - 16% - 16% - 17% 

αντίςτοιχα) 

 

εξαιρετικά χαμθλά ποςοςτά προβλθμάτων πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ ςτα ομϊνυμα κλάςματα και ίςωσ θ καλφτερθ 

απόδοςι του από τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ςτα προβλιματα με ομϊνυμα κλάςματα να οφείλεται ςε αυτό το 

γεγονόσ.  Επιπλζον, μια άλλθ αιτία είναι το μεγάλο ποςοςτό προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ. Μάλιςτα, αυτά τα 

προβλιματα ειςάγονται πολφ νωρίσ μαηί με τα προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ. Δθλαδι, ενϊ τα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ ςτα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ειςάγονται μετά από 214 προβλιματα πρόςκεςθσ 

και αφαίρεςθσ, ςτο εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» το πρϊτο πρόβλθμα πολλαπλαςιαςμοφ εμφανίηεται ωσ το 

20ο πρόβλθμα ςτθ ςειρά. Για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία είναι το 14ο ςτθ ςειρά. Αποτζλεςμα αυτισ τθσ από νωρίσ 

εμφάνιςθσ των προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ κακϊσ και του μεγάλου αρικμοφ τουσ είναι ο αλγόρικμόσ να 

ενιςχφει τθ ςωςτι ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ ςε προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, αλλά 

ταυτόχρονα να προςπακεί να τθν υπεργενικεφςει λανκαςμζνα  και ςε προβλιματα πρόςκεςθσ ι αφαίρεςθσ.  
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Πίνακασ  Γ.9:  Συγκεντρωτικά αποτελζςματα με τθ ςυμπεριφορά του προγράμματοσ FARRA 

Α/Α 
Προβλζψεισ χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

(Δθμοτικό) 
«τθν τροχιά των ρθτϊν» 

1 Χαμθλι επίδοςθ ςυνολικά 
ΝΑΙ 

51,6% 

ΝΑΙ 

44,2% 

ΝΑΙ 

47,4% 

2 

Εξαιρετικά χαμθλι επίδοςθ ςτα 

προβλιματα διαίρεςθσ 

κλαςμάτων. 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

36,8% 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

38,5% 

ΣΧΕΔΟΝ ΝΑΙ 

36,6% 

3 
Μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ 

ςε ςυγκεκριμζνα προβλιματα 
ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

4 
Χριςθ ποικίλων ςτρατθγικϊν 

από κάκε μακθτι ατομικά. 
ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

5 

Μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των 

λακϊν ςτρατθγικισ από τα 

λάκθ εκτζλεςθσ 

ΝΑΙ 

93% 

ΝΑΙ 

92% 

ΝΑΙ 

93% 

6 

Σα πιο κοινά λάκθ ςτρατθγικισ 

είναι θ εφαρμογι ενόσ κανόνα 

κατάλλθλου για διαφορετικι 

πράξθ και θ αντιμετϊπιςθ των 

όρων των κλαςμάτων ωσ 

ανεξάρτθτεσ ποςότθτεσ. 

ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

8 

Σα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα 

προβλιματα με ομϊνυμα 

κλάςματα αυξάνονται ςε 

προβλιματα πρόςκεςθσ και 

αφαίρεςθσ αλλά μειϊνονται ςε 

προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ. 

ΝΑΙ ΝΑΙ ΝΑΙ 

8 

Σο πιο ςυχνό είδοσ λάκουσ ςε 

κάκε πράξθ ποικίλει ανάλογα 

με τθν ιςότθτα ι μθ των 

παρονομαςτϊν. 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > Ετερϊνυμα) 

(*)→(+,-) (Ομϊνυμα < Ετερϊνυμα) 

 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > Ετερϊνυμα) 

(*)→(+,-) (Ομϊνυμα ≈ Ετερϊνυμα) 

 

(+,-)→(*) (Ομϊνυμα > Ετερϊνυμα) 

(*)→(+,-) (Ομϊνυμα < Ετερϊνυμα) 

 

 

 

Αναφορικά με τα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, θ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» εμφανίηει πολφ πιο 

υψθλά ποςοςτά ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ. Ιδιαίτερα ςτα ετερϊνυμα κλάςματα, το ποςοςτό επιτυχίασ για τθ 

ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» εμφανίηει ποςοςτά ςωςτισ απάντθςθσ κατά 10 τουλάχιςτον μονάδεσ μεγαλφτερα 

ςε ςχζςθ με τισ άλλεσ δφο ςειρζσ. Το φαινόμενο αυτό εξθγείται τόςο από το μεγάλο πλικοσ των προβλθμάτων 

πολλαπλαςιαςμοφ με ετερϊνυμα κλάςματα, κακϊσ και από τθν από νωρίσ ειςαγωγι των προβλθμάτων αυτϊν μαηί 

με τα προβλιματα πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ. Βζβαια, αυτι θ επιλογι φαίνεται ότι ναι μεν διευκολφνει τθ μάκθςθ 

του πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων από τουσ μακθτζσ, αλλά ταυτόχρονα δθμιουργεί δυςχζρειεσ ςτθν εμπζδωςθ 

των υπόλοιπων πράξεων.  
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Τζλοσ, ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων παρατθροφμε ότι τα ποςοςτά επιτυχίασ και για τισ τρεισ ςειρζσ υπό 

μελζτθ δε διαφζρουν ςθμαντικά και είναι αρκετά υψθλότερα ςε ςχζςθ με τα ποςοςτά τθσ ςειράσ EnVisionMATH. 

Επίςθσ, παρόλο που το ποςοςτό των προβλθμάτων διαίρεςθσ κλαςμάτων για τθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» 

είναι χαμθλότερο (17%) ςε ςχζςθ το αντίςτοιχο ποςοςτό των άλλων δφο ςειρϊν, δε φαίνεται αυτό να επθρεάηει 

ςθμαντικά το ςυνολικό ποςοςτά επιτυχίασ των μακθτϊν. Ο κφριοσ λόγοσ για το γεγονόσ αυτό είναι ότι αν κάποιοσ 

εφαρμόςει τθ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ ςτθ διαίρεςθ κλαςμάτων, διαιρζςει δθλαδι αρικμθτι με 

αρικμθτι και παρονομαςτι με παρονομαςτι, κα προκφψει το ςωςτό αποτζλεςμα. Κατά ςυνζπεια, λόγω του 

μεγάλου αρικμοφ προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ με ετερϊνυμα κλάςματα, θ ςτρατθγικι του πολλαπλαςιαςμοφ 

κα υπεργενικεφεται ςυχνά από το λογιςμικό ςε προβλιματα διαίρεςθσ και κα δίνει το ςωςτό αποτζλεςμα.  

Ωσ γενικό ςυμπζραςμα βλζπουμε ότι οι τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων ταυτίηονται ςτα βαςικά χαρακτθριςτικά 

τουσ. Ριο μεγάλοσ βακμόσ ταφτιςθσ παρατθρείται μεταξφ των Κυπριακϊν ςχολικϊν βιβλίων και του βιβλίου «Στθν 

τροχιά των ρθτϊν». 

Στο υπόλοιπο τθσ παροφςασ ενότθτασ περιλαμβάνονται κάποια επιπλζον πειράματα με τθ βοικεια του λογιςμικοφ 

FARRA. 

 

9.4 υςχζτιςθ μεταξφ του είδουσ των παραγόντων των προβλθμάτων 

(φυςικοί αρικμοί, κλάςματα, μεικτοί) και τθν επιλογι τθσ ςωςτισ 

ςτρατθγικισ. 
 

Μια άλλθ ςθμαντικι παράμετροσ τθσ μελζτθσ των Braithwaite et al. (2017) είναι το πϊσ επθρεάηει το είδοσ των 

παραγόντων των προβλθμάτων (φυςικοί αρικμοί, κλάςματα, μεικτοί)τθ ςυχνότθτα επιλογισ τθσ ςωςτισ 

ςτρατθγικισ. Με ςκοπό να απαντιςουμε ςτο παραπάνω ερϊτθμα, τροποποιιςαμε τισ ερωτιςεισ του τεςτ του 

FARRA ζτςι ϊςτε να περιλαμβάνει και προβλιματα με ςυνδυαςμό κλαςμάτων, ακεραίων και μεικτϊν αρικμϊν. Τα 

αποτελζςματα φαίνονται ςτα γραφιματα Γ3.1, Γ3.2, Γ3.3. 

Ραρατθροφμε ότι και εδϊ επιβεβαιϊνεται το ςυμπζραςμα των Braithwaite et al. (2017) ότι θ ςωςτι ςτρατθγικι για 

τα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ κλαςμάτων εφαρμόηεται πιο ςυχνά ςτα προβλιματα τα οποία 

αποτελοφνται μόνο από μεικτοφσ και κλάςματα ςε ςχζςθ με τα προβλιματα τα οποία περιλαμβάνουν και 

ακεραίουσ αρικμοφσ. Επιπρόςκετα, θ ςωςτι ςτρατθγικι ςτα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, 

χρθςιμοποιικθκε πιο ςυχνά ςε αυτά με φυςικοφσ αρικμοφσ παρά ςτα υπόλοιπα. Τα παραπάνω ςυμπεράςματα 

ιςχφουν και για τισ τρεισ ςειρζσ των βιβλίων τισ οποίεσ μελετάμε. Είναι όμωσ πιο ζντονα ςτα ςχολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου και ςτο βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν». Για τα ςχολικά βιβλία τθσ Ελλάδασ ιςχφει πάλι το παραπάνω 

μοτίβο, αλλά θ διαφορά των ποςοςτϊν των δφο κατθγοριϊν (προβλιματα που περιζχουν ι όχι ακεραίουσ) είναι 

πολφ μικρι (μικρότερθ από 2,51%). Για τθν ςειρά τθσ Κφπρου και τθ ςειρά «Στθν τροχιά των ρθτϊν» οι διαφορζσ 

είναι τουλάχιςτον 5%. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Γράφθμα Γ3.1:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) για κάκε πράξθ ςτα 

ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

Γράφθμα Γ3.2:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων (Δθμοτικό) για κάκε πράξθ 

ςτα ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 

 

 

Γράφθμα Γ3.3:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για το ςχολικό εγχειρίδιο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» για κάκε πράξθ ςτα 

ομϊνυμα και ετερϊνυμα κλάςματα. 
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9.5 Η επίδραςθ των προβλθμάτων ειςόδου ςτθ μάκθςθ 

Στα γραφιματα Γ4.1, Γ4.2, Γ4.3 μεταβάλουμε τον αρικμό των προβλθμάτων, το είδοσ τθσ ενίςχυςθσ των ςωςτϊν και 

λάκοσ ςτρατθγικϊν και τθν κατανομι των προβλθμάτων όπωσ ςτθν ενότθτα 8.4.Ραρατθροφμε ότι όταν είναι 

αποφςα θ αρνθτικι ενίςχυςθ, υπάρχει μια βελτίωςθ ςτο ποςοςτό των ςωςτϊν απαντιςεων όταν αυξάνεται ο 

αρικμόσ των προβλθμάτων ι όταν τα προβλιματα κατανζμονται ομοιόμορφα ςτισ τζςςερισ πράξεισ. Μεγαλφτερθ 

βελτίωςθ παρατθρείται ςτο βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» για τισ κατθγορίεσ με αρικμό προβλθμάτων  659 και 

2400 όταν προςτίκεται και ο παράγοντασ τθσ ιςορροπθμζνθσ κατανομισ (10% βελτίωςθ για αρικμό προβλθμάτων = 

659 και 7% για αρικμό προβλθμάτων = 2400). Επιπλζον, όταν είναι αποφςα θ αρνθτικι ενίςχυςθ, θ επιπλζον 

αφξθςθ του αρικμοφ των προβλθμάτων για το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» από 659 ςε 2400, δε φαίνεται να 

βελτιϊνει τθν επίδοςθ. 

Μεγαλφτερθ και πιο ςτακερι αφξθςθ ζχουμε και για τισ τρεισ ςειρζσ των ςχολικϊν βιβλίων όταν προςτίκεται θ 

αρνθτικι ενίςχυςθ. Για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία ζχουμε πάντα αφξθςθ κακϊσ μετακινοφμαςτε δεξιά ςτον 

οριηόντιο άξονα των παραμζτρων. Για τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία, θ προςκικθ ιςορροπθμζνθσ κατανομισ όταν ο 

αρικμόσ των προβλθμάτων είναι 2400 μειϊνει τθν επίδοςθ. Επιπλζον, το ίδιο ςυμβαίνει για το βιβλίο «Στθν τροχιά 

των ρθτϊν» όταν ο αρικμόσ των προβλθμάτων γίνεται 2400 αλλά θ κατανομι γίνεται από ιςορροπθμζνθ, μθ 

ιςορροπθμζνθ. 

Γράφθμα Γ4.1: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Κφπρου για κάκε ςυνδυαςμό των 

παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και αρνθτικισ ενίςχυςθσ). 
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Γράφθμα Γ4.2: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Ελλάδασ για κάκε ςυνδυαςμό των 

παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και αρνθτικισ ενίςχυςθσ).

Γράφθμα Γ4.3: Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά του ςχολικϊν εγχειριδίου «Στθν τροχιά των ρθτϊν»  για 

κάκε ςυνδυαςμό των παραμζτρων (αρικμόσ προβλθμάτων, ιςορροπθμζνθ ι όχι κατανομι των προβλθμάτων, φπαρξθ ι μθ και 

αρνθτικισ ενίςχυςθσ). 

Το μζγιςτο ποςοςτό επιτυχίασ είναι αρκετά υψθλό (74% με 78,60%) ςε όλεσ τισ ςειρζσ, γεγονόσ που καταδεικνφει 

τα μεγάλα περικϊρια βελτίωςθσ των ςχολικϊν εγχειριδίων αναφορικά με τθν κατανομι των προβλθμάτων ςτθν 

αρικμθτικι των κλαςμάτων 

9.6 Ποςοςτά επιτυχίασ για διάφορεσ τιμζσ των παραμζτρων 

Με ςκοπό να εξετάςουμε τθ δυναμικι των ςχολικϊν βιβλίων τα οποία μελετάμε, παρακζτουμε όπωσ και ςτθν 

ενότθτα 8.5, μια ςειρά πειραμάτων κατά τα οποία οι τιμζσ των παραμζτρων e, d, γ μεταβάλλονται. Τα 

αποτελζςματα μετά τθν εκτζλεςθ του FARRA εικονίηονται ςτισ ομάδεσ γραφθμάτων Γ5.1, Γ5.2, Γ5.3. 

Μια πρϊτθ παρατιρθςθ είναι θ μεγάλθ αςτάκεια τθν οποία παρουςιάηουν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Το 

φαινόμενο αυτό είναι ζντονο για τισ τιμζσ τθσ παραμζτρου γ από 0.5 ζωσ 1.5. Ραρόλα αυτά, υπάρχει αρκετι 

αςτάκεια και ςε μεγαλφτερεσ τιμζσ. Δθλαδι, θ αφξθςθ του γ, ταυτόχρονα με τθν αφξθςθ τθσ ζκπτωςθσ λάκουσ d, 
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δε φαίνεται να εξαςφαλίηει ςτακερά και ςυςτθματικά καλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ για τουσ μακθτζσ. Ειδικότερα, 

για τισ καμπφλεσ με τιμζσ του e μικρότερεσ ι ίςεσ με 0.02 θ αφξθςθ, αν υπάρχει είναι αναιμικι. Συμπεραςματικά, 

για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία του Δθμοτικοφ, λόγω του χαμθλοφ αρικμοφ των προβλθμάτων και τισ 

ανιςοκατανομισ ανάμεςα ςτα προβλιματα των τεςςάρων πράξεων (περιςςότερα προβλιματα ςτον 

πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ με ετερϊνυμα κλάςματα) φαίνεται να εμπεδϊνονται κάποιεσ λάκοσ ςτρατθγικζσ 

οι οποίεσ τελικά δεν μποροφν να αλλάξουν ακόμα και αν ο μακθτισ είναι ςυνεπισ και ζχει ζνα ςτακερό τρόπο 

αντιμετϊπιςθσ του λάκουσ και του ςωςτοφ. Οι άλλεσ δφο ςειρζσ (ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου και το βιβλίο «Στθν 

τροχιά των ρθτϊν») ακολουκοφν κοινό μοτίβο εκτόσ από τισ καμπφλεσ γ = 0.5 κατά τισ οποίεσ το εγχειρίδιο «Στθν 

τροχιά των ρθτϊν» εμφανίηει μια αςτάκεια. Για τιμζσ τθσ παραμζτρου γ μεγαλφτερεσ από 0.5 δεν βλζπουμε κάποια 

αςτάκεια. Δθλαδι, τα ποςοςτά επιτυχίασ αυξάνονται όςο αυξάνονται και οι τιμζσ των παραμζτρων e, d. Μια 

βαςικι διαφορά ανάμεςα ςτα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου και το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» είναι ότι ο ρυκμόσ 

αφξθςθσ κακϊσ και οι μζγιςτεσ τιμζσ για κάκε καμπφλθ είναι μεγαλφτερεσ για τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου. 

Συγκεκριμζνα, παρακζτουμε ενδεικτικά τισ μζγιςτεσ τιμζσ όταν μεταβάλλεται θ παράμετροσ d όπωσ φαίνεται ςτον 

παρακάτω πίνακα: 

 

e = 0.04 γ=0.5 γ=1 γ=1.5 γ=2 γ=2.5 γ=3 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου (Δθμοτικό 75% 86% 85% 88% 87% 87% 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία (Δθμοτικό)  47% 48% 52% 56% 59% 61% 

«τθν τροχιά των ρθτϊν» (Δθμοτικό 57% 66% 70% 72% 71% 72% 

 

 

Είναι εμφανζσ ότι τα  ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου ζχουν μεγαλφτερεσ μζγιςτεσ τιμζσ ςε ςχζςθ με τα άλλα δφο 

εγχειρίδια. Αμζςωσ μικρότερεσ τιμζσ εμφανίηει το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» και τισ μικρότερεσ μζγιςτεσ τιμζσ 

εμφανίηουν τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία. Ριςτεφουμε ότι το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» αν και εμφανίηει το 

μοτίβο ανόδου όπωσ και τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου, θ αφξθςθ των ποςοςτϊν επιτυχίασ δεν είναι τόςο μεγάλθ 

όςο τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου λόγω του μεγάλου αρικμοφ προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ ςτα ετερϊνυμα 

κλάςματα. Το γεγονόσ αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα, ακόμθ και αν θ παράμετροσ τθσ ζκπτωςθσ λάκουσ αυξάνεται 

τιμωρϊντασ ζτςι τισ λάκοσ απαντιςεισ ςε μεγαλφτερο βακμό, τα πολλά προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ ςυνεχίηουν 

να υπερκεράηουν αυτι τθν αφξθςθ λόγω τθσ μεγάλθσ ςυχνότθτασ τουσ και κατά ςυνζπεια, τθσ μεγάλθσ ςυχνότθτασ 

υπεργενίκευςθσ του κανόνα του πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων.  
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Γραφιματα Γ5.1:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων 

EnVisionMATH όταν 𝛾𝜖 0.5, 1 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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Γραφιματα Γ5.2:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων 

EnVisionMATH όταν 𝛾𝜖 1.5, 2 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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Γραφιματα Γ5.3:Τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για τθ ςειρά των ςχολικϊν βιβλίων 

EnVisionMATH όταν 𝛾𝜖 2.5, 3 , 𝑒 𝜖  0.005, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04 και 

𝑑 𝜖  0.6, 0.8, 1, 1.2, 1.4,1.6, 1.8, 2  
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10 υμπεράςματα – υηιτθςθ 

Στθν παροφςα εργαςία μελετιςαμε τα προβλιματα ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων τόςο των ςχολικϊν βιβλίων 

των ΗΡΑ, Ελλάδασ και Κφπρου για το Δθμοτικό και το Γυμνάςιο μαηί, όςο και των ςχολικϊν βιβλίων τθσ Ελλάδασ και 

Κφπρου για το Δθμοτικό αποκλειςτικά. Επιπλζον, αναλφκθκε και ζνα εναλλακτικό ςχολικό εγχειρίδιο για το 

Δθμοτικό. Τα προβλιματα ταξινομικθκαν με βάςθ μια ποικιλία χαρακτθριςτικϊν (είδοσ πράξθσ, ίςοι ι όχι 

παρονομαςτζσ, παράγοντεσ κλάςματα ι φυςικοί ι μεικτοί αρικμοί, ακολουκία των πράξεων). Βρζκθκαν αρκετζσ 

ομοιότθτεσ ςτθν κατανομι των προβλθμάτων, όπωσ μικρόσ αρικμόσ προβλθμάτων πολλαπλαςιαςμοφ και 

διαίρεςθσ με ομϊνυμα κλάςματα, περιςςότερα προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ και διαίρεςθσ παρά πρόςκεςθσ και 

αφαίρεςθσ με ετερϊνυμα κλάςματα και εξαιρετικά μικρόσ αρικμόσ προβλθμάτων πρόςκεςθσ και αφαίρεςθσ με 

ζναν από τουσ δφο παράγοντεσ φυςικό αρικμό. 

Στθ ςυνζχεια, με ςτόχο να διερευνθκεί ςε ποιο βακμό θ κατανομι τθν οποία παρατθριςαμε ςτα διάφορα είδθ 

προβλθμάτων επθρεάηει τθν επίδοςθ των μακθτϊν, χρθςιμοποιιςαμε προςομοίωςθ με τθ βοικεια το λογιςμικοφ 

FARRA (Braithwaite et al., 2017). Σθμαντικό εφρθμα αποτελεί το γεγονόσ ότι θ προςομοίωςθ προζβλεψε τα 8 

ςυνικθ φαινόμενα (βλ. πίνακα Α.1) τα οποία διαπιςτϊνει θ ζρευνα ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων (Braithwaite et 

al., 2017) για όλεσ τισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων τα οποία μελετιςαμε. Συγκεκριμζνα ζδειξε χαμθλι επίδοςθ των 

μακθτϊν ςυνολικά, χαμθλι επίδοςθ ςτα προβλιματα διαίρεςθσ κλαςμάτων, μεταβλθτότθτα ςτισ απαντιςεισ, 

μεταβλθτότθτα ςτισ ςτρατθγικζσ επίλυςθσ των προβλθμάτων, μεγαλφτερθ ςυχνότθτα των λακϊν ςτρατθγικισ από 

τα λάκθ εκτζλεςθσ, μεγαλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ ςτθν πρόςκεςθ/αφαίρεςθ ομωνφμων παρά ετερωνφμων 

κλαςμάτων και μικρότερα ποςοςτά επιτυχίασ ςτον πολλαπλαςιαςμό ομωνφμων παρά ετερωνφμων κλαςμάτων. 

Κατά ςυνζπεια, τα αποτελζςματα τθσ παροφςασ εργαςίασ επιβεβαιϊνουν τθσ εγκυρότθτα του μοντζλου FARRA 

τόςο για τα Ελλθνικά, όςο και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία, και επομζνωσ, φαίνεται ότι το μοντζλο μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί με αρκετι αςφάλεια με ςκοπό να γίνουν και άλλεσ προβλζψεισ για τθ ςυμπεριφορά των μακθτϊν 

ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων.  

Εκτόσ από τθν επικφρωςθ των 8 φαινομζνων (βλ. πίνακα Α.1) τα οποία αναφζρει θ διεκνισ βιβλιογραφία, 

διεξιγαμε μια ποικιλία πειραμάτων προςομοίωςθσ. Τα αποτελζςματα δείχνουν ότι υπάρχουν μεγάλα περικϊρια 

βελτίωςθσ των υπαρχόντων ςχολικϊν βιβλίων. Συγκεκριμζνα, προζκυψε ότι μια αφξθςθ του ςυνολικοφ αρικμοφ 

των προβλθμάτων ι μια πιο ιςορροπθμζνθ κατανομι των υπαρχόντων προβλθμάτων μπορεί να βελτιϊςει 

ςθμαντικά τθν επίδοςθ των μακθτϊν.  

Ζνα άλλο εφρθμα το οποίο προκφπτει από τθν προςομοίωςθ είναι ότι οι μακθτζσ ςθμειϊνουν μεγαλφτερα ποςοςτά 

επιτυχίασ ςτα προβλιματα πρόςκεςθσ/αφαίρεςθσ κλαςμάτων τα οποία αποτελοφνται μόνο από μεικτοφσ και 

κλάςματα ςε ςχζςθ με τα προβλιματα τα οποία περιλαμβάνουν και φυςικοφσ αρικμοφσ. Επιπρόςκετα, ςτα 

προβλιματα πολλαπλαςιαςμοφ κλαςμάτων, το λογιςμικό προβλζπει μεγαλφτερα ποςοςτά επιτυχίασ ςτα 

προβλιματα με φυςικοφσ αρικμοφσ παρά ςτα υπόλοιπα. 

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0361476X1830393X#b0085
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Αναφορικά με τθ ςφγκριςθ των ςχολικϊν βιβλίων, θ προςομοίωςθ προζβλεψε για τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

χαμθλά ςυνολικά ποςοςτά επιτυχίασ και εξαιρετικά χαμθλά ποςοςτά επιτυχίασ ςτθν πρόςκεςθ/αφαίρεςθ 

κλαςμάτων. Επιπλζον, αυξθμζνα εμφανίηονται τα ποςοςτά επιτυχίασ ςτον πολλαπλαςιαςμό και τθ διαίρεςθ 

κλαςμάτων τόςο των Ελλθνικϊν όςο και των Κυπριακϊν ςχολικϊν βιβλίων. Επίςθσ, φαίνεται ότι θ ςειρά 

EnVisionMATH, τα ςχολικά βιβλία τθσ Κφπρου και το βιβλίο «Στθν τροχιά των ρθτϊν» παρουςιάηουν όμοια 

ςυμπεριφορά όταν μεταβάλλονται οι τρεισ παράμετροι του μοντζλου. Συγκεκριμζνα, εμφανίηουν ςτακερά μια 

αφξθςθ των ποςοςτϊν επιτυχίασ κακϊσ βελτιϊνονται οι τιμζσ των παραμζτρων (μεγαλφτερθ επιβράβευςθ των 

ςωςτϊν απαντιςεων, αφξθςθ τθσ ποινισ ςτισ λάκοσ απαντιςεισ και αφξθςθ τθσ ςυνζπειασ ςτθν επιλογι τθσ 

ςωςτισ ςτρατθγικισ). Τα Ελλθνικά ςχολικά βιβλία εμφανίηουν χαμθλότερεσ επιδόςεισ και μεγαλφτερθ αςτάκεια 

ςτισ μεταβολζσ των παραμζτρων. Βαςικζσ αδυναμίεσ των Ελλθνικϊν ςχολικϊν βιβλίων αποτελοφν ο χαμθλόσ 

ςυνολικόσ αρικμόσ των προβλθμάτων και θ ειςαγωγι από πολφ νωρίσ όλων των ειδϊν των προβλθμάτων 

ταυτόχρονα. 

Είναι ςθμαντικό να ςθμειϊςουμε ότι το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA από το οποίο απουςιάηει θ εννοιολογικι 

γνϊςθ, παράγει, όταν δζχεται ωσ ειςροι τα Ελλθνικά και τα Κυπριακά ςχολικά βιβλία, τα κφρια φαινόμενα τα οποία 

παρατθροφνται κατά τθν εναςχόλθςθ των μακθτϊν με τθν αρικμθτικι των κλαςμάτων. Αυτό ςθμαίνει ότι ίςωσ 

απουςιάηει από μεγάλο μζροσ των Ελλινων και Κυπρίων μακθτϊν θ εννοιολογικι κατανόθςθ ι ενδεχομζνωσ να μθ 

χρθςιμοποιείται από αυτοφσ κατά τθν εναςχόλθςι τουσ με τισ πράξεισ ςτα κλάςματα. Βζβαια, βρικαμε ότι υπάρχει 

ζνα μζγιςτο όριο ςτο ποςοςτό επιτυχίασ (περίπου 80%) το όποιο δεν μπορεί θ προςομοίωςθ να ξεπεράςει, για όλεσ 

τισ τιμζσ των παραμζτρων. Ρικανόν θ φπαρξθ αυτοφ του άνω φράγματοσ να οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι το 

πρόγραμμα FARRA λαβαίνει υπόψθ μόνο τθ διαδικαςτικι γνϊςθ. Απαιτείται επιπλζον όμωσ, και θ φπαρξθ τθσ 

εννοιολογικισ γνϊςθσ για να αυξθκεί περεταίρω το ποςοςτό. 

Τζλοσ, θ παροφςα προςζγγιςθ ενζχει και περιοριςμοφσ. Για παράδειγμα, θ εξζταςθ αποκλειςτικά των ςχολικϊν 

βιβλίων είναι ζνα ατελζσ μζςο αξιολόγθςθσ του τι λαμβάνουν οι μακθτζσ. Ρολλοί κακθγθτζσ δεν δίνουν ωσ 

αςκιςεισ όλα τα προβλιματα του ςχολικοφ βιβλίου ι επιλζγουν αςκιςεισ από άλλεσ πθγζσ. Ραρόλα αυτά, θ 

ακρίβεια με τθν οποία το υπολογιςτικό μοντζλο FARRA προβλζπει τα φαινόμενα ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων 

τα οποία προκφπτουν και εμπειρικά, δίνει τθ δυνατότθτα να κεωριςουμε ότι τα ςχολικά βιβλία είναι μια λογικι 

προςζγγιςθ των προβλθμάτων ςτθν αρικμθτικι των κλαςμάτων τα οποία λαμβάνουν οι μακθτζσ.  
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12 Παράρτθμα 

12.1  ΜΕΡΟ Α 
 

Πίνακασ Π.Α.1: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πρόςκεςθσ.  

A/A 
Προβλιματα 

πρόςκεςθσ 

Απαντιςεισ  enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ  

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

1 3/5+1/5 

4/5 80,2% 4/5 49,1% 4/5 70,0% 
4/10 10,7%  4/10 24,0%  4/10 18,8% 
8/6 5,0%  2/5 9,3%  8/6 5,8% 
2/5 1,9%  8/6 9,0%  2/5 2,4% 
4/3 1,0%  4/3 4,1%  6/8 1,4% 
6/8 1,0%  6/8 3,0%  4/3 1,0% 
3/4 0,2%  3/4 1,5%  3/4 0,6% 

2 4/5+3/5 
7/5 79,2% 7/5 49,9% 7/5 67,9% 

7/10 15,0%  7/10 33,1%  7/10 23,4% 
9/8 4,3%  9/8 13,3%  9/8 6,7% 
8/9 1,5%  8/9 3,7%  8/9 2,0% 

3 2/3+3/5 

19/15 42,4% 19/15 37,2% 19/15 45,8% 
5/8 32,1%  5/8 32,7%  5/8 30,5% 

5/15 11,8%  7/6 11,7%  5/15 10,5% 
7/6 9,0%  5/15 11,0%  7/6 9,6% 
6/7 2,9%  1/3 4,0%  6/7 2,6% 
1/3 1,8%  6/7 3,4%  1/3 1,0% 

3 3/5+1/4 

17/20 44,2% 4/9 35,0% 17/20 46,1% 
4/9 31,9%  17/20 34,6%  4/9 28,1% 

4/20 11,2%  7/6 12,6%  4/20 11,8% 
7/6 8,9%  4/20 10,2%  7/6 9,7% 
6/7 3,0%  1/5 4,0%  6/7 2,7% 
1/5 0,8%  6/7 3,6%  1/5 1,6% 

 

 

 

 

 

 



96 
 

Πίνακασ Π.Α.2: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πρόςκεςθσ.  

A/A 
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Απαντιςεισ  enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

(1) 3/5+1/5 

4/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
4/10 0% 77,57% 22,43% 0% 76,25% 23,75% 0% 78,19% 21,81% 
8/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/5 0% 68,42% 31,58% 0% 81,72% 18,28% 0% 75,00% 25,00% 
4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/8 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0%  100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

0% 48,48% 51,52% 0% 50,88% 49,12% 0% 55,00% 45,00% 

(2) 4/5+3/5 

7/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/10 0% 77,33% 22,67% 0% 79,76% 20,24% 0% 78,63% 21,37% 
9/8 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
8/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

0% 55,77% 44,23% 0% 52,69% 47,31% 0% 57,32% 42,68% 

(3) 2/3+3/5 

19/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
5/8 0% 79,75% 20,25% 0% 74,01% 25,99% 0% 84,59% 15,41% 

5/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/7 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

23,61% 44,44% 31,94% 23,89% 38,54% 37,58% 21,22% 47,60% 31,18% 

(4) 3/5+1/4 

17/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
4/9 0% 81,50% 18,50% 0% 77,43% 22,57% 0% 79% 21% 

4/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/7 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

21,51% 46,59% 31,90% 21,71% 41,44% 36,85% 24,86% 41,19% 33,95% 
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Πίνακασ Π.Α.3: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ αφαίρεςθσ. 

Προβλιματα 

αφαίρεςθσ 

Απαντιςεισ  enVisionMATH 

(ΗΠΑ) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ  

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

3/5-1/5 2/5 80,6% 2/5 51,5% 2/5 65,7% 
 2/0 13,1%  2/0 33,4%  2/0 25,0% 
 -2/4 2,4%  -2/4 3,7%  -2/4 3,3% 
 2/4 1,6%  2/4 3,5%  2/4 2,3% 
 1/2 0,6%  -1/2 2,2%  4/-2 1,6% 
 4/2 0,5%  4/-2 1,5%  1/2 0,8% 
 2/-1 0,4%  1/2 1,4%  4/2 0,7% 
 4/-2 0,4%  4/2 1,4%  -1/2 0,3% 
 -1/2 0,3%  2/-1 0,7%  2/1 0,2% 
 2/1 0,1%  2/1 0,7%  2/-1 0,1% 

4/5-3/5 1/5 79,6% 1/5 49,3% 1/5 66,5% 
 1/0 14,0%  1/0 34,7%  1/0 23,7% 
 -1/2 3,1%  -1/2 6,0%  -1/2 3,7% 
 1/2 2,2%  1/2 5,4%  1/2 3,4% 
 2/1 0,6%  2/1 2,4%  2/1 1,5% 
 2/-1 0,5%  2/-1 2,2%  2/-1 1,2% 

2/3-3/5 1/15 51,9% 1/15 44,5% 1/15 54,9% 
 1/2 10,7%  1/2 9,8%  -1/-2 8,3% 
 -1/-2 8,5%  1/-2 8,1%  -1/2 7,8% 
 -1/2 6,6%  -1/2 7,9%  1/2 6,5% 
 1/-2 6,4%  -1/15 7,5%  1/-2 6,2% 
 -3/0 5,1%  -1/-2 6,7%  -1/15 6,0% 
 -1/15 4,6%  3/0 5,8%  3/0 4,0% 
 3/0 3,9%  -3/0 5,4%  -3/0 2,8% 
 0/3 1,3%  0/3 2,4%  0/3 1,9% 
 0/-3 1,0%  0/-3 1,9%  0/-3 1,6% 

3/5-1/4 7/20 44,3% 2/1 36,0% 7/20 42,9% 
 2/1 29,4%  7/20 33,8%  2/1 30,4% 
 2/20 12,3%  2/20 10,0%  2/20 12,8% 
 -1/4 5,5%  -1/4 6,5%  -1/4 5,2% 
 1/4 4,6%  1/4 5,8%  1/4 4,2% 
 4/-1 1,6%  1/10 4,3%  1/10 1,8% 
 4/1 1,3%  4/-1 1,8%  4/-1 1,5% 
 1/10 1,0%  4/1 1,8%  4/1 1,2% 
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Πίνακασ Π.Α.4: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ αφαίρεςθσ. 
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enVisionMATH (ΗΠΑ) 
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χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 
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(1) 3/5-1/5 

2/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/0 0% 72,52% 27,48% 0% 72,46% 27,54% 0% 78,40% 21,60% 
-2/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/-2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
-1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
0% 48,97% 51,03% 0% 49,90% 50,10% 0% 57,14% 42,86% 

(2) 4/5-3/5 

1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1/0 0% 77,86% 22,14% 0% 80,12% 19,88% 0% 75,11% 24,89% 
-1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
0% 53,43% 46,57% 0% 54,83% 45,17% 0% 53,13% 46,87% 

(3) 2/3-3/5 

1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1/2 0% 78,50% 21,50% 0% 73,47% 26,53% 0% 84,62% 15,38% 

-1/-2 0% 72,94% 27,06% 0% 74,63% 25,37% 0% 78,31% 21,69% 
-1/2 0% 72,73% 27,27% 0% 84,81% 15,19% 0% 78,21% 21,79% 
1/-2 0% 82,81% 17,19% 0% 80,25% 19,75% 0% 85,48% 14,52% 
-3/0 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

-1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/0 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
0/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
0/-3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
9,56% 51,35% 39,09% 13,51% 45,77% 40,72% 13,30% 51,88% 34,81% 

(4) 3/5-1/4 

7/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/1 0% 83,33% 16,67% 0% 76,67% 23,33% 0% 83,55% 16,45% 

2/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
-1/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

1/10 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
23,88% 43,99% 32,14% 21,60% 41,69% 36,71% 25,57% 44,48% 29,95% 
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Πίνακασ Π.Α.5: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πολλαπλαςιαμοφ. 

Προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ 

Απαντιςεισ  enVisionMATH (ΗΠΑ) 
Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ  

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

φνολο απαντιςεων υχνότθτα 
φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

3/5*1/5 

3/5 42,9% 3/25 49,6% 3/25 49,6% 
3/25 37,7%  3/5 19,3%  3/5 28,4% 
15/5 9,9%  15/5 13,7%  15/5 11,7% 
5/15 6,6%  5/15 9,5%  5/15 8,0% 
3/1 2,0%  3/1 4,6%  3/1 1,5% 
1/3 0,9%  1/3 3,3%  1/3 0,8% 

4/5*3/5 

12/25 40,5% 12/25 49,2% 12/25 48,8% 
12/5 40,5%  12/5 17,9%  12/5 27,0% 

20/15 10,6%  20/15 15,3%  20/15 12,7% 
15/20 6,0%  15/20 10,1%  15/20 8,4% 

3/4 1,4%  4/3 3,9%  4/3 2,2% 
4/3 1,0%  3/4 3,6%  3/4 0,9% 

2/3*3/5 

6/15 57,2% 6/15 44,1% 6/15 56,9% 
90/15 17,0%  2/5 16,4%  90/15 17,0% 
10/9 12,9%  10/9 16,1%  10/9 12,2% 
9/10 7,8%  9/10 10,5%  9/10 8,4% 
2/5 4,0%  90/15 9,7%  2/5 4,5% 
6/1 1,1%  6/1 3,2%  6/1 1,0% 

3/5*1/4 

3/20 62,5% 3/20 59,4% 3/20 58,9% 
60/20 16,4%  12/5 16,8%  60/20 18,5% 
12/5 12,9%  5/12 11,2%  12/5 13,7% 
5/12 6,8%  60/20 9,8%  5/12 7,3% 
3/1 1,4%  3/1 2,8%  3/1 1,6% 
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Πίνακασ Π.Α.6: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πολλαπλαςαςμοφ. 
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(1) 3/5*1/5 

3/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/25 0% 86,47% 13,53% 0% 88,10% 11,90% 0% 91,33% 8,67% 
15/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

68,86% 0% 31,14% 38,29% 0% 61,71% 56,35% 0% 43,65% 

(2) 4/5*3/5 

12/25 0% 90,62% 9,38% 0% 87,60% 12,40% 0% 87,70% 12,30% 
12/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

20/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
15/20 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

3/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

68,07% 0% 31,93% 35,24% 0% 64,76% 52,73% 0% 47,27% 

(3) 2/3*3/5 

6/15 10,49% 81,99% 7,52% 10,20% 76,42% 13,38% 13,01% 80,67% 6,33% 
90/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
10/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
9/10 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/5 15% 72,50% 12,50% 12,20% 78,66% 9,15% 6,67% 84,44% 8,89% 
6/1 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

46,65% 0% 53,35% 32,66% 0% 67,34% 46,63% 0% 53,37% 

(4) 3/5*1/4 

3/20 11,52% 79,68% 8,80% 12,63% 74,41% 12,96% 8,83% 86,08% 5,09% 
60/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
12/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/12 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/1 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

47,47% 0% 52,53% 31,03% 0% 68,97% 48,91% 0% 51,09% 
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Πίνακασ Π.Α.7: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ διαίρεςθσ. 

Προβλιματα 

διαίρεςθσ  

Απαντιςεισ  enVisionMATH (ΗΠΑ) 
Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ  

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

3/5:1/5 

3/5 50,5% 3/1 31,1% 3/5 36,5% 
3/1 19,5%  3/5 24,1%  3/1 25,1% 

15/5 15,8%  15/5 20,6%  15/5 20,9% 
3/25 8,7%  3/25 14,1%  3/25 12,1% 
5/15 5,0%  5/15 7,2%  5/15 4,6% 
1/3 0,5%  1/3 2,9%  1/3 0,8% 

4/5:3/5 

1/5 26,0% 20/15 20,4% 20/15 22,0% 
1,33/5 26,0%  12/25 17,0%  1,3/5 16,2% 
20/15 17,0%  1,33/1 12,5%  1/5 15,6% 
12/25 8,7%  1/5 12,4%  1,33/1 13,0% 
1,33/1 8,4%  1/1 11,3%  12/25 12,0% 

1/1 7,0%  1,3/5 11,3%  1/1 10,7% 
15/20 4,3%  4/3 6,5%  15/20 7,0% 

4/3 1,9%  15/20 6,4%  4/3 3,2% 
3/4 0,7%  3/4 2,2%  3/4 0,3% 

2/3:3/5 

10/9 23,8% 10/9 24,8% 10/9 24,3% 
1/15 15,2%  6/15 10,2%  1/15 14,9% 

1,11/15 11,2%  1,1/15 9,3%  1,1/15 11,8% 
6/15 10,1%  1/15 9,1%  6/15 9,3% 
9/10 7,2%  9/10 7,9%  9/10 6,4% 

1/1,66 2,4%  2/5 4,9%  1,5/1,6 2,3% 
0/0,6 2,2%  0,66/0,6 2,4%  0,6/15 2,2% 

0,66/1 2,2%  0,6/0 2,3%  0/1 2,1% 
0/15 2,1% 1/1,66 2,2% 1/1,66 2,0% 

0,66/15 1,9%  1,5/15 2,1%  1,5/15 2,0% 
0,66/1,66 1,8%  1/1 2,1%  1/1 1,9% 

0/0 1,8%  1/0 2,1%  0/15 1,9% 
0/1,66 1,7%  1,5/1 2,0%  1,5/0 1,8% 
1,5/0 1,6%  0/0 2,0%  1,5/0,6 1,8% 
1/0,6 1,6%  1,5/1,6 1,9%  0,66/0,6 1,7% 

1,5/0,6 1,6%  0/1,6 1,9%  0,6/0 1,6% 
1,5/1,66 1,6%  0/15 1,8%  0,6/1,6 1,5% 

0/1 1,6%  1,5/0 1,7%  1,5/1 1,4% 
1,5/15 1,5%  0,6/1,6 1,6%  1/0 1,4% 

1/1 1,5%  1/0,6 1,5%  0/1,6 1,4% 
0,66/0,6 1,3%  0/1 1,5%  0/0 1,3% 

1,5/1 1,2% 0,66/1 1,5%  2/5 1,3% 
0,66/0 1,0%  0,6/15 1,1%  0/0,6 1,3% 

2/5 1,0%  0/0,6 1,1%  1/0,6 1,2% 
1/0 0,9%  1,5/0,6 1,0% 0,66/1 1,2% 

3/5:1/4 

12/5 22,2% 12/5 26,4% 12/5 22,5% 

3/20 19,2%  3/20 24,7%  3/20 19,6% 

3/1 15,3%  3/1 12,8%  3/1,25 14,7% 

3/1,25 13,5%  3/1,25 11,6%  3/1 13,3% 

2,4/20 11,1%  5/12 8,0%  2/20 11,8% 

2/20 10,9%  2,4/20 7,4%  2,4/20 11,3% 

5/12 6,8%  2/20 5,7%  5/12 5,7% 

1/10 1,0%  1/10 3,4%  1/10 1,1% 
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Πίνακασ Π.Α.8: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά 

τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ διαίρεςθσ. 
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Απαντιςεισ  

enVisionMATH (ΗΠΑ) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ 

χολικά βιβλία τθσ Κφπρου 

OpNum
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n 
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(1) 3/5:1/5 

3/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/1 0% 86,67% 13,33% 0% 82,64% 17,36% 0% 91,63% 8,37% 

15/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/25 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
62,73% 0% 37,27% 34,98% 0% 65,02% 48,73% 0% 51,27% 

(2) 4/5:3/5 

1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1,33/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
20/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
12/25 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1,33/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
15/20 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
71,53% 9,63% 18,84% 39,11% 18,65% 42,24% 51,46% 17,31% 31,23% 

(3) 2/3:3/5 

10/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

1,11/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
6/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
9/10 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

1/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0,66/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

0,66/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
0,66/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1,5/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

1/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0,66/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1,5/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0,66/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

2/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
41,86% 34,12% 24,02% 31,12% 38,30% 30,59% 43,33% 34,21% 22,46% 

(4) 3/5:1/4 

12/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/20 36,98% 0% 63,02% 33,60% 0% 66,40% 45,92% 0% 54,08% 
3/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

3/1,25 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
2,4/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
5/12 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/10 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
38,69% 37,02% 24,29% 33,70% 33,15% 33,15% 42,84% 36,13% 21,03% 
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12.2 ΜΕΡΟ Β 
 

Πίνακασ Π.Β.1: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πρόςκεςθσ. 

A/A 
Προβλιματα 

πρόςκεςθσ 

Απαντιςεισ χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

1 3/5+1/5 

4/5 70,0%  4/5 50,7%  4/5  56,2% 
 4/10 18,8%  4/10 19,7%  4/10  21,5% 
 8/6 5,8%  2/5 12,1%  8/6  8,4% 
 2/5 2,4%  8/6 7,0%  2/5  7,6% 
 6/8 1,4%  4/3 5,2%  6/8  2,8% 
 4/3 1,0%  6/8 3,4%  4/3  2,7% 
 3/4 0,6%  3/4 1,9%  3/4  0,8% 

2 4/5+3/5 

7/5 67,9%  7/5 48,4%  7/5  55,6% 
 7/10 23,4%  7/10 33,6%  7/10  30,7% 
 9/8 6,7%  9/8 13,7%  9/8  9,7% 
 8/9 2,0%  8/9 4,3%  8/9  4,0% 

3 2/3+3/5 

19/15 45,8%  5/8 33,4%  5/8  38,1% 
 5/8 30,5%  19/15 33,4%  19/15  31,7% 

 5/15 10,5%  7/6 12,6%  5/15  12,7% 
 7/6 9,6%  5/15 9,5%  7/6  11,3% 
 6/7 2,6%  1/3 7,1%  6/7  3,3% 
 1/3 1,0%  6/7 4,0%  1/3  2,9% 

3 3/5+1/4 

17/20 46,1%  17/20 36,7%  4/9  36,3% 
 4/9 28,1%  4/9 32,7%  17/20  34,5% 

 4/20 11,8%  7/6 12,1%  4/20  12,0% 
 7/6 9,7%  1/5 7,5%  7/6  9,3% 
 6/7 2,7%  4/20 7,1%  1/5  4,1% 
 1/5 1,6%  6/7 3,9%  6/7  3,8% 
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Πίνακασ Π.Β.2: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πρόςκεςθσ. 
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Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 
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(1) 3/5+1/5 

4/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
4/10 0% 78,19% 21,81% 0% 75,13% 24,87% 0% 83,72% 16,28% 
8/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/5 0% 75,00% 25,00% 0% 72,73% 27,27% 0% 67,11% 32,89% 
4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/8 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/4 0%  100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

0% 55,00% 45,00% 0% 47,87% 52,13% 0% 52,74% 47,26% 

(2) 4/5+3/5 

7/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/10 0% 78,63% 21,37% 0% 75,30% 24,70% 0% 76,22% 23,78% 
9/8 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
8/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

0% 57,32% 42,68% 0% 49,03% 50,97% 0% 52,70% 47,30% 

(3) 2/3+3/5 

19/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
5/8 0% 84,59% 15,41% 0% 72,75% 27,25% 0% 83,20% 16,80% 

5/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/7 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

21,22% 47,60% 31,18% 24,92% 36,49% 38,59% 22,84% 46,41% 30,75% 

(4) 3/5+1/4 

17/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
4/9 0% 79% 21% 0% 75,23% 24,77% 0% 80,72% 19,28% 

4/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
7/6 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
6/7 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

24,86% 41,19% 33,95% 23,06% 38,86% 38,07% 24,58% 44,73% 30,69% 
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Πίνακασ Π.Β.3: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ αφαίρεςθσ. 

Προβλιματα 

αφαίρεςθσ 

Απαντιςεισ χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά των 

ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

3/5-1/5 2/5 65,7%  2/5 50,4%  2/5  55,6% 
  2/0 25,0%  2/0 33,6%  2/0  29,7% 
  -2/4 3,3%  -2/4 3,1%  -2/4  4,6% 
  2/4 2,3%  -1/2 3,1%  2/4  3,6% 
  4/-2 1,6%  2/4 3,1%  4/2  1,7% 
  1/2 0,8%  1/2 2,5%  -1/2  1,7% 
  4/2 0,7%  4/2 1,2%  4/-2  1,6% 
  -1/2 0,3%  4/-2 1,1%  1/2  0,9% 
  2/1 0,2%  2/1 1,0%  2/-1  0,3% 
  2/-1 0,1%  2/-1 0,9%  2/1  0,3% 

4/5-3/5 1/5 66,5%  1/5 51,4%  1/5  55,4% 
  1/0 23,7%  1/0 32,0%  1/0  30,5% 
  -1/2 3,7%  -1/2 6,7%  1/2  5,3% 
  1/2 3,4%  1/2 5,5%  -1/2  5,1% 
  2/1 1,5%  2/1 2,4%  2/-1  2,0% 
  2/-1 1,2%  2/-1 2,0%  2/1  1,7% 

2/3-3/5 1/15 54,9%  1/15 40,2%  1/15  43,2% 
  -1/-2 8,3%  1/-2 9,2%  1/2  9,5% 
  -1/2 7,8%  -1/2 8,8%  -1/-2  9,5% 
  1/2 6,5%  -1/-2 8,2%  1/-2  9,5% 
  1/-2 6,2%  -1/15 8,2%  -1/15  8,0% 
  -1/15 6,0%  1/2 7,0%  -1/2  7,9% 
  3/0 4,0%  -3/0 6,6%  3/0  5,1% 
  -3/0 2,8%  3/0 6,3%  -3/0  5,0% 
  0/3 1,9%  0/-3 3,3%  0/3  1,3% 
  0/-3 1,6%  0/3 2,2%  0/-3  1,0% 

3/5-1/4 7/20 42,9%  7/20 34,7%  2/1  36,3% 
  2/1 30,4%  2/1 32,3%  7/20  32,4% 
  2/20 12,8%  2/20 9,1%  2/20  13,2% 
  -1/4 5,2%  1/10 7,5%  1/4  5,4% 
  1/4 4,2%  1/4 7,0%  -1/4  5,1% 
  1/10 1,8%  -1/4 5,6%  1/10  4,3% 
  4/-1 1,5%  4/1 2,3%  4/-1  2,0% 
  4/1 1,2%  4/-1 1,5%  4/1  1,3% 

 

 

 

 

 



106 
 

Πίνακασ Π.Β.4: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ αφαίρεςθσ. 
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(1) 3/5-1/5 

2/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/0 0% 78,40% 21,60% 0% 75,60% 24,40% 0% 82,49% 17,51% 
-2/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/-2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
-1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
0% 57,14% 42,86% 0% 51,21% 48,79% 0% 55,18% 44,82% 

(2) 4/5-3/5 

1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1/0 0% 75,11% 24,89% 0% 72,50% 27,50% 0% 74,75% 25,25% 
-1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/2 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
0% 53,13% 46,87% 0% 47,74% 52,26% 0% 51,12% 48,88% 

(3) 2/3-3/5 

1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1/2 0% 84,62% 15,38% 0% 74,29% 25,71% 0% 84,21% 15,79% 

-1/-2 0% 78,31% 21,69% 0% 80,49% 19,51% 0% 82,11% 17,89% 
-1/2 0% 78,21% 21,79% 0% 82,95% 17,05% 0% 84,81% 15,19% 
1/-2 0% 85,48% 14,52% 0% 80,43% 19,57% 0% 87,37% 12,63% 
-3/0 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

-1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/0 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
0/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
0/-3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
13,30% 51,88% 34,81% 13,71% 44,31% 41,97% 14,08% 54,23% 31,69% 

(4) 3/5-1/4 

7/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/1 0% 83,55% 16,45% 0% 75,54% 24,46% 0% 82,64% 17,36% 

2/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
-1/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/-1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

1/10 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
25,57% 44,48% 29,95% 25,42% 37,37% 37,21% 25,89% 44,38% 29,73% 
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Πίνακασ Π.Β.5: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πολλαπλαςιαςμοφ. 

Προβλιματα 

πολλαπλαςιαςμοφ 

Απαντιςεισ χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

φνολο απαντιςεων υχνότθτα 
φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

3/5*1/5 

3/25 49,6%  3/25 48,7%  3/25  53,2% 
 3/5 28,4%  3/5 20,5%  3/5  21,1% 

 15/5 11,7%  15/5 10,5%  15/5  10,7% 
 5/15 8,0%  3/1 8,0%  5/15  8,9% 
 3/1 1,5%  5/15 7,6%  3/1  3,6% 
 1/3 0,8%  1/3 4,7%  1/3  2,5% 

4/5*3/5 

12/25 48,8%  12/25 48,8%  12/25  53,8% 
 12/5 27,0%  12/5 19,2%  12/5  19,0% 

 20/15 12,7%  20/15 11,3%  20/15  12,8% 
 15/20 8,4%  4/3 8,2%  15/20  8,1% 

 4/3 2,2%  15/20 8,0%  4/3  3,6% 
 3/4 0,9%  3/4 4,5%  3/4  2,7% 

2/3*3/5 

6/15 56,9%  6/15 34,4%  6/15  60,7% 
 90/15 17,0%  2/5 22,7%  2/5  12,2% 
 10/9 12,2%  10/9 19,8%  10/9  11,0% 
 9/10 8,4%  9/10 11,1%  9/10  7,7% 
 2/5 4,5%  90/15 7,3%  90/15  7,0% 
 6/1 1,0%  6/1 4,7%  6/1  1,4% 

3/5*1/4 

3/20 58,9%  3/20 53,2%  3/20  68,2% 
 60/20 18,5%  12/5 21,2%  12/5  12,9% 
 12/5 13,7%  5/12 12,4%  60/20  9,0% 
 5/12 7,3%  60/20 7,7%  5/12  8,3% 
 3/1 1,6%  3/1 5,5%  3/1  1,6% 
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Πίνακασ Π.Β.6: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά τθν 

εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ πολλαπλαςιαςμοφ. 

A/A 

Π
ρ

ο
β

λι
μ

α
τα

 

π
ο

λλ
α

π
λα

ς
ια

ς
μ

ο
φ

 

φ
νο

λο
 α

π
α

ντ
ι

ς
εω

ν 

Απαντιςεισ χολικά βιβλία 

τθσ Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

O
p

N
u

m
K

e
e

p
D

e
n

 

 

In
d

e
p

C
o

m
p

 

 

In
ve

rt
O

p
e

r 

 

(1) 3/5*1/5 

3/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/25 0% 91,33% 8,67% 0% 85,42% 14,58% 0% 91,35% 8,65% 
15/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/1 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

56,35% 0% 43,65% 39,96% 0% 60,04% 45,09% 0% 54,91% 

(2) 4/5*3/5 

12/25 0% 87,70% 12,30% 0% 86,68% 13,32% 0% 90,71% 9,29% 
12/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

20/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
15/20 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

3/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

52,73% 0% 47,27% 37,50% 0% 62,50% 41,13% 0% 58,87% 

(3) 2/3*3/5 

6/15 13,01% 80,67% 6,33% 14,53% 74,42% 11,05% 10,38% 84,35% 5,27% 
90/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
10/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
9/10 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
2/5 6,67% 84,44% 8,89% 14,98% 73,57% 11,45% 12,30% 77,05% 10,66% 
6/1 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

46,63% 0% 53,37% 27,97% 0% 72,03% 31% 0% 69% 

(4) 3/5*1/4 

3/20 8,83% 86,08% 5,09% 12,22% 76,50% 11,28% 10,12% 81,38% 8,50% 
60/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
12/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/12 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/1 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ 
μαηί 

48,91% 0% 51,09% 28,21% 0% 71,79% 33,33% 0% 66,67% 
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Πίνακασ Π.Β.7: Απαντιςεισ και ςυχνότθτα αυτϊν για τισ τρεισ ςειρζσ ςχολικϊν βιβλίων όπωσ προζκυψαν κατά τθν εκτζλεςθ 

του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ διαίρεςθσ. 

Προβλιματα 

διαίρεςθσ  

Απαντιςεισ χολικά βιβλία τθσ 

Κφπρου (Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

φνολο 

απαντιςεων 
υχνότθτα 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

φνολο 

απαντιςεων 

3/5:1/5 

3/5 36,5%  3/1 36,4%  3/5  29,9% 
 3/1 25,1%  3/5 24,0%  3/1  26,3% 

 15/5 20,9%  3/25 17,0%  15/5  21,9% 
 3/25 12,1%  15/5 13,9%  3/25  14,0% 
 5/15 4,6%  5/15 5,1%  5/15  6,7% 
 1/3 0,8%  1/3 3,6%  1/3  1,2% 

4/5:3/5 

20/15 22,0%  20/15 15,6%  20/15  20,4% 
 1,3/5 16,2%  12/25 15,1%  12/25  16,0% 
 1/5 15,6%  1/1 12,9%  1/5  14,5% 

 1,33/1 13,0%  4/3 12,2%  1,33/1  13,7% 
 12/25 12,0%  1/5 12,1%  1,3/5  12,6% 

 1/1 10,7%  1,33/1 11,3%  1/1  11,8% 
 15/20 7,0%  1,3/5 11,1%  15/20  5,7% 

 4/3 3,2%  15/20 6,0%  4/3  4,2% 
 3/4 0,3%  3/4 3,7%  3/4  1,1% 

2/3:3/5 

10/9 24,3%  10/9 26,0%  10/9  21,2% 
 1/15 14,9%  1/15 10,2%  6/15  11,2% 

 1,1/15 11,8%  6/15 9,6%  1/15  9,9% 
 6/15 9,3%  1,1/15 8,8%  9/10  8,6% 
 9/10 6,4%  9/10 8,2%  1,1/15  8,1% 

 1,5/1,6 2,3%  2/5 6,3%  0/15  3,1% 
 0,6/15 2,2%  0/15 2,1%  1,5/0  3,0% 

 0/1 2,1%  0/0,6 2,1%  1/0,6  2,7% 
 1/1,6 2,0%  1,5/15 2,0%  1,5/15  2,7% 

 1,5/15 2,0%  0/1 2,0%  2/5  2,6% 
 1/1 1,9%  1/1,6 1,9%  0/0  2,3% 

 0/15 1,9%  0,6/0 1,8%  0/0,6  2,3% 
 1,5/0 1,8%  0,6/1 1,8%  1,5/1  2,1% 

 1,5/0,6 1,8%  1,5/1,6 1,7%  0,66/0,6  2,1% 
 0,66/0,6 1,7%  0,6/1,6 1,7%  0,6/1,6  2,1% 

 0,6/0 1,6%  1/1 1,7%  1/0  2,1% 
 0,6/1,6 1,5%  1,5/0,6 1,6%  1/1  1,8% 
 1,5/1 1,4%  1,5/1 1,5%  0/1,6  1,8% 
 1/0 1,4%  0/0 1,5%  0,6/1  1,8% 

 0/1,6 1,4%  1/0,6 1,4%  1,5/1,6  1,7% 
 0/0 1,3%  1/0 1,4%  0/1  1,6% 
 2/5 1,3%  1,5/0 1,2%  1/1,6  1,5% 

 0/0,6 1,3%  0,66/0,6 1,2%  0,6/15  1,4% 
 1/0,6 1,2%  0,6/15 1,2%  0,6/0  1,3% 
 0,6/1 1,2%  0/1,6 1,1%  1,5/0,6  1,0% 

3/5:1/4 

12/5 22,5%  3/20 26,3%  12/5  22,7% 
 3/20 19,6%  12/5 25,0%  3/20  22,1% 

 3/1,25 14,7%  3/1 12,5%  3/1  17,1% 
 3/1 13,3%  3/1,25 12,3%  3/1,25 13,9% 

 2/20 11,8%  5/12 8,5%  2,4/20  8,9% 
 2,4/20 11,3%  2,4/20 7,9%  2/20  6,3% 
 5/12 5,7%  2/20 4,1%  5/12  6,1% 
 1/10 1,1%  1/10 3,4%  1/10  2,9% 
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Πίνακασ Π.Β.8: Συχνότθτα των ομάδων ςτρατθγικϊν (OpNumKeepDen, IndepComp, InvertOper) οι οποίεσ εφαρμόςτθκαν κατά 

τθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ FARRA για τθν πράξθ τθσ διαίρεςθσ. 

A/A 

Π
ρ

ο
β

λι
μ

α
τα

 

δ
ια

ίρ
ες

θ
σ 

φ
νο

λο
 α

π
α

ντ
ι

ς
εω

ν Απαντιςεισ χολικά 

βιβλία τθσ Κφπρου 

(Δθμοτικό) 

Απαντιςεισ 

Ελλθνικά ςχολικά βιβλία 

Απαντιςεισ «τθν τροχιά 

των ρθτϊν» (Δθμοτικό) 

OpNu

mKee

pDen 

 

Indep

Comp 

 

Invert

Oper 

 

OpNumK

eepDen 

 

IndepC

omp 

 

Inver

tOper 

 

OpNu

mKee

pDen 

 

Indep

Comp 

 

InvertOp

er 

 

(1) 3/5:1/5 

3/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
3/1 0% 91,63% 8,37% 0% 66,48% 33,52% 0% 85,17% 14,83% 

15/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/25 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
5/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
48,73% 0% 51,27% 48,29% 0% 51,71% 57,72% 0% 42,28% 

(2) 4/5:3/5 

1/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
1,33/5 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
20/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
12/25 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1,33/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
15/20 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

4/3 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/4 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
51,46% 17,31% 31,23% 38,10% 21,18% 40,72% 43,92% 19,12% 36,95% 

(3) 2/3:3/5 

10/9 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

1,11/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
6/15 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
9/10 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 

1/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0,66/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

0,66/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
0,66/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1,5/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/1,66 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

0/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
1,5/15 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

1/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0,66/0,6 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

1,5/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
0,66/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

2/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/0 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
43,33% 34,21% 22,46% 32,84% 34,59% 32,57% 31,98% 39,59% 28,43% 

(4) 3/5:1/4 

12/5 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
3/20 45,92% 0% 54,08% 30,42% 0% 69,58% 39,82% 0% 60,18% 
3/1 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 

3/1,25 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 
2,4/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
2/20 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 
5/12 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 
1/10 100% 0% 0% 100% 0% 0% 100% 0% 0% 

  
Πλεσ οι λάκοσ 

απαντιςεισ μαηί 
42,84% 36,13% 21,03% 31,20% 33,07% 35,73% 34,80% 40,10% 25,10% 
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12.3 ΜΕΡΟ Γ (ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΕΚΣΕΛΕΗ ΣΟΤ ΛΟΓΙΜΙΚΟΤ FARRA) 

1. Φάςθ μάκθςθσ (learning mode) 

Ρεριγράφουμε τα διακριτά βιματα τα οποία ακολουκοφνται και τθν εκτζλεςθ του προγράμματοσ: 

Βιμα 1ο: Η τιμι τθσ παραμζτρου Ν ξεκινάει από τον αρικμό 1 και φτάνει ωσ τον αρικμό 1000. Άρα, εδϊ κα είναι Ν = 

1. Επιπλζον το λογιςμικό επιλζγει τυχαία τισ εξισ τιμζσ: e = 0.006923410184100121, disc_inc = 

0.12633706424749533, g = 1.0128359763604813.Επιπλζον, δθμιουργείται θ λίςτα attentions με τισ περιγραφζσ 

των χαρακτθριςτικϊν των προβλθμάτων. Δθλαδι, ορίηουμε: attentions = ['+', '-', '*', '/', 'same-denom', 'diff-denom', 

'whole', 'mixed', 'fraction']. Τα ςτοιχεία  '+', '-', '*', '/' αντιςτοιχοφν ςτο είδοσ τθσ πράξθσ του προβλιματοσ. Τα 

ςτοιχεία 'same-denom', 'diff-denom' αφοροφν ςτο αν ζχουμε ομϊνυμα ι ετερϊνυμα κλάςματα αντιςτοίχωσ, και τα 

ςτοιχεία 'whole', 'mixed', 'fraction' ορίηουν το αν ζχουμε φυςικό αρικμό, μεικτό ι κλάςμα αντίςτοιχα.  

Ππωσ ζχουμε ιδθ δει, το πρόγραμμα χρθςιμοποιεί ζνα ςφνολο από 9 ςτρατθγικζσ και 27 κανόνεσ εκτζλεςθσ. 

Δθλαδι, ζχουμε ςυνολικά 36 κανόνεσ(rules) οι οποίοι αρικμοφνται όπωσ φαίνεται ςτον πίνακα  

Πίνακασ Α.4: Κανόνεσ εκτζλεςθσ του λογιςμικοφ FARRA. 

0 When operation +/- and denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom.               

1 When denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom.                                 

2 When operation +/-, create goals find common denom then operate on numers and maintain common denom.         

3 Create goals find common denom, then operate on numers and maintain common denom.                            

4 When operation *, create goals apply operation to numerators and denominators separately. 

5 Create goals apply operation to numers and denoms separately 

6 When operation *, create goals apply operation cross-wise.                                                   

7 When operation /, create goal invert-and-operate.                                                          

8 Create goal invert-and-operate.                                                                                                                                                     

9 When goal find common denom and denoms equal, notice this and remove the goal.                                                                                                     

10 When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each frac by other's denom.                                                                               

11 When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each denom by other.                

12 When goal find common denom and denoms not equal, create goals convert fracs using LCD procedure.                                                                                 

13 When goal invert_and_operate, create goals invert 2nd operand, change / to *, and operate nums and dens.                                                                          

14 When goal invert_and_operate, create goals change / to * and operate nums and dens.                                                                                               

15 When goal invert_and_operate, create goals invert an operand, change / to *, and operate nums and dens.                                                                           

16 When goal maintain common denom, set answer denom to common denom.                                                                                                                

17 When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob.                                                                                                          

18 When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob.                                                                                                          

19 When goal modify given STM element via given operation, create appropriate whole number arith prob.                                                                               

20 When goal invert fraction, do so.                                                                                                                                                 

21 When goal change division to multiplication, do so if possible.                                                                                                                   

22 When goal remove a variable, do so.                                                                                                                                               
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23 When answer obtained, problem is solved.                                                                                                                                          

24 When answer is found but not in lowest terms, create goal reduce it.                                                                                                              

25 When goal reduce fraction to lowest terms, create goals find gcd and divide by it.                                                                                                

26 When goal do whole number arith and operation is +, add operands.                                                                                                                 

27 When goal do whole number arith and operation is -, subtract operands.                                                                                                            

28 When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands.                                                                                                            

29 When goal do whole number arith and operation is /, divide operands.                                                                                                              

30 When goal do whole number arith, and operation is subtract, subtract smaller from larger.                                                                                         

31 When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller.                                                                                                        

32 When goal do whole number arith and operation is /, divide operands and keep integer part of answer.                                                                              

33 When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller and keep integer part of answer.                                                                        

34 When goal find GCD of specified variables, do so.                                                                                                                                 

35 When goal find LCM of specified variables, do so.            

 

Α.4. Με ςτόχο να γίνει θ ςφνδεςθ μεταξφ των 36 ςτρατθγικϊν και των 9 χαρακτθριςτικϊν των προβλθμάτων, 

δθμιουργείται ζνασ πίνακασ associations διαςτάςεων 36X9 με αρχικζσ τιμζσ  

𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬[i, j] = 0, για κάκε 𝑖, 𝑗  φυςικό αρικμό με 0 ≤ 𝑖 ≤ 35 και  0 ≤ 𝑗 ≤ 8. 

Το πρόγραμμα, για κάκε πρόβλθμα διατθρεί τθν κατάςταςθ ςτθν οποία αυτό βρίςκεται αναφορικά με τθ 

διαδικαςία επίλυςισ του. Ασ υποκζςουμε ότι το πρϊτο πρόβλθμα το οποίο ςυναντά το πρόγραμμα είναι το 1/3 + 

1/3. Η κατάςταςθ του προβλιματοσ καταγράφεται ωσ εξισ: 

 

rule: None 

state: 1/3+1/3 = ?/? 

goals: find_answer. 

 

Σε αυτι τθν αρχικι κατάςταςθ δεν ζχει ακόμα επιλεγεί κάποια ςτρατθγικι (rule: None) και ο μόνοσ ςτόχοσ είναι ο 

goals: find_answer. Ο ςτόχοσ «find_answer» υπάρχει ςτθν αρχικι φάςθ για όλα τα προβλιματα και 

χρθςιμοποιείται για να οδθγιςει το πρόγραμμα να επιλζξει μια από τισ ςτρατθγικζσ με αρικμό 0 ζωσ 8 του πίνακα 

Α.4. Τθν πρϊτθ φορά που το πρόγραμμα ςυναντά ζνα πρόβλθμα μιασ ςυγκεκριμζνθσ πράξθσ (εδϊ ζχουμε 

πρόςκεςθ), μπορεί να εφαρμόςει τισ ςτρατθγικζσ που αφοροφν τθ ςυγκεκριμζνθ πράξθ κακϊσ και τισ ςτρατθγικζσ 

για τισ πράξεισ που ζχουν προθγθκεί. Αυτό γίνεται γιατί οι μακθτζσ δεν μποροφν να εφαρμόςουν μια ςτρατθγικι 

για μια πράξθ που δεν ζχει ιδθ διδαχκεί. Εξαίρεςθ αποτελεί ο κανόνασ 6 ο οποίοσ περιλαμβάνει τθν εφαρμογι τθσ 

ςτρατθγικισ θ οποία ενεργεί ξεχωριςτά ςτουσ αρικμθτζσ και τουσ παρονομαςτζσ των παραγόντων του 

προβλιματοσ. Ππωσ αναφζρεται από τουσ Braithwaite et al. (2017), αυτόσ ο κανόνασ ςυμπεριλιφκθκε από τθν 

αρχι τθσ φάςθσ μάκθςθσ (learning mode) του λογιςμικοφ, διότι είναι μια απευκείασ εφαρμογι τθσ προθγοφμενθσ 

διδαςκαλίασ τθσ αρικμθτικισ των ακεραίων αρικμϊν και επειδι προθγοφμενα ευριματα ζδειξαν ότι πολλά παιδιά 

χρθςιμοποιοφν αυτι τθ ςτρατθγικι πολφ πριν διδαχκεί ςτο πλαίςιο του πολλαπλαςιαςμοφ των κλαςμάτων (Byrnes 
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& Wasik, 1991, Ni & Zhou, 2005). Ζτςι το ςφνολο των κανόνων οι οποίεσ μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτο παραπάνω 

πρόβλθμα είναι οι εξισ (πίνακασ Α.5): 

 

Σθμειϊνουμε ότι ο πίνακασ Α.5 είναι αυτόσ ο οποίοσ εμφανίηεται κατά τθν εκτζλεςθ του προγράμματοσ και 

διαφζρει με τον πίνακα Α.4 ωσ προσ τθσ ςειρά απαρίκμθςθσ των κανόνων. Για παράδειγμα, ςτον πίνακα Α.5 οι 

διακζςιμεσ ςτρατθγικζσ εμφανίηονται ςτισ κζςεισ 28 ζωσ και 31.  Στθ ςυνζχεια, για το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα 

προςδιορίηονται τα χαρακτθριςτικά του τα οποία τα *'+','same-denom', 'fraction'+. Δθλαδι, ζχουμε ζνα πρόβλθμα 

πρόςκεςθσ δφο ομωνφμων κλαςμάτων. Δθμιουργείται ο 

 

Πίνακασ Α.5: Κανόνεσ για το πρόβλθμα «1/3 + 1/3» 

0   Create goals apply operation to numers and denoms separately.                                                                                                                      

1   When goal find common denom and denoms equal, notice this and remove the goal.                                                                                                     

2   When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each frac by other's denom.                                                                                

3   When goal find common denom and denoms not equal, create goals multiply each denom by other.                                                                                       

4   When goal find common denom and denoms not equal, create goals convert fracs using LCD procedure.                                                                                  

5   When goal invert_and_operate, create goals invert 2nd operand, change / to *, and operate nums and dens.                                                                           

6   When goal invert_and_operate, create goals change / to * and operate nums and dens.                                                                                                

7   When goal invert_and_operate, create goals invert an operand, change / to *, and operate nums and dens.                                                                            

8   When goal maintain common denom, set answer denom to common denom.                                                                                                                 

9   When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob.                                                                                                           

10   When goal operate on denoms, create appropriate whole number arith prob.                                                                                                          

11   When goal modify given STM element via given operation, create appropriate whole number arith prob.                                                                               

12   When goal invert fraction, do so.                                                                                                                                                 

13   When goal change division to multiplication, do so if possible.                                                                                                                   

14   When goal remove a variable, do so.                                                                                                                                               

15   When answer obtained, problem is solved.                                                                                                                                          

16   When answer is found but not in lowest terms, create goal reduce it.                                                                                                              

17   When goal reduce fraction to lowest terms, create goals find gcd and divide by it.                                                                                                

18   When goal do whole number arith and operation is +, add operands.                                                                                                                 

19   When goal do whole number arith and operation is -, subtract operands.                                                                                                            

20   When goal do whole number arith and operation is *, multiply operands.                                                                                                            

21   When goal do whole number arith and operation is /, divide operands.                                                                                                              

22   When goal do whole number arith, and operation is subtract, subtract smaller from larger.                                                                                         

23   When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller.                                                                                                        

24   When goal do whole number arith and operation is /, divide operands and keep integer part of answer.                                                                              

25   When goal do whole number arith and operation /, divide larger by smaller and keep integer part of answer.                                                                        

26   When goal find GCD of specified variables, do so.                                                                                                                                 

27   When goal find LCM of specified variables, do so.                                                                                                                                 

28   When operation +/- and denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom.                                                                                    
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29   When denoms equal, create goals operate on numers and maintain common denom.                                                                                                      

30   When operation +/-, create goals find common denom then operate on numers and maintain common denom.                                                                              

31   Create goals find common denom, then operate on numers and maintain common denom.                                                                                                

 

πίνακασ x = *1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0+ ο οποίοσ ζχει μονάδεσ ςτισ κζςεισ εκείνεσ του πίνακα attentions 

= ['+', '-', '*', '/', 'same-denom', 'diff-denom', 'whole', 'mixed', 'fraction'+ που αντιςτοιχοφν ςτα χαρακτθριςτικά του 

προβλιματοσ 1/3 + 1/3. Στισ υπόλοιπεσ κζςεισ υπάρχουν μθδενικά. Ακολοφκωσ, υπολογίηεται το γινόμενο 

activations = associations * x. Αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα, από κάκε γραμμι του πίνακα associations που όπωσ 

είδαμε αντιςτοιχεί ςε κάποιο κανόνα, να ενεργοποιοφνται και να προςτίκενται μεταξφ τουσ οι τιμζσ εκείνεσ του 

πίνακα οι οποίεσ αντιςτοιχοφν ςτα χαρακτθριςτικά του παρόντοσ προβλιματοσ. Πςο μεγαλφτερο είναι το άκροιςμα 

για κάκε κανόνα – γραμμι του πίνακα activations, τόςο μεγαλφτερθ είναι θ ςφνδεςθ του κανόνα με 

χαρακτθριςτικά του παρόντοσ προβλιματοσ και τόςο πιο πικανό είναι να επιλεγεί ο κανόνασ για εφαρμογι ςτο 

παρόν πρόβλθμα. Βζβαια, ςτθν αρχικι φάςθ του προβλιματοσ, όλα τα ςτοιχεία του πίνακα associations είναι 

μθδενικά. Επομζνωσ προκφπτει ο μθδενικόσ πίνακασ. Δθλαδι, activations = [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0+ (32 ςτοιχεία, όςα 

και οι κανόνεσ). Ρροφανϊσ, ςτθν αρχι τθσ εκτζλεςθσ του προγράμματοσ, όλοι οι κανόνεσ ζχουν τθν ίδια 

πικανότθτα να επιλεγοφν. Στθ ςυνζχεια υπολογίηεται οι πίνακεσ: pwrs = g * activations= [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0], 

all_weights = 𝒆𝒑𝒘𝒓𝒔 = [1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 

1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0]. 

 

Αμζςωσ μετά προςδιορίηονται οι κζςεισ των ςτρατθγικϊν οι οποίεσ μπορεί να εφαρμοςτοφν ςτο ςυγκεκριμζνο 

πρόβλθμα. Εδϊ είναι οι ςτρατθγικζσ των κζςεων  0, 28 29 του πίνακα Α.5. Ενεργοποιοφνται, τότε από τον πίνακα 

all_weights, εκείνα μόνο τα ςτοιχεία τα οποία αντιςτοιχοφν ςε κανόνεσ οι οποίοι μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτον 

παρόν πρόβλθμα. Δθμιουργείται επομζνωσ ο πίνακασ weights = [1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 1.0, 0.0, 0.0+ από τον πίνακα all_weights 

ςτον οποίο ζχουν μθδενιςτεί όλοι οι κανόνεσ οι οποίεσ δεν μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτθ ςυγκεκριμζνθ κατάςταςθ 

του προβλιματοσ. Εν ςυνεχεία υπολογίηεται ο εξισ πίνακασ probs: 

probs = 
1

 weights  κ =3.32
𝜅=1

∙ 𝐰𝐞𝐢𝐠𝐡𝐭𝐬=[0.33333, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.33333, 0.33333, 0.0, 0.0]. 

Επιλζγεται ζνασ τυχαίοσ αρικμόσ r ςτο διάςτθμα *0,1+: r = 0.35962721985985124. Ο κανόνασ επιλζγεται ωσ εξισ. 

Υπολογίηεται ο δείκτθσ κ τζτοιοσ ϊςτε 𝐩𝐫𝐨𝐛𝐬 𝑖 < 𝑟 ≤  𝐩𝐫𝐨𝐛𝐬 𝑖 .𝑘+1
𝑖=0

𝑘−1
𝑖=0 Εδϊ προφανϊσ είναι  𝐩𝐫𝐨𝐛𝐬 𝑖 =28

𝑖=0

0.6666 και 𝑖=027𝐩𝐫𝐨𝐛𝐬𝑖=0.3333. Άρα, κ = 28.Αν, 𝐩𝐫𝐨𝐛𝐬0≥𝑟, τότε κ = 0. 
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Ζτςι, ενεργοποιείται θ ςτρατθγικι 28: «When operation +/- and denoms equal, create goals operate on numers and 

maintain common denom». Η ενεργοποίθςθ τθσ ςτρατθγικισ (rule) 28 δθμιουργεί κάποιουσ ςτόχουσ (goals). Οι 

ςτόχοι αυτοί χρθςιμοποιοφνται για να επιλεγεί ο επόμενοσ κανόνασ. Γενικά, κάκε κανόνασ του προγράμματοσ 

αποτελείται από τα εξισ χαρακτθριςτικά: 

 Τθν ονομαςία του: Εδϊ είναι «When operation +/- and denoms equal, create goals operate on numers and 

maintain common denom». 

 Τουσ ςτόχουσ (goals) οι οποίοι ενεργοποιοφν το ςυγκεκριμζνο κανόνα (rule). Εδϊ ο κανόνασ ενεργοποιείται 

όταν υπάρχει ο ςτόχοσ «find_answer». 

 Ροιουσ ενδεχομζνωσ επιπλζον ςτόχουσ (goals) δθμιουργεί ο κανόνασ. Εδϊ, θ χριςθ του κανόνα δθμιουργεί 

τουσ ςτόχουσ «operate_on_denominators» και «operate_on_numerators». 

 

Η νζα κατάςταςθ του προβλιματοσ είναι θ παρακάτω: 

 

rule: Create goals apply operation to numers and denoms separately. 

state: 1/3+1/3 = ?/? 

goals: find_answer, operate_on_denominators, operate_on_numerators. 

 

Επιπλζον, το πρόγραμμα δθμιουργεί μια λίςτα με το όνομα rule_idxs με τισ ςτρατθγικζσ οι οποίεσ ζχουν ιδθ 

χρθςιμοποιθκεί. Εδϊ είναι rule_idxs = [28]. 

 

Βιμα 2ο:Στθ ςυνζχεια επιλζγεται ο επόμενοσ ςτόχοσ (goal) ο οποίοσ κα πραγματοποιθκεί. Εδϊ επιλζγεται ο ςτόχοσ 

(goal) «operate_on_numerators». Να ςθμειϊςουμε ότι οι ςτόχοι εφαρμόηονται από τον τελευταίο προσ τον πρϊτο 

ι αλλιϊσ από τον αυτόν που βρίςκεται δεξιότερα από τουσ υπόλοιπουσ όπωσ εμφανίηονται ςτθ λίςτα goals.  Στο 

επόμενο βιμα, ο μοναδικόσ κανόνασ ο οποίοσ αντιςτοιχεί ςτο ςτόχο operate_on_ numerators είναι ο 9:  «When 

goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob». Ρεριγράφουμε εν ςυντομία τα επόμενα 

βιματα το προγράμματοσ. Βρίςκουμε, 

 

weights= [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0]. 

 

probs =
1

 weights  κ =3.32
𝜅=1

∙ 𝐰𝐞𝐢𝐠𝐡𝐭𝐬 =  [0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0]. 

 

r = 0.9956068272213472. Ζχουμε μία μόνο υποψιφια ςτρατθγικι θ οποία και επιλζγεται. Η 9: «When goal operate 

on numers, create appropriate whole number arith prob». Η εντολι αυτι αλλάηει τθν κατάςταςθ του προβλιματοσ 

όπωσ παρακάτω: 
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rule: When goal operate on numers, create appropriate whole number arith prob 

state: 1/3+1/3 = ?/? 

 common denominator: 3 

goals: find_answer, maintain_common_denominator, do_whole_arith_1+1=ans_num 

 

rule_idxs = [28,9]. 

Πμοια προκφπτουν οι παρακάτω καταςτάςεισ: 

 

Βιμα 3ο: Επιλεγόμενοσ κανόνασ: 18 (When goal do whole number arith and operation is +, add operands). 

Κατάςταςθ προβλιματοσ: 

 

rule: When goal do whole number arith and operation is +, add operands. 

state: 1/3+1/3 = 2/? 

 common denominator: 3 

goals: find_answer, maintain_common_denominator 

rule_idxs = [28,9,18]. 

 

Βιμα 4ο: Επιλεγόμενοσ κανόνασ: 8 (When goal maintain common denom, set answer denom to common denom). 

Κατάςταςθ προβλιματοσ: 

 

rule: When goal maintain common denom, set answer denom to common denom. 

state: 1/3+1/3 = 2/3 

 common denominator: 3 

goals: find_answer 

rule_idxs = [28, 9, 18, 8]. 

 

Βιμα 5ο: Επιλεγόμενοσ κανόνασ: 15 (When goal maintain common denom, set answer denom to common denom). 

Κατάςταςθ προβλιματοσ: 

 

rule: When answer obtained, problem is solved. 

state: 1/3+1/3 = 2/3 

 common denominator: 3 

goals: done 

rule_idxs = [28, 9, 18, 8, 15]. 

Αμζςωσ μετά τθν ολοκλιρωςθ τθσ λφςθσ του τρζχοντοσ προβλιματοσ, το πρόγραμμα ελζγχει αν επετεφχκθτε θ 

ςωςτι απάντθςθ. Αν, λοιπόν, θ απάντθςθ ιταν ςωςτι, όλεσ οι ςτρατθγικζσ οι οποίεσ επιλζχκθκαν ενιςχφονται. 

Αυτό γίνεται ωσ εξισ: για κάκε κανόνα 𝑗 ∈ 𝐫𝐮𝐥𝐞_𝐢𝐝𝐱𝐬 =   28, 9, 18, 8, 15  και για κάκε χαρακτθριςτικό 𝑗 ∈
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 0, 4, 8 του τρζχοντοσ προβλιματοσ 1/3 + 2/3, υπολογίηεται θ τιμι associations i, j ∙ 𝑒 και δθμιουργείται ζνασ νζοσ 

πίνακασ 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_1 του οποίο το ςτοιχεία προκφπτουν ωσ εξισ: 

 

𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_1 i, j =  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 i, j ∙ 𝑒 +  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 i, j . 

 

Στθν περίπτωςι μασ προκφπτει ο παρακάτω πινάκασ 31 Χ 9  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_1 (ο πίνακασ 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_1 

ςθμειϊνεται ςτο διακεκομμζνο ορκογϊνιο πλαίςιο): 

 

 

Σε περίπτωςθ λάκουσ απάντθςθσ τότε εφαρμόηεται θ ςχζςθ  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_1 i, j =  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 i, j ∙ 𝑒 ∙

 1 − 𝑑 +  𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 i, j . Πςο το πρόβλθμα προχωράει από το ζνα πρόβλθμα ςτο άλλο, τα χαρακτθριςτικά του 

κάκε προβλιματοσ τα οποία κακορίηονται από τισ 9 ςτιλεσ του πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ςυνδζονται με τουσ κανόνεσ 

κακζνασ από τουσ οποίουσ αντιςτοιχεί ςε μια γραμμι του πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬. Οι ςτρατθγικζσ ο οποίεσ δίνουν 

ςωςτζσ απαντιςεισ αυξάνουν ςε μεγαλφτερο βακμό τισ τιμζσ τουσ ςτισ αντίςτοιχεσ κζςεισ του πίνακα 

𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ςε ςχζςθ με τα χαρακτθριςτικά των προβλθμάτων για τα οποία ζδωςαν ςωςτζσ απαντιςεισ. Τελικά, 

όταν αναγνωςτοφν όλα τα προβλιματα από το λογιςμικό, προκφπτει θ τελικι μορφι του πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬. 

Στθν εκτζλεςθ του λογιςμικοφ για το αρχικό πείραμα τθσ ςειράσ των ςχολικϊν βιβλίων EnVionMATH προζκυψε, 

φςτερα από τθν ανάγνωςθ των 659 προβλθμάτων για τον 1ο από τουσ 1000 μακθτζσ τθσ προςομοίωςθσ ο 

παρακάτω πίνακασ 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬_659 που είναι και ο τελικόσ πίνακασ του βακμοφ ςφνδεςθσ των κανόνων (rules) 

με κακζνα από τα χαρακτθριςτικά  ,'+', '-', '*', '/', 'same-denom', 'diff-denom', 'whole', 'mixed', 'fraction'- των 

προβλθμάτων για το ςυγκεκριμζνο μακθτι: 
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Τονίηουμε, ότι για να προκφψει ο παραπάνω πίνακασ χρειάςτθκε να τρζξαμε εκ νζου το πρόγραμμα. Οι τιμζσ των 

παραμζτρων αυτι τθ φορά ιταν οι e = 0.014268684392882886, disc_inc = 0.16228815504385546, g = 

0.704220178056802. 

2. Φάςθ ελζγχου (testing mode) 

Στθ ςυνζχεια το λογιςμικό ειςζρχεται ςτθ φάςθ ελζγχου (testing mode) κατά τθν όποια υπολογίηεται θ επίδοςθ του 

μακθτι ςε μια ςειρά από προβλιματα. Στθν παροφςα εκτζλεςθ υπάρχουν τα εξισ 16 προβλιματα: «3/5+1/5», 

«4/5+3/5», «2/3+3/5», «3/5+1/4», «3/5-1/5», «4/5-3/5», «2/3-3/5», «3/5-1/4», «3/5*1/5», «4/5*3/5», «2/3*3/5»,  

«3/5*1/4», «3/5:1/5», «4/5:3/5», «2/3:3/5», «3/5:1/4».  

.Το πρόγραμμα ξεκινάει από το 1ο πρόβλθμα. Η διαδικαςία είναι θ ίδια με τθ φάςθ μάκθςθσ (learning mode) με τθ 

διαφορά ότι ο πίνακασ 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ο οποίοσ προζκυψε από τθ φάςθ μάκθςθσ παραμζνει ο ίδιοσ μετά τθ λφςθ 

του κακενόσ από τα παραπάνω προβλιματα. Ζτςι, για το πρϊτο πρόβλθμα, τα χαρακτθριςτικά του είναι τα *'+', 

'same-denom', 'fraction'+ και θ αρχικι κατάςταςθ του προβλιματοσ είναι θ  

 

rule: None. 

state: 3/5+1/5 = ?/? 

goals: find_answer 

 

Δθλαδι, ζχουμε ζνα πρόβλθμα πρόςκεςθσ  δφο ομωνφμων κλαςμάτων. Δθμιουργείται ο πίνακασ x = [1.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 1.0] προκειμζνου να ενεργοποιθκοφν εκείνεσ οι ςτιλεσ του πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 οι οποίεσ 

αντιςτοιχοφν ςε αυτά τα χαρακτθριςτικά. Στθ ςυνζχεια, για κάκε μία γραμμι του πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬, θ οποία 

όπωσ είδαμε αντιςτοιχεί ςε κάποιο κανόνα (rule), ακροίηονται οι τιμζσ εκείνων των ςτθλϊν οι οποίεσ αντιςτοιχοφν 

ςτα χαρακτθριςτικά τον παρόντοσ προβλιματοσ *'+', 'same-denom', 'fraction'+. Δθλαδι, ζχουμε τθν πράξθ: 
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activations  = 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 ∗ 𝒙 = 

 

[0.42945115998906846,   2.2840052774611066,   0.4515917700394657,   0.1311751684523001,  

0.32780488743356767,   0.06984400755345932,   0.07253449962122215,   0.08911882247912903,  

7.198629916802393 , 7.99262784291125,   0.793997926108873,  6.526635369623143,  

0.1728566608227325,   0.23418782172157326,   0.8210781498434657,   7.99262784291125,  

0.8210781498434657,   0.8210781498434657,   4.53252627074138,   1.185558399114678 , 

6.042316324319198 ,  0.4570392710235826,   1.7486091522294445 ,  0.9321622793160272,  

0.5137391549923755,   0.7702006204615287,   0.8210781498434657,    0.32780488743356767, 

1.6694360739672969,   3.245188565374012,   0.6008506757606278,    0.30972115016470575, 

0.11414947514306308,   0.01389383079014411,   0.07096856836167566,   0.16052876129213484] 

 

Σθμειϊνουμε, ότι ςτον πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬, όπωσ αυτόσ εκτυπϊνεται από το πρόγραμμα, οι αρικμοί τυπϊνονται 

με ακρίβεια 3 δεκαδικϊν ψθφίων, αν και θ ακρίβεια των αρικμϊν  τουσ οποίουσ χρθςιμοποιεί το πρόγραμμα είναι 

17 ψθφίων. Δθλαδι, ςτον πίνακα 𝐚𝐬𝐬𝐨𝐜𝐢𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧𝐬 οι αρικμοί δεν τυπϊνονται με τθν πραγματικι ακρίβεια των 17 

ψθφίων για οικονομία χϊρου.Στθ ςυνζχεια υπολογίηονται οι παρακάτω πίνακεσ: 

pwrs = g * activations=  

[0.302428172354202,  1.6084426031763361,  0.31802003670617895,  0.09237620048410977, 

0.23084681619635697,  0.049185559435497746,  0.0510802582385181,  0.06275927303446478, 

5.069420441775603,  5.628569802676714,  0.5591493609011221,  4.596188322107832, 

0.12172914846288892,  0.16491978951150094,  0.578219800881315,  5.628569802676714, 

0.578219800881315,  0.578219800881315, , 3.1918964574286277,  0.8348941469212761 

4.255121077787587,  0.32185627681917833,  1.231405848534773,  0.6564474863177672, 

0.36178547920348175,  0.5423908180808772, , 0.578219800881315,  0.23084681619635697 

1.1756505692636983,  2.2853272693355846,  0.4231311698696991,  0.2181118835169466, 

0.08038636371033837,  0.009784315992926363,  0.04997749784809556,  0.11304759286038507] 

    

all_weights = 𝒆𝒑𝒘𝒓𝒔 =  

[1.3531404800354052,  4.995025929491018,  1.3744037994767737,  1.0967773526498792, 

1.2596662641995966,  1.0504152471173314,  1.0524073542542702,  1.064770489408479, 

159.08210327996102,  278.26386067919975,  1.7491839430202871,  99.10583525628475, 

1.129448147581247,  1.179298522807049,  1.7828617551062411,  278.26386067919975, 

1.7828617551062411,  1.7828617551062411,  24.33453311665381,  2.3045700895362353, 

70.46534846044149,  1.379686468779089,  3.4260426492815883,  1.9279311525987821, 

1.4358908804633441,  1.7201144306858243,  1.7828617551062411,  1.2596662641995966, 
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3.2402502655137133,  9.828902396068102,  1.5267345444041434,  1.2437262122976693, 

1.0837056913510779,  1.0098323389086572,  1.0512474407802725,  1.1196852207029018] 

 

Ρροκειμζνου να επιλεγεί θ ςτρατθγικι επίλυςθσ του προβλιματοσ, ενεργοποιοφνται από τον πίνακα all_weights, 

εκείνα μόνο τα ςτοιχεία τα οποία αντιςτοιχοφν ςε κανόνεσ οι οποίοι μποροφν να εφαρμοςτοφν ςτον παρόν 

πρόβλθμα. Εδϊ, οι κανόνεσ αυτοί είναι οι 0, 28, 29, 35 και δθμιουργείται ο πίνακασ 

 

weights = [1.3531404800354052, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 3.2402502655137133, 9.828902396068102, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

1.1196852207029018]. 

Εν ςυνεχεία υπολογίηονται τα εξισ: 

probs = 
1

 weights  κ =3.32
𝜅=1

∙ 𝐰𝐞𝐢𝐠𝐡𝐭𝐬 =  
1

15.5419783623
∙ 𝐰𝐞𝐢𝐠𝐡𝐭𝐬=[0.087063593095455, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.20848377149780084, 

0.6324099909891288, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.07204264441761545]. 

Επιλζγεται ζνασ τυχαίοσ αρικμόσ r ςτο διάςτθμα *0,1+: r = 0.204220915725 

Επομζνωσ, επιλζγεται θ ςτρατθγικι ςτθ κζςθ 28 του πίνακα με τιμι probs 0.20848377149780084. Το πρόγραμμα 

από εδϊ και πζρα ςυνεχίηει όπωσ και ςτθ φάςθ μάκθςθσ (learning mode) μζχρι να απαντιςει και ςτα 16 

προβλιματα τθσ φάςθσ ζλεγχου (testing mode). Μόλισ τελειϊςει και θ φάςθ ελζγχου, το λογιςμικό εξάγει για τον 

ςυγκεκριμζνο μακθτι τα ποςοςτά των ςωςτϊν απαντιςεων για κάκε είδοσ προβλιματοσ, ποιεσ ςτρατθγικζσ 

χρθςιμοποιικθκαν και ςε πιο ποςοςτό. Η ίδια διαδικαςία γίνεται για κάκε ζναν από τουσ N = 1000 μακθτζσ. Τελικά, 

βρίςκεται ο μζςοσ όροσ των ποςοςτϊν επιτυχίασ για κάκε είδουσ προβλιματοσ όλων των μακθτϊν.  

 


