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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Τα σχολικά εγχειρίδια αποτελούν τη βασική γέφυρα ανάµεσα στο αναλυτικό 

πρόγραµµα και την εφαρµογή της διδασκαλίας µέσα στη σχολική τάξη και συχνά 

λειτουργούν ως στήριγµα του εκπαιδευτικού για τον σχεδιασµό και τη διδασκαλία 

των µαθηµατικών. Στην παρούσα εργασία σκοπός είναι αφενός να µελετηθεί ο 

τρόπος που εισάγεται και προσεγγίζεται διδακτικά η έννοια του κλάσµατος στα 

σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης και αφετέρου να 

ελεγχθεί η συνέπεια και η συνέχεια που παρουσιάζουν στην οργάνωση του 

µαθηµατικού περιεχοµένου της έννοιας του κλάσµατος ανάµεσα στις δύο τάξεις. Για 

τον σκοπό αυτό, χαρτογραφήθηκαν όλες οι δραστηριότητες από τα σχολικά 

εγχειρίδια των µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης ως προς τη συχνότητα 

εµφάνισης των διαστάσεων του κλάσµατος, των µοντέλων και των αναπαραστατικών 

µέσων που τις συνοδεύουν.  

Τα αποτελέσµατα έδειξαν σχεδόν ίσο αριθµό  δραστηριοτήτων στις δύο τάξεις,  αλλά 

µε διαφορά στο είδος των αριθµών που εµφάνιζαν, καθώς στα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης 

οι δραστηριότητες περιορίζονταν κυρίως στα δεκαδικά κλάσµατα. Από τις διαστάσεις 

του κλάσµατος, αυτή που κυριαρχούσε ήταν του «µέρους-όλου». Το µεγαλύτερο 

ποσοστό δραστηριοτήτων και στις δύο τάξεις αξιοποιούσε το µοντέλο «εµβαδού ή 

επιφάνειας», κυρίως µε τη χρήση γεωµετρικών σχηµάτων και τετραγωνισµένων 

επιφανειών. Μεγάλο ποσοστό δραστηριοτήτων στη ∆΄ τάξη δεν βρέθηκε να εµφανίζει 

κάποιο µοντέλο µε τα κλάσµατα. Ποικιλία  αναπαραστατικών µέσων (χειραπτικά, 

εικόνες, γραπτά σύµβολα, κ.λ.π.) εντοπίστηκε να πλαισιώνει τις δραστηριότητες που 

αφορούν στα κλάσµατα, όχι όµως µε την ίδια συχνότητα παρουσίας στις δυο τάξεις: 

ενώ στη Γ΄τάξη αξιοποιούνταν ένα πλήθος µέσων, η εικόνα και τα γραπτά σύµβολα 

κυριαρχούσαν στο σχολικό εγχειρίδιο της ∆΄τάξης. Τα παραπάνω αποτελέσµατα 

αναδεικνύουν αρκετές αποκλίσεις στη διδακτική προσέγγιση του κλάσµατος όπως 

προτείνεται από τα σχολικά εγχειρίδια των δύο τάξεων, γεγονός που εγείρει 

προβληµατισµούς για τη συνέπεια στη διδασκαλία και προσφέρεται για εκπαιδευτικές 

βελτιωτικές αλλαγές.  

ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙ∆ΙΑ: Σχολικά εγχειρίδια, κλάσµατα, διαστάσεις του κλάσµατος, 

αναπαραστάσεις του κλάσµατος 
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ABSTRACT 

School textbooks bridge the gap between curriculum and teaching practices with their 

use often considered as supportive tools for teachers when  mathematics teaching. The 

purpose of the present study was twofold: firstly, to examine the way in which the 

fraction concept is introduced in year 3and year 4 mathematics textbooks, and to 

check for consistency and continuity in the mathematical content of fraction between 

the two years. For this purpose, all activities in year 3 and year 4 mathematics 

textbooks were classified according to their frequency in terms of the fraction 

constructs, models and representation means.  

The results showed an almost equal number of activities between the two years 

textbooks which differed, however, in the type of numbers: activities in year 4 

textbooks were mainly limited to decimal fractions. The dominant fraction construct 

observed was that of the “part-whole”. In the majority of the activities the “area 

model” was revealed with the main use of the geometric shapes and squared areas in 

both year 3 and 4 textbooks. However, a quite big percentage of activities in year 4 

textbooks were found without any model for use. A variety of representation means 

(representation tools, pictures, symbols, etc.) were observed with differences in their  

frequency between the two years: whereas year 3 textbooks involve a lot of means, 

mainly pictures and symbols were found  in the year 4 textbooks. These findings  

highlight the inconsistencies in teaching approaches for fraction between the two 

textbooks, and indicate concerns for educational improvement. 

 

 KEY WORDS: School textbooks, Fractions, Fraction constructs, Fraction 

representations 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το σχολικό εγχειρίδιο είναι ένα µέσο διδασκαλίας, µε µορφή βιβλίου, που 

ανταποκρίνεται στις απαιτήσεις του Αναλυτικού Προγράµµατος και χρησιµοποιείται 

τόσο από τους µαθητές όσο και από τους εκπαιδευτικούς, προκειµένου να 

επεξεργασθούν τη διδακτέα ύλη. Ο ρόλος του στο πλαίσιο της διδασκαλίας είναι 

κεντρικός (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008). Κατά την Κολέζα (2017), τα σχολικά 

εγχειρίδια αποτελούν το µέσο που χρησιµοποιείται και µπορεί να θεωρηθεί ως η 

βασική γέφυρα ανάµεσα στο αναλυτικό πρόγραµµα και την εφαρµογή της 

διδασκαλίας, µέσα στη σχολική τάξη. Εκφράζουν κατά ένα µέρος τις προθέσεις του 

αναλυτικού προγράµµατος και επηρεάζουν τους διδακτικούς σκοπούς και τον 

σχεδιασµό της διδασκαλίας σε συγκεκριµένες κοινωνικο-πολιτισµικές συνθήκες.  

Την άρρηκτη  σύνδεση του κοινωνικο-πολιτισµικού πλαισίου και των σχολικών 

εγχειριδίων των µαθηµατικών υποστηρίζουν και οι Pepin και Haggarty (2001). 

Θεωρούν πως  οι υπάρχουσες πολιτισµικές παραδόσεις, η φιλοσοφία, οι παιδαγωγικές 

αρχές  των εκπαιδευτικών, η δοµή του αναλυτικού  προγράµµατος καθώς και του 

εκπαιδευτικού συστήµατος επηρεάζουν και διαµορφώνουν τον τρόπο χρήσης των 

σχολικών εγχειριδίων για την επίτευξη της  µάθησης και της διδασκαλίας των 

µαθηµατικών. Επιπλέον τονίζουν πως τα εγχειρίδια είναι αυτά που κατασκευάζουν 

συγχρόνως την εικόνα των Μαθηµατικών και την εικόνα του µαθητή που µαθαίνει 

µαθηµατικά.  

Σύµφωνα µε τους Mesa (2004) και Reys, Reys και Chávez (2004), τα σχολικά 

εγχειρίδια των µαθηµατικών αποτελούν ένα σηµαντικό εργαλείο για τη διδασκαλία 

και τη µάθηση, γιατί ορίζουν τι είναι τα σχολικά µαθηµατικά και οργανώνουν 

επιστηµονικά το περιεχόµενο της γνώσης. Μπορούν να καθοδηγήσουν τους 

δασκάλους σχετικά µε τα  θέµατα που θα διδάξουν και  τον χρόνο που θα διαθέσουν. 

Επιπλέον καθορίζουν τη ροή των δραστηριοτήτων και τη σειρά που θα 

ακολουθήσουν ώστε να διδαχθεί µια µαθηµατική έννοια.   

Τα σχολικά εγχειρίδια, επίσης, έχουν χαρακτηρισθεί ως «εξουσία µέσα στην 

εξουσία», γιατί ουσιαστικά είναι µια κωδικοποιηµένη έκφραση του µαθηµατικού 

περιεχοµένου, που καθορίζεται από την πολιτική εξουσία και τη µαθηµατική 

κοινότητα ως σηµαντική για τους µαθητές σε µία δεδοµένη χρονική περίοδο (Apple, 

1986. 1992. Stray, 1994, στο  Κολέζα, 2017). 
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Η έρευνα αναφορικά µε την αξιολόγηση και τη χρήση των σχολικών εγχειριδίων των 

µαθηµατικών είναι σχετικά πρόσφατη και περιορισµένη (Κολέζα, 2007). Κάποιες 

µελέτες έχουν εξετάσει µια σειρά από ζητήµατα, όπως το περιεχόµενο των σχολικών 

εγχειριδίων (Li, Chen & An, 2009), τη φύση και τους στόχους των δραστηριοτήτων 

που προτείνονται µέσα από αυτά (da Ponte & Marques, 2007), το επίπεδο των 

γνωστικών απαιτήσεων που θεωρούνται αναγκαίες για την εκτέλεση των 

δραστηριοτήτων (Jones & Tarr, 2007), αλλά και τη χρήση των εγχειριδίων µέσα στις 

σχολικές τάξεις σε σχέση µε τους µαθητές, τους εκπαιδευτικούς ή και συνδυαστικά 

(Pepin  & Haggarty, 2001).  

Σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία το σχολικό εγχειρίδιο αποτελεί τη βασική πηγή 

παροχής εκπαιδευτικών ευκαιριών στους µαθητές τόσο στις γερµανικές όσο και στις 

αγγλικές αίθουσες διδασκαλίας και χρησιµοποιείται ευρέως στην τάξη (Pepin  & 

Haggarty, 2001). Με την ίδια άποψη ταυτίζεται και ο Apple και Christian-Smith 

(1991), υποστηρίζοντας πως τα σχολικά εγχειρίδια χρησιµοποιούνται ευρέως και στα 

αµερικανικά σχολεία. Όπως στις παραπάνω χώρες το ίδιο και στην Ελλάδα, οι 

εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν το σχολικό εγχειρίδιο ως βασικό στήριγµα σχεδιασµού 

για τη διδασκαλία (Χαραλάµπους & Καψάλης, 2008) και τη µάθηση των 

µαθηµατικών εννοιών µέσα στη σχολική τάξη (Κολέζα, 2006).  

Μια από τις βασικές και θεµελιώδεις µαθηµατικές έννοιες που διδάσκονται µέσα από 

τα σχολικά εγχειρίδια είναι και τα κλάσµατα. Το ερευνητικό ενδιαφέρον για τον 

τρόπο που προσεγγίζεται και παρουσιάζεται η έννοια του κλάσµατος µέσα από τα 

σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών όλο και συνεχώς αυξάνεται, καθώς τα 

κλάσµατα αποτελούν µία από τις πιο δύσκολες και προβληµατικές περιοχές στα 

σχολικά µαθηµατικά (Kieren, 1993. Lamon, 1999, στο Γαγάτσης, Μιχαηλίδου & 

Σιακαλλή, 2001). Παρόλο που κατά διαστήµατα προτείνονται διάφορες αλλαγές στον 

τρόπο οργάνωσης της διδασκαλίας των κλασµάτων, αυτές οι αλλαγές δεν φαίνεται να 

µεταβάλλουν σηµαντικά το επίπεδο κατανόησης των µαθητών (Lortie-Forgues, Tian, 

& Siegler, 2015). 

 Σύµφωνα µε τους Kieren (1976), Marshall (1993) και Lamon (2012), ένας από τους 

βασικούς παράγοντες που κάνουν τη διδασκαλία των κλασµατικών αριθµών 

προβληµατική εντοπίζεται στο γεγονός ότι τα κλάσµατα αποτελούν ένα πολυσύνθετο 

κατασκεύασµα. Ο Κieren (1976), θεωρώντας ως θεµέλιο της κλασµατικής έννοιας το 

µέρος-όλο, ήταν ο πρώτος που υποστήριξε την πολύπλευρη δοµή τους 

παρουσιάζοντας ένα θεωρητικό  µοντέλο που αποτελείται από τις τέσσερις 
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διαστάσεις του κλάσµατος: τον  λόγο, τον τελεστή, το πηλίκο, το  µέτρο και την 

άρρηκτη σύνδεση µεταξύ τους. 

 Παρά το γεγονός πως τόσο η κατανόηση των διαστάσεων του κλάσµατος όσο και οι 

ποικίλες αναπαραστάσεις της έννοιας συµβάλλουν στην καλύτερη και ολοκληρωµένη 

κατανόησή τους από τους µαθητές  (Γαγάτσης, Μιχαηλίδου & Σιακαλή, 2001), λίγες 

είναι οι έρευνες που έχουν µελετήσει αν στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών 

εισάγεται και ενθαρρύνεται µια πιο εννοιολογική και πολύπλευρη διδακτική 

προσέγγιση που να βοηθά στην κατανόηση της πολυδιάστατης έννοιας των 

κλασµάτων.  

Για παράδειγµα, οι Charalambous και Pita-Pantazi (2007) και οι Nguyen, Duong και 

Phan (2017) στην προσπάθειά τους να συνδέσουν τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν 

οι µαθητές στα κλάσµατα, µελετώντας την παρουσία τους στα σχολικά εγχειρίδια, 

συµπεραίνουν ότι τόσο στα σχολεία της Κύπρου όσο και του Βιετνάµ το πρόγραµµα 

σπουδών και τα εγχειρίδια των µαθηµατικών προσεγγίζουν µονοµερώς την 

πολυσύνθετη έννοια του κλάσµατος εστιάζοντας σε αυτή του µέρους-όλου, µε 

αποτέλεσµα να είναι ελλιπής η γνώση στις υπόλοιπες διαστάσεις, περιορισµένες οι 

αναπαραστάσεις και κατ’ επέκταση φτωχή η εννοιολογική κατανόηση του 

κλασµατικού αριθµού. Σχετικές  έρευνες για τον τρόπο παρουσίασης των κλασµάτων 

στα ελληνικά σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών δεν έχουν πραγµατοποιηθεί. 

Για τον λόγο αυτό στην παρούσα εργασία εξετάζεται η παρουσίαση της έννοιας του 

κλάσµατος  στα σχολικά  εγχειρίδια των µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης του 

∆ηµοτικού στον ελλαδικό χώρο. Πιο συγκεκριµένα, σκοπός της παρούσας  εργασίας 

είναι να χαρτογραφηθούν οι δραστηριότητες που αφορούν τα κλάσµατα στο σύνολό 

τους και να αναδειχθεί η συχνότητα εµφάνισης των διαστάσεων (ερµηνειών) του 

κλάσµατος αλλά και των αναπαραστάσεων που τα συνοδεύουν. Η συγκεκριµένη 

επιλογή που αφορά την έννοια του κλάσµατος και τις διαστάσεις του έγινε γιατί τα 

κλάσµατα αντιπροσωπεύουν µια δύσκολη και αφηρηµένη έννοια, ένα πολύπλευρο 

κατασκεύασµα καθώς η µετάβαση από την λογική της φυσικής σηµασίας του 

αριθµού προς την κατανόηση ενός αριθµού της µορφής α/β, είναι κάτι που 

δυσκολεύει τους µαθητές αλλά και τους εκπαιδευτικούς σε όλο τον κόσµο (Lortie-

Forgues, Tian & Siegler, 2015). 
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Ερευνητικά ερωτήµατα που θα διερευνηθούν – ερευνητικές υποθέσεις 

Τα επιµέρους ερευνητικά ερωτήµατα που η παρούσα εργασία επιχειρεί να απαντήσει 

είναι: 

• Ποιες από τις διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος (µέρος-όλου, πηλίκο, 

τελεστής, λόγος, µέτρο) εµφανίζονται πιο συχνά στις δραστηριότητες που 

παρουσιάζονται στις διδακτικές προτάσεις των εγχειριδίων των µαθηµατικών 

της Γ΄ και της ∆΄ τάξης;  

Στα σχολικά  εγχειρίδια η κατανόηση των κλασµατικών εννοιών δοµείται µε βάση το 

πρόγραµµα σπουδών και σύµφωνα µε τους Charalambous και Pita-Pantazi (2007),  

Nguyen, Duong και Phan (2017), και Bature (2004) η διάσταση του µέρους-όλου 

κατέχει το µεγαλύτερο εύρος στα εγχειρίδια της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης 

προκειµένου να εισαχθεί η έννοια του κλάσµατος. Αν και θεωρείται σηµαντικό οι 

µαθητές να έρχονται σε επαφή µε τις διαφορετικές εννοιολογικές πτυχές του 

κλάσµατος και να διακρίνουν τις συνδέσεις µεταξύ τους (Κολέζα, 2017. Lamon, 

2012), είναι πολύ πιθανό στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ 

τάξης του δηµοτικού να επικρατεί η διάσταση του µέρους-όλου. 

• Ποια µοντέλα και ποια αναπαραστατικά µέσα εµφανίζονται και αναδεικνύουν 

τα κλάσµατα µέσα από τις δραστηριότητες που υιοθετούνται από τα σχολικά 

εγχειρίδια των δύο τάξεων;   

Αρκετοί είναι οι ερευνητές (Lamon, 2001 & van de Walle, 2005) που θεωρούν 

αναγκαία τη χρήση πολλαπλών µοντέλων και αναπαραστάσεων προκειµένου να γίνει 

κατανοητή η έννοια του κλάσµατος. Σύµφωνα µε τους Charalambous και Pitta-

Pantazi (2007), τα διαφορετικά µοντέλα της επιφάνειας, του µέτρου και των συνόλων 

βοηθούν τους µαθητές να ανακαλύψουν τα ποικίλα εννοιολογικά χαρακτηριστικά του 

κλάσµατος και να δηµιουργήσουν ακριβέστερα νοητικά σχήµατα και συνδέσεις που 

αφορούν στα κλάσµατα. Συχνά, ο κύκλος, το τετράγωνο και η επιφάνεια γενικότερα 

εµφανίζονται ως η ευκολότερη προσέγγιση για τους µαθητές, γι’ αυτό παραδείγµατα 

µε συνεχείς επιφάνειες στη διδασκαλία των κλασµάτων απαντώνται µε µεγαλύτερη 

συχνότητα στα σχολικά εγχειρίδια (Γαγάτσης, Σιηµητρά-Κωνσταντίνου & 

Χριστουδουλίδου, 2006).  
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 Οι αναπαραστάσεις στο χώρο των Μαθηµατικών επίσης θεωρούνται ένα ισχυρό 

εργαλείο διδασκαλίας, γιατί µέσω αυτών οι µαθητές µπορούν να αναδιοργανώσουν 

και να µεταφράσουν τις ιδέες µε σύµβολα. Η αριθµογραµµή ως διδακτικό µέσο για 

παράδειγµα αποτελεί ένα πολύ σηµαντικό αναπαραστατικό µέσο. Είναι ένα 

επιτηδευµένο µοντέλο µέτρησης µε πιο δύσκολη τη χρήση της από τους µαθητές 

αλλά τους δίνει η δυνατότητα σύγκρισης και κατανόησης ενός πραγµατικού µήκους 

σε σχέση µε κάποιο άλλο (van de Valle, 2007). Επιπλέον η χρήση εικονικών και 

διαγραµµατικών αναπαραστάσεων συντελεί αποτελεσµατικά στον ίδιο σκοπό 

(Γαγάτσης, Σιηµητρά-Κωνσταντίνου και Χριστουδουλίδου 2006).  

Αναµένεται λοιπόν τα µοντέλα και οι αναπαραστάσεις που θα συνοδεύουν συχνότερα 

τις  δραστηριότητες των κλασµατικών αριθµών στα εγχειρίδια των µαθηµατικών της 

Γ΄ και της ∆΄ τάξης του δηµοτικού να είναι µοντέλα επιφάνειας, µέσα από τα 

στερεότυπα γεωµετρικά σχήµατα (κύκλος, τετράγωνα, ορθογώνιο κ.λ.π.) όπως επίσης 

και οι εικόνες και οι αριθµογραµµές, τα οποία εκτιµάται να υπερτερούν σε σχέση µε 

τα χειραπτικά ή σχηµατικά µέσα που πιθανότατα θα εµφανίζονται λιγότερο συχνά.  

• Εµφανίζονται κάποια αναπαραστατικά µέσα, συχνότερα, σε σχέση µε κάποια 

άλλα αναδεικνύοντας συγκεκριµένη διάσταση (ερµηνεία) του κλάσµατος; 

Παραδοσιακά, οι δάσκαλοι εισάγουν τη διάσταση του µέρους-όλου µε 

αναπαραστάσεις που εστιάζουν σε δισδιάστατα γεωµετρικά σχήµατα που χωρίζονται 

σε ίσα µέρη αξιοποιώντας την επιφάνεια (Γαγάτσης, Κύπρος, Σιηµητρά-

Κωνσταντίνου & Χριστοδουλίδου, 2006.) Αναµένεται ότι και στα εγχειρίδια της Γ΄ 

και της ∆΄ τάξης, οι πίτες και τα γεωµετρικά σχήµατα θα συνοδεύουν  πιο συχνά την 

ερµηνεία του µέρους-όλου γιατί είναι πιο οικεία στους µαθητές και πιθανόν να βρεθεί 

µια ποικιλία των συγκεκριµένων µέσων, ιδιαίτερα στη Γ΄ τάξη, που γίνεται η 

εισαγωγή στα κλάσµατα (van de Walle, 2005). Η αριθµογραµµή επίσης, που 

αναφέρεται ως ένα επιτηδευµένο µοντέλο µέτρησης (Bright, Behr, Post & 

Wachsmuth, 1988, στο van de Walle, 2005) εικάζεται ότι θα αναδεικνύει αρκετά 

συχνά τη διάσταση του µέτρου. 

• Υπάρχει συνέπεια και συνέχεια ανάµεσα στα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών των δύο τάξεων ως προς την οργάνωση του µαθηµατικού 

περιεχοµένου της έννοιας του κλάσµατος; 



13 

 

Στα νέα σχολικά εγχειρίδια η οργάνωση του µαθηµατικού περιεχοµένου δοµείται  

σύµφωνα µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα σπουδών (2003) και στηρίζεται σε µια 

σπειροειδή ανάπτυξη της ύλης και των µαθηµατικών εννοιών, «ώστε οι καινούριες 

γνώσεις να εισάγονται µε εµπέδωση και επέκταση των προηγούµενων. Για παράδειγµα, 

σ΄ όλη την πρώτη περίοδο επανεµφανίζονται και επεκτείνονται γνώσεις των 

προηγούµενων τάξεων» (Ο.Ε.∆.Β., Βιβλίο ∆ασκάλου ∆΄ τάξη, 2006, σελ.11). 

Αναµένεται και σε σχέση µε τα κλάσµατα και την οργάνωση του µαθηµατικού 

περιεχοµένου της έννοιας, να υπάρχει στα εγχειρίδια της Γ΄ και της ∆΄ Τάξης µια 

συνέχεια και εµβάθυνση που θα συµβάλλει µε συνέπεια, σε µια αποτελεσµατική 

διδασκαλία µέσα στο σχολείο, έχοντας οδηγό το εγχειρίδιο των µαθηµατικών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ο
 

Βιβλιογραφική Επισκόπηση 

Στο κεφάλαιο αυτό, το οποίο χωρίζεται σε τρία µέρη, επιχειρείται η βιβλιογραφική 

επισκόπηση ερευνών που αφορά: α) στα σχολικά εγχειρίδια και, πιο συγκεκριµένα, 

αυτά των µαθηµατικών, β) στην ανάλυση της έννοιας του κλάσµατος και γ) στον 

ρόλο των αναπαραστάσεων στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών. Το πρώτο 

µέρος αναφέρεται στον ρόλο και τη λειτουργία των σχολικών εγχειριδίων των 

µαθηµατικών. Στη συνέχεια, περιγράφονται διεξοδικότερα τα εγχειρίδια των 

µαθηµατικών και τα Ελληνικά Αναλυτικά Προγράµµατα των Μαθηµατικών της Γ΄ 

και της ∆΄ τάξης του δηµοτικού, κάνοντας εκτενή αναφορά στα κλάσµατα ως 

διδακτική ενότητα. Στο δεύτερο µέρος του κεφαλαίου γίνεται ιστορική αναφορά  σε 

σχέση µε τα κλάσµατα και  επιχειρείται ο ορισµός τους, η έννοια και οι διαστάσεις 

τους καθώς και η κατανόησή τους τόσο από τους µαθητές όσο και από τους 

εκπαιδευτικούς. Στο τρίτο και τελευταίο µέρος του κεφαλαίου, καταγράφεται ο ρόλος 

των µοντέλων και αναπαραστάσεων σε σχέση µε τα κλάσµατα και η σηµασία τους  

στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών. 

 

Α.    ΣΧΟΛΙΚΑ ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΑ 

Α.1    Ο ρόλος και η λειτουργία των σχολικών εγχειριδίων στη διδασκαλία  

Στη σύγχρονη κοινωνία, παρά τη συνεχώς αυξανόµενη διάδοση των τεχνολογικών 

και οπτικοακουστικών µέσων, το σχολικό εγχειρίδιο εξακολουθεί να κατέχει στη 

σχολική εκπαίδευση έναν ιδιαίτερα σηµαντικό ρόλο, τόσο για τους εκπαιδευτικούς 

όσο και τους µαθητές (Μπονίδης,  2004). 

 Σύµφωνα µε τον Ματσαγγούρα (2006), µε τον όρο σχολικά εγχειρίδια -που είναι 

ευρύτερος- εννοούνται συνήθως το σύνολο των βιβλίων τα οποία  έχουν συγγραφεί 

για να στηρίξουν τη διδασκαλία των µαθηµάτων µε βάση το επίσηµο Αναλυτικό 

πρόγραµµα. Κάποια από αυτά απευθύνονται µόνο στους εκπαιδευτικούς (βιβλίο 

δασκάλου), ενώ κάποια άλλα στους µαθητές. Αντίθετα, ο όρος διδακτικά εγχειρίδια 

είναι πιο συγκεκριµένος γιατί αναφέρεται στα Βιβλία του Μαθητή και τα Τετράδια 

Εργασιών που τα συνοδεύουν και απευθύνονται στους µαθητές ενός σχολείου. Κατά 

τους Καψάλη και Χαραλάµπους (2008), ο όρος σχολικό εγχειρίδιο είναι επίσης 
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διευρυµένος, µιας και συµπεριλαµβάνει το διδακτικό εγχειρίδιο, το βιβλίο του 

δασκάλου, και αν υπάρχουν, τα τεύχη εργασιών και ασκήσεων. 

Ανεξάρτητα από τους ορισµούς που δίνονται, σε κάθε περίπτωση το σχολικό 

εγχειρίδιο ως εκπαιδευτικό και πληροφοριακό µέσο αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης 

και έρευνας σχετικά πρόσφατα, σχεδόν από τις αρχές του 20ού αιώνα µέχρι και 

σήµερα (Remillard, 2000, στο Κολέζα, 2017). Αρχικά  η έρευνα των σχολικών 

εγχειριδίων είχε πραγµατιστικό χαρακτήρα, ∆ιεθνής βελτίωση ή η αναθεώρησή τους 

στο πλαίσιο της Παιδαγωγικής της Ειρήνης. Ο σηµαντικός  ρόλος τους στα πλαίσια 

της εκπαίδευσης αρχίζει να συνειδητοποιείται κυρίως µετά τον πρώτο παγκόσµιο 

πόλεµο. Ιστορικά το σχολικό εγχειρίδιο θεωρείται το παλαιότερο µέσο διδασκαλίας 

και η χρήση του αυτονόητη από τους µαθητές.  Μετά την καθιέρωση και επέκταση 

του θεσµού της υποχρεωτικής εκπαίδευσης, γίνεται το βασικό µέσο εφαρµογής του 

αναλυτικού προγράµµατος σπουδών και καθορίζει σε πολύ µεγάλο βαθµό τους 

σκοπούς, τη στήριξη και την οργάνωση της διδασκαλίας (Καψάλης & Χαραλάµπους, 

2008). 

 Από τη δεκαετία του 1970 και µετά, το σχολικό εγχειρίδιο θεωρείται ένα µέσο 

επικοινωνίας, διδασκαλίας  και µάθησης. Το ερευνητικό ενδιαφέρον στρέφεται και σε 

άλλους παράγοντες που σχετίζονται µε το εγχειρίδιο όπως η διδακτική µεθοδολογία, 

η διαδικασία συγγραφής, το περιεχόµενό του αλλά και παράγοντες που το 

πλαισιώνουν όπως το σχολείο, η κοινωνία, ο πολιτισµός. Ο ρόλος του στα πλαίσια 

της εκπαιδευτικής διαδικασίας γίνεται κεντρικός  (Μπονίδης, 2004). 

Σύµφωνα µε τους Καψάλη και Χαραλάµπους (2008), το σχολικό εγχειρίδιο 

διαδραµατίζει τον κεντρικότερο ρόλο στα πλαίσια της διδασκαλίας και της σχολικής 

εκπαίδευσης. Η γνώση µιας συγκεκριµένης επιστηµονικής περιοχής παρουσιάζεται 

µε σύστηµα και οργάνωση µέσα από το σχολικό εγχειρίδιο. Το περιεχόµενό του 

συνάδει τόσο µε τις απαιτήσεις που ορίζει το Πρόγραµµα Σπουδών για τη διδακτέα 

ύλη, όσο και µε το ωρολόγιο πρόγραµµα του σχολείου και αυτό υποστηρίζει την 

χρήση του ως έγκυρη πηγή. Στην κοινή γνώµη οι έννοιες «σχολικό εγχειρίδιο» και 

«µόρφωση» έχουν ταυτιστεί. Επιπλέον το σχολικό εγχειρίδιο παίζει σηµαντικό ρόλο 

στην ανάπτυξη της επικοινωνίας και των διαπροσωπικών σχέσεων τόσο ανάµεσα 

στον εκπαιδευτικό και στους µαθητές όσο και στους µαθητές µεταξύ τους. Οι ίδιοι 

ερευνητές υποστηρίζουν πως για κάποιους µαθητές το σχολικό εγχειρίδιο αποτελεί 

και την πρώτη επαφή µε το βιβλίο. Στα πλαίσια της σχολικής τάξης, εκπαιδευτικοί 
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και µαθητές είναι πολλές φορές αναγκασµένοι να χρησιµοποιούν αποκλειστικά το 

σχολικό εγχειρίδιο λόγο έλλειψης άλλων  µέσων διδασκαλίας όπως χάρτες, 

οπτικοακουστικό υλικό,  εικόνες  κ.λ.π..   

Ως µέσο διδασκαλίας, µάθησης και επικοινωνίας, το σχολικό εγχειρίδιο µε τη 

λειτουργία του συµβάλει δυναµικά στην κατάκτηση της γνώσης. Κατά τους Καψάλη 

και Χαραλάµπους (2008), οι κυριότερες λειτουργίες των σχολικών εγχειριδίων είναι: 

α) Μεταµορφώνουν ουσιαστικά την επιστηµονική γνώση σε διδακτέα ύλη ανάλογα 

µε τις γνωστικές δυνατότητες και το ηλικιακό επίπεδο των µαθητών. β) Καθοδηγούν 

και προγραµµατίζουν το σχεδιασµό και τη διεξαγωγή της διδασκαλίας αλλά 

ταυτόχρονα επιβάλλουν και µια συγκεκριµένη διδακτική προσέγγιση την οποία 

πρέπει να ακολουθήσει ο εκάστοτε εκπαιδευτικός. γ) ∆ραστηριοποιούν τα κίνητρα 

µάθησης και εξοικείωσης µε το βιβλίο ώστε οι µαθητές να αυτενεργούν και να 

συνεχίσουν να µαθαίνουν µε τους τρόπους που διδάχτηκαν. δ) Προσφέρουν 

διαφοροποίηση και εξατοµίκευση της διδακτέας ύλης, όταν τα σχολικά εγχειρίδια 

περιέχουν πλήθος διαφοροποιηµένων ασκήσεων και εργασιών ανάλογα µε το 

γνωστικό επίπεδο των µαθητών. ε) Συµβάλλουν στην εµπέδωση και την αξιολόγηση 

της γνώσης, µέσα από τα επαναληπτικά κριτήρια και τα φύλλα αξιολόγησης που 

παρέχουν ώστε να είναι πλήρες και σύγχρονα βοηθώντας µε τον τρόπο αυτό τον 

εκπαιδευτικό. στ) Τέλος, λειτουργούν ως  φορείς κοινωνικοποίησης καθώς εισάγουν 

τους µαθητές στην «επίσηµη» γνώση και την ιδεολογία της κοινωνίας, τόσο στα 

πλαίσια της σχολικής αίθουσας όσο και στο ευρύτερο κοινωνικό σύνολο. 

Σύµφωνα µε τους Pepin και Haggarty (2001), το σχολικό εγχειρίδιο αντικατοπτρίζει 

την «εικόνα» του κοινωνικο-πολιτισµικού επιπέδου µιας χώρας και περιλαµβάνει την 

πολιτισµικά σηµαντική γνώση που το σχολείο πρέπει να µεταφέρει στη νέα γενιά. 

Ευρέως έχει υποστηριχθεί ότι τα σχολικά εγχειρίδια προωθούν τις απόψεις των 

εκάστοτε επίσηµων πολιτικών και εκπαιδευτικών οργανισµών για την εκπαίδευση 

(Αpple & Christian-Smith, 1991. Brummelen, 1991). Το εκπαιδευτικό σύστηµα, οι 

εκπαιδευτικοί, οι µαθητές, αλλά και το ευρύτερο κοινωνικό πλαίσιο στο οποίο 

τοποθετείται κάθε σχολικό εγχειρίδιο, είναι παράγοντες που µεταβάλλονται και 

ανάλογα διαµορφώνουν το ρόλο και τη χρήση του εγχειριδίου στο σχολείο (Κολέζα, 

2017). 

Φορείς της κοινωνίας και κύριοι αποδέκτες των σχολικών εγχειριδίων σε κάθε 

περίπτωση  είναι οι µαθητές, οι εκπαιδευτικοί και, τα τελευταία χρόνια, οι γονείς των 
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µαθητών. Από τις τρεις οµάδες, σίγουρα οι εκπαιδευτικοί είναι ο συνδετικός κρίκος 

µεταξύ των σχολικών εγχειριδίων και της µάθησης. Ο ρόλος του εκάστοτε 

εκπαιδευτικού, οι γνώσεις, οι ενέργειες και οι δραστηριότητές τους στα πλαίσια της 

διδασκαλίας καθορίζουν σε  µεγάλο βαθµό την αποτελεσµατικότητα στη χρήση των 

σχολικών εγχειριδίων (Ματσαγγούρας, 2006).  

Στις αρχές της δεκαετίας του ΄90 ένας σηµαντικός αριθµός ερευνών αναφέρεται στον 

τρόπο µε τον οποίο οι εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν τα εγχειρίδια. Ερευνητικά 

δεδοµένα δείχνουν ότι εκπαιδευτικοί -κυρίως οι αρχάριοι- πράγµατι στηρίζονται σε 

µεγάλο βαθµό στα σχολικά εγχειρίδια τόσο για την οργάνωση της διδασκαλίας τους,  

όσο και για την ανάθεση εργασιών στο σπίτι, χωρίς  όµως αυτό να κατοχυρώνει τα 

βέλτιστα µαθησιακά  αποτελέσµατα (Woodward & Elliot, 1990. Freeman & Porter, 

1989. Μπονίδης, 2004). Το σχολικό εγχειρίδιο αποτελεί γι’ αυτούς την κύρια πηγή 

άντλησης πληροφοριών καθώς µειώνει τον χρόνο προετοιµασίας τους για τη 

διδασκαλία, αλλά ταυτόχρονα  προσφέρει και µια έγκυρη και αξιόπιστη συλλογή 

υλικού που µπορούν να επεξεργαστούν χωρίς ιδιαίτερες δυσκολίες (Μπονίδης, 2004). 

Σε πολλές περιπτώσεις, τα εγχειρίδια ως οι ουσιαστικοί πόροι για τη διδασκαλία και 

τη µάθηση δεν υφίστανται κριτική αξιολόγηση και επιλεκτική χρήση, οπότε  στην 

περίπτωση αυτή περιορίζουν παρά υποστηρίζουν σωστά τους εκπαιδευτικούς. 

Πολλές φορές  η µελέτη του σχολικού εγχειριδίου και οι απαντήσεις των ερωτήσεων  

που τίθενται από αυτό γίνεται ο στόχος των µαθητών και προφανώς και ο 

εκπαιδευτικός στόχος (Sosniak & Perlman, 1990).  

Οι Χαραλάµπους και Καψάλης (2008), αναγνωρίζοντας τόσο την αξία του σχολικού 

εγχειριδίου, όσο και τους κινδύνους που ελλοχεύει όταν δεν χρησιµοποιείται σωστά, 

επισηµαίνουν πόσο σηµαντική είναι  η γνώση του παιδαγωγικού περιεχοµένου και η 

γνώση της διδακτικής της χρήσης των σχολικών εγχειριδίων. Τονίζουν πως καθήκον 

του κάθε εκπαιδευτικού είναι πρώτα να κάνει κτήµα του  τη γνώση του περιεχοµένου 

και τη γνώση των παιδαγωγικών και διδακτικών αρχών ενός εγχειριδίου  πριν  το 

εγχειρίδιο γίνει το εργαλείο που θα οργανώνει την εργασία του καθηµερινά. 

Από τη στιγµή που ένα  σχολικό εγχειρίδιο καθορίζει το περιεχόµενο της σχολικής 

γνώσης, τις διδακτικές δραστηριότητες που αναπτύσσει ο εκπαιδευτικός και τις 

µαθησιακές που αναπτύσσουν οι µαθητές, για να είναι χρήσιµο και λειτουργικό, 

πρέπει να διασφαλίζει την επιστηµονική, παιδαγωγική, διδακτική και κοινωνική 

εγκυρότητα. Η διαφάνεια αφετηρίας και προθέσεων, αλλά και η συµφωνία µε το 
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αναλυτικό πρόγραµµα, πρέπει να είναι ξεκάθαρες ώστε να θεωρείται ένα εύστοχο και 

παραγωγικό µέσο διδασκαλίας (Fritzche, 1992). 

 

1.Α.2.i   Τα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών  

Σύµφωνα µε την Κολέζα (2017), τα σχολικά Μαθηµατικά που ορίζονται µε βάση το 

Πρόγραµµα Σπουδών, είναι ένα σύνθετο πολιτισµικό προϊόν, που παράγεται  µέσα 

από ένα καλοστηµένο κράµα της επιστήµης, της ιδεολογίας και της παιδαγωγικής, σε 

συγκεκριµένες κοινωνικο-πολιτισµικές συνθήκες. Το σχολικό εγχειρίδιο των 

Μαθηµατικών είναι µια κωδικοποιηµένη έκφραση του µαθηµατικού περιεχοµένου, 

που θεωρείται από τη µαθηµατική κοινότητα ή την πολιτική εξουσία ως σηµαντική 

για τους µαθητές σε µία δεδοµένη χρονική περίοδο. Αποτελεί ένα από τα διδακτικά 

µέσα που καθορίζει αποφασιστικά την ποιότητα στη µαθηµατική εκπαίδευση των 

µαθητών στο σχολείο (Κολέζα, 2006). 

Με δεδοµένο ότι η ποιότητα ενός εγχειριδίου έχει άµεση σχέση µε την ποιότητα της 

µάθησης, τα εγχειρίδια των µαθηµατικών απασχόλησαν την έρευνα τα τελευταία 

χρόνια διεξοδικότερα. Ο ρόλος, οι λειτουργίες τους, καθώς και η ανάλυσή τους ήταν 

από τα βασικά θέµατα που ερευνήθηκαν.  Σύµφωνα µε τους  Reys, Reys και Chavez 

(2004), o ρόλος που διαδραµατίζουν τα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών στη 

σχολική τάξη είναι πολλαπλός : α) υποδεικνύουν σε µεγάλο βαθµό την οργάνωση του 

µαθηµατικού περιεχοµένου που πρέπει να διδαχθεί και καθορίζουν τη διαδοχή των 

ενοτήτων στη διδασκαλία β) προγραµµατίζουν τη ροή των δραστηριοτήτων και τον 

τρόπο χρήσης του υλικού που προσφέρεται γ) προτείνουν ιδέες και δραστηριότητες 

για τη συµµετοχή των µαθητών στο µάθηµα, δ) αποτυπώνουν ουσιαστικά αυτό που 

διδάσκεται στο σχολείο και αυτό που µαθαίνουν οι µαθητές. 

Οι Mesa, (2004) και Apple et al., (1991) θεωρούν επίσης τα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών σηµαντικά εργαλεία για τη διδασκαλία και τη µάθηση γιατί καθορίζουν 

τι είναι τα σχολικά µαθηµατικά, καθορίζουν το επιστηµονικό πεδίο µε βάση το οποίο 

αναπτύσσεται η αποδεκτή γνώση στο σχολείο και τέλος σε συνδυασµό µε τις 

διάφορες  µορφές  αξιολόγησης  εξυπηρετούν  τη λειτουργία ελέγχου των µαθητών.  

Τα τελευταία χρόνια µε βάση τη διεθνή έρευνα φαίνεται ότι οι εκπαιδευτικοί της 

πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης στηρίζουν το 50% του εβδοµαδιαίου χρόνου διδασκαλίας 

τους στα σχολικά εγχειρίδια (Κολέζα, 2017). Η συχνότητα αυτή παρατηρείται όχι 
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µόνο στο παραδοσιακό σχολείο, 
1
αλλά και σε πιο σύγχρονα εκπαιδευτικά συστήµατα 

µε ανοιχτά σχολεία, όπως π.χ. στη Σουηδία (Johnsen, 1993, στο Καψάλης & 

Χαραλάµπους, 2008). Πολύ συχνά το σχολικό εγχειρίδιο -ιδιαίτερα στο µάθηµα των 

Μαθηµατικών και της Γλώσσας- καταλαµβάνει και µεγάλο µέρος του εξωσχολικού 

χρόνου των µαθητών, αφού οι περισσότερες εργασίες στο σπίτι γίνονται µε βάση το 

σχολικό εγχειρίδιο  (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008). 

Ο καθοριστικός ρόλος που διαδραµατίζουν τα εγχειρίδια των µαθηµατικών και ο 

αυξηµένος χρόνος χρήσης τους στο σχολείο, αλλά και στο σπίτι, κάνουν επιτακτική 

την ανάγκη της ανάλυσής τους, προκειµένου η λειτουργία τους να είναι 

αποτελεσµατική στη σχολική µάθηση. Όταν η έρευνα αφορά στην ανάλυση ενός 

εγχειριδίου µαθηµατικών τότε µπορεί να περιλαµβάνει ένα ευρύ φάσµα, όπως η 

ανάλυση ενός ενιαίου εγχειριδίου ή µιας σειράς εγχειριδίων, η οποία συχνά 

επικεντρώνεται στο πώς µια έννοια ή κάποιες έννοιες εµφανίζονται µέσα από αυτό,  

την ανάλυση διαφορετικών σειρών εγχειριδίων από την ίδια χώρα ή συχνά
 

διαφορετικές χώρες, µε σκοπό τον εντοπισµό οµοιοτήτων και διαφορών ή την 

καταλληλότητα του εγχειριδίου σε σχέση µε το αντίστοιχο πρόγραµµα σπουδών 

(Κολέζα, 2017).  

Η ανάλυση  των µαθηµατικών εγχειριδίων, σύµφωνα µε τους Pepin και Haggarty 

(2001), ώστε να λειτουργούν αποτελεσµατικά πρέπει να στηρίζεται σε τρεις βασικούς 

άξονες που θα αφορούν: τις µαθηµατικές προθέσεις των εγχειριδίων (τα µαθηµατικά 

που παρουσιάζονται και οι πεποιθήσεις που προωθούνται ώστε να συγκροτηθεί η 

µαθηµατική γνώση), τις διδακτικές προθέσεις (τρόποι µε τους οποίους ενισχύεται ο 

µαθητής στην κατανόηση του περιεχοµένου και ο δάσκαλος στη διδασκαλία του), τα 

κοινωνιολογικά πλαίσια και τις πολιτισµικές παραδόσεις που εµφανίζονται στα 

εγχειρίδια. 

Θεωρώντας την ανάλυση της δοµής και του περιεχοµένου ενός µαθηµατικού 

σχολικού εγχειριδίου και την εφαρµογή του στην τάξη πολύ σηµαντική, οι Haggarty 

και Pepin (2002) µελέτησαν τα εγχειρίδια των Μαθηµατικών και τη χρήση τους σε 

τάξεις στην Αγγλία, Γαλλία και Γερµανία. Στη Γαλλία όπως και στη Γερµανία, µέσα 

από τα εγχειρίδια υποστηρίζεται η φορµαλιστική διάσταση των Μαθηµατικών και 

                                                             
1. Παραδοσιακό χαρακτηρίζεται το σχολείο εκείνο που υποστηρίζει µια συγκεκριµένη µορφή 

διδασκαλίας, τη µετωπική, δασκαλοκεντρική, η οποία στηρίζεται στην εξωτερική αυθεντία 

του εκπαιδευτικού ως µεταφορέα της  γνώσης και  στην  παθητική αποδοχή της από τους 

µαθητές, (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008). 
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θεωρούνται ως ένα δοµηµένο προϋπάρχον σώµα γνώσης που αναπτύσσεται σε 

αφηρηµένο επίπεδο. Τα γαλλικά εγχειρίδια µαθηµατικών περιέχουν πλήθος 

δραστηριοτήτων και η δοµή των κεφαλαίων βασίζεται κυρίως στη ροή 

«δραστηριότητες-µάθηµα-ασκήσεις» επιτρέποντας έτσι τους µαθητές να εισαχθούν σε 

µια έννοια µόνοι τους µέσω της προσωπικής διερεύνησης και ανακάλυψης. 

Αντίστοιχα, στα γερµανικά εγχειρίδια δίνεται έµφαση στη µαθηµατική γλώσσα από 

άποψη λεξιλογίου και συµβόλων, στη δοµή και την ιεραρχία των µαθηµατικών 

εννοιών ως εργαλείων για την επίλυση προβληµάτων. Η δοµή των κεφαλαίων 

ακολουθεί το πρότυπο «παρουσίαση του θέµατος-παραδείγµατα-εργασίες» (Haggarty 

& Pepin, 2002). Στην Αγγλία τα εγχειρίδια εµφανίζουν τα µαθηµατικά ως ένα σύνολο 

ανεξάρτητων αλλά χρηστικών κανόνων µε πρόθεση να αποκτήσουν οι µαθητές άνεση 

στη χρήση των µαθηµατικών εννοιών µέσω της επαναλαµβανόµενης πρακτικής σε 

εργασίες. Οι ερωτήσεις που εµφανίζονται συχνά είναι ως επί το πλείστον απλές 

εφαρµογές των παραδειγµάτων που προηγήθηκαν. Η απουσία Μαθηµατικής γλώσσας 

είναι επίσης εµφανής στα σχολικά εγχειρίδια παρόλο που στο πρόγραµµα σπουδών 

τονίζεται απαραίτητη η παρουσία της. Τα εγχειρίδια των µαθηµατικών και στις τρεις 

χώρες (Αγγλία, Γαλλία, Γερµανία) παρουσιάζουν τη µαθηµατική γνώση µ’ ένα 

διαφορετικό τρόπο που άµεσα σχετίζεται µε τα διαφορετικά εκπαιδευτικά πλαίσια 

στα οποία εφαρµόζεται αλλά και στο διαφορετικό πολιτισµικό επίπεδο των χωρών 

(Haggarty & Pepin, 2002). 

Όµοια µε τους Haggarty και  Pepin (2002), οι Hino, Kaiser και Knipping (2002, 

2005) πραγµατοποίησαν σύγκριση του δυτικού τρόπου παρουσίασης των 

Μαθηµατικών εννοιών µέσα από τα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών (Γαλλία, 

Γερµανία, Αγγλία) µε τα αντίστοιχα της Ιαπωνίας. Βρήκαν ότι τα γερµανικά 

εγχειρίδια µαθηµατικών είναι αυτά που προσεγγίζουν περισσότερο τα αντίστοιχα της 

Ιαπωνίας µε µοναδικό στόχο να φωτίσουν τις διάφορες πτυχές των µαθηµατικών 

εννοιών χωρίς να τις παραθέτουν έτοιµες. Ο ρόλος των «πραγµατικών προβληµάτων» 

και η µοντελοποίηση στα σχολικά εγχειρίδια της Ιαπωνίας και της Γερµανίας δε 

διαφέρουν και πάρα πολύ, ενώ αντίθετα µεγάλη διαφορά παρατηρείται στα 

αντίστοιχα εγχειρίδια της Αγγλίας και της Γαλλίας. Πιο συγκεκριµένα στη Γαλλία οι 

µαθηµατικές έννοιες εισάγονται µέσα από ενδιαφέρουσες δραστηριότητες µε στόχο 

να δείξουν  στους µαθητές την αξία της νέας γνώσης και τη χρήση της για την 

επίλυση κάποιων προβληµάτων. Στην Αγγλία τα εγχειρίδια παρουσιάζουν τη νέα 

γνώση δοµηµένη και δεδοµένη και από τους µαθητές  απλά επιχειρείται η εφαρµογή 
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της. Πέρα από το περιεχόµενο και τη δοµή τους, σε κάθε περίπτωση, τα εγχειρίδια 

των µαθηµατικών αναπαρήγαγαν την κουλτούρα του πολιτισµού της  σχολικής τάξης, 

της  κάθε χώρας. 

 

1.Α.2.ii  Τα εγχειρίδια των Mαθηµατικών στα ελληνικά σχολεία  

Στην προσπάθεια για καλύτερη προσέγγιση και κατανόηση των µαθηµατικών 

εννοιών τόσο από τους εκπαιδευτικούς όσο και από τους µαθητές,  το Υπουργείο 

Παιδείας της Ελλάδας, κατά το σχολικό έτος 2006-2007, προχώρησε στην έκδοση 

νέων σχολικών εγχειριδίων µαθηµατικών για το ∆ηµοτικό Σχολείο. Σύµφωνα µε το 

∆ιαθεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ.) και τα νέα 

Αναλυτικά Προγράµµατα Σπουδών (Α.Π.Σ.), τα καινούρια εγχειρίδια βασίζονται σε 

πιο σύγχρονες παιδαγωγικές αντιλήψεις για τη διδασκαλία και τη µάθηση των 

µαθηµατικών εννοιών. Κατά τον Τύπα (2005), τα νέα Αναλυτικά Προγράµµατα 

Σπουδών (Α.Π.Σ.) των Μαθηµατικών στο ∆ηµοτικό σχολείο έχουν ως στόχο οι 

µαθητές να:  

• Αποκτήσουν βασικές  µαθηµατικές έννοιες, γνώσεις και ικανότητες. 

• Να µάθουν να χρησιµοποιούν τα µαθηµατικά  εργαλεία (π.χ. µαθηµατικά 

µοντέλα και µεθόδους) για τη λύση προβληµάτων. 

• Να καλλιεργήσουν τη µαθηµατική γλώσσα ως µέσο επικοινωνίας. 

• Να εξοικειωθούν µε τη διαδικασία παραγωγής συλλογισµών και την 

αποδεικτική διαδικασία. 

•  Να κατανοούν τις µαθηµατικές διασυνδέσεις µεταξύ διαφόρων περιοχών των 

Μαθηµατικών και µεταξύ των Μαθηµατικών και άλλων γνωστικών 

αντικειµένων. 

• Να αναπτύξουν την ικανότητας επίλυσης προβληµάτων µέσα από την 

επαναδόµηση και επαναδιατύπωση ενός προβλήµατος από µια 

εξωµαθηµατική  περιοχή σε µαθηµατικό πρόβληµα. 

• Να αναπτύξουν µεταγνωστικές  ικανότητες µέσα από τον έλεγχο και τη 

διαχείριση της µαθησιακής τους πορείας, ώστε τα παιδιά «να µάθουν να 

µαθαίνουν». 

•  Να καλλιεργήσουν δεξιότητες που αφορούν τη συναισθηµατική και 

ψυχοκινητική περιοχή της προσωπικότητάς τους. 
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• Να καλλιεργήσουν θετική στάση απέναντι στα µαθηµατικά. 

 

Στα ελληνικά σχολεία, τα νέα διδακτικά εγχειρίδια των µαθηµατικών που δοµούνται 

µε βάση το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών (Α.Π.Σ.), παρουσιάζουν τη µορφή ενός 

πακέτου βιβλίων. Αυτό  απαρτίζεται από: α) το βιβλίο του µαθητή, που αποτελεί το 

βασικό σχολικό εγχειρίδιο της διδασκαλίας, β) το τετράδιο εργασιών, το οποίο 

περιέχει διάφορες εργασίες για εξάσκηση και επεξεργασία στο σχολείο ή στο σπίτι, γ) 

το βιβλίο του δασκάλου, που λειτουργεί ως επιµορφωτικό υλικό για τον εκπαιδευτικό 

και δίνει επιµέρους οδηγίες και υποδείξεις που αφορούν στον σχεδιασµό και την 

οργάνωση της διδασκαλίας (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008). δ) Το εκπαιδευτικό 

λογισµικό (CD-ROM) των Μαθηµατικών.  

Σύµφωνα µε τις προδιαγραφές που έθεσε το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο (Π.Ι.), µέσα από 

τα νέα εγχειρίδια των Μαθηµατικών συγκεκριµένες κατηγορίες περιεχοµένων πρέπει 

να διδαχθούν σε συγκεκριµένες βαθµίδες. Για τον λόγο αυτό η ύλη των µαθηµατικών 

οργανώνεται µε βάση συγκεκριµένους άξονες. Οι άξονες περιεχοµένου πάνω στους 

οποίους δοµείται και αναπτύσσεται η διδασκαλία των Μαθηµατικών στο ∆ηµοτικό 

είναι επτά (Εικ.1). Απ’ αυτούς, η ‘Επίλυση προβλήµατος’, οι ‘Αριθµοί και πράξεις’, 

οι ‘Μετρήσεις’ και η ‘Γεωµετρία’ εισάγονται από τις πρώτες τάξεις του ∆ηµοτικού, η 

‘Συλλογή και επεξεργασία δεδοµένων’ εισάγεται στην ∆΄ τάξη, ενώ οι ‘Λόγοι και 

αναλογίες’ και οι ‘Εξισώσεις’ εισάγονται στην Στ΄ τάξη. Η ύλη διατάσσεται 

σπειροειδώς προκειµένου να επιτευχθεί µια οµαλή µετάβαση των µαθητών από το 

ένα γνωστικό επίπεδο στο άλλο µε οργανωµένες προτάσεις διδασκαλίας για κάθε 

µαθηµατική έννοια, σε κάθε διδακτική ενότητα (Τύπας,  2005). 

 

 

 

Εικόνα 1: Οι άξονες περιεχοµένου των Μαθηµατικών στο ∆ηµοτικό Σχολείο µε 

βάση το Α.Π.Σ.   ΠΗΓΗ: Τύπας, 2005, σελ.2 
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Μεθοδολογικά στα νέα εγχειρίδια των µαθηµατικών, η µάθηση παρουσιάζεται  ως 

µια κατασκευαστική διαδικασία - στηριζόµενη στη θεωρία του εποικοδοµητισµού - 

όπου ο µαθητής προβληµατίζεται και ανακαλύπτει τη γνώση αυτενεργώντας 

(Λεµονίδης, Θεοδώρου, Νικολαντωνάκης, Παναγάκος, Σπανακά, 2007). Στην αρχή  

κάθε διδακτικής ενότητας, η εισαγωγική εργασία αφορά τον έλεγχο της 

προϋπάρχουσας γνώσης των µαθητών  ώστε να καλυφθούν ελλείψεις ή  λανθασµένες 

πεποιθήσεις των µαθητών σχετικά µε τα διδασκόµενα νοητικά σχήµατα. Η παρουσία 

πολλαπλών αναπαραστάσεων (πραγµατικές καταστάσεις, χειραπτικά µοντέλα, 

εικόνες, προφορική γλώσσα, και γραπτός συµβολισµός) είναι πλούσια, παρέχοντας τη 

δυνατότητα πολλαπλών διασυνδέσεων µεταξύ των µαθηµατικών εννοιών για την 

καλύτερη κατανόηση των µαθηµατικών ιδεών (Τύπας, 2005). 

Η κατανόηση των βασικών µαθηµατικών εννοιών ως στοιχείο της 

µαθηµατικοποίησης επιχειρείται µέσα από βιωµατικές διαδικασίες που προέρχονται 

από το οικείο και φυσικό περιβάλλον των παιδιών µε στόχο την καλύτερη κατανόηση 

τους. Η οµαδοσυνεργατική διδασκαλία προτείνεται σε όλες τις βαθµίδες και σε κάθε 

ενότητα, δηµιουργώντας το κατάλληλο πλαίσιο για την ανάπτυξη γνωστικών, 

συναισθηµατικών και ψυχοκινητικών ικανοτήτων στη σχολική τάξη (Λεµονίδης κ.α., 

2007).  

Με βάση το νέο Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών, η διαθεµατικότητα στα νέα 

σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών είναι εµφανής και δηµιουργεί µια πλατιά 

εννοιολογική βάση στην οποία η  µαθηµατική γνώση γίνεται πλουσιότερη  και 

πολύπλευρη. Η εξοικείωση των µαθητών µε τους υπολογιστές και τις σύγχρονες 

τεχνολογίες αποτελεί έναν από τους στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης στα νέα 

εγχειρίδια, τόσο µε τη χρήση του προβλεπόµενου εκπαιδευτικού λογισµικού που 

συνοδεύει κάποια βιβλία όσο και µε τη χρήση του διαδικτύου µέσα από διαδικτυακές 

πηγές που προτείνονται από το βιβλίο του δασκάλου (Τύπας, 2005).   
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1.Α.3  Το Αναλυτικό Πρόγραµµα  Σπουδών στα σχολικά εγχειρίδια και στα 

εγχειρίδια των Μαθηµατικών στο ∆ηµοτικό Σχολείο 

 

Τα Αναλυτικά Προγράµµατα Σπουδών και τα σχολικά εγχειρίδια αποτελούν τις 

επίσηµες προδιαγραφές της διδασκαλίας που η πολιτεία προτάσσει ώστε να 

επιτευχθούν οι εκπαιδευτικοί στόχοι που θέτει -η πολιτεία- σε µια συγκεκριµένη 

χρονική στιγµή (Κολέζα, 2017). Τα Αναλυτικά Προγράµµατα εκφράζουν τη 

φιλοσοφία της εκπαίδευσης, ενώ τα σχολικά εγχειρίδια αποτελούν το µέσο, το 

εργαλείο, ώστε η φιλοσοφία αυτή να γίνει πράξη στη σχολική τάξη (Καψάλης & 

Χαραλάµπους,  2008). 

Τα Αναλυτικά Προγράµµατα αποτελούν τη βάση πάνω στην οποία παράγονται και 

χρησιµοποιούνται τα σχολικά εγχειρίδια και κάθε άλλο µέσο διδασκαλίας. Τα 

σύγχρονα αναλυτικά προγράµµατα (curricula) εµφανίζονται πιο οργανωµένα καθώς 

πέρα από τους σκοπούς και στόχους που θέτουν, περιέχουν και µεθοδολογικές 

υποδείξεις. ∆εν συναντάται µόνο απλή παράθεση της «διδακτέας ύλης», αλλά 

αντιστοιχίζουν και τους στόχους, το περιεχόµενο, τις διδακτικές δραστηριότητες στο 

επίπεδο κάθε διδακτικής ενότητας. Με τον τρόπο αυτό καθοδηγούν απόλυτα τους 

συγγραφείς των σχολικών εγχειριδίων αλλά και τους εκπαιδευτικούς της τάξης για 

την πιστή εφαρµογή τους (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008). 

Όπως προτείνουν οι Καψάλης και Χαραλάµπους (2008), το αναλυτικό πρόγραµµα, 

θα µπορούσε να αποτελεί και ένα πιο ευρύ και γενικό πλαίσιο µέσα στο οποίο θα 

είχαν τη δυνατότητα, να κινηθούν οι συγγραφείς των σχολικών εγχειριδίων και οι 

εκπαιδευτικοί κατά τη διδασκαλία τους, προκειµένου να επιτευχθούν οι στόχοι της 

εκάστοτε διδασκαλίας. Στα πλαίσια του αναλυτικού προγράµµατος, θα µπορούσε 

επιπλέον να πραγµατοποιηθεί και ένας συντονισµός των σχολικών εγχειριδίων τόσο 

κάθετος όσο και οριζόντιος. «Ο κάθετος συντονισµός κατευθύνει όλες τις προσπάθειες 

ένταξης ενός συγκεκριµένου σχολικού εγχειριδίου σε µια σειρά εγχειριδίων, ώστε να 

παρουσιάζουν µία συνέχεια και µια συνέπεια από τη µια µεριά τα περιεχόµενα και από 

την άλλη οι διδακτικές και µεθοδολογικές αρχές τους» (Καψάλης & Χαραλάµπους, 

2008, σελ.279) ώστε να επιτυγχάνονται εύστοχα και χωρίς επαναλήψεις ή και 

αντιφάσεις οι σκοποί ενός µαθήµατος. Ο οριζόντιος συντονισµός αναφέρεται στις 

προσπάθειες συντονισµού των σχολικών εγχειριδίων διαφόρων µαθηµάτων της ίδιας 

τάξης (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008, σελ. 279) ώστε µέσα από έναν τέτοιο 
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συντονισµό να επιτυγχάνεται η αρχή της διαθεµατικότητας που εφαρµόζεται τα 

τελευταία χρόνια και στα ελληνικά σχολεία µετά τις τελευταίες µεταρρυθµίσεις.  

 Σύµφωνα µε τον Ματσαγγούρα (2006), στα ελληνικά σχολεία, τα σχολικά εγχειρίδια 

δεν αποτελούν απλώς µέσα διδασκαλίας, αλλά υποκαθιστούν τα αναλυτικά 

προγράµµατα. Για τον λόγο αυτό οι εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν καθηµερινά το 

σχολικό εγχειρίδιο ως οδηγό και σπάνια ενηµερώνονται από τα αναλυτικά 

προγράµµατα. Τα σχολικά εγχειρίδια εισπράττουν πολλές φορές την κριτική που θα 

έπρεπε να απευθύνεται στο αναλυτικό πρόγραµµα και γίνεται λόγος για αλλαγές ως 

προς τον εκσυγχρονισµό τους, ανεξάρτητα από το αναλυτικό πρόγραµµα που 

εκφράζουν. Κάθε αλλαγή ωστόσο στα  σχολικά εγχειρίδια σηµαίνει πρώτα 

µεταρρύθµιση ή αναµόρφωση στα αναλυτικά προγράµµατα των σχολείων.  

 Στην ελληνική εκπαίδευση από τη Μεταπολίτευση ως το 1997, τα Αναλυτικά 

Προγράµµατα Σπουδών (ΑΠΣ) και τα σχολικά εγχειρίδια συντάσσονταν από ένα 

άτοµο ή µια επιτροπή µετά από ανάθεση του Υπουργείου Παιδείας και παρά τις 

αλλεπάλληλες µεταρρυθµίσεις, παρέµεναν παραδοσιακά και κλειστά προγράµµατα. 

Με τις εκπαιδευτικές αλλαγές, που επιχειρήθηκαν κατά την περίοδο 1997-2003, έγινε 

προσπάθεια τα ΑΠΣ να αποκτήσουν σταδιακά χαρακτήρα ευέλικτων προγραµµάτων, 

µε στόχο να αντιµετωπιστεί η µάθηση όχι ως συσσώρευση γνώσεων αλλά ως 

δηµιουργική οικοδόµηση µέσα από συµµετοχικές και βιωµατικές διαδικασίες (Ενιαίο 

Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών για όλες τις βαθµίδες της εκπαίδευσης, 1997). 

Επίσης, µε το ∆ιαθεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ), 

από το 2003, και τα Α.Π.Σ. για την υποχρεωτική εκπαίδευση, υιοθετήθηκε και η 

διαθεµατική προσέγγιση της γνώσης και επιχειρήθηκε η διασύνδεση των γνωστικών 

αντικειµένων (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο 2003).  

Στην τελευταία µεταρρυθµιστική προσπάθεια, το Υπουργείο Παιδείας της Ελλάδας 

πριν προχωρήσει στην έκδοση νέων σχολικών εγχειριδίων, είχε αναθέσει το έργο της 

συγγραφής των εγχειριδίων σε οµάδες ειδικών µετά από προκήρυξη, αναγνωρίζοντας 

την πολυσύνθετη διάστασή του και ότι ένα άτοµο δεν µπορεί να ανταποκριθεί  στις 

δύσκολες  απαιτήσεις του. Μέλη των οµάδων αυτών  αποτέλεσαν και οι εν ενεργεία 

εκπαιδευτικοί -κάτι που δεν γινόταν παλαιότερα- οι οποίοι µε τον τρόπο αυτό δεν θα 

έχουν απλώς το ρόλο του διαµεσολαβητή στη διαδικασία µεταφοράς της γνώσης προς 

τους µαθητές, αλλά µια ενεργητικότερη συµµετοχή στη διαδικασία σύνταξης και 

συγγραφής των αναλυτικών προγραµµάτων και σχολικών εγχειριδίων (Καψάλης & 

Χαραλάµπους, 2008).  
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Η όλη διαδικασία και η δαπάνη για τα σχολικά εγχειρίδια καλύφθηκε κατά 75% από 

το Κοινοτικό Πλαίσιο Στήριξης της Ευρωπαϊκής Ένωσης  και το 25% από εθνικούς 

πόρους. Το παιδαγωγικό Ινστιτούτο έκρινε σκόπιµο στη συνέχεια οι συγγραφείς να 

συνεργασθούν µε διαφορετικούς εκδοτικούς οίκους για την έκδοση και διανοµή τους 

στα σχολεία. Η λογική αυτή οδήγησε «στο περίεργο γεγονός το οποίο ωστόσο δεν 

φαίνεται να ενοχλεί κανέναν αρµόδιο, να εγκριθεί π.χ. για την Α΄ και την Γ΄ τάξη του  

∆ηµοτικού το εγχειρίδιο των Μαθηµατικών µιας οµάδας, για την Β΄ τάξη όµως το 

εγχειρίδιο µιας άλλης συγγραφικής οµάδας»  (Καψάλης & Χαραλάµπους, 2008, σελ. 

312). 

Αργότερα το 2011,  σχεδιάστηκαν τα Νέα Προγράµµατα Σπουδών Υποχρεωτικής 

Εκπαίδευσης. ∆εν συµπεριλαµβάνουν σχολικά εγχειρίδια απλά διαχωρίζονται σε 

προγράµµατα που αναπτύσσονται σε τρεις ηλικιακούς κύκλους και έχουν δοµηθεί 

σύµφωνα µε τη λογική της τροχιάς µάθησης. Ο πρώτος κύκλος καλύπτει µαθητές του 

νηπιαγωγείου, της Α΄ και της Β΄ τάξης (5-8 ετών). Στο δεύτερο κύκλο 

συµπεριλαµβάνονται οι ηλικίες 8 ως 12 ετών, (οι µαθητές των Γ’, ∆’, Ε’ και Στ΄ 

τάξεων). Στον τρίτο ηλικιακό κύκλο εντάσσονται οι µαθητές του Γυµνασίου, 12-15 

ετών. Το Νέο Πρόγραµµα Σπουδών, (2011) δεν εφαρµόστηκε στην πράξη, παρά µόνο 

πιλοτικά, και δεν χρησιµοποιήθηκε  ως διδακτικό υλικό µέσα στις σχολικές τάξεις. 
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B. ΜΕΡΟΣ   ΤΑ ΚΛΑΣΜΑΤΑ 

 

1.B.1   Iστορική αναδροµή 

Εξετάζοντας ιστορικά την εξέλιξη της έννοιας του κλάσµατος φαίνεται ότι 

περιλαµβάνει πολλά στάδια. Υπάρχει µια διαφοροποίηση τόσο στο πεδίο των 

εφαρµογών της όσο και στην εννοιολογική της υπόσταση, θεωρητική και 

επιστηµολογική. Ιστορικά στοιχεία φανερώνουν την εκτεταµένη γνώση των 

αναλογιών και τη χρήση των κλασµάτων στην αρχαία Αίγυπτο (2007 π.Χ.) όπου ήταν 

απαραίτητα για την κατασκευή των πυραµίδων, (Γαγάτσης, Μιχαηλίδου & Σιακαλή, 

2001). Στην αρχαία Ελλάδα, το κλάσµα έχει την ίδια τυπολογία µε τα αιγυπτιακά 

κλάσµατα. Η διαφορά τους είναι στην ονοµασία, όπου στην Αίγυπτο αποκαλούνται 

µέρη ή µόρια, ενώ στην Ελλάδα αντί να γίνεται αναφορά σε µια ποσότητα ως τα 2/5 

µιας  άλλης, αναφέρεται ότι ο λόγος τους είναι 2 στα 5. Κατά τη διάρκεια του 

Μεσαίωνα οι Άραβες εισήγαγαν την έννοια και τον συµβολισµό του κλάσµατος µε τη 

σηµερινή του µορφή, προχώρησαν στις διαδικασίες των πράξεων µε κλάσµατα και 

πέρασαν στη χρήση της αρίθµησης µε δεκαδική θέση (Σταφυλίδου, 2001). 

Έναν πλήρη ορισµό του κλάσµατος ως αφηρηµένης µαθηµατικής έννοιας, δίνεται 

κατά το 16
ο
-19

ο
 αιώνα από τον Εuler, o οποίος αναφέρει ότι, αν το πηλίκο δύο 

αριθµών δεν είναι ακέραιος, τότε υπάρχει ένα ιδιαίτερο είδος αριθµού που 

ονοµάζεται κλάσµα και που φανερώνει ένα τέτοιο πηλίκο. Το κλάσµα α/β, δηλαδή, 

ορίζεται ως το πηλίκο µιας διαίρεσης του α δια του β, τα οποία ονοµάζονται 

αντίστοιχα αριθµητής και παρονοµαστής.  

Κατά τη Lamon (2007) οι όροι κλάσµα και ρητός αριθµός συχνά αντιµετωπίζονται 

ως ταυτόσηµοι, χωρίς διάκριση. Ορθό, κρίνεται, κατά την ίδια, να γίνεται ένας σαφής 

διαχωρισµός. Οι ρητοί αριθµοί ορίζονται ως αριθµοί της µορφής α/β, όπου α, β 

ακέραιοι, µε  β διάφορο του µηδενός (α/β: α, β ϵ ℤ, β≠0). Τα κλάσµατα αποτελούν 

ένα συµβολικό τρόπο γραφής αριθµών µε τη µορφή α/β, όπου α και β µεγαλύτερα 

του µηδενός (α/β: α, β > 0), δηλαδή αποτελούν θετικούς ρητούς αριθµούς. Με βάση 

αυτή την αλληλουχία, στη διδασκαλία οι αριθµοί α και β κατ’ ανάγκη περιορίζονται 

στους φυσικούς αριθµούς. Έτσι τα κλάσµατα αποτελούν µόνο ένα υποσύνολο των 

ρητών και το κλάσµα α/β, ορίζεται ως το γινόµενο του ακεραίου α επί την 

κλασµατική µονάδα 1/β.  
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1.B.2
 
  Η ανάπτυξη της έννοιας του κλάσµατος 

Τα κλάσµατα είναι ένας καινούριος χώρος στην εµπειρία των παιδιών. Η χρήση της 

λέξης κλάσµα είναι αρκετά πολύπλοκη και δυσνόητη τόσο στην καθηµερινή της 

χρήση όσο και στη µαθηµατική εµπειρία των µαθητών. Για πρώτη φορά, ένας 

αριθµός δεν αντιπροσωπεύει το αποτέλεσµα µιας απαρίθµησης αλλά κάτι 

διαφορετικό σε σχέση µε αυτό που γνώριζαν ως τώρα (van de Walle, 2005). 

Για τους µαθητές, η µετάβαση από τη λογική της φυσικής σηµασίας του αριθµού 

προς την κατανόηση ενός αριθµού της µορφής α/β, είναι κάτι που δύσκολα θα γίνει 

αντιληπτό. Ένας από τους κυριότερους παράγοντες που κάνουν προβληµατική την 

κατανόηση των κλασµάτων εντοπίζεται στο γεγονός ότι τα κλάσµατα αποτελούν µια 

πολυδιάστατη, πολυσύνθετη και αφηρηµένη κατασκευή (Brousseau, Brousseau & 

Warfield, 2004. Kieren, 1995. Lamon, 2001, στο Charalambous & Pitta-Pantazi, 

2005).  

Σύµφωνα µε τους Hecht και Vagi (2012), τόσο η διαδικαστική γνώση - διαδικασίες ή 

στρατηγικές που χρησιµοποιούν οι µαθητές, όσο και  η εννοιολογική γνώση - 

κατανόηση των µαθηµατικών δοµών και σχέσεων, είναι απαραίτητες ώστε οι µαθητές 

να δοµήσουν και να κατακτήσουν σταδιακά την πολυσύνθετη έννοια του κλάσµατος. 

Η µεγαλύτερη βαρύτητα  αξίζει να δοθεί στην κατανόηση της ιδέας του κλασµατικού 

µοντέλου ως  αριθµού, από τους µαθητές, παρά στη χρήση του αλγόριθµου για να 

γίνουν απλά και µόνο κλασµατικές πράξεις διαδικαστικά. Κατά την Tirosh (2000), 

όταν ο αλγόριθµος αντιµετωπίζεται ως µια ανούσια σειρά βηµάτων, είναι πολύ 

λογικό οι µαθητές να παραλείψουν κάποια βήµατα ή να τα τροποποιήσουν και να 

φτάσουν σε λάθος αποτέλεσµα χωρίς να κατανοούν πού αυτό οφείλεται. Η µηχανική 

αναπαραγωγή εκτέλεσης πράξεων, δυσκολεύει τους µαθητές γι’ αυτό και εµφανίζουν 

χαµηλές επιδόσεις, γιατί ουσιαστικά δεν έχουν κατανοήσει την έννοια πάνω στην 

οποία δουλεύουν. Για παράδειγµα δυσκολεύονται στην πρόσθεση ή και την αφαίρεση 

κλασµάτων γιατί ουσιαστικά δεν έχουν αντιληφθεί την έννοια της ισοδυναµίας των 

κλασµάτων (Οικονόµου, Σακονίδη  & Τζεκάκη, 2000). 

Την πολυδιάστατη έννοια του κλάσµατος και τη σύνθετη κατασκευή του, πρώτος 

υποστήριξε ο Kieren (1976). Τονίζοντας ότι τα κλάσµατα δεν έχουν µια απλή 

εννοιολογική δοµή, αλλά µπορεί να θεωρηθούν ως ένα σύνολο αλληλοσυνδεόµενων 

δοµών µε άρρηκτη σχέση µεταξύ τους, παρουσίασε ένα θεωρητικό µοντέλο που 
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αποτελείται από τέσσερις υπο-κατασκευές
2
: λόγος, τελεστής, πηλίκο και µέτρο. Κατά 

τον Kieren (1976) η έννοια του µέρους-όλου θεωρήθηκε ως το θεµέλιο για την 

ανάπτυξη των άλλων υποσυστηµάτων και έτσι απέφυγε την ταύτιση αυτής της 

έννοιας ως ξεχωριστού, πέµπτου, υποσυστήµατος. Θεώρησε ότι η έννοια αυτή είναι 

ενσωµατωµένη σε όλες τις άλλες υποκατασκευές που πρότεινε. Στις αρχές της 

δεκαετίας του 1980, οι Behr, Lesh, Post και Silver (1983), λαµβάνοντας υπόψη τον 

Κieren, προχωρώντας ένα βήµα παραπάνω, πρότειναν ένα νέο θεωρητικό µοντέλο  

που συνδέει τις τέσσερις διαστάσεις του κλάσµατος µε τις βασικές πράξεις των 

κλασµάτων, την επίλυση προβληµάτων  και τις κλασµατικές ισοδυναµίες (Εικ. 2). Με 

τις παραπάνω απόψεις ταυτίζονται αργότερα πολλοί άλλοι ερευνητές (Marshall 1993. 

Carraher, 1996. Lamon, 2001) που διακρίνουν τις πέντε διαφορετικές διαστάσεις του 

κλάσµατος, και προκειµένου να το ερµηνεύσουν χρησιµοποιούν τις πέντε 

διαφορετικές ερµηνείες ή υποκατασκευές του: µέρος-όλο, πηλίκο, λόγος, τελεστής 

και µέτρο. Η κατανόηση όλων των πιθανών ερµηνειών που µπορούν να 

αντιπροσωπεύουν την έννοια του κλάσµατος, σηµαίνει ουσιαστικά και εννοιολογική  

κατανόησή του.  

 

 

Εικόνα 2: Το θεωρητικό µοντέλο  που συνδέει τις τέσσερις διαστάσεις των 

κλασµάτων µε τις βασικές πράξεις των κλασµάτων, την επίλυση προβληµάτων και 

τις κλασµατικές αναλογίες   ΠΗΓΗ: Behr et al., 1983, σελ.117 

  

                                                             
2 Στη δεύτερη ενότητα γίνεται αναλυτική περιγραφή των υπο-κατασκευών του κλάσµατος. Εκτός από 

τον όρο υπο-κατασκευή χρησιµοποιούνται ως ταυτόσηµοι και οι παρακάτω όροι που απαντήθηκαν στη 

σχετική βιβλιογραφία: ερµηνείες, υποσυστήµατα, διαστάσεις, πτυχές, σχήµατα, όψεις, υποστηρίζοντας 

την εννοιολογική ανάλυση του κλάσµατος. 
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Συνοψίζοντας, στη διεθνή βιβλιογραφία οι περισσότεροι ερευνητές (Clarke, Roche, & 

Mitchell, 2008. Lamon, 2012. van de Walle, 2005) συγκλίνουν στην άποψη  ότι µια 

βαθύτερη κατανόηση της κλασµατικής έννοιας είναι περισσότερο επιτυχής όταν 

δίνεται έµφαση όχι µόνο στο αρχικό και θεµελιώδες σχήµα  του µέρους-όλου, αλλά 

σε όλες τις υποέννοιες (ερµηνείες) του κλάσµατος.  

Στη συνέχεια γίνεται εκτενής αναφορά στις πέντε ερµηνείες (διαστάσεις) του 

κλάσµατος  καθώς αποτελούν θεµέλιο λίθο προκειµένου να γίνουν κατανοητά τα 

κλάσµατα τόσο από τους εκπαιδευτικούς  όσο και από τους µαθητές. 

 

1.Β.2.i  Οι διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος 

Πέντε είναι οι διαστάσεις του κλάσµατος (Kieren, 1976. Marsall, 1993. Charalamdus 

& Pita-Pantazi, 2007. Clark & Roche, 2008. van de Walle, Karp & Bay-Williams, 

2017). Αυτές περιγράφονται ως εξής:  

α) Το κλάσµα ως µέρος - όλου (part-whole) 

Μια από τις απλούστερες και ευρέως χρησιµοποιούµενες ερµηνείες του κλάσµατος 

είναι αυτή του µέρους-όλου. Είναι συνήθως και η πρώτη ερµηνεία µε την οποία 

έρχονται σε επαφή οι µαθητές, µέσα από τα κοινά παραδείγµατα του χρωµατισµένου 

µέρους ενός όλου µιας επιφάνειας ή ενός αντικειµένου, ως σηµείο εκκίνησης ώστε να 

γνωρίσουν τα κλάσµατα (Cramer &Whitney, 2010). Στη συγκεκριµένη ερµηνεία, το 

κλάσµα θεωρείται ως ολότητα που συντίθεται από έναν συγκεκριµένο αριθµό ίσων 

µερών. Για το κλάσµα α/β, το όλο χωρίζεται σε β κοµµάτια και κάθε κοµµάτι 

συµβολίζεται ως 1/β ή στην περίπτωση α κοµµατιών, συµβολίζεται α/β. 

 Ένας από τους βασικούς στόχους στην κατανόηση και ανάπτυξη των κλασµάτων, 

είναι οι µαθητές «να κατασκευάσουν την ιδέα των κλασµατικών µερών του συνόλου – 

τα µέρη που προκύπτουν όταν το σύνολο έχει διαµεριστεί σε ισοµεγέθη τµήµατα ή 

δίκαια µερίδια (van de Walle, 2015, σελ. 21). Βασική ιδέα, επίσης, στην οποία πρέπει 

να φτάσουν και να κατανοήσουν οι µαθητές, είναι ότι το κλάσµα δεν λέει τίποτα για 

το µέγεθος του όλου ή των µερών του αλλά για τη σχέση ανάµεσα στο µέρος και το 

όλο. Να καταλάβουν για παράδειγµα πως η σύγκριση δύο κλασµάτων µπορεί να γίνει 

µόνο εάν και τα δύο κλάσµατα είναι µέρη ενός όλου µε το ίδιο µέγεθος (van de Walle 

et al., 2017). 
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Το κλάσµα ως «όλο» µπορεί να είναι µια συνεχής ποσότητα ή ένα σύνολο από 

διακριτές ποσότητες. Στις συνεχείς ποσότητες χρησιµοποιούνται συνήθως επιφάνειες 

όπως γεωµετρικά σχήµατα, κύκλος, ορθογώνια, ή ακόµη πίτσες, πίτες, σοκολάτες 

κ.λ.π., τις οποίες οι µαθητές πρέπει να χωρίσουν σε ίσα µέρη-τµήµατα και να 

επιλέξουν τόσα τµήµατα, όσος είναι ο αριθµητής του κλάσµατος. Πολλές φορές µέρη 

της επιφάνειας αποδίδονται σκιασµένα ή  καλούνται οι µαθητές να τα σκιάσουν και 

να τα χαρακτηρίσουν µε ένα κλασµατικό αριθµό. Αυτό θεωρείται και η ευκολότερη 

προσέγγιση για τους µαθητές, γι’ αυτό παραδείγµατα µε συνεχείς ποσότητες στη 

διδασκαλία των κλασµάτων απαντώνται µε µεγαλύτερη συχνότητα στα σχολικά 

εγχειρίδια, καθώς θεωρούνται πιο κατανοητά. Ο κύκλος και το τετράγωνο, για 

παράδειγµα, λειτουργούν αποτελεσµατικά ως απεικόνιση, που η συνέχειά της 

βοηθάει στην κατανόηση της σχέσης µέρους-όλου (Γαγάτσης, Σιηµητρά-

Κωνσταντίνου & Χριστουδουλίδου, 2006).  

Αντίθετα η διδασκαλία του κλάσµατος ως µέρος-όλου µέσα από διακριτές ποσότητες 

θεωρείται δυσκολότερη, γι’ αυτό και εµφανίζεται ελάχιστα µέσα στα σχολικά 

εγχειρίδια των µαθηµατικών στην προσέγγιση του κλάσµατος (π.χ. ένα  σύνολο 

αντικειµένων, µιας οµάδας ανθρώπων ή µέρος ενός µήκους), (Lamon, 1999. Marshall, 

1993, στο Charalambous  & Pita-Pantazi, 2007). 

Σύµφωνα µε τον van de Walle (2017), το «όλο», στις διακριτές ποσότητες νοείται ως 

σύνολο αντικειµένων και τα υποσύνολα του συνόλου συνιστούν τα κλασµατικά µέρη. 

Το αντικείµενο είναι χωρισµένο ή χωρίζεται σε ίσα µέρη από τα οποία παίρνουµε 

µερικά. Υπάρχει βέβαια πάντα µια µονάδα, αλλά τα αντικείµενα δεν είναι σίγουρα 

οργανωµένα σε τόσες ισοδύναµες οµάδες όσες λέει ο παρονοµαστής του κλάσµατος 

και αυτό δυσκολεύει τους µαθητές. Για παράδειγµα ένα τµήµα µιας οµάδας 

ανθρώπων που πήγαν εκδροµή ( τα 3/5 της τάξης συµµετείχαν στην εκδροµή), ή ένα 

τµήµα µιας απόστασης (οι µαθητές περπάτησαν τα 3 και ½ µιας απόστασης 5 

χιλιοµέτρων), παρουσιάζονται ως µαθηµατικά έργα που αφορούν τα κλάσµατα  

χρησιµοποιώντας διακριτές ποσότητες (van de Walle et al., 2017). 

Σε κάθε περίπτωση συνεχούς ή διακριτής ποσότητας ως µονάδας, το «µισό», καθώς 

διαµερίζει, διαιρεί το «όλο» σε δυο ίσα µέρη, κατέχει µια σηµαντική θέση στη 

απαρχή της ποσοτικοποίησης των κλασµάτων και βοηθάει τους µαθητές να 

κατανοήσουν στη συνέχεια τις σχέσεις µέρους-όλου (Νunes & Bryant, 2007). Η Desli 

(1994), εξετάζοντας περαιτέρω τον ρόλο του µισού στην ποσοτικοποίηση των 
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κλασµάτων επιβεβαίωσε τον σηµαντικό ρόλο του, τόσο στην κατανόηση του µέρους - 

όλου όσο και στην κατανόηση του µέρους-µέρους. Το µισό προσφέρει στους µαθητές 

την ευκαιρία να χρησιµοποιήσουν γνωστές προς αυτούς λογικές σχέσεις και να 

προβούν σε εννοιολογική κατανόηση µέσα από τις συγκρίσεις µέρους-µέρους, «ίσο 

µε», «µικρότερο ή µεγαλύτερο από το µισό». Επιπλέον, προσφέρει τη δυνατότητα για 

την ανάπτυξη µιας αρχικής σύνδεσης ανάµεσα στις εκτατικές (η διαίρεση του όλου 

σε ίσα µέρη)  και τις εντατικές ιδιότητες (η σχέση µεταξύ των µερών και του όλου) 

των κλασµατικών αριθµών ( Desli, 1994,  στο Νunes & Bryant, 2007).  

Σύµφωνα µε τον Baturo (2004) η πλήρης κατανόηση της ερµηνείας του κλάσµατος 

ως «µέρος-όλου», εκτός από τη διαµέριση του συνόλου (χωρισµός σε ίσα µέρη) και 

την κατανόηση της οµαδοποίησης, απαιτεί από τους µαθητές ανάπτυξη ικανοτήτων 

εύρεσης του όλου, βασιζόµενοι στα µέρη του (π.χ. βρες το όλο όταν ξέρεις τα 3/8) και 

της εκ νέου µοναδοποίησης δηλαδή της σύνθεσης της ακέραιας µονάδας από τα µέρη 

της, όπως επίσης και της επαναδιαµέρισης ήδη ισοδιαµερισµένων όλων (π.χ. βρες τα 

3/8 µιας ποσότητας χωρισµένης σε τέταρτα ή βρες τα 3/4 µιας ποσότητας χωρισµένης 

σε όγδοα).  

Το οικείο περιβάλλον των µαθητών αποτελεί από µόνο του µια ανεξάντλητη πηγή 

υλικών (όπως π.χ. οι µπάρες σοκολάτας, το ρολόι, ο χάρακας κ.λ.π.) και 

καταστάσεων όπου µπορεί να εφαρµοστεί η ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέρους- 

όλου» προκειµένου οι µαθητές να οδηγηθούν στην βαθύτερη κατανόηση της 

κλασµατικής έννοιας ( Post et al., 1982).  

 

β) Το κλάσµα ως διαίρεση-πηλίκο (quotient)   

Η έννοια του διαµερισµού ή της µοιρασιάς είναι µια από τις βασικές ιδέες που 

µεταφέρουν οι µαθητές µε βάση την άτυπη γνώση τους, στην προσπάθεια να 

κατανοήσουν την έννοια του κλάσµατος. Η έννοια του µοιράσµατος, κατά τους 

Pitkethly και Hunting (1996), είναι το κλειδί για την οικοδόµηση της έννοιας του 

κλάσµατος αλλά και την ευρύτερη κατανόηση των κλασµατικών αριθµών. Το φυσικό 

πλαίσιο µέσα στο οποίο αναπτύσσονται οι αρχικές κλασµατικές έννοιες στις πρώτες 

τάξεις του δηµοτικού όταν οι µαθητές κάνουν διαµέριση και σκέφτονται µε όρους 

«δίκαιης µοιρασιάς», παίρνω το µισό (½), «µοιράζω σε τρία ίσα µέρη» (1/3) ή 
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«παίρνω το ένα από τα τέσσερα» (1/4), οικοδοµεί την µετέπειτα γνώση τους για τα 

κλάσµατα.  

Συνήθως  οι δραστηριότητες  µε προβλήµατα «ίσης µοιρασιάς» εισάγουν το κλάσµα 

ως «διαίρεση – πηλίκο», δηλαδή µιας διαίρεσης του αριθµητή δια του παρονοµαστή. 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση οι µαθητές καλούνται να κατανοήσουν τη διάσταση της 

διαίρεσης α/β, δηλαδή ότι πρόκειται να µοιράσουν δίκαια, α πράγµατα σε β ίσα µέρη. 

Παρά το γεγονός ότι ο συµβολισµός του πηλίκου α/β είναι ο ίδιος συµβολισµός που 

χρησιµοποιείται στην ερµηνεία του µέρους-όλου, στόχος είναι να αντιληφθούν οι 

µαθητές τη διαφορά ότι το α διαιρετέος (αριθµητής) δεν αναπαριστά τον αριθµό των 

µερών που θα πάρουµε αλλά την ποσότητα, (τον αριθµό των στοιχείων του συνόλου) 

που θα µοιραστούν ίσα, δίκαια. Ο β διαιρέτης (παρονοµαστής) δεν αναπαριστά τα 

µέρη ενός όλου, αλλά αναπαριστά τον αριθµό των ίσων µερών που θα χωριστούν τα 

στοιχεία του συνόλου.  

Σύµφωνα µε τους Νunes και Bryant (2007), οι καταστάσεις διαίρεσης χωρίζονται σε 

δύο τύπους: α) σε αυτές που απαιτούν διαµέριση, µοίρασµα- προβλήµατα µερισµού 

(ισόποση κατανοµή ποσότητας σε συγκεκριµένο αριθµό αποδεκτών), π.χ. αριθµός  

ζαχαρωτών (12), αριθµός λαγών (4), (12:4), δηλαδή δίνεται µεγαλύτερη έµφαση στην 

ποσότητα που κάθε λαγός παίρνει β) σε αυτές που απαιτούν τµηµατοποίηση, 

µέτρηση- προβλήµατα µέτρησης (οµαδοποίηση µιας ποσότητας σε ίσα τµήµατα), 

δίνεται έµφαση στον αριθµό των ίσων µεριδίων που µπορούν να παραχθούν, όταν 

µοιράζεται µια ποσότητα σε ίσα µέρη π.χ. ποσότητα (12), ίσα µερίδια ζαχαρωτών που 

µπορούν να παραχθούν (3), (12:3). Όταν οι µαθητές έχουν αντιληφθεί την 

αντίστροφη σχέση ανάµεσα στο πηλίκο και το διαιρέτη σε προβλήµατα τόσο 

µερισµού όσο και µέτρησης, τότε η διάσταση του κλάσµατος ως διαίρεση, γίνεται 

ευκολότερα κατανοητή. 

 Ο βασικός ρόλος της διαίρεσης για την κατανόηση των κλασµάτων, παρακίνησε 

αρκετούς επιστήµονες να επικεντρωθούν στις στρατηγικές διαχωρισµού των µικρών 

παιδιών όταν µοιράζονται τα πράγµατα (Xu, 1998. Lv, 1996. Lin & Huang, 1993). Οι 

αρχικές στρατηγικές των µαθητών για τη µοιρασιά περιλαµβάνουν το 

κόψιµο/χωρισµό στη µέση για να µοιράσουν δίκαια, και πάλι στη µέση (δύο, 

τέσσερα, οκτώ µερίδια), οπότε η δυσκολία του προβλήµατος εξαρτάται από τη σχέση 

ανάµεσα στον αριθµό των αντικειµένων που πρέπει να µοιραστούν και τον αριθµό 

των µεριδίων που θα προκύψουν. Για παράδειγµα, όταν µοιράζουν πέντε πράγµατα 
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σε τέσσερα παιδιά, στο τέλος θα µείνει ένα, δηλαδή δύο µισά, που θα πρέπει να τα 

δώσουν σε τέσσερα παιδιά. Η λύση που θα βρουν είναι να κόψουν κάθε µισό στη 

µέση ώστε κάθε παιδί στο τέλος να πάρει ένα ολόκληρο και ένα µισό του µισού (van 

de Walle et al., 2017). 

Ο Λεµονίδης (2016), προτείνει έναν επιπλέον πιο πρακτικό τρόπο ώστε να 

µοιραστούν δίκαια τρεις σοκολάτες σε επτά άτοµα. Οι τρεις σοκολάτες 

τοποθετούνται η µια δίπλα στην άλλη. Με το µαχαίρι χαράζεται η µία σε επτά ίσα 

µέρη και µε τον ίδιο τρόπο χωρίζονται και οι άλλες (Εικ. 3). Στο παράδειγµα αυτό 

φαίνεται ότι το σύµβολο 3/7 µπορεί να σηµαίνει «διαιρώ 3 µονάδες µε το 7», και ότι 

το αποτέλεσµα αυτής της διαίρεσης είναι « τα 3/7 της µονάδας» µέσα από διακριτές 

ποσότητες. 

 

Εικόνα 3: Τρεις σοκολάτες µοιράζονται σε επτά παιδιά  ΠΗΓΗ: Λεµονίδης, 2016, 

σελ.28 

Η Lamon (1999), αντίστοιχα σε έργα µοιρασιάς, ζήτησε από µαθητές 11 χρονών 

(Grade 6) να µοιράσουν τρεις πίτσες ίσα µεταξύ επτά κοριτσιών, ενώ µια ίδια πίτσα 

να µοιραστεί ίσα ανάµεσα σε τρία αγόρια (Εικ. 4). Το ερώτηµα ήταν: «Ποιος παίρνει 

περισσότερη πίτσα; ένα αγόρι ή ένα κορίτσι;» Οι µαθητές που κατανοούν την έννοια 

του κλάσµατος ως διαίρεση, απαντούν ότι κάθε κορίτσι παίρνει 3/7 της πίτσας και 

κάθε αγόρι το 1/3 της πίτσας. Στη συνέχεια  συγκρίνουν τα δύο κλάσµατα παίρνοντας 

ως σηµείο αναφοράς το «µισό». Συµπεραίνουν ότι το 3/7 είναι µεγαλύτερο επειδή 

είναι πιο κοντά στο µισό. Άρα ένα κορίτσι τρώει περισσότερο από ένα αγόρι. Οι 

µαθητές αξιοποιώντας, την έννοια «του µισού», δίνουν τη λύση µέσα από λογικές 

σχέσεις που διέπουν στα κλάσµατα (Desli, 1994).  

Οι Clarke, Roche, Mitchell & Sukenik ( 2006) δίνουν το έργο της Lamon (1999), σε 

ευκολότερη εκδοχή, σε 323 µαθητές της Στ΄ τάξης στην Αυστραλία. Ζητείτε από τους 

µαθητές να µοιράσουν 3 πίτσες σε 5 άτοµα. Το 30% των µαθητών έδωσαν σωστή 

απάντηση µε 12% από αυτούς να στηρίζονται σε νοερό υπολογισµό λογικών 

σχέσεων, ενώ το 18% µέσα από αναπαραστάσεις (σχεδιάζοντας) µπόρεσαν να 

φτάσουν στη σωστή απάντηση. 
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Εικόνα 4: ∆ίκαιη µοιρασιά τρεις πίτσες µεταξύ επτά κοριτσιών, µια πίτσα µεταξύ 

τριών αγοριών   ΠΗΓΗ: Clarke et al., 2006, σελ.39  

 

Τέλος, σηµαντικό είναι να αντιληφθούν οι µαθητές ότι το αποτέλεσµα του κλάσµατος 

ως διαίρεση αναφέρεται σε µια αριθµητική τιµή και όχι στα µέρη που λαµβάνονται 

από δραστηριότητα ισοκατανοµής (µέρος-όλο), εποµένως το κλάσµα µπορεί να είναι 

ένας αριθµός που είναι µικρότερος, ίσος ή και µεγαλύτερος της µονάδας (Lamon, 

1999). 

 

γ) Το κλάσµα ως λόγος (ratio) 

Το κλάσµα ως λόγος δεν αναπαριστά τη διαµέριση µιας ποσότητας ή  ενός συνόλου 

αντικειµένων, όπως συνέβαινε µε τις ερµηνείες «µέρος-όλου» και «πηλίκου», αλλά 

εκφράζει τη συγκριτική σχέση µεταξύ δύο ποσοτήτων τα οποία µπορεί να είναι 

οµοειδή ή ετερογενή. Σύµφωνα µε τον van de Walle (2007), (σελ.451), ο λόγος «είναι 

ένα διατεταγµένο ζεύγος αριθµών ή µετρήσεων που εκφράζει µια σύγκριση ανάµεσα 

στους συγκεκριµένους αριθµούς ή τις µετρήσεις µέσα σε µια δεδοµένη κατάσταση σε µια 

πολλαπλασιαστική σχέση (σε αντίθεση µε τη σχέση διαφοράς ή την προσθετική σχέση). 

 Όταν σκεφτόµαστε µε όρους λόγου, εξετάζουµε δύο ποσότητες που µεταβάλλονται 

από κοινού. Το µέγεθος της µιας ποσότητας συγκρίνεται µε το µέγεθος της άλλης, 

ενώ η έννοια της σταθερότητας και της συµµεταβολής εµπεριέχεται στα δύο µεγέθη. 

Το κλάσµα ως λόγος νοείται δηλαδή ως συγκριτικός δείκτης. Για παράδειγµα (Εικ.5) 

σε κάθε τρεις κύκλους αντιστοιχούν τέσσερα τετράγωνα. Ο λόγος των κύκλων προς 

τα τετράγωνα είναι 3:4 και διαβάζεται «3 προς 4» ή ¾. Ο λόγος αναφέρεται στα 

σχετικά µεγέθη των δυο συνόλων όχι όµως και στον πραγµατικό αριθµό των 
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αντικειµένων που περιέχονται σ’ αυτά. Ο λόγος 3:4 δηλώνει π.χ. 3 κύκλους του 

πρώτου συνόλου προς 4 τετράγωνα του δεύτερου συνόλου, χωρίς να δίνεται καµία 

πληροφορία για τον αριθµό των κύκλων στο πρώτο σύνολο ή τον αριθµό των 

τετραγώνων στο δεύτερο (Παπαδόπουλος,  2013). 

 

 

    

Εικόνα 5: Ο λόγος δύο συνόλων, κύκλων προς τα τετράγωνα είναι 3/4 

ΠΗΓΗ: Παπαδόπουλος 2013, σελ. 105 

 

Μια µορφή λόγου είναι αυτή που συγκρίνει ένα µέρος ενός όλου (9 κορίτσια µιας 

τάξης) µε ένα άλλο µέρος του ίδιου όλου (7 αγόρια της ίδιας τάξης). Ο λόγος µέρους 

προς µέρος, γράφεται 9/7 ή 9:7 και σηµαίνει «εννέα προς επτά» και όχι «εννέα 

έβδοµα». Παρότι έχουµε χρήση της κλασµατικής γραµµής δεν είναι κλάσµα και αυτό 

διακρίνεται από το εννοιολογικό πλαίσιο του έργου. Αντίθετα η σύγκριση ενός 

µέρους προς το όλο, όπως για παράδειγµα ο αριθµός των κοριτσιών µιας τάξης (9) 

προς το σύνολο όλων των µαθητών (16), γίνεται αντιληπτό ως κλάσµα και γράφεται 

9/16 ή 9:16 και σηµαίνει πως τα εννιά δέκατα έκτα της τάξης είναι κορίτσια ή εννιά 

προς δέκα έξι µαθητές είναι κορίτσια (van de Walle et al., 2017).  

Σύµφωνα µε την Κολέζα (2000), το κλάσµα ως λόγος αναφέρεται σε δυο χώρους 

µέτρησης, οι οποίοι µπορούν να συνδεθούν είτε µε µία «µεταξύ» των χώρων 

στρατηγική, οπότε αναφέρεται ως λόγος υπό µορφή ρυθµού µεταβολής «εξωτερικός» 

λόγος (rate), είτε  σε µια «εντός» του ίδιου χώρου µεταβολής (ratio) οπότε γίνεται 

αναφορά σε «εσωτερικό» λόγο. Για παράδειγµα, αν υπάρχουν 8 αγόρια και 12 

κορίτσια σε µια τάξη (Α1) και  6 αγόρια και 10 κορίτσια σε µια άλλη τάξη (Β1) 

µπορούµε να συγκρίνουµε τους µαθητές των δύο τάξεων, 8/12 και 6/10. Συγκρίνουµε 

δηλαδή δυο διαφορετικούς χώρους µέτρησης, «εξωτερικός» λόγος (rate). Αν ένα 

αυτοκίνητο καταναλώνει 12 λίτρα βενζίνης στα 100 χιλιόµετρα και ένα άλλο 8 λίτρα 

στα ίδια χιλιόµετρα, ο λόγος 8/12 ή 2/3  δίνει τη σχέση κατανάλωσης του δεύτερου 

αυτοκίνητο σε σχέση µε το πρώτο, «εσωτερικός» λόγος (ratio), και συγκρίνουµε 

µέτρα από τους ίδιους χώρους µέτρησης (λίτρα) (Λεµονίδης, 2016). 
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Η κατανόηση της ερµηνείας του κλάσµατος ως «λόγου» µπορεί να βοηθήσει ώστε οι 

µαθητές να αντιληφθούν καλύτερα και την έννοια της ισοδυναµίας και τις πράξεις 

κλασµάτων π.χ. την πρόσθεση και την  αφαίρεση (Marshall, 1993).  

Τέλος, σύµφωνα µε τον Marshall (1993), εφόσον το κλάσµα ως «λόγος» δεν 

εµπεριέχει διαµέριση µιας ποσότητας ή ενός συνόλου αντικειµένων, στόχος είναι  οι 

µαθητές να αντιληφθούν την έννοια των σχετικών ποσών και στη συνέχεια να 

προχωρήσουν στην κατανόηση του κλάσµατος ως αναλογίας, δηλαδή µιας ισότητας 

λόγων. Όταν  καταλάβουν οι µαθητές πως, όταν οι δυο ποσότητες βρίσκονται σε 

σχέση αναλογίας αλλάζουν µαζί – διαιρούνται ή πολλαπλασιάζονται – προκειµένου η 

σχέση τους να παραµένει σταθερή και η αρχική τους αξία αναλλοίωτη, µπορούν 

ευκολότερα να κατανοήσουν και τη διάκριση ανάµεσα στην ερµηνεία του κλάσµατος 

ως  «µέρους-όλου» και αυτή του «λόγου». (Γαγάστης κ.ά. 2006. Charalambous & 

Pita-Pantazi, 2007).  

 

 δ) Το κλάσµα ως µέτρο - µέτρηση (measure) 

Η ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέτρο-µέτρηση»  αφορά την ποσότητα µιας συνεχούς 

µονάδας µέτρησης (όπως µήκος, εµβαδό, χρόνος ή όγκος) η οποία στη συνέχεια 

συγκρίνεται µε µία ολόκληρη µονάδα που ισούται µε ένα. Για παράδειγµα, στην 

περίπτωση που ένας µαθητής διανύει το ½ ενός χιλιοµέτρου, αυτό αποτελεί ποσότητα 

συνεχούς µονάδας (µήκος) και έπειτα ακολουθεί η σύγκρισή της (1/2) µε το ένα 

χιλιόµετρο (ολόκληρη µονάδα), ως υποδιαίρεσή της. Στη συγκεκριµένη ερµηνεία του 

κλάσµατος εξετάζεται η ποσότητα και όχι ο αριθµός των µερών όπως συµβαίνει µε τα 

έργα «µέρους-όλου». Η ποσοτικοποιήση του κλάσµατος, µέσα από τη µέτρηση και τη 

σύγκριση, προσφέρει µια σηµαντική εµπειρία στους µαθητές ώστε να αντιληφθούν 

την έννοια του κλάσµατος ως αριθµού (Behr et al., 1983. Martine, 2007, στο van de 

Walle et al., 2017).  

Κατά τους Yanik, Helding και Flores (2008), για να είναι σε θέση οι µαθητές να 

κατανοήσουν το κλάσµα ως «µέτρηση-µέτρο», και να επιχειρούν οποιαδήποτε 

διαµέριση, σύγκριση ή διάταξη, αρχικά θα πρέπει να αντιληφθούν τη µονάδα πάνω 

στην οποία εργάζονται. Τα µέσα που χρησιµοποιούνται συνήθως για να επιτευχθεί 

αυτό, είναι οι ποικίλες αναπαραστάσεις αριθµητικών γραµµών (π.χ. κανόνας, µέτρο, 

κλασµατικές λωρίδες, ράβδοι κ.λ.π.).  
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Σύµφωνα µε την Κολέζα (2000), στην ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέτρο», το 

κλάσµα α/β σηµαίνει ότι η µονάδα έχει διαιρεθεί σε β ίσα µέρη µήκους 1/β, και ότι το 

σηµείο που αντιστοιχεί στο κλάσµα α/β πάνω στην αριθµογραµµή απέχει από το 

µηδέν α διαστήµατα µήκους 1/β. Το κλάσµα 1/β λειτουργεί ως µονάδα µέτρησης και 

χρησιµοποιείται επαναληπτικά, ξεκινώντας από το µηδέν, τόσες φορές όσες 

υποδεικνύει το κλάσµα. Το σηµείο µηδέν τίθεται αυθαίρετα και δεν ταυτίζεται πάντα 

µε την αρχή της αριθµητικής γραµµής. 

Η µονάδα µέτρησης πάνω στην αριθµητική γραµµή µπορεί να διαιρείται σε 

µικρότερες µονάδες δίνοντας έτσι νέα διαφορετικά κλάσµατα. Στην περίπτωση που 

εµφανίζονται δύο µονάδες ή όταν η µονάδα δεν διαχωρίζεται σε τµήµατα, τόσα όσα 

υποδεικνύει ο παρονοµαστής και εµφανίζει πολλαπλάσια ή υπο-πολλαπλάσιά του, οι 

µαθητές αδυνατούν να εντοπίσουν σωστά την ποσότητα που εκφράζει το κλάσµα. 

∆υσκολεύονται, για παράδειγµα, να τοποθετήσουν το κλάσµα 7/8 σε µια 

αριθµογραµµή που είναι χωρισµένη σε τέταρτα, δεύτερα ή δέκατα έκτα γιατί δεν 

καταφέρνουν συχνά να αντιληφθούν σωστά τη µονάδα αναφοράς. Ωστόσο, η 

δηµιουργία διαφορετικών µονάδων που καλύπτουν την ίδια απόσταση µπορεί να 

οδηγήσει τους µαθητές και στην ισοδυναµία των κλασµάτων την οποία µπορούν να 

ανακαλύψουν και να κατανοήσουν καλύτερα (Baturo, 2004). 

 Επιπλέον, η αριθµητική γραµµή µπορεί να αποτελέσει ένα πολύτιµο εργαλείο, που 

θα µπορούσε να δώσει λύση στο «πρόβληµα των ενδιάµεσων αριθµών», στην 

πυκνότητα, στη  διαδοχικότητα, στην απόσταση από το µηδέν αλλά και στο άπειρο, 

έννοιες που δυσκολεύουν τους µαθητές, προκειµένου να αντιληφθούν το µέγεθος των 

κλασµάτων (Κολέζα, 2000). 

  

ε) Το κλάσµα ως τελεστής – πολλαπλασιαστής (operator)   

Το κλάσµα, µέσα από τη διάσταση του τελεστή, νοείται ως µια συνάρτηση που 

εφαρµόζεται σε αντικείµενα (αριθµούς, σύνολα ή γεωµετρικά σχήµατα) και τα 

µετασχηµατίζει ως προς κάποιο µέγεθος. Για παράδειγµα, το κλάσµα εµφανίζεται ως 

ο σταθερός τελεστής a της συνάρτησης y=a.x µε δεδοµένο ότι οι τιµές των y, x 

µεταβάλλονται µε τέτοιο τρόπο ώστε ο a να παραµένει σταθερός. ∆ηλαδή, 

λειτουργεί ως ένας µηχανισµός µετατροπής µιας ποσότητας σε µια άλλη. Η 

µετασχηµατιστική αυτή λειτουργία θα µπορούσε να θεωρηθεί  ως µια ξεχωριστή 
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σύνθετη πράξη που έχει δυο ερµηνείες, τον πολλαπλασιασµό ή τη διαίρεση σε 

διακριτές ποσότητες, και την σµίκρυνση ή τη µεγέθυνση σε συνεχείς ποσότητες. Για 

παράδειγµα όταν αναζητούµε τα 4/5 των 2 τετραγωνικών µέτρων, ο τελεστής κλάσµα 

αλλάζει το µέγεθος (συρρικνώνει ή µεγεθύνει) µέσω του πολλαπλασιασµού  (van de 

Walle et al., 2017).  

Σύµφωνα µε τoν Behr (1993), και τους συνεργάτες του όταν οι µαθητές κατανοήσουν 

τη µετασχηµατιστική λειτουργία του κλάσµατος ως τελεστής, τότε θα µπορέσουν 

ευκολότερα να κατανοήσουν και τον πολλαπλασιασµό των κλασµάτων µέσα από την 

ερµηνεία του ότι, πολλαπλασιάζοντας, «παίρνω ένα µέρος από το µέρος του όλου» 

(π.χ. βρείτε  τα ¾ του ½), ή ακόµη να κατανοήσουν ευκολότερα και την έννοια της 

ισοδυναµίας δίνοντας έµφαση στο ανάγωγο κλάσµα βάση του οποίου 

πολλαπλασιάζοντας αριθµητή και παρονοµαστή µε έναν αριθµό να δηµιουργούνται 

ισοδύναµα κλάσµατα. (Behr et al., 1993. Marshall, 1993, στο Charalambous & Pita-

Pantazi, 2007).  

Για να αντιληφθούν την ερµηνεία του τελεστή καλύτερα οι µαθητές θα πρέπει να 

είναι ικανοί να ερµηνεύουν κάθε πολλαπλασιασµό  κλάσµατος µε ποικίλους τρόπους 

(π.χ. το 3/4 να αναγνωρίζεται ως 3 × 1/4 της µονάδας ή 1/4 × 3 µονάδες), 

κατανοώντας το αποτέλεσµα της πράξης σε κάθε µετασχηµατισµό της. Επίσης να 

κατανοηθεί από τους µαθητές πως το γινόµενο των κλασµάτων, σε αντίθεση µε το 

γινόµενο των ακεραίων, µπορεί να δίνει αποτέλεσµα και µικρότερο από τους 

παράγοντες που πολλαπλασιάζονται (Γαγάτσης κ.ά., 2006. Charalambοus & Pita-

Pantazi, 2007). 

Εν κατακλείδι, οι πέντε ερµηνείες του κλάσµατος (µέρος-όλο, πηλίκο, λόγος, 

τελεστής και µέτρο) παρά το γεγονός ότι είναι ανεξάρτητες κατασκευές, συνδέονται 

άρρηκτα µεταξύ τους στη βάση ενός κοινού πλαισίου που τις συνδέει και τις ενώνει. 

Το κοινό αυτό πλαίσιο που συνδέει όλες τις διαφορετικές διαστάσεις-ερµηνείες του 

κλάσµατος βασίζεται στις έννοιες της ίσης διαµέρισης, της µονάδας, της ποσότητας 

(Λεµονίδης, 2016). 

Οι πέντε ερµηνείες του κλάσµατος δεν είναι όλες το ίδιο κατανοητές από τους 

µαθητές και ούτε έχουν οι µαθητές τις ίδιες επιδόσεις σε αυτές. Οι Charalambous και 

Pita-Pantazi (2007) ερεύνησαν την κατανόηση των κλασµάτων σε µαθητές Ε΄και Στ΄ 

τάξης δηµοτικού σχολείου της Κύπρου. Πιο συγκεκριµένα, ερεύνησαν την 

κατανόηση του κλάσµατος σε σχέση µε τις πέντε διαστάσεις (κατασκευές) του 
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µοντέλου του Behr (1983) και την σύνδεσή τους µε την έννοια του κλάσµατος, 

σύµφωνα µε όσα είχαν ήδη διδαχθεί. Κατέληξαν στο συµπέρασµα πως οι επιδόσεις 

των µαθητών δεν ήταν το ίδιο υψηλές και στις πέντε κατασκευές. Εκείνη που έδωσε 

τα καλύτερα αποτελέσµατα ήταν αυτή του µέρους-όλου, καθώς αυτή κυριαρχούσε 

στα σχολικά εγχειρίδια, σε σχέση µε τις υπόλοιπες στις οποίες παρουσίασαν 

χαµηλότερες επιδόσεις. Στην ίδια µελέτη, οι ερευνητές υποδηλώνουν πως µια 

βαθύτερη και ουσιαστική κατανόηση όλων των διαφορετικών κατασκευών του 

κλάσµατος θα µπορούσε να επηρεάσει θετικά τις επιδόσεις των µαθητών σε 

δραστηριότητες που θα είχαν σχέση τόσο µε τις πράξεις των κλασµάτων, την έννοια 

της ισοδυναµίας των κλασµάτων και γενικότερα τη διαχείριση των κλασµατικών 

αριθµών. 
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1.Β.3 ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΚΛΑΣΜΑΤΟΣ ΑΠΟ ΜΑΘΗΤΕΣ   

ΚΑΙ  ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟΥΣ  

 

1.Β.3.i  ∆υσκολίες στην κατανόηση της κλασµατικής έννοιας  από τους µαθητές   

Οι µαθητές στην προσπάθειά τους να κατανοήσουν και να ερµηνεύσουν τα  

κλάσµατα στο σχολείο και στην καθηµερινότητά τους, δυσκολεύονται πολύ. 

∆ιαπιστώνεται ότι µεγάλος αριθµός µαθητών από διαφορετικές χώρες 

αντιµετωπίζουν τις ίδιες δυσκολίες οι οποίες πηγάζουν από  την πολυσύνθετη 

κατασκευή  και φύση των κλασµάτων. Η εννοιολογική φύση των κλασµάτων, οι 

ποικίλες αναπαραστάσεις, ο συµβολισµός τους (Lortie-Forgues, Tian & Siegler, 

2015), αλλά και ο τρόπος διδασκαλίας τους διαµορφώνουν και επηρεάζουν την 

κατανόησή τους.   

Σύµφωνα µε τους Vamvakousi &Vosniadou (2010), η διαδικασία κατάκτησης του 

κλάσµατος, εννοιολογικά συνεπάγεται αναδιοργάνωση της προϋπάρχουσας γνώσης 

και απαιτεί οντολογική αλλαγή. Μια διαδικασία αλλαγής που ωστόσο, µπορεί να 

δηµιουργήσει παρανοήσεις και λάθη στους µαθητές. Το επεξηγηµατικό πλαίσιο των 

φυσικών αριθµών, που αποτελεί την προϋπάρχουσα γνώση των µαθητών, διαφέρει 

κατά πολλά από  αυτό του κλάσµατος και  λειτουργεί ως τροχοπέδη στην κατάκτηση 

της νέας έννοιας. Απαραίτητο κατ’ επέκταση, προκειµένου οι µαθητές να υπερβούν 

την «προκατάληψη του φυσικού αριθµού» είναι, να εντοπιστούν και να 

προσδιοριστούν οι διαφορές ανάµεσα στους φυσικούς αριθµούς και στα κλάσµατα 

ώστε να αναδιοργανωθεί σωστά η θεµελιώδης γνώση των µαθητών σε σχέση µε τους 

φυσικούς αριθµούς, προτού δοµηθεί η αφηρηµένη έννοια του κλάσµατος (Van 

Dooren, Lehtinen & Verschaffel, 2015. Ni & Zhou, 2005, στο Λεµονίδης 2016).  

Οι Stafylidou και Vosniadou  (2004) καταγράφοντας τις βασικές διαφορές ανάµεσα 

στο κλάσµα και τον φυσικό αριθµό αποτυπώνουν  τα κύρια σηµεία όπου εντοπίζεται 

η διαφοροποίησή τους και εστιάζουν: α) στη συµβολική τους αναπαράσταση, β) στη 

διάταξη, γ) στη σχέση τους µε τη µονάδα και δ) στην εκτέλεση των  πράξεων 

(πρόσθεση-αφαίρεση, πολλαπλασιασµός-διαίρεση), (Πίνακας 1). Υποστηρίζουν πως 

η σταδιακή αναδιοργάνωση της γνώσης των µαθητών και η προσέγγιση του 
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κλάσµατος µέσα από λογικές σχέσεις που στηρίζονται στην προηγούµενη γνώση 

τους, θα βοηθήσουν σηµαντικά και στην καλύτερη κατανόηση της νέας έννοιας. 

Πίνακας 1: ∆ιαφορές µεταξύ φυσικών αριθµών και κλασµάτων 

 

Συμβολική Αναπαράσταση     Ένας αριθμός (προϋπόθεση διακριτότητας-                   Δύο αριθμοί και μια γραμμή 

                                                                              presupposition of discreteness)             (προϋπόθεση πυκνότητας-                                                                                                                              

                                                                                                                                                          presupposition of density)   

 

Διάταξη                                     Υποστηρίζεται από την ακολουθία (καταμέτρηση)       Δεν υποστηρίζεται από τη 

                                                                            των φυσικών   αριθμών                              φυσική αλληλουχία αριθμών 

                                                    Υπάρχει επόμενος ή προηγούμενος αριθμός               Δεν υπάρχει ένας μοναδικός επόμενος ή                                                                                        

                                                                                                                                                     προηγούμενος αριθμός 

                                                     Δεν υπάρχει αριθμός μεταξύ δύο διαφορετικών         Υπάρχει το άπειρο (Infinity) 

                                                         αριθμών 

 

 

Σχέση με τη μονάδα                      Η μονάδα είναι ο μικρότερος αριθμός                      Δεν υπάρχει μοναδικός μικρότερος αριθμός 

 

Πράξεις 

Πρόσθεση- Αφαίρεση             Υποστηρίζεται από την ακολουθία  των φυσικών          Δεν υποστηρίζεται από την ακολουθία           

                                                                             αριθμών                                                           των φυσικών αριθμών 

 

       

Πολλαπλασιασμός                 Ο πολλαπλασιασμός κάνει τον αριθμό μεγαλύτερο      Ο Πολλαπλασιασμός κάνει τον αριθμό ή  

                                                                                                                                                       μεγαλύτερο ή μικρότερο 

 

 

Διαίρεση                                   Η διαίρεση κάνει τον αριθμό μικρότερο                            Η διαίρεση κάνει τον αριθμό ή μεγαλύτερο           

                                                                                                                                                        ή μικρότερο 

 

 

 

ΠΗΓΗ: S. Stafylidou, S. Vosniadou (2004), σελ. 503-518 

 

Επιπλέον, η πυκνή δοµή των ρητών αριθµών σε  αντίθεση µε τη σαφή, διακριτή των 

φυσικών αριθµών δηµιουργεί και αυξάνει τις δυσκολίες που σχετίζονται µε την 

εννοιολογική κατανόηση των κλασµάτων. Ως σηµαντικότερες εννοιολογικές 

δυσκολίες που αφορούν στα κλάσµατα  (Γαγάτσης κ.α., 2001. Χρίστου & Φιλλίπου, 

1995) αναφέρονται οι εξής: 

α) Η δυσκολία στην υπέρβαση της κλασµατικής ποσότητας και στην αδυναµία 

οικοδόµησης της έννοιας του κλασµατικού αριθµού, παραµένοντας στην απόλυτη 

αξία των φυσικών αριθµών που απεικονίζουν τον αριθµητή και τον παρονοµαστή ως 

δύο ξεχωριστούς φυσικούς αριθµούς. 

β)  Η αντίληψη του κλάσµατος ως  δύο αριθµών, µε λογιστικές πράξεις σε αριθµητές 

και παρονοµαστές ανεξάρτητα του ενός από τον άλλο. Για παράδειγµα 3/5 + 1/3 = 

4/8. 

Αριθµητική Αξία                          Φυσικοί   Αριθµοί                                      Κλάσµατα  
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γ) Η σύνδεση του κλάσµατος κ/µ µε την απόλυτη αξία των φυσικών κ και µ. Για 

παράδειγµα, θεωρείται συχνά ότι το 3/12 είναι µεγαλύτερο από το 2/4. 

δ) Η αντίληψη ότι η κλασµατική µονάδα είναι σταθερό µέγεθος. 

ε) Ανάµεσα σε δύο διαδοχικά κλάσµατα υπάρχει η αντίληψη ότι δεν υπάρχει άλλος 

αριθµός. Για παράδειγµα θεωρείται ότι το επόµενο κλάσµα µετά το 2/5 είναι το 3/5. 

στ) Παραµένει η κυριαρχία της αντίληψης της σχέσης µέρους-µέρους αντί της σχέσης 

µέρους- όλου. 

Οι ποικίλες συµβολικές αναπαραστάσεις των κλασµάτων αποτελούν µια επιπλέον 

δυσκολία για τους µαθητές. Το γεγονός ότι οι κλασµατικοί αριθµοί παραµένουν 

αµετάβλητοι παρόλο που αλλάζουν οι αναπαραστάσεις τους είναι κάτι που δύσκολα 

οι µαθητές συνειδητοποιούν (Vamvakoussi & Vosniadou, 2010). 

Άλλοι παράγοντες που επηρεάζουν και διαµορφώνουν την ικανότητα των µαθητών 

στο να κατανοήσουν και να διαχειριστούν τα κλάσµατα εντοπίζονται σε  πολιτισµικές 

διαφορές, όπως το περιεχόµενο των µαθηµατικών προγραµµάτων σπουδών, τα 

σχολικά εγχειρίδια αλλά και η χρήση της γλώσσας στην απόδοση των αριθµών µε 

λέξεις. Για παράδειγµα η σπουδαιότητα της σηµασίας του µέρους-όλου για την 

έννοια του κλάσµατος υπάρχει σχεδόν σε όλες τις κουλτούρες, διότι σε πολλές 

γλώσσες η αναφορά «κλάσµα» περιλαµβάνει την έννοια του χωρισµού και της 

διαίρεσης αλλά αποδίδεται διαφορετικά. Για παράδειγµα στα κινέζικα, τα κορεατικά 

και τα ιαπωνικά, η έννοια του κλασµατικού µέρους είναι ρητά ενσωµατωµένη µε τον 

όρο «κλάσµα». Λέγοντας « ¼», αυτό µεταφράζεται ως "τεσσάρων τµηµάτων, ένα", 

το οποίο εκφράζει ρητά την έννοια του συνόλου και του µέρους µέσα από την 

ονοµασία του αριθµού,  βοηθώντας τους µαθητές να αποφύγουν συγχύσεις. Αντίθετα, 

στην αγγλική γλώσσα, το 1/4 διαβάζεται ως "ένα τέταρτο" το οποίο δεν αντανακλά µε 

σαφήνεια την έννοια συνόλου ή τη σχέση µέρους-όλου, το ίδιο ισχύει και για την 

ελληνική γλώσσα. Σ’ αυτή την περίπτωση οι µαθητές πρέπει να διδαχθούν και να 

αντιληφθούν αναλυτικά την ερµηνεία του «ένα τέταρτο» µε βάση και το νόηµα που 

µεταφέρει (Miura, Okamoto, Vlahovic-Stetic, Kim & Han, 1999).  

Τέλος, η γνώση και η ικανότητα των εκπαιδευτικών ώστε να διδάξουν εύστοχα τα 

κλάσµατα, συγκαταλέγεται στους παράγοντες που διαµορφώνουν την προσέγγιση 

των κλασµατικών αριθµών από τους µαθητές. Ο ρόλος τους παρουσιάζεται 

αναλυτικά παρακάτω. 
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1.Β.3.ii  ∆υσκολίες στην κατανόηση και διδασκαλία της κλασµατικής έννοιας 

από τους εκπαιδευτικούς  

 

 Η µαθηµατική παιδεία του εκπαιδευτικού, σύµφωνα µε την έρευνα (Ball, 1990. 

Tirosh, 2000), αποτελεί ένα από τα βασικά προαπαιτούµενα για µια πετυχηµένη 

διδασκαλία στα µαθηµατικά. Ο εκπαιδευτικός παίζει πρωταγωνιστικό ρόλο 

προκειµένου οι µαθητές να αναπτύξουν στρατηγικές και να κατανοήσουν σύνθετες 

µαθηµατικές έννοιες, όπως και αυτήν του κλάσµατος. Η ανεπαρκής γνώση των εν 

ενεργεία και των υποψήφιων εκπαιδευτικών, σχετικά µε τα κλάσµατα, καθορίζουν 

αρνητικά τον τρόπο διδασκαλίας που θα υιοθετήσουν, αλλά και τις επιδόσεις των 

µαθητών τους (Zhou, Peverly & Xin, 2006. Tirosh, 2000).  

 Σύµφωνα µε τον Shulman (1986), τρεις πτυχές της γνώσης θεωρούνται απαραίτητες 

προκειµένου ένας εκπαιδευτικός να προβεί σε µια επιτυχή διδασκαλία µιας 

µαθηµατικής έννοιας: α) Γνώση Περιεχοµένου - γνώση του ίδιου του αντικειµένου 

που διδάσκει, β) Παιδαγωγική Γνώση Περιεχοµένου - ευέλικτη και εύστοχη 

διδασκαλία  για την προσέγγιση µιας  µαθηµατικής έννοιας (π.χ. στην περίπτωση των 

κλασµάτων τη χρήση ποικίλων µοντέλων,  αναπαραστάσεων, παραδειγµάτων) και γ) 

Γενική Παιδαγωγική Γνώση - γνώση του αναλυτικού προγράµµατος της εκπαίδευσης. 

Σύµφωνα µε τη Ma (1999), οι εκπαιδευτικοί στην Αµερική παρουσιάζουν πολύ 

χαµηλές επιδόσεις και στις τρεις πτυχές της γνώσης που απαιτείται για τη διδασκαλία 

των κλασµάτων σύµφωνα µε το µοντέλο του Shulman (1986), γιατί όπως υποστηρίζει 

δεν  απέκτησαν επαρκή γνώση της έννοιας του κλάσµατος κατά τη φοίτησή τους στο 

σχολείο ως µαθητές. 

Οι Zhou, Peverly  και  Xin (2006), συγκρίνοντας τις γνώσεις των εκπαιδευτικών στην 

Κίνα και στην Αµερική σε σχέση µε τα κλάσµατα, µε βάση το µοντέλο του Shulman 

(1986), συµπέραναν ότι οι Κινέζοι εκπαιδευτικοί είχαν καλύτερες επιδόσεις σε 

γνώσεις περιεχοµένου, (έννοιες, υπολογισµοί και πρόβληµα) ενώ υστερούσαν σε 

παιδαγωγική γνώση και παρουσίασαν αδυναµίες στο να µεταφέρουν τη γνώση τους 

στους µαθητές. Αντίθετα οι Αµερικανοί υστερούσαν τόσο σε εννοιολογική 

κατανόηση όσο και σε γνώσεις περιεχοµένου. Όπως υποστηρίζουν η διαφορετική 
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µαθηµατική εκπαίδευση που έλαβαν οι συµµετέχοντες  ως µαθητές και φοιτητές,  

προκαθορίζει σε µεγάλο βαθµό τη µαθηµατική συµπεριφορά τους ως εκπαιδευτικοί. 

Οι Olanoff, Lo και Tobias (2014) πραγµατοποίησαν µια µετα-ανάλυση (extensive 

review of the research literature) σε αρκετές ερευνητικές µελέτες που αφορούσαν 

υποψήφιους εκπαιδευτικούς πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης και τη γνώση τους σχετικά 

µε το µαθηµατικό περιεχόµενο στον τοµέα των κλασµάτων από το 1989 έως το 2013. 

Οι έρευνες πριν το 1998 επικεντρώθηκαν κυρίως στην κατανόηση των πράξεων µε 

κλάσµατα (κυρίως του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης) ενώ µετά το 1990 

εστίασαν και στην κατανόηση του κλάσµατος ως αριθµού (Ball, 1990. Tirosh, 2000). 

Βρέθηκε πως  οι περισσότεροι από τους υποψήφιους εκπαιδευτικούς ήταν σε θέση να 

χρησιµοποιήσουν αλγόριθµους για τον πολλαπλασιασµό, να εκτελέσουν τη 

διαδικασία αντιστροφής και πολλαπλασιασµού για τη διαίρεση των κλασµάτων, τον 

διαχωρισµό και τη σύγκριση των κλασµάτων, αλλά δυσκολεύονταν όταν τους 

ζητούνταν να αιτιολογήσουν τη στρατηγική τους, ή να διατυπώσουν ένα δικό τους 

πρόβληµα που να περιέχει κλάσµατα (Newton, 2008). Στην Αγγλία, αντίστοιχα, 

υποψήφιοι εκπαιδευτικοί, φοιτητές του παιδαγωγικού τµήµατος δηµοτικής 

εκπαίδευσης, έδειξαν  περιορισµένη την εννοιολογική κατανόηση του κλάσµατος σε 

σχέση µε τις διαστάσεις του, αξιοποιώντας αυτή του µέρους-όλου ως την ευκολότερη 

προσέγγιση να διαχειριστούν µαθηµατικά έργα µε τα κλάσµατα. Οι περισσότεροι 

φοιτητές ήταν επίσης εξαρτηµένοι από ένα διαδικαστικό τρόπο επίλυσης ενός 

προβλήµατος µε κλάσµατα, αλλά δεν µπορούσαν να εξηγήσουν εννοιολογικά τις 

διαδικασίες που ακολουθούσαν (Caglayan & Olive, 2011. Kajander & Holm, 2011. 

Domoney, 2008, στο Olanoff et al., 2014).  

Σε παρόµοια έρευνα οι ∆εσλή και Κυριακορεϊζη (2015) µελετώντας 150 υποψήφιους 

Έλληνες εκπαιδευτικούς (προπτυχιακούς και µεταπτυχιακούς) της Πρωτοβάθµιας 

Εκπαίδευσης και τη γνώση τους σχετικά µε το παιδαγωγικό και µαθηµατικό 

περιεχόµενο στον τοµέα των κλασµάτων (αριθµητικές πράξεις µε κλάσµατα - 

προβλήµατα µε κλάσµατα) επιβεβαιώνει την έλλειψη εννοιολογικής κατανόησης 

στους υποψήφιους εκπαιδευτικούς, καθώς και την περιορισµένη δυνατότητα 

παιδαγωγικής ευελιξίας ώστε να ερµηνεύσουν και να επαναπροσδιορίσουν τα λάθη 

των µαθητών. Ένα γενικό εύρηµα της µελέτης ήταν ότι η γνώση των υποψήφιων 

εκπαιδευτικών ήταν αρκετά καλή όσον αφορά την εκτέλεση των διαδικασιών σχετικά 

µε τα κλάσµατα (µια µικρή δυσκολία παρουσίασαν στον πολλαπλασιασµό και την 

διαίρεση κλασµάτων), αλλά δεν διέθεταν ευελιξία ώστε να αποµακρυνθούν από τις 
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διαδικασίες και να πετύχουν µια ουσιαστικότερη προσέγγιση στις πραγµατικές 

εννοιολογικές δυσκολίες των µαθητών. Εξαίρεση εµφάνισαν οι µεταπτυχιακοί 

φοιτητές που εφάρµοσαν τη χρήση µοντέλων, χειραπτικών υλικών και εικονικών 

αναπαραστάσεων προκειµένου να ενισχύσουν εννοιολογικά την κατανόηση των 

µαθητών  αλλά και να αντιµετωπίσουν τις δυσκολίες στις πράξεις µε τα κλάσµατα.  

Εν κατακλείδι, οι αδυναµίες που εµφανίζουν οι υποψήφιοι εκπαιδευτικοί και στα δύο 

είδη γνώσεων (έλλειψη γνώσης περιεχοµένου του κλάσµατος και παιδαγωγική γνώση 

περιεχοµένου) αποτελούν βασικούς παράγοντες και επηρεάζουν σε µεγάλο βαθµό  τη 

διδασκαλία και τις επιδόσεις τους µέσα στις σχολικές αίθουσες (Μa 1999, Olanoff et 

al., 2014) διαµορφώνοντας παράλληλα και την γνώση των µαθητών τους στη 

µαθηµατική περιοχή των κλασµάτων. 

 

 

Γ.  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ  ΚΛΑΣΜΑΤΑ  

 

1.Γ.1    Οι αναπαραστάσεις στη µάθηση και διδασκαλία των µαθηµατικών   

Οι µαθητές καθηµερινά στα πλαίσια της διδακτικής πράξης καλούνται εκτός από τον 

εκπαιδευτικό, να αντιληφθούν, να αποκωδικοποιήσουν και να κατανοήσουν τις 

διάφορες µαθηµατικές έννοιες που διδάσκονται. Τα συστήµατα αναπαράστασης και 

τα ποικίλα µοντέλα ως εργαλεία στον χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης βοηθούν 

ώστε οι µαθητές να κατανοήσουν ευκολότερα και καλύτερα τις νέες έννοιες. Βέβαια 

τόσο οι αναπαραστάσεις όσο και τα µοντέλα πρέπει να έχουν νόηµα, δηλαδή να 

συνδεθούν µε συγκεκριµένες περιστάσεις όπου µπορούν να χρησιµοποιηθούν 

αποτελεσµατικά. Το σηµαντικό στην κατανόηση δεν είναι η γνώση διαδικασίας αλλά 

η µετατροπή αυτής της διαδικασίας σε εργαλείο σκέψης  (Nunes & Bryant, 2007).  

Σύµφωνα µε τον van de Walle (2005), ως Μοντέλο µιας µαθηµατικής έννοιας  

«µπορεί να είναι οποιοδήποτε αντικείµενο, εικόνα ή σχέδιο το οποίο την αναπαριστά ή 

στο οποίο µπορεί να  επιβληθεί η σχέση για αυτή την έννοια» (σελ. 46). Τα µοντέλα 

λειτουργούν ως συνδετικοί κρίκοι ανάµεσα στις έννοιες και στα σύµβολα και 

αποτελούν βασικό µέσο ανάπτυξης της κάθε µαθηµατικής έννοιας. Ο τρόπος µε τον 

οποίο το άτοµο απεικονίζει τα µοντέλα που δηµιουργεί αποτελεί τις αναπαραστάσεις 

(Gilbert, 2010). Οι αναπαραστάσεις στο χώρο των Μαθηµατικών θεωρούνται ένα 
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ισχυρό εργαλείο διδασκαλίας, κατανόησης, µάθησης, και επικοινωνίας. Ως εργαλεία 

κατανόησης µπορούν να βοηθήσουν τους µαθητές να αναδιοργανώσουν και να 

µεταφράσουν τις ιδέες µε σύµβολα. Ως εργαλεία επικοινωνιακά, ενισχύουν στην 

επικοινωνία των ιδεών και  των µαθητών που τις χρησιµοποιούν, ενώ παράλληλα 

δηµιουργούν ένα κοινωνικό περιβάλλον για την ανάπτυξη µαθηµατικών συζητήσεων 

(Anchileri, 2001. Gagatsis et al., 2004. Van de Walle, 2005). Αποτελούν δηλαδή, 

νοητικές δοµές µέσω των οποίων εκφράζονται οι ιδέες, αναδεικνύοντας κατ’ αυτόν 

τον τρόπο τη δύναµή τους.  

Σύµφωνα µε τον Kaput (1987), «αναπαράσταση» είναι ένα νοητικό σύµβολο ή έννοια 

το οποίο αντιπροσωπεύει ένα συγκεκριµένο υλικό σύµβολο και περιλαµβάνει πέντε 

συνιστώσες: α) την έννοια που αναπαρίσταται β) την έννοια που την αναπαριστά γ) 

τις πτυχές της εκπροσωπούµενης έννοιας που αναπαρίστανται δ) τις πτυχές της 

έννοιας που αναπαριστά οι οποίες σχηµατίζουν την αναπαράσταση ε) την αντιστοιχία 

ανάµεσα στις δύο έννοιες. Κάθε εικόνα, σχήµα, κινούµενο σχέδιο, χάρτης, γραφική 

παράσταση, πίνακας, ορισµός, σύµβολο και  γενικότερα, κάθε χειραπτικό υλικό 

αποτελεί µέσο αναπαράστασης κάθε µαθηµατικής έννοιας. Όλες οι αναπαραστάσεις 

αποτελούν ισχυρά εργαλεία για την κατανόηση, την επικοινωνία και τη διδασκαλία 

γιατί µπορούν να δηµιουργήσουν παραγωγικά ερεθίσµατα στις αισθήσεις και τη 

µνήµη των µαθητών ώστε να κατανοήσουν τη νέα γνώση (Κολέζα,  2017). Πρέπει να 

κατέχουν σηµαντική θέση στα σχολικά εγχειρίδια, τα οποία συχνά αποτελούν το 

αποκλειστικό µέσο για τη διδασκαλία των µαθηµατικών στο σχολείο (Fan & Zhu, 

2007, στο  Κολέζα,  2006). 

Μια αναπαράσταση, πέρα από το γεγονός ότι απεικονίζει µια έννοια, αποτελεί 

παράλληλα και ένα εσωτερικό και εξωτερικό κατασκεύασµα. Οι αναπαραστάσεις 

χωρίζονται σε δυο µεγάλες κατηγορίες: α) τις εσωτερικές (internal or mental 

representations) και β) τις εξωτερικές (external representations) αναπαραστάσεις. Oι 

εσωτερικές αναφέρονται σε έννοιες, σχήµατα, µοντέλα που δεν είναι άµεσα ορατά,  

αλλά γίνονται αντιληπτά µέσα από την παρατήρηση εξωτερικών συµπεριφορών. 

Είναι απαραίτητη η χρήση τους στην ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης γιατί 

αποτελούν διαφορετικές, ατοµικές κατασκευές. Παίζουν σηµαντικό ρόλο στη µάθηση 

καθώς οι ερευνητές µέσω αυτών εξετάζουν τις αντιλήψεις που έχουν οι µαθητές για 

τα µαθηµατικά αντικείµενα και τις διαδικασίες. Αντίθετα, οι εξωτερικές 

αναπαραστάσεις περιλαµβάνουν τα αισθητηριακά ερεθίσµατα που διαδραµατίζουν 
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αποφασιστικό ρόλο στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών  όπως εικόνες, 

σχέδια, διαγράµµατα, γραπτά σύµβολα, λεκτικές περιγραφές, κ.λ.π.. Είναι 

παρατηρήσιµες και υποδηλώνουν τον τρόπο της εσωτερικής κατανόησης των 

µαθητών. Σύµφωνα µε τον Goldin (1998), τα εσωτερικά αναπαραστατικά συστήµατα 

είναι κατασκευές της µαθηµατικής συµπεριφοράς των µαθητών, ενώ τα εξωτερικά 

είναι κατασκευές για την κατανόηση των µαθηµατικών. Ανάµεσα στις εσωτερικές και 

στις εξωτερικές αναπαραστάσεις υπάρχει µια αµφίδροµη σχέση (Gilbert, 2010).  

Οι Lesh, Post και Behr (1987), στο van de Walle (2005) επισηµαίνουν πέντε 

διαφορετικά είδη συστηµάτων εξωτερικών αναπαραστάσεων σε σχέση µε τη µάθηση 

των µαθηµατικών  εννοιών και την επίλυση προβλήµατος  (Εικ. 7). Αυτά είναι:  

α) τα χειραπτικά µοντέλα όπως είναι οι αριθµητικές γραµµές,  οι κλασµατικές 

λωρίδες, τα µπλοκ µοτίβου (pattern blocks), οι γεωπίνακες (geoboards), οι 

κλασµατικές ράβδοι (fraction bars), οι ράβδοι Cuisenaire (Cuisenaire robs) κ.τ.λ..  Τα 

παραπάνω µοντέλα-πλαίσια αν χρησιµοποιηθούν  αυτόνοµα έχουν µικρή σηµασία και 

δεν λειτουργούν αποτελεσµατικά, αλλά αν ενσωµατωθούν µέσα σε σχέσεις και 

συνδέσεις  που αναδεικνύουν τις ιδιότητες, τις πράξεις και τις καταστάσεις µιας 

µαθηµατικής έννοιας (π.χ. τα κλάσµατα), µπορούν να λειτουργήσουν δυναµικά. Τα 

µπλοκ µοτίβου, για παράδειγµα, αναπαριστούν διαφορετικό σχήµα και εµβαδό, έχουν 

µεταξύ τους διαφορετικά αντιληπτικά χαρακτηριστικά αλλά µπορούν να αναδείξουν 

την αξία του κλάσµατος ως αριθµού, τη σύγκριση, την ισοδυναµία και τις πράξεις µε 

τα κλάσµατα. Το τραπέζιο, ο ρόµβος και το τρίγωνο είναι κλασµατικά µέρη του 

εξαγώνου (Εικ. 6) και τα µικρότερα σχήµατα είναι κλασµατικά µέρη των 

µεγαλύτερων (Petit, Laird, Marsden & Ebby, 2010, στο Λεµονίδης, 2016). Οι 

κλασµατικές λωρίδες επίσης αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό χειραπτικό υλικό γιατί 

κατασκευάζονται εύκολα από τους µαθητές από χαρτί ή χαρτόνι και αποτελούν το 

ενδιάµεσο υλικό για το πέρασµα στην αριθµογραµµή.  
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Εικόνα 6: Τα µπλοκ µοτίβου στην κατανόηση των κλασµάτων 

ΠΗΓΗ: Λεµονίδης (2016), σελ. 62 

β) οι εικόνες ή διαγράµµατα  τα οποία είναι στατικά εικονικά µοντέλα και τα οποία 

είναι δυνατόν να εσωτερικευθούν από τους µαθητές ως νοητικές εικόνες. 

γ) οι πραγµατικές καταστάσεις όπου η γνώση είναι οργανωµένη σύµφωνα µε 

καταστάσεις της καθηµερινής ζωής και αποτελούν το πλαίσιο και την ερµηνεία για 

την επίλυση άλλων καταστάσεων προβλήµατος. 

δ) η προφορική γλώσσα η οποία χρησιµοποιείται στη διατύπωση λεκτικών 

προβληµάτων, αλλά και στα άλλα είδη αναπαραστάσεων (π.χ., εικόνες και γραπτά 

σύµβολα)  ώστε να δίνονται πληροφορίες και εξηγήσεις. 

ε) τα  γραπτά σύµβολα τα οποία, όπως και η γλώσσα, µπορούν να περιλαµβάνουν 

εξειδικευµένες προτάσεις και φράσεις που συναντώνται στην καθηµερινή ζωή, αλλά 

και έναν από τους βασικούς τρόπους για τις πράξεις µε τους αριθµούς.  

Τέλος, τα εικονικά χειραπτικά υλικά αποτελούν ένα ακόµη σύστηµα 

αναπαραστάσεων καθώς µε την είσοδο της τεχνολογίας και τις σύγχρονες ψηφιακές 

εφαρµογές  διαµορφώνονται πιο άµεσες, οπτικές και εικονικές  αναπαραστάσεις, 

ώστε οι µαθητές να διδαχθούν την πολυσύνθετη έννοια του κλάσµατος (van de Valle, 

2005).  

Η χρήση των πολλαπλών αναπαραστάσεων στη διδασκαλία των µαθηµατικών 

ενδυναµώνει την κατανόηση των εννοιών, βελτιώνει την ικανότητα επίλυσης 

προβληµάτων και ενισχύει τη µαθησιακή διαδικασία δηµιουργώντας κοινές πηγές 

πληροφοριών ( Lesh et all., 1987, στο van de Walle, 2005) . 
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Εικόνα 7: Οι πέντε διαφορετικές αναπαραστάσεις των µαθηµατικών ιδεών και  οι 

συνδέσεις τους, σύµφωνα µε τους Lesh et al. (1987) 

ΠΗΓΗ: van de Walle (2005), σελ. 47 

 

Σύµφωνα µε την Τζεκάκη (2007), όσο περισσότερους τρόπους δίνουµε στους 

µαθητές για να σκεφτούν και να δοκιµάσουν µια αναπτυσσόµενη µαθηµατική έννοια 

τόσες περισσότερες πιθανότητες υπάρχουν ώστε οι µαθητές να αφοµοιώσουν και να 

διαµορφώσουν αυτή τη νέα ιδέα µέσα από ένα πλούσιο και ποικίλο αναπαραστατικό 

περιβάλλον. Το ιδανικό πλαίσιο των αναπαραστάσεων είναι αυτό που ορίζει και 

παρουσιάζει κατάλληλα ένα µαθηµατικό αντικείµενο, τις ιδιότητες και τις σχέσεις 

του µε άλλα µαθηµατικά αντικείµενα και βοηθά προοδευτικά τον µαθητή ώστε να 

µετακινηθεί από τα συγκεκριµένα υλικά στα µαθηµατικά νοήµατα που 

αναπαριστώνται. Κάθε αναπαράσταση δίνει πληροφορίες για κάποιες πτυχές µιας 

µαθηµατικής έννοιας και δεν καλύπτει συνολικά όλο το εύρος της, γι’ αυτό είναι 

απαραίτητη η χρήση ενός συνόλου αναπαραστάσεων που θα αναφέρονται στην ίδια 

έννοια.  

Το Εθνικό Συµβούλιο των Καθηγητών Μαθηµατικών της Αµερικής (National 

Council of Teachers of Mathematics, 2000) θεωρώντας σηµαντικό τον ρόλο των 

πέντε διαφορετικών αναπαραστάσεων των Lesh et al. (1987) στη διδασκαλία και στη 

µάθηση των εννοιών που διαπραγµατεύεται η σχολική τάξη, ενθαρρύνει την ευρεία 

χρήση τους από τους µαθητές και τους εκπαιδευτικούς για την βαθύτερη κατανόηση 

κάθε µαθηµατικής έννοιας.  
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Οι αναπαραστάσεις, κατά τους Ball et al. (2008), αποτελούν µέρος της εννοιολογικής  

γνώσης των µαθηµατικών και η χρήση τους στη διδασκαλία είναι πολύ σηµαντική. Η 

εξειδικευµένη γνώση από µέρους των εκπαιδευτικών για την επιλογή κατάλληλων 

αναπαραστάσεων για συγκεκριµένες έννοιες ενδυναµώνει τη χρήση µιας ορισµένης 

αναπαράστασης συνδέοντάς την µε άλλες αναπαραστάσεις, µε τις οποίες εµπλέκεται 

και συνδέεται, ώστε να γίνει βαθύτερα κατανοητή από τους µαθητές η διδασκόµενη 

έννοια.  

 

1.Γ.2    Είδη µοντέλων και αναπαραστάσεων στα κλάσµατα 

Η χρήση µοντέλων και αναπαραστάσεων σε δραστηριότητες κλασµάτων είναι πολύ 

σηµαντική γιατί βοηθάει τους µαθητές να κατανοήσουν καλύτερα τις έννοιες που 

σχετίζονται µε τα κλάσµατα. Πολύ συχνά οι µαθητές δυσκολεύονται µε τις 

κλασµατικές έννοιες γιατί τους δίνονται περιορισµένοι τρόποι ώστε να σκεφτούν, να 

δοκιµάσουν και να δουλέψουν πάνω στην καινούρια µαθηµατική έννοια που 

διδάσκονται. Αντίθετα η χρήση χειραπτικών εργαλείων οδηγεί στη δηµιουργία 

ποικίλων νοερών µοντέλων και συµβάλλει καθοριστικά ώστε οι µαθητές να 

αντιληφθούν και να αφοµοιώσουν καλύτερα την έννοια των κλασµάτων (Cramer & 

Whitney, 2010,  στο van de Valle et al., 2017).    

Σύµφωνα µε τον van de Valle (2007) υπάρχουν τρία είδη µοντέλων που µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν ως βασικό υλικό για τη διδασκαλία των κλασµάτων: µοντέλα 

εµβαδού ή επιφάνειας,  µοντέλα συνόλου και µοντέλα µήκους ή µέτρησης. 

Στα µοντέλα εµβαδού ή επιφάνειας δουλεύονται περισσότερο οι σχέσεις µέρους-

όλου, και τα κλάσµατα βασίζονται στα µέρη µιας επιφάνειας ή κάποιου εµβαδού 

όπου τα µεγέθη είναι συνήθως συνεχή (Εικ.8). Η «κυκλική» πίτα είναι το µοντέλο 

εκείνο που χρησιµοποιείται πιο συχνά γιατί δίνει έµφαση στην ποσότητα που 

αποµένει για να σχηµατιστεί ένα ολόκληρο. Στα µοντέλα εµβαδού 

συµπεριλαµβάνονται τα διάφορα γεωµετρικά σχήµατα, ο γεωπίνακας, το 

τετραγωνισµένο χαρτί, τα µπλοκ µοτίβων, κ.λ.π.. Το µοντέλο αυτό είναι κατάλληλο 

για την πρώτη εµπειρία των µαθητών µε τα κλάσµατα και πολύ σηµαντικό για την 

επίλυση  έργων µερισµού – µοιρασιάς ( van de Valle, 2007 ).  
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Εικόνα 8: Μοντέλα επιφάνειας ή εµβαδού για κλάσµατα 

ΠΗΓΗ: van de Valle (2007),  σελ. 384 

 

Στα µοντέλα συνόλου, το όλο θεωρείται ένα σύνολο από µεµονωµένα (διακριτά) 

αντικείµενα και  τα υποσύνολα του όλου αποτελούν τα κλασµατικά µέρη. Τα µεγέθη 

στα µοντέλα αυτά ως διακριτά µπορούν εύκολα να καταµετρηθούν. Για παράδειγµα, 

η µονάδα (το όλο) αν αντιστοιχεί σε σύνολο 12 αντικειµένων (πούλια), τα 4 

αντικείµενα αποτελούν τα 4/12 ή τα 2/6 του συνόλου, ή όπως φαίνεται στην Εικόνα 

9, καθώς εµφανίζονται δύο σύνολα των 12 αντικειµένων, τα 4 πούλια αποτελούν το 

  του συνόλου. Το µοντέλο των συνόλων παρέχει τη δυνατότητα για συνδέσεις 

των κλασµάτων µε πολλαπλές έννοιες όπως π.χ. στην κατανόηση της έννοια της 

ισοδυναµίας του κλάσµατος ή στα καταχρηστικά κλάσµατα. Παράλληλα, ωστόσο, 

µπορεί να δηµιουργήσει και σύγχυση στους µαθητές οι οποίοι αν δεν έχουν 

κατανοήσει βαθύτερα την έννοια του µέρους-µέρους, όταν τους ζητηθεί µέρος ενός 

συνόλου, µπορεί να απαντήσουν µε κλάσµα, αλλά να αναφέρονται σε λόγο και όχι σε 

µέρος από το σύνολο των αντικειµένων της ίδιας µονάδας (όλο) που τους δίνεται 

(Φιλίππου & Χρίστου,1995).  
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Eικόνα 9: Μοντέλα συνόλων για κλάσµατα 

ΠΗΓΗ: van de Valle (2007), σελ. 384 

 

Στα µοντέλα µέτρησης ή µήκους αντί για το εµβαδόν αυτό που συγκρίνεται είναι το 

µήκος. Ευθείες γραµµές ή ευθύγραµµα τµήµατα, χειραπτικό υλικό (λωρίδες χαρτιού-

κλασµάτων, ράβδοι του Cuisenaire) αποτελούν τα µοντέλα µήκους στα οποία και εδώ 

τα µεγέθη είναι συνεχή (Εικ. 10). Τα µοντέλα της ράβδου ή λωρίδας είναι χειραπτικά  

υλικά και πιο ευέλικτα για τους µαθητές γιατί διαθέτουν χωριστά κοµµάτια για 

εύκολες συγκρίσεις. Η αριθµητική γραµµή είναι ένα πολύ πιο επιτηδευµένο µοντέλο 

µέτρησης µε πιο δύσκολη τη χρήση της από τους µαθητές αλλά τους δίνει η 

δυνατότητα σύγκρισης και κατανόησης ενός πραγµατικού µήκους σε σχέση µε 

κάποιο άλλο (van de Valle, 2007). Επιπλέον η αφηρηµένη έννοια του κλάσµατος ως 

αριθµός γίνεται κατανοητή µέσω της αριθµογραµµής γιατί οι µαθητές µπορούν να 

ορίσουν την κλασµατική  µονάδα, να τοποθετούν και να συγκρίνουν κλάσµατα, να 

συγκρίνουν µεγέθη και να διαπιστώνουν την ισοδυναµία τους, να κατανοούν ότι και 

οι ακέραιοι αριθµοί µπορούν να γραφούν ως κλάσµατα και τέλος µπορεί να επεκταθεί 

η αντίληψη των µαθητών για τα καταχρηστικά κλάσµατα (van de Valle et al., 2017).  

Τα µοντέλα µήκους και η εφαρµογή τους µέσα από ένα πλήθος δραστηριοτήτων όπως 

υποστηρίζουν πολλοί ερευνητές (Clarke et.al., 2008. Usiskin, 2007. Siegler et.al., 

2010, στο van de Valle et al., 2017) θα πρέπει να χρησιµοποιούνται κατά 
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προτεραιότητα στη διδασκαλία των κλασµάτων, ως βασικά εργαλεία 

αναπαράστασης, γιατί βοηθούν τους µαθητές να αποκτήσουν αντίληψη και 

κατανόηση των κλασµάτων. 

 

 

Εικόνα 10: Μοντέλα µήκους και µέτρησης για τα κλάσµατα 

ΠΗΓΗ: van de Valle (2007), σελ.385 

 

  

 Η Νi (1999) χρησιµοποιώντας πολλαπλά µοντέλα όπως µοντέλα διακριτών 

αντικειµένων (συνόλου), επιφάνεια, τµήµα γραµµής και διακριτή αριθµογραµµή 

διερεύνησε, το πώς, Κινέζοι µαθητές πέµπτης και έκτης τάξης κατανοούν τις 

διαφορετικές αναπαραστάσεις των κλασµάτων. Το µοντέλο περιοχής, το µοντέλο 

τµήµατος γραµµής και το µοντέλο διακριτών αντικειµένων (συνόλων) 

αντιπροσώπευε το µέρος µιας µονάδας, ενώ το µοντέλο της αριθµογραµµής 

αντιπροσώπευε την έννοια της µέτρησης. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές 

αντιλαµβάνονταν το κλάσµα µέσα από τα µοντέλα που αναδείκνυαν το κλάσµα ως 

µέρος-όλου ενός συνόλου, αλλά δυσκολεύονταν να κατανοήσουν το κλάσµα ως 

µέτρηση. Η εξήγηση που δόθηκε ήταν πως οι µαθητές ήταν περισσότερο 

εξοικειωµένοι µε αναπαραστάσεις για το µέρος-όλο (σε µοντέλα περιοχής, µοντέλα 
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τµήµατος γραµµής και µοντέλα συνόλων) που συναντούσαν πιο συχνά παρά µε την 

αναπαράσταση της µέτρησης (σε αριθµογραµµή). Σύµφωνα µε την έρευνα, η διαφορά 

ανάµεσα στον τρόπο που κατανοούν τις δύο αναπαραστάσεις του κλάσµατος οι 

µαθητές (ως µέρος-όλου και µέτρηση) πιθανόν να αντικατοπτρίζει και την γνωστική 

υποδοµή τους σε σχέση µε τα κλάσµατα. Η έννοια του µέρους-όλου µπορεί 

ευκολότερα να στηριχθεί στην προηγούµενη γνώση τους για τους φυσικούς αριθµούς, 

ενώ η έννοια της µέτρησης απαιτεί από τους µαθητές να αλλάξουν την αντίληψή 

τους, περνώντας µέσα από τους φυσικούς αριθµούς, στους δεκαδικούς και 

κλασµατικούς προκειµένου να αντιληφθούν ότι ένας αριθµός µπορεί να διαχωριστεί 

απεριόριστα.  

Ερευνητικά αποτελέσµατα δείχνουν ( Κολέζα, 2006. Σκουµπουρδή, 2008. Ball et al., 

2008) πως η χρήση ποικίλων µοντέλων και πλήθος αναπαραστατικών µέσων, 

συµβάλλει αποφασιστικά στη διδασκαλία και στη µάθηση, για το λόγο αυτό πρέπει 

να κατέχουν σηµαντική θέση στα σχολικά εγχειρίδια, τα οποία, αποτελούν συχνά το 

αποκλειστικό µέσο για τη διδασκαλία των µαθηµατικών στο σχολείο.  Σύµφωνα µε 

τον Λεµονίδη (2016), τα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών στην Ελλάδα και κατ’ 

επέκταση η τακτική των εκπαιδευτικών στη διδασκαλία των κλασµάτων δίνουν 

έµφαση στη δοµή του κλάσµατος ως µέρος-όλου και την κατανόησή του µέσω των 

µοντέλων εµβαδού (χρήση κύκλων ή άλλων γεωµετρικών σχηµάτων χωρισµένων σε 

ίσα µέρη). Παρόµοια πρακτική εµφανίζεται και διεθνώς, µε αποτέλεσµα τη 

δηµιουργία µιας περιορισµένης αντίληψης για τα κλάσµατα η οποία  στη συνέχεια 

περιορίζει και τη δηµιουργία µιας πιο αφηρηµένης συλλογιστικής γι’ αυτά (Baturo, 

2004. Charalambοus & Pitta-Pantazi, 2007. Misquitta, 2011). Αντίθετα, η χρήση 

πολλαπλών αναπαραστάσεων θα µπορούσε να δώσει τη δυνατότητα για πολύπλευρη 

επεξεργασία και ουσιαστικότερη κατανόηση της έννοιας από τους µαθητές (van de 

Valle, 2007).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  

ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

 

2.Α   Ερευνητικό πρόβληµα και ερευνητικά ερωτήµατα 

Σκοπός της παρούσας  εργασίας είναι να χαρτογραφηθούν οι δραστηριότητες που 

αφορούν τα κλάσµατα στο σύνολό τους, στα εγχειρίδια της Γ΄ και της ∆΄ τάξης του 

δηµοτικού, και να αναδειχθεί η συχνότητα εµφάνισης των διαστάσεων (ερµηνειών) 

του κλάσµατος αλλά και των αναπαραστάσεων που τα συνοδεύουν. 

Τα επιµέρους ερευνητικά ερωτήµατα που η παρούσα εργασία επιχειρεί να απαντήσει 

είναι: 

• Ποιες από τις διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος (µέρος-όλου, πηλίκο, 

τελεστής, λόγος, µέτρο) εµφανίζονται πιο συχνά στις δραστηριότητες που 

παρουσιάζονται στις διδακτικές προτάσεις των εγχειριδίων των µαθηµατικών 

της Γ΄ και της ∆΄ τάξης;  

• Ποια µοντέλα και ποια αναπαραστατικά µέσα εµφανίζονται και αναδεικνύουν 

τα κλάσµατα µέσα από τις δραστηριότητες που υιοθετούνται από τα σχολικά 

εγχειρίδια των δύο τάξεων;   

• Εµφανίζονται κάποια αναπαραστατικά µέσα συχνότερα σε σχέση µε κάποια 

άλλα αναδεικνύοντας συγκεκριµένη διάσταση(ερµηνεία) του κλάσµατος; 

• Υπάρχει συνέπεια και συνέχεια ανάµεσα  στα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών των δύο τάξεων ως προς την οργάνωση του µαθηµατικού 

περιεχοµένου της έννοιας του κλάσµατος; 
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2.Β  Αντικείµενο µελέτης – Τα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών  

Στην παρούσα µελέτη αντικείµενο αποτελούν τα σχολικά εγχειρίδια των 

Μαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης του ∆ηµοτικού, τα οποία µελετώνται 

αναφορικά µε τις ενότητες που προσεγγίζουν τα κλάσµατα.  

Η επιλογή των συγκεκριµένων εγχειριδίων των δύο συνεχόµενων τάξεων έγινε 

αφενός γιατί η εισαγωγή στη διδασκαλία των κλασµάτων γίνεται στη Γ΄ τάξη 

(Α.Π.Σ.-∆.Ε.Π.Π.Σ., 2003) και αφετέρου  καθώς, µε βάση το αναλυτικό πρόγραµµα 

σπουδών, και στη ∆΄ τάξη εµφανίζονται κοινές κλασµατικές έννοιες, οι οποίες 

υποστηρίζονται και εµπλουτίζονται µε συνέπεια και συνέχεια στη διδασκαλία τους, 

λόγω της σπειροειδούς διάταξης της ύλης. Επιπλέον, µετά από σχετική εισήγηση του 

Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής (Πράξη 33/267-2018 του ∆.Σ.), στάλθηκαν 

ορισµένες προτεινόµενες διορθώσεις που αφορούσαν στη διδακτέα ύλη και οδηγίες 

διδασκαλίας των Μαθηµατικών για όλες τις τάξεις του δηµοτικού σχολείου. Πιο 

συγκεκριµένα, για την ∆΄ τάξη τονίστηκε «άκρως απαραίτητο να αφιερωθεί 

περισσότερος χρόνος, πέραν του προτεινόµενου από το εγχειρίδιο, στη µελέτη των 

κλασµάτων, ώστε η ∆΄ τάξη να αποτελέσει σηµαντική γέφυρα µεταξύ της Γ΄ και Ε΄ 

τάξης. Σε κάθε περίπτωση η στόχευση θα επικεντρωθεί στην άρση των 

παρανοήσεων ότι ένα κλάσµα είναι µόνο ένα µικρό κοµµάτι µιας ακέραιας 

µονάδας, ενός όλου, και ότι τα κλάσµατα δεν είναι αριθµοί παρά µόνο µέρη ενός 

σχήµατος ή µιας ποσότητας» (Γενική ∆/νση σπουδών Π/θµιας και ∆/θµιας 

Εκπαίδευσης, ∆ιεύθυνση Σπουδών, Προγραµµάτων και Οργάνωσης Π.Ε., Τµήµα  Α΄ 

Σπουδών και Εφαρµογής Προγραµµάτων: Εγκύκλιος Εξορθολογισµού ∆ιδακτέας 

ύλης,  2018).  

Τα  εγχειρίδια των δυο τάξεων αποτελούν το επίσηµο διδακτικό υλικό για την 

υλοποίηση των στόχων που θέτουν τα Αναλυτικά Προγράµµατα Σπουδών στις 

συγκεκριµένες βαθµίδες. Κατά συνέπεια, οι δραστηριότητες που χρησιµοποιούνται 

για την εισαγωγή της έννοιας του κλάσµατος παίζουν σηµαντικό ρόλο στη γνώση που 

θα δοµήσουν οι µαθητές για την έννοια, καθώς η επιλογή συγκεκριµένων 

δραστηριοτήτων µπορεί να διευκολύνει ή να δυσχεραίνει την κατανόησή τους. 

 Η σύγχρονη έρευνα της διδακτικής των µαθηµατικών δίνει µεγάλη βαρύτητα στη 

µαθηµατική δραστηριότητα και θεωρεί πως µέσω αυτής επιτυγχάνεται πιο 

ουσιαστικά η κατασκευή των µαθηµατικών εννοιών. Σύµφωνα µε τους Καλδρυµίδου, 
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Πόταρη, Σακονίδη και Τζεκάκη (2009) η σωστή επιλογή και η κατάλληλη  

αξιοποίηση των δραστηριοτήτων στη σχολική τάξη, µπορεί να λειτουργήσει θετικά 

στην ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης όπως ορίζεται από το Αναλυτικό 

Πρόγραµµα. Ταυτόχρονα µπορούν να αποτελέσουν διαφορετικά πλαίσια για 

µαθηµατική δράση, γιατί µπορούν να δηµιουργήσουν νέα πεδία αλληλεπίδρασης και 

επικοινωνίας τόσο µεταξύ του εκπαιδευτικού και των µαθητών όσο και των µαθητών 

µεταξύ τους, αναδεικνύοντας  την ανάπτυξη των µαθηµατικών εννοιών και ιδεών». 

Στην παρούσα εργασία θα καταγραφούν και θα µελετηθούν οι εισαγωγικές 

δραστηριότητες κάθε κεφαλαίου, τα παραδείγµατα-εφαρµογές που αναπτύσσονται, οι 

ασκήσεις-προβλήµατα, οι δραστηριότητες για το σπίτι, καθώς και οι επαναληπτικές  

δραστηριότητες που βρίσκονται στο τέλος των ενοτήτων και αφορούν  στα 

κλάσµατα.  

Τέλος, µε δεδοµένο ότι οι εκπαιδευτικοί, σε µεγάλο βαθµό, στηρίζονται στα 

εγχειρίδια για την καθηµερινή τους διδασκαλία (Sosniak & Perlman,1990.  Μπονίδης, 

2004), η ανάλυση του περιεχοµένου των σχολικών εγχειριδίων των µαθηµατικών στις 

ενότητες των κλασµάτων µπορεί να µας δείξει πώς και τι προτείνεται να µαθαίνουν οι 

µαθητές στο ελληνικό σχολείο για τα κλάσµατα. Επίσης, θα µελετηθούν στοιχεία για 

τον βαθµό στον οποίο η «∆΄ τάξη µπορεί  να αποτελέσει σηµαντική γέφυρα µεταξύ της 

Γ΄ και της Ε΄ τάξης». 

 

 

2.Β.1 Ανάλυση περιεχοµένου - Τα σχολικά εγχειρίδια της Γ΄ και της ∆΄ τάξης των 

Μαθηµατικών στο δηµοτικό σχολείο 

Τα διδακτικά πακέτα των µαθηµατικών για την Γ΄ και την ∆΄ Τάξη του ∆ηµοτικού 

στην Ελλάδα σχεδιάστηκαν σύµφωνα µε τις αρχές και τη φιλοσοφία του ∆ιαθετικού 

Ενιαίου Πλαισίου Προγραµµάτων Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ) και των Αναλυτικών 

Προγραµµάτων Σπουδών (Α.Π.Σ) των Μαθηµατικών που όρισε το Παιδαγωγικό 

Ινστιτούτο ώστε να συµβάλουν στη δηµιουργία ενός πραγµατικά σύγχρονου και 

αποτελεσµατικού περιβάλλοντος µάθησης (Τύπας, 2005). 

Το διδακτικό πακέτο των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης (Λεµονίδης, Θεοδώρου, 

Νικολαντωνάκης, Παναγάκος, & Σπανακά, 2007) αποτελείται από: α) ένα  Βιβλίο  
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Μαθητή,  µε το οποίο ο µαθητής εισάγεται στις µαθηµατικές έννοιες. Μέσα από 

παραδείγµατα και εργασίες κινητοποιείται ώστε να τις προσεγγίσει και να κατακτήσει 

τη νέα γνώση,  β) 4 τεύχη Τετραδίων Εργασιών, στα οποία επιχειρείται η εµπέδωση 

των µαθηµατικών εννοιών µέσα από µαθηµατικά έργα και προβληµατικές 

καταστάσεις, γ) ένα Βιβλίο ∆ασκάλου, όπου καθοδηγεί τον εκπαιδευτικό στον τρόπο 

που θα χειριστεί το µαθηµατικό περιεχόµενο, µέσα από ένα ενδεικτικό διάγραµµα 

ροής της διδασκαλίας (Εικ. 11.1), χωρίς όµως να προσδιορίζεται ο χρόνος που θα 

αφιερώσει σε κάθε µαθηµατική έννοια και ενότητα. Επιπλέον δίνονται οδηγίες για 

διεύρυνση των µαθηµατικών µε άλλους επιστηµονικούς κλάδους εισάγοντας  την 

διαθεµατικότητα στη διδασκαλία. Για κάθε ενότητα περιλαµβάνεται στο βιβλίο του 

∆ασκάλου και µια επιστολή προς τον γονέα/κηδεµόνα των µαθητών, µε σκοπό να 

εξηγηθεί τι θα διδαχτεί το παιδί στο σχολείο, ποιες ιδιαιτερότητες υπάρχουν και 

προτείνονται ιδέες για δραστηριότητες και παιχνίδια που θα µπορούσαν να 

ενδιαφέρουν τα παιδιά στο σπίτι σχετικά µε τις µαθηµατικές έννοιες που διδάχθηκαν 

στη συγκεκριµένη ενότητα,   δ) εκπαιδευτικό λογισµικό (CD-ROM) που συµπληρώνει 

το διδακτικό πακέτο των Μαθηµατικών µε σκοπό την εµπέδωση των εννοιών µέσα 

από ψηφιακές δραστηριότητες.  

 

Εικόνα 11.1: Ενδεικτικό διάγραµµα ροής διδασκαλίας στη Γ΄ τάξη  

 (Πηγή: Λεµονίδης κ.α., 2007- Βιβλίο ∆ασκάλου, σελ.31) 

 

Οι άξονες περιεχοµένου πάνω στους οποίους δοµείται και αναπτύσσεται η ύλη των 

Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης είναι τέσσερις: Αριθµοί και πράξεις, Γεωµετρία, 

Μετρήσεις, και Προβλήµατα και οργανώνονται σε τρεις περιόδους (Εικ. 11.2). Κάθε 

περίοδος αποτελείται από τρεις ενότητες, οι οποίες µε τη σειρά τους οργανώνονται σε 

πέντε ως επτά δισέλιδα κεφάλαια -εξήντα (60) στο σύνολό τους - που καλύπτουν 

εκατόν τριάντα σελίδες (130), επιχειρώντας σπειροειδή ανάπτυξη των µαθηµατικών 

εννοιών. Οι άξονες περιεχοµένου τονίζονται επίσης µε χρωµατικά σύµβολα στην 
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αρχή του βιβλίου του µαθητή, στα περιεχόµενα και στην εισαγωγή κάθε ενότητας 

(Εικ. 11.2). Στην εισαγωγή κάθε ενότητας, αναφέρονται αναλυτικά οι στόχοι των 

κεφαλαίων που ακολουθούν. Το τελευταίο κεφάλαιο κάθε ενότητας αποτελεί 

επαναληπτικό µάθηµα. Αντίστοιχα, στο τελευταίο κεφάλαιο κάθε περιόδου 

προτείνεται από το βιβλίο του δασκάλου ένα κριτήριο αξιολόγησης για τους µαθητές 

που αφορά στη διδακτική ύλη της περιόδου.  

    

           

 

Εικόνα 11.2: Η οργάνωση του µαθηµατικού περιεχοµένου σε τρεις περιόδους  και τα 

χρωµατικά σύµβολα που ορίζουν τους άξονες περιεχοµένου σε κάθε ενότητα στη Γ΄ 

τάξη  (Πηγή: Λεµονίδης κ.α., 2007, - Βιβλίο Μαθητή σελ.9) 

 

Η διδασκαλία που προτάσσεται κινείται από το συγκεκριµένο στο αφηρηµένο. Η 

αφόρµηση κάθε νέας µαθηµατικής έννοιας εµφανίζεται στην αρχή κάθε κεφαλαίου. Η 

διδασκαλία και η εµπέδωση συνεχίζει µέσα από παραδείγµατα, εφαρµογές και 

εργασίες στα αντίστοιχα Τετράδια του µαθητή (Λεµονίδης κ.α., 2007).  

Το διδακτικό πακέτο για τα µαθηµατικά της ∆΄ τάξης του ∆ηµοτικού αποτελείται 

αντίστοιχα από έντυπο υλικό και συνοδευτικό λογισµικό. Το έντυπο εκπαιδευτικό 
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υλικό απαρτίζεται από: α) ένα  Βιβλίο  Μαθητή/τριας, µε το οποίο επιχειρείται η 

εισαγωγή και η αφόρµηση στις νέες έννοιες  β) 4 τεύχη Τετραδίων Μαθητή/τριας, στα 

οποία επιχειρείται η εµπέδωση των µαθηµατικών εννοιών µέσα από µαθηµατικά έργα 

και προβληµατικές καταστάσεις, γ) ένα Βιβλίο του/της εκπαιδευτικού που καθοδηγεί 

τον/την εκπαιδευτικό στον τρόπο που θα χειριστεί το µαθηµατικό περιεχόµενο και 

δίνει διευκρινιστικές οδηγίες στη διαχείριση των δραστηριοτήτων, και δ) το 

Εκπαιδευτικό Λογισµικό (CD-ROM) µε ψηφιακές δραστηριότητες για την ∆΄ τάξη που 

συµπληρώνει το διδακτικό πακέτο. Σύµφωνα µε τη συγγραφική οµάδα (Βαµβακούση, 

Καργιωτάκης,  Μποµποτίνου & Σαΐτης, 2007), στο τέλος του Βιβλίου του Μαθητή 

υπάρχει χειραπτικό, εκπαιδευτικό υλικό σε δύο µορφές, χαρτί και χαρτόνι (καρτέλες), 

ως  υποστηρικτικό υλικό της διδασκαλίας. Τέλος, µέσα από τις αναφορές των 

συγγραφέων για τα συγκεκριµένα εγχειρίδια γίνεται διακριτή η διαφορά προς τα δύο 

φύλα (Μαθητής/τρια, του /της Εκπαιδευτικού). 

Το διδακτικό υλικό οργανώνεται, µε βάση το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών, σε έξι 

άξονες περιεχοµένου για κάθε γνωστική περιοχή (Εικ. 11.3), οι οποίοι είναι: Αριθµοί, 

Αριθµοί και Πράξεις, Γεωµετρία, Μετρήσεις, Στατιστική, και Προβλήµατα. Η ύλη 

κατανέµεται σε τρεις περιόδους (Α΄, Β΄, Γ΄ περίοδος) και κάθε περίοδος χωρίζεται σε 

τρεις ενότητες. Το Βιβλίο του Μαθητή αποτελείται από πενήντα έξι (56) δισέλιδα 

κεφάλαια και εννέα επαναληπτικά, που αναπτύσσονται σε εκατόν σαράντα (140) 

σελίδες και το καθένα συνοδεύεται από το αντίστοιχο δισέλιδο κεφάλαιο στο 

Τετράδιο του Μαθητή. Στη δοµή και  οργάνωση  του κάθε κεφαλαίου 

επαναλαµβάνεται το ίδιο µοτίβο, δηλαδή κάθε δισέλιδο ξεκινά µε Ερώτηση 

Αφόρµησης, η οποία βοηθά τον εκπαιδευτικό να διερευνήσει την προϋπάρχουσα 

γνώση των παιδιών, στη συνέχεια εισάγει τους µαθητές στη ∆ραστηριότητα 

Ανακάλυψης (∆/Α) και, τέλος, τους προετοιµάζει να φτάσουν στο Συµπέρασµα  που 

δίνεται µε την ολοκλήρωση του κεφαλαίου (Εικ. 11.3.α). Στα αντίστοιχα κεφάλαια 

του  Τετραδίου Μαθητή (ΤΜ) οι µαθητές εκτελούν εργασίες διαφόρων τύπων και 

επιπέδων δυσκολίας ώστε να εξασκηθούν, να εµβαθύνουν και να εµπεδώσουν τις 

γνώσεις που αποτελούν τον διδακτικό στόχο του κεφαλαίου (Βαµβακούση κ.α., 

2007).  
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Εικόνα 11.3.α: Η δοµή και οργάνωση του κάθε κεφαλαίου στη ∆΄τάξη 

(Πηγή: Βαµβακούση κ.α., 2007, Βιβλίο Μαθητή/τριας, σελ.5) 

 

 Προκαταβολικοί οργανωτές (Εικ. 11.3.β), όπως αριθµός κεφαλαίου µε συγκεκριµένο 

χρώµα που υποδηλώνει τη γνωστική περιοχή του βασικού διδακτικού στόχου, 

εικονίδια µε χρωµατικό κωδικό που σηµαίνουν το διαφορετικό πλαίσιο ανάπτυξης 

των στόχων, εικονίδια ερώτησης- αφόρµησης κ.λ.π., εµφανίζονται τόσο στο ΒΜ όσο 

και στο ΤΜ και αποσκοπούν στη διευκόλυνση του εκπαιδευτικού στη διαχείριση της 

τάξης. Στο τέλος κάθε ενότητας υπάρχει ένα επαναληπτικό κεφάλαιο, ενώ αντίστοιχα 

στο Βιβλίο του Εκπαιδευτικού προτείνεται ένα φύλλο αξιολόγησης για κάθε ενότητα. 

Ο χρόνος που προτείνεται από το Βιβλίο του Εκπαιδευτικού για την επεξεργασία της 
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ύλης προσδιορίζεται και είναι µία ή δύο διδακτικές ώρες για κάθε κεφάλαιο 

(Βαµβακούση κ.α., 2007). 

 Τα σχολικά εγχειρίδια της Γ΄ και ∆΄ τάξης στα οποία επιχειρείται η ανάλυση 

περιεχοµένου είναι επίσης  διαθέσιµα στον ιστότοπο του ψηφιακού σχολείου 

http://dschool.edu.gr/ 

 

 

Εικόνα 11.3.β: Προκαταβολικοί οργανωτές που δηλώνουν τον τρόπο οργάνωσης στη 

∆΄ τάξη  (Πηγή: Βαµβακούση κ.α., 2007, Βιβλίο Μαθητή/τριας, σελ.5) 

 

 

2.Β.2   Τα κλάσµατα στα εγχειρίδια της Γ΄ και της ∆΄ ∆ηµοτικού -  Κεφάλαια 

που µελετήθηκαν 

Σύµφωνα µε το ισχύον ∆ιαθεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο Προγράµµατος Σπουδών 

(∆.Ε.Π.Π.Σ.-Α.Π.Σ, 2003), όπως προαναφέρθηκε, τα κλάσµατα στα ελληνικά 

σχολικά εγχειρίδια εισάγονται για πρώτη φορά στη Γ΄ τάξη. Περιέχονται στη 

θεµατική ενότητα «Πράξεις και Αριθµοί» τόσο στη Γ΄ όσο και στη ∆΄ τάξη και 

αποτελούν τη βάση ώστε να δοµηθούν στη συνέχεια τα δεκαδικά κλάσµατα και οι 

δεκαδικοί αριθµοί.  

Στην παρούσα εργασία στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης (Βιβλίο Μαθητή, Τετράδια 

Εργασιών), από τα εξήντα κεφάλαια που καλύπτουν το µαθηµατικό περιεχόµενο, 

µελετήθηκαν τα οκτώ που αφορούν στη διδασκαλία των κλασµάτων. Συγκεκριµένα, 

στην τέταρτη ενότητα τα κεφάλαια 22, 23, 24, 25, και 26 παρουσιάζουν 
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συγκεντρωτικά τα κλάσµατα, µε το κεφάλαιο 26 να αποτελεί το επαναληπτικό 

κεφάλαιο της ενότητας. Μελετήθηκαν επίσης τα  κεφάλαια 34 και 35 στην έκτη 

ενότητα όπου γίνεται εισαγωγή στα δεκαδικά κλάσµατα και, στη συνέχεια, οι 

µαθητές καλούνται να συνδέσουν τις ήδη υπάρχουσες γνώσεις των δεκαδικών 

κλασµάτων µε τους δεκαδικούς αριθµούς. Τέλος, στην ένατη και τελευταία ενότητα 

του βιβλίου, στο κεφάλαιο 57, οι µαθητές καλούνται να ξαναθυµηθούν τα κλάσµατα 

και τους δεκαδικούς αριθµούς. Ο χρόνος που προτείνεται από το Αναλυτικό 

Πρόγραµµα σπουδών για τη διδασκαλία των κλασµάτων στη Γ΄ τάξη είναι 10 

διδακτικές ώρες. 

Στην ∆΄ τάξη, η διδακτέα ύλη που αφορά στα κλάσµατα, σύµφωνα µε  το ισχύον 

Πρόγραµµα Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ-Α.Π.Σ, 2003), επικεντρώνεται στα δεκαδικά 

κλάσµατα και τη σύνδεσή τους µε τους δεκαδικούς αριθµούς. Για τον λόγο αυτό, από 

τα 56 δισέλιδα κεφάλαια του σχολικού εγχειριδίου της ∆΄ τάξης, στην παρούσα 

εργασία µελετήθηκαν τα  επτά κεφάλαια που αναφέρονται στα δεκαδικά κλάσµατα 

καθώς, δεν εντοπίστηκαν δραστηριότητες σε άλλα κεφάλαια που να έχουν ως στόχο 

τη διδασκαλία των κλασµατικών αριθµών.  

Τα τρία διδακτικά κεφάλαια βρίσκονται στην τρίτη ενότητα (κεφ. 15, 16, 17) συν την 

επανάληψη της ενότητας, τρία στην  τέταρτη (κεφ. 21, 22, 24) συν την επανάληψη 

της ενότητας και ένα τελευταίο κεφάλαιο στην Πέµπτη ενότητα (κεφ. 31). Ο χρόνος 

που προβλέπεται στην ∆΄ τάξη, σύµφωνα µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών, για 

την ολοκλήρωση της διδασκαλίας και δεκαδικών κλασµατικών αριθµών είναι 

δεκατέσσερις διδακτικές ώρες µέσα στις οποίες συµπεριλαµβάνεται και η διδασκαλία 

των δεκαδικών αριθµών. 

Συγκεντρωτικά, οι στόχοι  που έχουν τεθεί για τη διδασκαλία των κλασµάτων µε 

βάση το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών (∆.Ε.Π.Π.Σ-Α.Π.Σ, 2003), καθώς και τα 

κεφάλαια τα οποία µελετήθηκαν από κάθε τάξη, παρουσιάζονται στον Πίνακες 2.1, 

2.2 και 2.3 που ακολουθούν. 
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Πίνακας 2.1: Οι στόχοι αναφορικά µε τη διδασκαλία των κλασµατικών αριθµών, 

µε βάση το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών, στη Γ΄ τάξη 

 

(Πηγή: ΑΠΠΣ-∆ΕΠΣ, 2003, σελ. 262) 

 

Πίνακας 2.2: Οι  στόχοι αναφορικά µε τη διδασκαλία των κλασµατικών 

αριθµών, µε βάση το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών, στη ∆ ΄ τάξη 

 

(Πηγή: ΑΠΠΣ-∆ΕΠΣ, 2003, σελ. 266) 
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Πίνακας 2.3: Συγκεντρωτικός πίνακας των κεφαλαίων που µελετήθηκαν 
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2.Β.3   Κριτήρια ανάλυσης  και διαδικασία  

 Το µεθοδολογικό πλαίσιο που χρησιµοποιήθηκε ανάγεται στη θεµελιωµένη ανάλυση 

περιεχοµένου (grounded content analysis) και βασίζεται στο περιεχόµενο των 

δραστηριοτήτων που υπάρχουν στα σχολικά εγχειρίδια και χρησιµοποιούνται για την 

παρουσίαση της έννοιας του κλάσµατος (Strauss & Corbin, 2014). Η επιλογή του 

παραπάνω σχεδιασµού έρευνας έγινε µε σκοπό να οργανωθούν, να ταξινοµηθούν και 

να µελετηθούν οι διαφορετικές δραστηριότητες που πλαισιώνουν τις κλασµατικές 

έννοιες στα εγχειρίδια των δύο συνεχόµενων τάξεων ώστε µέσα από τη συστηµατική 

συλλογή, ταξινόµηση και µελέτη των δεδοµένων να παραχθεί ένα σαφές ερµηνευτικό 

πλαίσιο για τα εγχειρίδια των δυο τάξεων αναφορικά µε τα κλάσµατα (Tan, 2010).  

 Αρχικά επιχειρήθηκε η χαρτογράφηση των δραστηριοτήτων των εγχειριδίων που 

αφορούν στα κλάσµατα και τη διδασκαλία τους. Στη συνέχεια, οι συγκεκριµένες  

δραστηριότητες καταγράφηκαν και οµαδοποιήθηκαν ανά εγχειρίδιο (Βιβλίο Μαθητή, 

Τετράδιο Εργασιών) και τάξη (Γ΄, ∆΄). Μετά  ταξινοµήθηκαν ανά ενότητα, κεφάλαιο, 

σελίδα και οργανώθηκαν σε πίνακες. Στη συνέχεια, σύµφωνα µε το Αναλυτικό 

Πρόγραµµα Σπουδών και τη βιβλιογραφία που µελετήθηκε σε σχέση µε τα κλάσµατα, 

τέθηκαν τα κριτήρια µε βάση τα οποία πραγµατοποιήθηκε η ανάλυση του 

περιεχοµένου των εγχειριδίων των Μαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης αναφορικά 

µε την έννοια του κλάσµατος. Αυτά είναι: 

α) οι διαστάσεις του κλάσµατος. Με δεδοµένο ότι υπάρχουν πέντε διαστάσεις στα 

κλάσµατα  (µέρος-όλο, πηλίκο, µέτρο, τελεστής και  λόγος) οι οποίες συνδέονται 

µεταξύ τους (Κολέζα, 2017.  Lamon, 2012. Van de Walle, 2007), θα εξεταστεί αν 

υπάρχουν συγκεκριµένες διαστάσεις του κλάσµατος που κυριαρχούν στις 

δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης του δηµοτικού και µε ποια συχνότητα 

εµφανίζονται. 

β) τα µοντέλα αναπαράστασης. Καθώς τα µοντέλα λειτουργούν ως συνδετικοί 

κρίκοι ανάµεσα στις έννοιες και στα σύµβολα, και αποτελούν βασικό µέσο 

ανάπτυξης της κάθε µαθηµατικής έννοιας πολύ δε περισσότερο ισχυρό εργαλείο 

κατανόησης για τα κλάσµατα (Kaput, 1987. van de Walle, 2005. Κολέζα, 2017) θα 

εξεταστεί αν τα µοντέλα εµβαδού ή επιφάνειας, τα µοντέλα µήκους ή µέτρησης και 
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συνόλων απαντώνται σε δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στα εγχειρίδια 

των δύο τάξεων (Γ΄ και ∆΄) και µε ποια συχνότητα. 

γ) τα µέσα αναπαράστασης. Θεωρώντας καθοριστικό τον ρόλο των πολλαπλών 

αναπαραστάσεων προκειµένου οι εκπαιδευτικοί και οι µαθητές να δηµιουργήσουν 

ακριβέστερα τα νοητικά µοντέλα της κλασµατικής  έννοιας (NCTM, 2000), και µε 

δεδοµένο ότι τα ποικίλα αναπαραστατικά µέσα [χειραπτικά µέσα (γεωµετρικές 

επιφάνειες, πίτσες, ευθύγραµµα τµήµατα), σύµβολα, εικόνες, σχηµατικές 

αναπαραστάσεις (διαγράµµατα, πίνακες) και αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων] βοηθούν τους µαθητές να ανακαλύψουν τα διαφορετικά εννοιολογικά 

χαρακτηριστικά του κλάσµατος (Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007), θα εξεταστεί 

αν κάποιες από τις παραπάνω µορφές εξωτερικών αναπαραστάσεων υιοθετούνται 

από τα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών (Γ΄ και ∆΄ τάξης) στις δραστηριότητες 

που προτείνονται και αφορούν στη διδασκαλία των κλασµάτων και µε ποια 

συχνότητα εµφανίζονται. 

Καθώς θα µελετηθούν τα παραπάνω κριτήρια στα κεφάλαια των εγχειριδίων και των 

δυο τάξεων, θα είναι δυνατόν να ελεγχθεί η συνέχεια και η συνέπεια µεταξύ των δυο 

τάξεων σε σχέση µε τη διδασκαλία της κλασµατικής έννοιας, όπως υπαγορεύει το 

ισχύον πρόγραµµα σπουδών (ΑΠΠΣ-∆ΕΠΣ, 2003). 

Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί πως στις περιπτώσεις των δραστηριοτήτων που 

εντοπίστηκαν περισσότερες από µία διαστάσεις ή περισσότερα από ένα µοντέλα 

αναπαράστασης ή περισσότερα από ένα αναπαραστατικά µέσα, οι δραστηριότητες 

αυτές προσµετρήθηκαν δυο φορές. Αντίστοιχα, καταγράφηκαν και οι περιπτώσεις 

δραστηριοτήτων στις οποίες δεν εντοπίστηκε κανένα από τα κριτήρια που 

µελετώνται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

 

3.Α  Αποτελέσµατα ανάλυσης περιεχοµένου των σχολικών εγχειριδίων των 

Μαθηµατικών 

Στο τρίτο κεφάλαιο, το οποίο χωρίζεται σε τρία µέρη, παρουσιάζονται τα 

αποτελέσµατα  της εργασίας από τη µελέτη των σχολικών εγχειριδίων των 

µαθηµατικών της Γ΄ και ∆΄ τάξης. Στο πρώτο και  δεύτερο µέρος παρουσιάζονται τα 

αποτελέσµατα αναφορικά µε τις διαστάσεις του κλάσµατος, τα µοντέλα και τα µέσα 

αναπαράστασης που εµφανίζονται στις δραστηριότητες µε τα κλάσµατα στα σχολικά 

εγχειρίδια των δύο τάξεων αντίστοιχα. Στο τρίτο µέρος, επιχειρείται η σύγκριση 

ανάµεσα στις δύο τάξεις και, µε βάση τα κριτήρια που έχουν τεθεί, ελέγχεται η 

συνέπεια και η συνέχεια που εµφανίζουν τα εγχειρίδια των µαθηµατικών σχετικά µε 

την έννοια του κλάσµατος ανάµεσα στις δύο συνεχόµενες τάξεις.  

 

3.Α.1  Τα Σχολικά Εγχειρίδια  στη Γ΄ τάξη  

Στα εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης (Βιβλίο Μαθητή  και 4 τεύχη 

Τετραδίων Εργασιών) καταγράφηκαν συνολικά 42 δραστηριότητες που αφορούν στη 

διδασκαλία των κλασµάτων. Οι 17 δραστηριότητες απαντώνται στο Β.Μ. και οι 25 

στα Τ.Ε σε τρεις ενότητες.  

 

3.Α.2  Οι διαστάσεις του κλάσµατος 

Οι περισσότερες δραστηριότητες (Ν=37) αναδεικνύουν µία από τις διαστάσεις του 

κλάσµατος (µέρος-όλο, πηλίκο, µέτρο, τελεστής και  λόγος). Ελάχιστες είναι οι 

δραστηριότητες (Ν=3) που εµφανίζουν δύο διαστάσεις ταυτόχρονα, ενώ σε δύο 

δραστηριότητες δεν αναδεικνύεται κάποια διάσταση.  

Ένα παράδειγµα δραστηριότητας που δεν διαφαίνεται καµία από τις διαστάσεις του 

κλάσµατος παρουσιάζεται στην Εικόνα 12.1. Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα οι 

µαθητές καλούνται να συµπληρώσουν τα κλάσµατα στο πλαίσιο που τους δίνεται 

λεκτικά ή µε σύµβολο.  
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Εικόνα 12.1: Παράδειγµα δραστηριότητας που δεν αναδεικνύεται κάποια από τις 

διαστάσεις του κλάσµατος  (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ.26, σελ. 33) 

 

Η διάσταση «µέρος-όλο» κυριαρχεί σε σχέση µε τις υπόλοιπες διαστάσεις του 

κλάσµατος και παρουσιάζεται µε µεγαλύτερη συχνότητα στις δραστηριότητες που 

µελετήθηκαν (Πίνακας 3.1). Εντοπίζεται σε 33 δραστηριότητες µε τις περισσότερες 

από αυτές (Ν=19) να βρίσκονται στα Τετράδια Εργασιών (Τ.Ε) όπου επιχειρείται η 

εξάσκηση και εµπέδωση της έννοιας, ενώ οι υπόλοιπες (Ν=14) απαντώνται στο 

Βιβλίο Μαθητή.  

Ένα παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύει τη διάσταση «µέρος-όλο» 

παρουσιάζεται στην Εικόνα 12.2. Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα, αρχικά ζητείται 

από τους µαθητές να µεταφράσουν το κλάσµα χρωµατίζοντας τα χωρισµένα 

γεωµετρικά σχήµατα που τους δίνονται. Στη συνέχεια, καλούνται να χωρίσουν και να 

χρωµατίσουν συγκεκριµένες γεωµετρικές επιφάνειες (κύκλος, ορθογώνιο) µε βάση το 

κλάσµα που τους δίνεται. 
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Εικόνα 12.2: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύεται η διάσταση «µέρος-

όλο»  (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ.23, σελ. 26) 

 

∆ύο από τις δραστηριότητες που προτείνονται στην εισαγωγή των κλασµάτων στα 

Τ.Ε υπονοούν τη διαίρεση και αναδεικνύουν τη διάσταση «πηλίκο»  παράλληλα µε 

αυτή του «µέρους-όλου».  

 

Εικόνα 12.3: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται οι διαστάσεις 

«µέρος-όλο» και «πηλίκο»  (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ. 22,  σελ. 24) .  

 

Για παράδειγµα, στη µία από τις δραστηριότητες (Εικ.12.3), ζητείται από τους 

µαθητές να µοιράσουν εξίσου µία ίδια σοκολάτα, η οποία είναι χωρισµένη αντίστοιχα 

σε 6 και 8 ίσα κοµµάτια, σε δυο διαφορετικές οµάδες παιδιών που αποτελούνται από 
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6 και 8 άτοµα αντίστοιχα. Οι µαθητές καλούνται να γράψουν µε κλάσµα σε ποια από 

τις δύο παρέες το κάθε παιδί έφαγε περισσότερη σοκολάτα και να αιτιολογήσουν την 

απάντησή τους 

Η διάσταση «µέτρο» αναδεικνύεται µέσα από 5 δραστηριότητες µε παρόµοια 

συχνότητα ανάµεσα στο Β.Μ (Ν=3) και στα Τ.Ε (Ν=2). ∆ύο από τις δραστηριότητες 

που αναδεικνύουν τη διάσταση του µέτρου χρησιµοποιούνται στην εισαγωγή των  

δεκαδικών κλασµάτων. Επιπλέον, στις άλλες δυο από τις δραστηριότητες οι οποίες 

προτείνονται για τη διδασκαλία της κλασµατικής µονάδας, µία στο Β.Μ ως 

εισαγωγική και µία αντίστοιχα ως εµπέδωση στο Τ.Ε, διαφαίνονται ταυτόχρονα δύο 

διαστάσεις του κλάσµατος, του µέτρου και του µέρους-όλου (Εικ. 12.4).  

Για παράδειγµα, στις δραστηριότητες που παρουσιάζονται στις Εικόνες 12.4.1 και 

12.4.2 το ευθύγραµµο τµήµα στη µία και η κλίµακα του κιλού στην άλλη 

απεικονίζουν µια γραµµική µονάδα που υποδιαιρείται σε ίσες ποσότητες. Ζητείται 

από τους µαθητές, παρατηρώντας τα ευθύγραµµα τµήµατα, να γράψουν µε κλάσµα το 

µέρος που αντιπροσωπεύει κάθε φορά το τµήµα που τους δίνεται.  

 

 

Εικόνα 12.4.1: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται οι διαστάσεις 

«µέρος-όλο» και «µέτρο» (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ.24, σελ.29)  
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Εικόνα 12.4.2: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται οι διαστάσεις 

«µέρος-όλο» και «µέτρο» ( Βιβλίο Μαθητή, κεφ.24, σελ.63) 

 

Τέλος, οι διαστάσεις «τελεστής» και «λόγος» δεν εµφανίζονται σε καµία 

δραστηριότητα στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης. 

Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τις διαστάσεις του κλάσµατος στα 

σχολικά εγχειρίδια της Γ΄ τάξης παρουσιάζονται αναλυτικά στον  Πίνακα 3.1 και στο 

Σχήµα 1 που ακολουθούν.  
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Πίνακας 3.1: Συχνότητα εµφάνισης των διαστάσεων του κλάσµατος στα σχολικά 

εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης 

 

∆ιαστάσεις Βιβλίο Μαθητή Τετράδια 

Εργασιών 

Σύνολο 

Μέρος - όλο 14 19 33 

Πηλίκο - 2 2 

Μέτρο  3 2 5  

Τελεστής  _ _ _ 

Λόγος _ _ _ 

Καµία διάσταση 2  2 

ΣΥΝΟΛΟ    19 23             (42)
3
 

 

 

 

 

 

                                                             
3 Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως σαράντα δύο 

(Ν=42). Προσµετρώνται, ωστόσο, οι σαράντα (Ν=40) γιατί, όπως αναφέρθηκε, σε δύο από τις 

δραστηριότητες δεν εµφανίζεται κάποια διάσταση. Στον πίνακα όπου αναγράφεται το «καµία 

διάσταση» υποδεικνύεται ο αριθµός των δραστηριοτήτων που αφαιρούνται. 
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Σχήµα 1: Οι διαστάσεις του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης   

 

 

 

i
3.Α.3  Τα  µοντέλα αναπαράστασης των κλασµάτων 

Από τις συνολικά  42 δραστηριότητες που αφορούν στην έννοια του κλάσµατος  στο 

σύνολο των σχολικών εγχειριδίων της Γ΄τάξης αναγνωρίστηκαν µοντέλα 

αναπαράστασης σχεδόν σε όλες τις δραστηριότητες (Ν=40), εκτός από δύο στις 

οποίες δεν διαφαίνεται κάποιο µοντέλο. Ένα παράδειγµα µιας από τις δραστηριότητες 

που δεν εντοπίστηκε κάποιο µοντέλο και αναφέρεται σε δεκαδικούς αριθµούς και  

δεκαδικά κλάσµατα παρουσιάζεται παρακάτω (Εικ. 12.5). Στη συγκεκριµένη 

δραστηριότητα οι µαθητές καλούνται µε τη βοήθεια της αριθµοµηχανής να 

µετατρέψουν τα δεκαδικά κλάσµατα σε δεκαδικούς αριθµούς και στη συνέχεια σε 

άθροισµα φυσικών αριθµών και δεκαδικών κλασµάτων και αντίστροφα, 

συµπληρώνοντας τον πίνακα που τους δίνεται. 
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Εικόνα 12.5: Παράδειγµα όπου δεν εντοπίστηκε κάποιο µοντέλο αναπαράστασης  

(Τετράδιο Εργασιών, γ΄ τεύχος, κεφ.35,  σελ.26) 

 

Στις υπόλοιπες δραστηριότητες (Ν=40) τα µοντέλα αναπαράστασης που 

αξιοποιούνται κατηγοριοποιήθηκαν σε µοντέλα  εµβαδού ή επιφάνειας, µήκους ή 

µέτρησης και συνόλων. 

Σε µεγάλο βαθµό κυριαρχούν οι δραστηριότητες που εµφανίζουν το µοντέλο του 

εµβαδού ή επιφάνειας (Ν=28) µε µικρή διαφορά στη συχνότητα εµφάνισής τους  

ανάµεσα στο Β.Μ (Ν=12) και το Τ.Ε (Ν=16). Αξιοσηµείωτο είναι πως στα µοντέλα 

εµβαδού µε µεγαλύτερη συχνότητα αξιοποιούνται τα γεωµετρικά σχήµατα όπως 

κύκλος, τετράγωνο και παραλληλόγραµµο, Στις Εικόνες 12.2 και 12.6 

παρουσιάζονται παραδείγµατα όπου το µοντέλο επιφάνειας αναδεικνύεται µέσα από 

γεωµετρικές επιφάνειες. Στην Εικόνα 12.2 οι µαθητές καλούνται να µεταφράσουν το 

κλάσµα χρωµατίζοντας τα χωρισµένα γεωµετρικά σχήµατα που τους δίνονται. 

Αντίστοιχα, παρακάτω στην Εικόνα 12.6 ζητείται από τους µαθητές να επιλέξουν το 

σκιασµένο τετράγωνο που αποτυπώνει κάθε φορά το κλάσµα. 
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Εικόνα 12.6: Παράδειγµα δραστηριότητας  όπου αναδεικνύεται το µοντέλο εµβαδού 

ή επιφάνειας  (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ. 23,  σελ. 26) 

 

Μέσα από ελάχιστες δραστηριότητες αναδεικνύεται το µοντέλο µήκους ή µέτρησης, 

µόλις 4, µε ισάριθµη κατανοµή σε Β.Μ (Ν=2) και Τ.Ε (Ν=2). Ένα παράδειγµα 

αποτελούν οι δραστηριότητες που εµφανίζονται στην Εικόνα 12.4.1 και 12.4.2. 

Ζητείται από τους µαθητές παρατηρώντας δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα και µέτρο να 

γράψουν µε κλάσµα το µέρος που αντιπροσωπεύει κάθε φορά το τµήµα που τους 

δίνεται. Οι άλλες δυο από τις  δραστηριότητες που αφορούν στα µοντέλα 

αναπαράστασης µήκους προτάσσονται για τη διδασκαλία των δεκαδικών κλασµάτων. 

Η µία από αυτές τις δραστηριότητες (Εικ. 12.7) δεν  αναδεικνύει άµεσα το µοντέλο. 

Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα  που είναι εισαγωγική στους δεκαδικούς αριθµούς 

στο Β.Μ, οι µαθητές καλούνται να εκφράσουν µε δεκαδικά κλάσµατα τις µονάδες 

του µήκους και να µετατρέψουν τα εκατοστά σε δέκατα, τα µέτρα σε εκατοστά, και 

τα δέκατα σε µέτρα. Συγκεκριµένη βοήθεια στους µαθητές µέσω αριθµητικής 

γραµµής, λωρίδας ή µέτρου δεν δίνεται ώστε να δείχνει άµεσα και το µοντέλο.  
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Εικόνα 12.7: Παράδειγµα δραστηριότητας µήκους ή µέτρησης  (Βιβλίο Μαθητή, 

κεφ.34, σελ.86) 

 

Τέλος, το µοντέλο συνόλων εµφανίζεται σε περιορισµένες δραστηριότητες (Ν= 8), 

µε παρόµοια κατανοµή σε Β.Μ (Ν=3) και Τ.Ε (Ν=5), αντίστοιχα. Σε σχέση µε τα 

αντικείµενα που απαρτίζουν τα σύνολα που αξιοποιούνται στις δραστηριότητες των 

σχολικών εγχειριδίων, αξίζει να τονιστεί πως υπάρχει ποικιλία και δεν περιορίζονται 

στην επανάληψη ίδιων αντικειµένων. ∆ηλαδή, εκτός από τις καραµέλες που 

συνθέτουν το σύνολο σε δύο δραστηριότητες, οι µπάλες, τα ανθρωπάκια, τα 

χελιδόνια αλλά και τα νοµίσµατα απαρτίζουν τα σύνολα των υπόλοιπων 

δραστηριοτήτων. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα δραστηριότητας που αφορά στο µοντέλο συνόλων και 

συναντάται από τους µαθητές στην εισαγωγή των κλασµατικών αριθµών 

παρουσιάζεται στην Εικόνα 12.8. Ζητείται από τους µαθητές να µοιράσουν 

καραµέλες που είναι διακριτές καταστάσεις σε 2, 3 και 4 άτοµα. 
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Εικόνα 12.8: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται το µοντέλο συνόλων 

(Τετράδιο Εργασιών, κεφ.22, σελ.25)  

 

Σε άλλη δραστηριότητα όπου εµφανίζεται το µοντέλο συνόλων και αφορά στα  

δεκαδικά κλάσµατα (Εικ.12.9) οι µαθητές καλούνται να διαχειριστούν τα νοµίσµατα 

(υποδιαιρέσεις του ευρώ) και να εφαρµόσουν τα δεκαδικά  κλάσµατα. Στη συνέχεια, 

τους ζητείται να δηµιουργήσουν αθροίσµατα µονάδων και δεκαδικών κλασµάτων µε 

συγκεκριµένα ποσά του ευρώ που τους δίνονται. 

 

 

Εικόνα 12.9: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται το µοντέλο συνόλων 

(Τετράδιο Εργασιών, κεφ.34, σελ.25) 
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Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τα µοντέλα αναπαράστασης του 

κλάσµατος συνολικά στα σχολικά εγχειρίδια της Γ΄ τάξης παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 4.2 και στο Σχήµα 2 που ακολουθούν.  

 

 

Πίνακας 4.2: Συχνότητα εµφάνισης των µοντέλων αναπαράστασης του 

κλάσµατος στα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης 

 

Μοντέλα 

Αναπαράστασης 

Βιβλίο Μαθητή Τετράδια 

Εργασιών 

Σύνολο 

Εµβαδού ή Επιφάνειας 12 16 28 

Μήκους ή Μέτρησης  2 2 4 

Συνόλων 3 5 8 

Κανένα Μοντέλο 1 1 2 

ΣΥΝΟΛΟ 18 24          (42)
4
 

 

 

 

 

                                                             
4
 Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως σαράντα δύο 

(Ν=42). Προσµετρώνται, ωστόσο, οι σαράντα (Ν=40), γιατί σε δύο από τις δραστηριότητες, όπως 

προαναφέρθηκε, δεν εµφανίζεται κάποιο µοντέλο. Στον πίνακα όπου αναγράφεται  «κανένα µοντέλο» 

υποδεικνύεται ο αριθµός των δραστηριοτήτων που αφαιρούνται (Ν=2). 
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Σχήµα 2: Τα µοντέλα αναπαράστασης του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια 

της Γ΄ τάξης 

 

 

 

 

3.Α.4  Τα αναπαραστατικά µέσα των κλασµάτων  

Τα εξωτερικά  αναπαραστατικά µέσα που απαντώνται στο σύνολο των εγχειριδίων 

της Γ΄ τάξης και αφορούν στα κλάσµατα είναι ευδιάκριτα και στις 42 δραστηριότητες 

που καταγράφηκαν. Με βάση τη χαρτογράφηση των δραστηριοτήτων 

παρατηρήθηκαν ποικίλες µορφές µέσων αναπαράστασης [χειραπτικά µέσα 

(γεωµετρικές επιφάνειες, πίτσες, ευθύγραµµα τµήµατα), σύµβολα, εικόνες, 

σχηµατικές αναπαραστάσεις (διαγράµµατα, πίνακες) και αναπαραστάσεις 

πραγµατικών καταστάσεων] που υιοθετούνται από τα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών της Γ΄ τάξης. Αξίζει να τονιστεί πως σε πολλές από τις δραστηριότητες 

των εγχειριδίων που αφορούν στα κλάσµατα εµφανίζεται και ένας συνδυασµός των 

παραπάνω µέσων προκειµένου να επιτευχθούν οι στόχοι του µαθήµατος, γι’ αυτό και 

οι µισές σχεδόν από τις δραστηριότητες (Ν=20) προσµετρώνται περισσότερο από µία 

φορά.  
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Πιο συγκεκριµένα, τη µεγαλύτερη συχνότητα παρουσιάζουν τα χειραπτικά µέσα που  

εµφανίζονται σχεδόν στις µισές από τις δραστηριότητες των κλασµάτων (Ν=20),  µε 

µια διακριτή διαφορά ανάµεσα σε Βιβλία Μαθητή (Ν=7) και Τετράδια Εργασιών 

(Ν=13). Στα χειραπτικά µέσα προσµετρώνται όλα τα γεωµετρικά σχήµατα (κύκλος, 

τρίγωνο, ορθογώνιο κ.λ.π.), νοµίσµατα και οι κλασµατικές λωρίδες. Ένα παράδειγµα 

από το Β.Μ όπου αξιοποιούνται τα χειραπτικά µέσα στη διδασκαλία των ισοδύναµων 

κλασµάτων παρουσιάζεται παρακάτω στην Εικόνα 12.10. 

 Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα οι µαθητές καλούνται να σχηµατίσουν το ένα 

ευρώ, µε δύο πενηντάλεπτα και µε πέντε δεκάλεπτα. Στη συνέχεια ζητείται να 

δώσουν τις παρατηρήσεις τους και να γράψουν το συµπέρασµά τους για την 

ισοδυναµία που προκύπτει.  

 

 

Εικόνα 12.10: Παράδειγµα δραστηριότητας µε τη χρήση χειραπτικών  µέσων (Βιβλίο 

Μαθητή, κεφ. 25, σελ.65)   

Άλλο παράδειγµα από το Τ.Ε παρουσιάζεται σε δραστηριότητα στην οποία οι 

µαθητές καλούνται να µοιράσουν δίκαια το ίδιο πλήθος από καραµέλες σε 2, 3 και 4 

άτοµα (Εικ. 12.8). 

Η εικόνα ως αναπαραστατικό µέσο χρησιµοποιείται επίσης σ’ ένα µεγάλο ποσοστό 

των δραστηριοτήτων (Ν=15) και τις περισσότερες φορές (Ν=12) συνδυαστικά µε 

άλλα µέσα, όπως για παράδειγµα, γραπτά σύµβολα και εικόνα (Ν=4) ή χειραπτικά 

µέσα και εικόνα (Ν=8), όπως φαίνεται στην Εικόνα 12.10 όπου οι µαθητές 
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µοιράζονται νοµίσµατα. Στην Εικόνα 12.11 παρουσιάζεται ένα ακόµη παράδειγµα 

δραστηριότητας για τον συνδυασµό εικόνας και συµβόλου στην οποία οι µαθητές 

παρατηρώντας την εικόνα καλούνται να συµπληρώσουν µε κλάσµα τι µέρος της 

σελίδας (του όλου) είναι κάθε φορά σκιασµένο. 

 Η εικόνα εµφανίζεται µε µεγαλύτερη συχνότητα στο Βιβλίο Μαθητή (Ν=11) και 

στηρίζει διδακτικά την εισαγωγή και την αφόρµηση στη νέα γνώση, ενώ φαίνεται 

λιγότερο στα Τετράδια Εργασιών (Ν=4) όπου επιδιώκεται η εξάσκηση και εµπέδωση 

για τους µαθητές.  

 

 

Εικόνα 12.11: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται η εικόνα ως µέσο 

αναπαράστασης στα κλάσµατα (Βιβλίο Μαθητή, κεφ.24, σελ.62)  

 

Αντίθετα, οι δραστηριότητες που στηρίζονται σε γραπτά σύµβολα (Ν=13) 

καταλαµβάνουν έναν µεγάλο αριθµό στα Τ.Ε (Ν=9) επιδιώκοντας την εξάσκηση στις 

νέες έννοιες σε σχέση µε τα Β.Μ (Ν=4).  

Παράδειγµα γραπτών συµβόλων αποτελεί η δραστηριότητα στην Εικόνα 12.5, όπου 

οι µαθητές καλούνται µε τη βοήθεια της αριθµοµηχανής να µετατρέψουν τα δεκαδικά 

κλάσµατα σε δεκαδικούς αριθµούς. Ένα ακόµη παράδειγµα δίνεται παρακάτω (Εικ. 

12.12). Οι µαθητές καλούνται να πραγµατοποιήσουν µετατροπές δεκαδικών 

κλασµάτων συµπληρώνοντας τις ισότητες που τους δίνονται. 
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Εικόνα 12.12: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται µόνο τα γραπτά 

σύµβολα ως µέσο αναπαράστασης στα κλάσµατα (Τετράδιο Εργασιών, κεφ. 34, σελ. 

25)  

 

Τα µέσα που πηγάζουν από την καθηµερινότητα των µαθητών αναφερόµενα ως 

αναπαραστάσεις πραγµατικών καταστάσεων (τούρτα, ντοµάτες, σοκολάτες, 

καραµέλες, πίτα, πίτσες, ρολόι, µήνες, εποχές, κ.λ.π.) εµφανίζονται στο ένα τέταρτο 

των δραστηριοτήτων (Ν=11) µε σχεδόν ισάριθµη παρουσία σε Β.Μ (Ν=6) και Τ.Ε. 

(Ν=5). Σε αρκετές δραστηριότητες (Ν=5) η εικόνα αναδεικνύει αναπαραστάσεις 

πραγµατικών καταστάσεων που θα λειτουργήσουν ως µέσα για την κατανόηση της 

κλασµατικής έννοιας.  

Στο παράδειγµα που ακολουθεί (Εικ. 12.13), δίνεται ο χρόνος χωρισµένος στους 

µήνες και τις εποχές του µέσα από µια εικόνα. Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα οι 

µαθητές καλούνται να βρουν κάθε φορά µε κλάσµα, τι µέρος του χρόνου είναι ο ένας 

ή οι δύο µήνες, µια εποχή του χρόνου, ή τι µέρος µιας εποχής είναι ο ένας µήνας.  
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Εικόνα 12.13: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται συνδυαστικά η 

εικόνα και οι αναπαραστάσεις πραγµατικών καταστάσεων (Τετράδιο Εργασιών, 

κεφ.24, σελ. 29) 

 

Οι λεκτικές περιγραφές (Ν=10) εµφανίζονται συνδυαστικά µε την εικόνα και την 

υποστηρίζουν σε αρκετές δραστηριότητες (Ν=6). Είναι σχεδόν ισάριθµες σε Β.Μ 

(Ν=6) και σε Τ.Ε (Ν=5). Οι µαθητές στις δραστηριότητες που παρουσιάζονται 

παρακάτω (Εικ. 12.14) καλούνται µέσα από την παρατήρηση της εικόνας που δείχνει 

το κλάσµα ποικιλόµορφα, σε συνδυασµό µε λεκτικές περιγραφές (ερώτηση, 

απάντηση) να δώσουν τα συµπεράσµατά τους για τα κλάσµατα. 

 Τέλος, τα σχηµατικά µέσα (πίνακες και διαγράµµατα) αξιοποιούνται ως 

αναπαραστατικά µέσα µόλις σε δυο δραστηριότητες στα Τετράδια Εργασιών. 

Συγκεκριµένα, στη µια από τις δύο δραστηριότητες φαίνεται ένας εύστοχος 

συνδυασµός αναπαραστατικών µέσων (εικόνα, σύµβολο, πίνακας, λεκτική 

περιγραφή) προκειµένου να επιτευχθεί ο στόχος του κεφαλαίου που αφορά στα  

ισοδύναµα κλάσµατα (Εικ. 12.15). 
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Εικόνα 12.14: Παράδειγµα δραστηριοτήτων όπου οι λεκτικές περιγραφές 

εµφανίζονται συνδυαστικά µε την εικόνα (Βιβλίο Μαθητή, κεφ.22, σελ.58,  κεφ.24, 

σελ.62)  

 

Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα αρχικά ζητείται από τους µαθητές να διαβάσουν το 

κείµενο και τον πίνακα που παρουσιάζεται και  δείχνει µε κλάσµα το µέρος της 

διαδροµής που διανύουν κάποιοι αθλητές σε χιονοδροµικούς αγώνες. Στη συνέχεια, 

οι µαθητές καλούνται να χρωµατίσουν τις διαδροµές των αθλητών και να συγκρίνουν 

τις αποστάσεις που διάνυσαν οι αθλητές αναγνωρίζοντας τα ισοδύναµα κλάσµατα. 

 



87 

 

  

Εικόνα 12.15: Παράδειγµα δραστηριότητας συνδυασµού αναπαραστατικών µέσων   

(Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ. 25, σελ. 31) 

 

 

Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τα µέσα αναπαράστασης του 

κλάσµατος συνολικά στα σχολικά εγχειρίδια της Γ΄ τάξης παρουσιάζονται 

συγκεντρωτικά  στον Πίνακα 5.3 και το Σχήµα 3 που ακολουθούν.  
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Πίνακας 5.3: Συχνότητα εµφάνισης των µέσων αναπαράστασης του κλάσµατος 

στα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης 

 

Αναπαραστατικά µέσα Βιβλίο Μαθητή Τετράδιο Εργασιών Σύνολο 

Χειραπτικά µέσα 7 13 20 

Εικόνες  11 4 15 

Γραπτά σύµβολα  4 9 13 

Πραγµατικές καταστάσεις 6 5 11 

Λεκτικές περιγραφές 6 4 10 

Σχηµατικά µοντέλα - 2 2 

ΣΥΝΟΛΟ 34 37  71
5
   

 

 

 

 

 

 

                                                             
5 Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως σαράντα δύο 

(Ν=42). Προσµετρώνται, ωστόσο, πολύ περισσότερες (Ν=71) όταν εξετάζονται ως προς τα εξωτερικά 

αναπαραστατικά µέσα, καθώς, όπως προαναφέρθηκε, σε πολλές δραστηριότητες (Ν=29) 

αναδεικνύονται περισσότερα του ενός αναπαραστατικά µέσα.  
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Σχήµα 3: Τα µέσα αναπαράστασης του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια της 

Γ΄ τάξης 

 

 

 

 

 

3.Β Τα σχολικά εγχειρίδια στη ∆΄ τάξη  

Στα σχολικά εγχειρίδια της ∆΄ τάξης (Βιβλίο Μαθητή και 4 τεύχη Τετραδίων 

Μαθητή) καταγράφηκαν συνολικά είκοσι οχτώ (28) δραστηριότητες που αφορούν 

στη διδασκαλία των κλασµάτων, σχεδόν ισάριθµα κατανεµηµένες σε Β.Μ (Ν=13) και 

Τ.Ε. (Ν=15). Η πλειοψηφία τους αναφέρεται στα δεκαδικά κλάσµατα και 

συγκεντρώνονται σε επτά κεφάλαια και σε δύο επαναληπτικά µαθήµατα.  
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3.Β.1  Οι διαστάσεις του κλάσµατος 

Σε σχέση µε τις διαστάσεις του κλάσµατος (µέρος-όλο, πηλίκο, µέτρο, τελεστής και  

λόγος) στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών της ∆΄ τάξης, σχεδόν οι µισές 

δραστηριότητες (Ν=15) αναδεικνύουν µία από τις διαστάσεις του κλάσµατος, ενώ 

µόλις µια δραστηριότητα (Ν=1) εµφανίζει ταυτόχρονα δυο διαστάσεις (µέρος-όλο και 

µέτρο).  Στις υπόλοιπες δραστηριότητες (Ν=12) δεν αναδεικνύεται κάποια διάσταση. 

 Ένα παράδειγµα δραστηριότητας που δεν διαφαίνεται κάποια από τις διαστάσεις του 

κλάσµατος παρουσιάζεται παρακάτω στην Εικόνα 12.16. Στη συγκεκριµένη 

δραστηριότητα ζητείται από τους µαθητές να προβούν σε δυο εργασίες εφαρµογής 

και εµπέδωσης της νέας γνώσης. Αρχικά, ζητείται να χρωµατίσουν τα πλαίσια που 

περιέχουν δεκαδικά κλάσµατα και, στη συνέχεια, συγκρίνοντας τα δεκαδικά 

κλάσµατα µε τη µονάδα, να εντοπίσουν και να υποδείξουν αυτά που είναι 

µεγαλύτερα της µονάδας. 

 Η διάσταση «µέρος-όλο» κυριαρχεί στο σύνολο των δραστηριοτήτων που 

µελετήθηκαν στα εγχειρίδια των µαθηµατικών της ∆΄ τάξης (Πίνακας 6.4) και 

εµφανίζεται µε µεγαλύτερη συχνότητα (Ν=12) σε σχέση µε τις υπόλοιπες διαστάσεις 

(Ν=5). Σε µία από τις δραστηριότητες εκτός από το µέρος-όλο διαφαίνεται 

ταυτόχρονα και η διάσταση του µέτρου. Παρατηρείται µικρή διαφορά στην κατανοµή 

των δραστηριοτήτων σε Β.Μ (Ν=7) και Τ.Μ (Ν=5).  

 

 

Εικόνα 12.16: Παράδειγµα δραστηριότητας που δεν αναδεικνύεται κάποια από τις 

διαστάσεις του κλάσµατος  (Τετράδια Εργασιών, β΄τεύχος, κεφ.24, σελ. 28) 

 

Ένα παράδειγµα δραστηριότητας «µέρους-όλου» που παρουσιάζεται στην εισαγωγή 

των δεκαδικών κλασµάτων ακολουθεί στην Εικόνα 12.17. Στη συγκεκριµένη 
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δραστηριότητα, οι µαθητές καλούνται να αξιοποιήσουν τις πληροφορίες της εικόνας 

και να χρωµατίσουν τα δύο από τα δέκα (2/10) και τα πέντε από τα εκατό µέρη 

(5/100) της µονάδας που τους δίνεται και να συνδέσουν λεκτικά και συµβολικά 

δεκαδικό κλάσµα και δεκαδικό αριθµό.  

 

  

Εικόνα 12.17: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται η διάσταση «µέρος-

όλο»  (Τετράδιο Εργασιών, β΄ τεύχος, κεφ.15, σελ. 6) 

 

Λίγες δραστηριότητες (Ν=4) αναδεικνύουν τη διάσταση «πηλίκο», µε άνιση 

κατανοµή σε Β.Μ (Ν=3) και Τ.Μ (Ν=1) και σχεδόν τις περισσότερες να αναφέρονται 

στα δεκαδικά κλάσµατα (Ν=3). Για παράδειγµα, στην Εικόνα 12.18 παρουσιάζεται 

µια εισαγωγική δραστηριότητα αφόρµησης όπου διαφαίνεται η διάσταση του 

πηλίκου. Οι µαθητές καλούνται  µέσα από τον προβληµατισµό των ηρώων του 

βιβλίου -που δίνεται µε λεκτική περιγραφή και εικόνα- να µοιράσουν µία τούρτα 

δίκαια, σε δέκα ίσα κοµµάτια. Στη συνέχεια, οι µαθητές οδηγούνται στη σύνδεση της 

διαίρεσης (1/10) µε τα δεκαδικά κλάσµατα και τους δεκαδικούς αριθµούς.  
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Εικόνα 12.18: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύεται η διάσταση «πηλίκο» 

(Βιβλίο Μαθητή, κεφ.24, σελ.62) 

 

Σε αντίθεση µε τη διάσταση «µέρος-όλο», η διάσταση  «µέτρο» εµφανίζεται 

ελάχιστα. Μόλις σε µία δραστηριότητα στο Βιβλίο Μαθητή (Ν=1) αξιοποιείται το 

«µέτρο» συνδυαστικά µε τη διάσταση του «µέρους-όλου»,  προκειµένου να γίνει 

κατανοητή στους µαθητές η έννοια του γαλλικού µέτρου και των υποδιαιρέσεών του.  

 

 

Εικόνα 12.19: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύεται η διάσταση «µέρος-

όλο» και «µέτρο»  (Βιβλίο Μαθητή, κεφ.17, σελ.45) 

 

Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα (Εικ.12.19) οι µαθητές καλούνται, µε βάση την 

εικόνα του γαλλικού µέτρου που τους δίνεται, να συµπληρώσουν τη σχέση των 

υποδιαιρέσεων στο µέτρο χρησιµοποιώντας δεκαδικά κλάσµατα και δεκαδικούς 



93 

 

αριθµούς ώστε να αντιληφθούν, µέσα από τις απλές µετατροπές, τις σχέσεις 

ισοδυναµίας των µονάδων.  

Τέλος, οι διαστάσεις «τελεστής» και «λόγος» δεν εµφανίζονται σε καµία 

δραστηριότητα στα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης. 

 Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τις διαστάσεις του κλάσµατος στα 

σχολικά εγχειρίδια της ∆΄ τάξης παρουσιάζονται αναλυτικά στον Πίνακα 6.4 και στο 

Σχήµα 4, που ακολουθούν. 

 

Πίνακας 6.4: Συχνότητα εµφάνισης των διαστάσεων του κλάσµατος στα σχολικά 

εγχειρίδια των Μαθηµατικών της ∆΄ τάξης 

∆ιαστάσεις Βιβλίο Μαθητή Τετράδια 

Εργασιών 

Σύνολο 

Μέρος - όλο 7 5 12 

Πηλίκο 3 1 4 

Μέτρο  1 _ 1 

Τελεστής  _ _ _ 

Λόγος _ _ _ 

Καµία διάσταση 3 9 12 

ΣΥΝΟΛΟ    14 15               296 

 

 

 

                                                             
6
 Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως είκοσι οχτώ 

(Ν=28). Προσµετρώνται, ωστόσο, οι δεκαέξι (Ν=16) γιατί, όπως προαναφέρθηκε, σε δώδεκα (Ν=12) 

από τις δραστηριότητες δεν εµφανίζεται κάποια διάσταση και σε µία δραστηριότητα εµφανίζονται δύο 

διαστάσεις. Στον πίνακα όπου αναγράφεται «καµία διάσταση» υποδεικνύεται ο αριθµός των 

δραστηριοτήτων που αφαιρούνται. 
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Σχήµα 4: Οι διαστάσεις του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης   

 

 

 

   

3.Β.2  Τα  µοντέλα αναπαράστασης των κλασµάτων 

Από τις συνολικά  28 δραστηριότητες που αφορούν στην έννοια του κλάσµατος,  στο 

σύνολο των σχολικών εγχειριδίων της ∆΄τάξης, αναγνωρίστηκαν µοντέλα 

αναπαράστασης (εµβαδού ή επιφάνειας, µήκους ή µέτρησης, συνόλων) στις µισές 

σχεδόν από τις δραστηριότητες (Ν=15)  καθώς στις υπόλοιπες (Ν=13) δεν 

διακρίνεται κάποιο µοντέλο. Για παράδειγµα, σε µια από τις δραστηριότητες που δεν 

εντοπίστηκε κάποιο µοντέλο (Εικ. 12.20) οι µαθητές καλούνται να αντιστοιχίσουν τα 

δεκαδικά κλάσµατα µε τους δεκαδικούς αριθµούς και τη λεκτική περιγραφή τους. 

Υπάρχει επίσης διαφορά στην κατανοµή τους µεταξύ Β.Μ (Ν=9) και Τ.Μ (Ν=6) 

Σε µεγάλο βαθµό κυριαρχούν οι δραστηριότητες που εµφανίζουν το µοντέλο του 

εµβαδού ή επιφάνειας (Ν=11) µε παρόµοια συχνότητα εµφάνισης  ανάµεσα σε Β.Μ 

(Ν=6) και  Τ.Μ (Ν=5). 



95 

 

 

Εικόνα 12.20: Παράδειγµα δραστηριότητας που δεν εντοπίστηκε κανένα µοντέλο 

αναπαράστασης (Τετράδιο Μαθητή, β΄τεύχος, κεφ.15, σελ.6)  

 

Αξιοσηµείωτο είναι πως στα µοντέλα εµβαδού µε µεγαλύτερη συχνότητα 

αξιοποιούνται οι τετραγωνισµένες επιφάνειες που υποδηλώνουν τη µονάδα (το όλο), 

όπως, για παράδειγµα, στις δραστηριότητες που εµφανίζονται στις Εικόνες  12.17 και 

12.21. Στην τελευταία µάλιστα ζητείται από τους µαθητές να χρωµατίσουν κάθε φορά 

ένα συγκεκριµένο µέρος της µονάδας (2/10, 4/10, 5/100) και στη συνέχεια να 

σχηµατίσουν τον δεκαδικό αριθµό µε βάση τα µέρη που χρωµάτισαν. 

 

 

Εικόνα 12.21: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται το µοντέλο εµβαδού 

(Βιβλίο Μαθητή, κεφ.15, σελ. 41) 

 

Το µοντέλο µήκους ή µέτρησης αναδεικνύεται µέσα από ελάχιστες δραστηριότητες 

(Ν=3), µια δραστηριότητα σε Τ.Μ και τις υπόλοιπες στο Β.Μ. Για παράδειγµα, στη 

δραστηριότητα που εµφανίζεται στην Εικόνα 12.19 αναδεικνύεται η διάσταση του 

«µέτρου» ταυτόχρονα µε τη διάσταση «µέρους-όλου» και οι µαθητές µε οδηγό το 
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γαλλικό µέτρο συµπληρώνουν τις ισοδυναµίες των µονάδων µε δεκαδικά κλάσµατα 

και δεκαδικούς αριθµούς.  

Επίσης, σε άλλη δραστηριότητα (Εικ.12.22) χρησιµοποιείται η αριθµογραµµή και οι 

µαθητές πρέπει να συµπληρώσουν δεκαδικά κλάσµατα και δεκαδικούς αριθµούς 

αντίστοιχα πάνω σ’ αυτή. 

 

 

Εικόνα 12.22: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται το µοντέλο 

µέτρησης (Τετράδιο Μαθητή, β΄ τεύχος, κεφ.21,  σελ. 22)  

 

Τέλος, το µοντέλο συνόλων εµφανίζεται σε µία µόνο δραστηριότητα, η οποία 

βρίσκεται στο Β.Μ (Εικ. 12.23). Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα οι µαθητές 

καλούνται να  κατανοήσουν το ευρώ και τις υποδιαιρέσεις του και στη συνέχεια να 

συµπληρώσουν τις ισοδυναµίες που τους δίνονται µε στόχο τη σύνδεση δεκαδικών 

αριθµών και δεκαδικών κλασµάτων. 

 

 

Εικόνα 12.23: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύει το µοντέλο συνόλων 

(Βιβλίο Μαθητή, κεφ.16, σελ. 43)  
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Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τα µοντέλα αναπαράστασης του 

κλάσµατος στα σχολικά εγχειρίδια της ∆΄ τάξης παρουσιάζονται συγκεντρωτικά  

στον Πίνακα 7.5 και στο Σχήµα 5 που ακολουθούν. 

 

Πίνακας 7.5: Συχνότητα εµφάνισης των µοντέλων αναπαράστασης του 

κλάσµατος στα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών της ∆΄ τάξης 

 

Μοντέλα Αναπαράστασης Βιβλίο Μαθητή Τετράδια 

Εργασιών 

Σύνολο 

Εµβαδού ή Επιφάνειας 5 6 11 

Μήκους ή Μέτρησης  2 1 3 

Συνόλων 1 0 1 

Κανένα Μοντέλο 4 9 13 

ΣΥΝΟΛΟ  12 16            28 7     

 

 

 

                                                             

7 Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως είκοσι οχτώ 

(Ν=28). Προσµετρώνται, ωστόσο, οι δεκαπέντε (Ν=15) γιατί σε δεκατρείς (Ν=13) από τις 

δραστηριότητες, όπως προαναφέρθηκε, δεν εµφανίζεται κάποιο µοντέλο. Στον πίνακα όπου 

αναγράφεται  «κανένα µοντέλο» υποδεικνύεται ο αριθµός των δραστηριοτήτων που αφαιρούνται. 
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Σχήµα 5: Τα µοντέλα αναπαράστασης του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια 

της ∆΄ τάξης 

 

 

 

 

3.Β.3  Τα αναπαραστατικά µέσα των κλασµάτων  

Τα εξωτερικά  αναπαραστατικά µέσα που απαντώνται στο σύνολο των εγχειριδίων 

της ∆΄ τάξης και αφορούν στα κλάσµατα είναι ευδιάκριτα και στις 28 δραστηριότητες 

που καταγράφηκαν. Τα µέσα αναπαράστασης [χειραπτικά µέσα (γεωµετρικές 

επιφάνειες, πίτσες, ευθύγραµµα τµήµατα), σύµβολα, εικόνες, σχηµατικές 

αναπαραστάσεις (διαγράµµατα, πίνακες) και αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων] που υιοθετούνται στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών της ∆΄ 

τάξης λειτουργούν συνδυαστικά και όχι µε την ίδια συχνότητα. Εµφανίζεται, δηλαδή, 

ένας συνδυασµός των παραπάνω αναπαραστατικών µέσων σε αρκετές 

δραστηριότητες (Ν=11) προκειµένου να επιτευχθούν οι στόχοι της κάθε ενότητας 

αναφορικά µε τα κλάσµατα.  

Πιο συγκεκριµένα, τα χειραπτικά µέσα εµφανίζονται ελάχιστα (Ν=5) στο σύνολο 

των δραστηριοτήτων µε παρόµοια παρουσία,  σε Βιβλία Μαθητή (Ν=2) και Τετράδια 

Μαθητή (Ν=3).  
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Στις τελευταίες σελίδες του Βιβλίου του Μαθητή (Εικ. 12.24) υπάρχει χειραπτικό 

υλικό (καρτέλες) όπου οι µαθητές µπορούν να αξιοποιήσουν παράλληλα µε τις 

δραστηριότητες του βιβλίου. 

 

 

Εικόνα 12.24: Χειραπτικό υλικό σε καρτέλες (Βιβλίο Μαθητή, σελ.155)  

 

Στην Εικόνα 12.21  παρουσιάζεται µια δραστηριότητα από το Β.Μ στην οποία 

αξιοποιούνται, εκτός από το µοντέλο επιφάνειας, και τα χειραπτικά µέσα στη 

διδασκαλία της σύνδεσης των δεκαδικών κλασµάτων µε τους δεκαδικούς αριθµούς. 

Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα οι µαθητές καλούνται να χρωµατίσουν κάθε φορά 

ένα συγκεκριµένο µέρος της µονάδας (2/10, 4/10, 5/100)  και στη συνέχεια να 

σχηµατίσουν τον δεκαδικό αριθµό µε βάση τα µέρη που χρωµάτισαν.  

Τη µεγαλύτερη συχνότητα ως αναπαραστατικό µέσο  παρουσιάζει η «εικόνα» 

(Ν=14), η οποία εµφανίζεται στις µισές από τις δραστηριότητες των κλασµάτων, µε 

διακριτή διαφορά ανάµεσα σε Βιβλία Μαθητή (Ν=9) και Τετράδια Μαθητή (Ν=5). Η 

εικόνα ως αναπαραστατικό µέσο χρησιµοποιείται επίσης σε αρκετές δραστηριότητες 

(Ν=8) συνδυαστικά µε κάποια άλλα µέσα, όπως, για παράδειγµα, χειραπτικά µέσα 

και εικόνα (Ν=4), γραπτά σύµβολα και εικόνα (Ν=2) ή αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων και εικόνα (Ν=2).  

Στη δραστηριότητα της Εικόνας 12.25 η εικόνα στηρίζει διδακτικά την εισαγωγή και 

την αφόρµηση, συνδυάζοντας λεκτική περιγραφή και αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων που αφορά τα δεκαδικά κλάσµατα και τους δεκαδικούς αριθµούς. Οι 

µαθητές παρατηρώντας την εικόνα καλούνται µέσα από εµπράγµατες καταστάσεις -

τα αυτοκόλλητα για τα τετράδιά τους- να χρησιµοποιήσουν δεκαδικό κλάσµα ή 
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δεκαδικό αριθµό για να συµβολίσουν το ένα δέκατο (1/10) και τα έξι εκατοστά 

(6/100). Επίσης, τονίζεται η έκφραση «ένα από τα δέκα ίσα µέρη» ή «ένα από τα 

εκατό ίσα µέρη» που επαναλαµβάνεται ώστε να γίνει και λεκτικά η σύνδεση µε τους 

αντίστοιχους αριθµούς.  

 

 

Εικόνα 6.25: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύεται η εικόνα σε 

συνδυασµό µε λεκτική περιγραφή και αναπαραστάσεις πραγµατικών καταστάσεων 

ως αναπαραστατικά µέσα (Βιβλίο Μαθητή, κεφ. 15, σελ.40)  

 

 

Αντίστοιχα, οι δραστηριότητες που στηρίζονται σε γραπτά σύµβολα (Ν=10) και 

επιδιώκουν κυρίως την εµπέδωση και εξάσκηση των µαθητών καταλαµβάνουν έναν 

µεγάλο αριθµό στα Τ.Μ (Ν=9) σε αντίθεση µε αυτά του Β.Μ (Ν=1). Οι µαθητές 

καλούνται στη δραστηριότητα της Εικόνας 12.26, που αξιοποιεί µόνο γραπτά 

σύµβολα, να κυκλώσουν τα καταχρηστικά δεκαδικά κλάσµατα.  
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Εικ. 12.26: Παράδειγµα δραστηριότητας όπου αναδεικνύονται τα γραπτά σύµβολα 

ως αναπαραστατικό µέσο (Τετράδιο Μαθητή, τεύχος β΄, κεφ.15, σελ.7) 

 

Οι αναπαραστάσεις πραγµατικών καταστάσεων που αντλούνται από την 

καθηµερινότητα των µαθητών εµφανίζονται σε ελάχιστες δραστηριότητες (Ν=3), 

µόνο στο Βιβλίο του Μαθητή. Στην πλειοψηφία τους (Ν=2) χρησιµοποιούνται ως 

δραστηριότητες αφόρµησης και σε συνδυασµό πάντα µε  εικόνα και  λεκτική 

περιγραφή (Εικ. 6.25). 

Άλλο ένα παράδειγµα εισαγωγικής δραστηριότητας, όπου αξιοποιείται ένα από τα 

παιχνίδια των παιδιών µε τους στόχους και συνδυάζει τις πραγµατικές καταστάσεις, 

µε εικόνα, σύµβολο και λεκτική περιγραφή, δίνεται παρακάτω. Στη συγκεκριµένη 

δραστηριότητα (Εικ.12.27) οι µαθητές παρατηρώντας την εικόνα καλούνται να 

υπολογίσουν τους στόχους που πέτυχε το κάθε παιδί  (µε δεκαδικό  κλάσµα - 1/10, 

1/100 και δεκαδικό αριθµό – 0,1, 0,001) και να αντιληφθούν την ισοδυναµία τους. 

Οι λεκτικές περιγραφές εµφανίζονται ελάχιστα (Ν=3), µόνο στα Βιβλία Μαθητή, 

συνδυαστικά µε την εικόνα και την υποστηρίζουν σχεδόν σε όλες τις δραστηριότητες 

(Ν=2). Για παράδειγµα, οι δραστηριότητες που εµφανίζονται στις Εικόνες 12.18 και 

12.25 χρησιµοποιούν την εικόνα ως αναπαραστατικό  µέσο και υποστηρίζονται και 

από λεκτική περιγραφή ώστε να γίνουν καλύτερα κατανοητές. 

Λόγος χωρίς την εικόνα χρησιµοποιείται σε µια δραστηριότητα (Εικ. 12.28) 

κατευθύνοντας τον συλλογισµό των µαθητών ώστε να συνδέσουν τα κλάσµατα µε 

τους δεκαδικούς και την πράξη της διαίρεσης. 
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Εικόνα 12.27: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύεται η εικόνα σε 

συνδυασµό µε άλλα αναπαραστατικά µέσα (Βιβλίο Μαθητή,  κεφ. 22, σελ.58) 

 

 

Εικόνα 12.28: Παράδειγµα δραστηριότητας που αναδεικνύεται η λεκτική περιγραφή 

ως αναπαραστατικό µέσο (Βιβλίο Μαθητή,  κεφ. 24, σελ.63) 

 

Τέλος, από τα σχηµατικά µέσα χρησιµοποιείται µόνο ο πίνακας, σε µόλις τέσσερις 

δραστηριότητες, ισάριθµα µοιρασµένες  στα Τετράδια Μαθητή (Ν=2) και στα Βιβλία 

Μαθητή (Ν=2). Για παράδειγµα, στις δραστηριότητες της Εικόνας 12.29 αξιοποιείται 

ο πίνακας ως αναπαραστατικό µέσο και ενθαρρύνει τους µαθητές να καταγράψουν τις 

µετρήσεις τους (12.29α) µε διάφορους τρόπους (συµµιγής, δεκαδικός, δεκαδικό 

κλάσµα) ή να συµπληρώσουν µετατροπές από σύµβολα σε λέξεις και αντίστροφα 

(6.29β). 
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(α) 

  

(β) 

Εικόνα 6.29.α.β: Παράδειγµατα δραστηριοτήτων όπου αναδεικνύονται τα σχηµατικά 

µέσα  (πίνακας) ως αναπαραστατικά µέσα (α. Βιβλίο Μαθητή, 4
η
 επανάληψη, σελ. 

68,  β. Τετράδιο Μαθητή, κεφ. 24, σελ. 28) 

   

Τα στοιχεία για τις δραστηριότητες σε σχέση µε τα αναπαραστατικά µέσα του 

κλάσµατος στα σχολικά εγχειρίδια της ∆΄ τάξης παρουσιάζονται συγκεντρωτικά  

στον Πίνακα 8.6 και στο Σχήµα 6 που ακολουθούν. 
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Πίνακας 8.6: Συχνότητα εµφάνισης των αναπαραστατικών µέσων του κλάσµατος 

στα σχολικά εγχειρίδια των Μαθηµατικών της ∆΄ τάξης 

Αναπαραστατικά µέσα Βιβλίο Μαθητή Τετράδιο Εργασιών Σύνολο 

Χειραπτικά µέσα 2 3 5 

Εικόνες  9 5 14 

Γραπτά σύµβολα  1 9 10 

Πραγµατικές καταστάσεις 3 - 3 

Λεκτικές περιγραφές 3 - 3 

Σχηµατικά µέσα 2 2 4 

Σύνολο 20 19 398 

 

 

 

 

 

 

                                                             
8
 Σηµείωση: Οι δραστηριότητες που αφορούν στα κλάσµατα στο σύνολό τους καταγράφονται ως 

είκοσι οχτώ (Ν=28). Προσµετρώνται, ωστόσο, περισσότερες όταν εξετάζονται ως προς τα εξωτερικά 

αναπαραστατικά µέσα (Ν=39), γιατί όπως προαναφέρθηκε, σε αρκετές δραστηριότητες (Ν=11) 

αναδεικνύονται πέραν του ενός αναπαραστατικού µέσου προκειµένου να προσεγγίσουν την έννοια του 

κλάσµατος.  
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Σχήµα 6: Τα µέσα αναπαράστασης του κλάσµατος συνολικά στα εγχειρίδια της 

∆΄ τάξης 

 

 

 

 

 

3. Γ   Σύγκριση σχολικών εγχειριδίων Γ΄ και ∆΄ τάξης 

Στο τρίτο µέρος του κεφαλαίου επιχειρείται, µε βάση τα κριτήρια που έχουν τεθεί, η 

σύγκριση ανάµεσα στα εγχειρίδια των µαθηµατικών των δύο τάξεων, προκειµένου να 

ελεγχθεί η συνέπεια και η συνέχεια που εµφανίζουν τα εγχειρίδια σχετικά µε την 

έννοια του κλάσµατος ανάµεσα στις δύο συνεχόµενες τάξεις.  

Στα εγχειρίδια των Μαθηµατικών της Γ΄ τάξης καταγράφηκαν συνολικά 42 

δραστηριότητες, ενώ στα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης εµφανίστηκαν συγκριτικά λιγότερες 

δραστηριότητες (Ν=28) που αφορούν τη διδασκαλία των κλασµάτων. Μάλιστα οι 

περισσότερες από αυτές (Ν=26) αφορούν στα δεκαδικά κλάσµατα και τη σύνδεσή 

τους µε τους δεκαδικούς αριθµούς, κάτι που δεν συµβαίνει µε τόση έκταση στις 

δραστηριότητες των κλασµάτων στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης (Ν=10). 
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Σε σχέση µε την κατανοµή των δραστηριοτήτων σε Βιβλία Μαθητή και Τετράδια 

Μαθητή, οι δραστηριότητες στη ∆΄ τάξη είναι κατανεµηµένες σχεδόν ισάριθµα σε 

Β.Μ (Ν=13) και Τ.Μ (Ν=15). Ωστόσο, δεν παρατηρείται το ίδιο στη Γ΄ τάξη όπου τα 

Τ.Ε, στα οποία επιχειρείται η εξάσκηση και εµπέδωση, εµφανίζουν περισσότερες 

δραστηριότητες (Ν=25) και λιγότερες στα  Β.Μ (Ν=17) όπου υπάρχει η εισαγωγή και 

αφόρµηση στην έννοια του κλάσµατος.  

Τέλος, οι δραστηριότητες που αφορούν τα κλάσµατα στα εγχειρίδια και των δύο 

τάξεων εµφανίζονται σχεδόν σε ισάριθµα κεφάλαια, οκτώ στη Γ΄ και επτά στη ∆΄ 

τάξη. Επίσης και στις δυο τάξεις εµφανίζονται επαναληπτικές δραστηριότητες στο 

τέλος των αντίστοιχων ενοτήτων που αφορούν στα κλάσµατα.  

 

3.Γ.1  Σύγκριση σε σχέση µε τις διαστάσεις του κλάσµατος ανάµεσα στη Γ΄ και 

στη ∆΄ τάξη 

Συγκρίνοντας τα εγχειρίδια των δυο τάξεων µε βάση το πρώτο κριτήριο που αφορά 

στις διαστάσεις του κλάσµατος (µέρος-όλο, πηλίκο, µέτρο, τελεστής και  λόγος), 

παρατηρείται ότι στο σύνολο των δραστηριοτήτων της Γ΄ τάξης (Ν=42) 

αναδεικνύεται κάποια από τις διαστάσεις του κλάσµατος (Ν=40), ενώ  σε ελάχιστες 

(Ν=2) δεν αναγνωρίζεται κάποια διάσταση (5%). Αντίθετα, σχεδόν ισόποσα στις 

µισές από τις δραστηριότητες της  ∆΄ τάξης (Ν=16) αναδεικνύεται κάποια διάσταση 

του κλάσµατος (41%) και στις άλλες µισές παρατηρείται απουσία διαστάσεων (41%). 

 Η διάσταση «µέρος-όλο» είναι αυτή που κυριαρχεί στα εγχειρίδια των µαθηµατικών 

και των δύο τάξεων. Συγκεκριµένα, εµφανίζεται στη Γ΄ τάξη σε µεγάλο ποσοστό 

(79%) ενώ στη ∆΄ τάξη σε πολύ µικρότερη συχνότητα, σχεδόν στις µισές 

δραστηριότητες (41%). 

Η διάσταση «πηλίκο» εµφανίζεται σε τέσσερις δραστηριότητες στη ∆΄ τάξη (14%) 

ενώ µόλις δύο δραστηριότητες αναδεικνύουν το πηλίκο στη Γ΄ τάξη (5%). Αντίθετα, 

το «µέτρο» ως διάσταση εµφανίζεται σε περισσότερες δραστηριότητες στο σύνολο 

(11%) στη Γ΄ τάξη, ενώ µόλις µια δραστηριότητα αξιοποιεί το µέτρο στη ∆΄ τάξη για 

να αναδείξει την έννοια του κλάσµατος (4%).  

Τέλος, «ο λόγος» και «ο τελεστής» ως διαστάσεις του κλάσµατος δεν εµφανίζονται 

καθόλου στα εγχειρίδια και των δύο τάξεων για να υποστηρίξουν κάποιες από τις 
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δραστηριότητες που αφορούν τα κλάσµατα. Το Σχήµα 7 παρουσιάζει τα στοιχεία 

αυτά. 

Σχήµα 7:  Ποσοστιαία (%) σύγκριση στις  διαστάσεις του κλάσµατος ανάµεσα 

στη Γ΄ και στη ∆΄ τάξη 

 

 

 

3. Γ.2  Σύγκριση σε σχέση µε τα µοντέλα αναπαράστασης του κλάσµατος 

ανάµεσα στη Γ΄ και  στη ∆΄ τάξη 

Συγκρίνοντας τα εγχειρίδια των δυο τάξεων µε βάση το δεύτερο κριτήριο που αφορά 

στα µοντέλα αναπαράστασης του κλάσµατος (µοντέλα εµβαδού ή επιφάνειας, µήκους 

ή µέτρησης και συνόλων), παρατηρείται στη Γ΄ τάξη το σύνολο των δραστηριοτήτων 

να αναδεικνύει κάποιο µοντέλο, ενώ σε δυο µόνο δραστηριότητες απουσιάζουν τα 

µοντέλα (5%). Αντίθετα, στη ∆΄τάξη αναπαραστατικά µοντέλα εµφανίζονται περίπου 

στις µισές δραστηριότητες από το σύνολό τους (σε 15 από τις 28) και µεγάλο 

ποσοστό δραστηριοτήτων,  δεν εµφανίζουν κάποιο µοντέλο  (46%), 

Το µοντέλο «εµβαδού ή επιφάνειας» είναι αυτό που κυριαρχεί µε µεγάλη διαφορά 

και στις δύο τάξεις. Στη Γ΄ τάξη οι περισσότερες δραστηριότητες έχουν µοντέλα 

εµβαδού (67%)  και αξιοποιούν κυρίως την επιφάνεια για να αναδείξουν το κλάσµα. 

Ακολουθούν τα «µοντέλα συνόλων» (19%). Αντίθετα, στη ∆΄τάξη τα µοντέλα 
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επιφάνειας εµφανίζονται σε  µικρότερο ποσοστό (39%) µέσα από τετραγωνισµένες 

επιφάνειες που υποδηλώνουν τη µονάδα (όλο) εισάγοντας κυρίως τα δεκαδικά 

κλάσµατα. Με ελάχιστη παρουσία συχνότητας (Ν=4%) εµφανίζεται το µοντέλο 

συνόλων.  

Τέλος, ο µοντέλο «µήκους ή µέτρησης» παρουσιάζεται ελάχιστα στα εγχειρίδια και 

των δυο τάξεων µε παρόµοια συχνότητα εµφάνισης στη  Γ΄ (9%) και στη ∆΄ τάξη 

(11%). Οι περισσότερες δραστηριότητες που αξιοποιούν το µοντέλο του µέτρου 

αφορούν στα δεκαδικά κλάσµατα και στις δυο τάξεις. 

Τα παραπάνω στοιχεία παρουσιάζονται στο Σχήµα 8. 

Σχήµα 8: Ποσοστιαία (%) σύγκριση στα µοντέλα αναπαράστασης του 

κλάσµατος ανάµεσα στη Γ΄ και ∆΄ τάξη  

 

 

 

3.Γ.3  Σύγκριση σε σχέση µε τα αναπαραστατικά µέσα του κλάσµατος ανάµεσα 

στη Γ΄ και στη  ∆΄ τάξη 

Συγκρίνοντας τα εγχειρίδια των δυο τάξεων µε βάση το τρίτο  κριτήριο που αφορά τα 

εξωτερικά αναπαραστατικά µέσα  [χειραπτικά µέσα (γεωµετρικές επιφάνειες, 

πίτσες, ευθύγραµµα τµήµατα, νοµίσµατα), σύµβολα, εικόνες, σχηµατικές 
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αναπαραστάσεις (διαγράµµατα, πίνακες) και αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων] παρατηρείται πως στα εγχειρίδια και των δύο τάξεων, σε όλες τις 

δραστηριότητες, εµφανίζονται ποικίλα αναπαραστατικά  µέσα ώστε να εισάγουν και 

να ερµηνεύσουν τα κλάσµατα και τα δεκαδικά κλάσµατα. Επίσης, σε αρκετές 

δραστηριότητες εµφανίζεται ένας συνδυασµός των παραπάνω µέσων, γι’ αυτό και 

στην καταµέτρηση κάποιες δραστηριότητες τόσο στη Γ΄ (Ν=20) όσο και στη ∆΄ τάξη 

(Ν=11) προσµετρούνται περισσότερο από µία φορά.  

Τα αναπαραστατικά µέσα που υπερτερούν στα εγχειρίδια και των δύο τάξεων είναι τα 

χειραπτικά µέσα στη Γ΄ τάξη (28%), ενώ η εικόνα, κυρίως, στα εγχειρίδια της ∆΄ 

τάξης (36%), και µε µικρότερη την παρουσία της στη Γ΄ τάξη ( 21%) στηρίζει 

διδακτικά σε µεγάλο βαθµό την εισαγωγή και την αφόρµηση για τα κλάσµατα. 

Ακολουθούν τα γραπτά σύµβολα (18% και 25% Γ΄ και ∆΄ αντίστοιχα) ενώ τα 

υπόλοιπα αναπαραστατικά µέσα αξιοποιούνται λιγότερο παρουσιάζοντας µια  

φθίνουσα σειρά στη συχνότητα εµφάνισής τους, και για τις δύο τάξεις: 

αναπαραστάσεις πραγµατικών καταστάσεων (16% και 8%), µε µεγαλύτερη 

συχνότητα χρήσης στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης, λεκτικές περιγραφές (14% και 8%) 

που κυρίως λειτουργούν συνδυαστικά µε την εικόνα, και σχηµατικά µέσα (3% και 

10%) για τη Γ΄ και τη ∆΄ τάξη, αντίστοιχα, που καλύπτουν µικρότερο ποσοστό 

συχνότητας για την Γ΄ τάξη (µόλις σε δύο δραστηριότητες) ενώ εµφανίζουν 

µεγαλύτερη παρουσία στη ∆΄ τάξη. 

Η συχνότητα εµφάνισης των εξωτερικών αναπαραστατικών µέσων δεν παρουσιάζει 

οµοιογένεια για τις δύο τάξεις όπως φαίνεται από τα παραπάνω. Στο σύνολό τους τα 

σχολικά εγχειρίδια, ενώ αξιοποιούν ένα πλήθος διαφορετικών µέσων, αντίστοιχα δεν 

αναδεικνύουν την ίδια συχνότητα παρουσίας τους, στις δυο τάξεις. Στη Γ΄τάξη 

εµφανίζουν µια πιο οµοιόµορφη κατανοµή χωρίς µεγάλες αποκλίσεις (εκτός των 

σχηµατικών µέσων) ενώ στο σχολικό εγχειρίδιο της ∆΄ τάξης, κυριαρχούν κυρίως η 

εικόνα και τα γραπτά σύµβολα δίνοντας µια ανισοµερής κατανοµή στα υπόλοιπα 

µέσα. Τα παραπάνω στοιχεία παρουσιάζονται στο Σχήµα 9. 
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Σχήµα  9: Ποσοστιαία (%) σύγκριση στα µέσα αναπαράστασης του κλάσµατος 

ανάµεσα στη Γ΄ και ∆΄ τάξη 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4  

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ΣΥΖΗΤΗΣΗ 

 

Σκοπός της παρούσας  εργασίας ήταν αφενός να χαρτογραφηθούν οι δραστηριότητες 

που αφορούν στα κλάσµατα, στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών (Γ΄ και ∆΄ 

τάξης) και αφετέρου να αναδειχθεί η συχνότητα εµφάνισης των διαστάσεων 

(ερµηνειών) του κλάσµατος, των µοντέλων και των αναπαραστάσεων που τα 

συνοδεύουν. Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο, θα παρουσιαστούν τα κύρια ευρήµατα της 

παρούσας εργασίας και θα επιχειρηθεί η διατύπωση των περιορισµών κατά την 

υλοποίηση της έρευνας καθώς και προτάσεων για περεταίρω έρευνα.  

Βρέθηκαν συνολικά 70 δραστηριότητες, που αφορούν τη διδασκαλία για τα 

κλάσµατα. Παρόλο που είναι κατανεµηµένες σχεδόν σε ισάριθµα κεφάλαια στις δύο 

τάξεις (οκτώ και επτά, αντίστοιχα), η Γ΄ τάξη παρουσιάζει συγκριτικά µεγαλύτερο 

αριθµό δραστηριοτήτων σε σχέση µε τη ∆΄ τάξη [Γ΄(42), ∆΄(28)]. Ενδεχοµένως αυτό 

να οφείλεται στο γεγονός ότι στη Γ΄ τάξη υπάρχει ένα κεφάλαιο επιπλέον, αλλά και 

γιατί τα κλάσµατα ως νέα έννοια που εισάγονται για πρώτη φορά στη διδακτέα ύλη 

της Γ΄ τάξης, ίσως καταλαµβάνουν και µεγαλύτερη έκταση (∆.Ε.Π.Π.Σ.-Α.Π.Σ, 

2003).  

Από τις διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος στις δραστηριότητες που ελέγχθηκαν,  

σε µεγάλο εύρος εµφανίζεται η διάσταση του «µέρους-όλου» στα εγχειρίδια και των 

δυο τάξεων. Συγκεκριµένα,  καταγράφεται στο 79% των δραστηριοτήτων στη Γ΄ τάξη 

και στις µισές σχεδόν από τις δραστηριότητες της ∆΄ τάξης (41%). Ακολουθούν σε 

φθίνουσα σειρά και µε παρόµοια συχνότητα εµφάνισης οι δραστηριότητες που 

αναδεικνύουν το κλάσµα ως «πηλίκο-διαίρεση» (5%, 12%), και ως «µέτρηση» (11%, 

4%), αντίστοιχα για τη Γ΄ και τη ∆΄ τάξη. Ο µεγάλος αριθµός δραστηριοτήτων µε την 

ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέρους-όλου» σε συνδυασµό µε τον µικρό αριθµό 

παρουσίας των άλλων διαστάσεων, επιβεβαιώνουν την αρχική υπόθεση της εργασίας, 

πως, η διάσταση του µέρους-όλου πιθανόν να επικρατεί στα εγχειρίδια των 

µαθηµατικών των δύο τάξεων, αλλά και προηγούµενα ερευνητικά αποτελέσµατα των 

Charalambous και Pita-Pantazi (2007) και Nguyen, Duong και Phan (2017), οι οποίοι 

βρήκαν πως  η διάσταση του «µέρους-όλου» κατέχει το µεγαλύτερο µέρος στα 

εγχειρίδια της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης σε Κύπρο και Βιετνάµ, αντίστοιχα, και 

χρησιµοποιείται προκειµένου να εισαχθεί και να διδαχθεί η έννοια του κλάσµατος. 

Μια πιθανή εξήγηση, που θα µπορούσε να αιτιολογήσει το µεγάλο ποσοστό της 
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συγκεκριµένης ερµηνείας του κλάσµατος, αποτελεί το γεγονός ότι, όπως 

υποστηρίζουν οι Κieren (1976), Cramer και Whitney (2010) και  van de Walle 

(2015), το «µέρος-όλο» θεωρείται ως το θεµέλιο για την ανάπτυξη και των άλλων 

διαστάσεων (πηλίκο, µέτρο, τελεστής και λόγος). Υποστηρίζουν µάλιστα πως το 

«µέρος-όλο» αποτελεί την πρώτη ερµηνεία, το σηµείο εκκίνησης ώστε να γνωρίσουν 

οι µαθητές τα κλάσµατα, αλλά, και να αντιληφθούν βασικές έννοιες όπως τον 

διαµερισµό, τα ισοµεγέθη τµήµατα και να κατανοήσουν βαθύτερα την έννοια της 

µονάδας. Η έντονη παρουσία δραστηριοτήτων «µέρους-όλου» στα σχολικά εγχειρίδια 

των µαθηµατικών εξηγεί, κατά τη Νi (1999), τόσο τη µεγάλη εξοικείωση µαθητών 

της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης µε αναπαραστάσεις για το µέρος-όλο (σε µοντέλα 

περιοχής, µοντέλα τµήµατος γραµµής και µοντέλα συνόλων), όσο και τη δυσκολία 

τους στην ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέτρου».  

Πολλοί ερευνητές (Behr et al., 1983. Martine, 2007,  στο van de Walle et al., 2017) 

εξετάζοντας τις διαστάσεις του κλάσµατος υποστηρίζουν πως οι µαθητές µέσα από 

δραστηριότητες που αφορούν στην ερµηνεία του κλάσµατος ως «µέτρου» µπορούν 

να κατανοήσουν καλύτερα τη µέτρηση, τη σύγκριση και την ποσοτικοποιήση του 

κλάσµατος. Τη θέση αυτή, δε φαίνεται να ακολουθούν τα εγχειρίδια των 

µαθηµατικών της Γ΄ και ∆΄ τάξης όπου εµφανίζουν περιορισµένη την παρουσία του 

κλάσµατος ως «µέτρου», ιδιαίτερα τα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης, µε µόλις µία 

δραστηριότητα. Είναι πιθανό, το γεγονός αυτό να περιορίζει αντίστοιχα και τις 

ευκαιρίες που έχουν οι µαθητές να δουλέψουν τα κλάσµατα µέσα από µια 

διαφορετική ερµηνεία τους, προκειµένου να αντιληφθούν νέες έννοιες στους 

κλασµατικούς αριθµούς όπως για παράδειγµα, τη διαδοχικότητα, την πυκνότητα, το 

άπειρο (Lamon, 1999. Ni, 2002, στο Γαγάτσης κ.α., 2006) καθώς και να επιχειρήσουν 

έργα σύγκρισης ή διάταξης κατανοώντας τις σχέσεις µεταξύ τους (Yanik, Helding & 

Flores, 2008) µέσα από την προσέγγιση του κλάσµατος ως «µέτρου». 

Παρόµοια, το κλάσµα ως «πηλίκο-διαίρεση» εµφανίζει χαµηλά ποσοστά παρουσίας, 

µε µόνο δύο δραστηριότητες στη Γ΄ τάξη (5%) να αναδεικνύουν το κλάσµα ως 

«πηλίκο» παράλληλα µε την ερµηνεία του «µέρους-όλου». Ενδεχοµένως το εύρηµα 

αυτό να δείχνει µια ταυτόχρονη προσέγγιση των δύο διαστάσεων του κλάσµατος και 

διδακτικά, πιθανόν, να είναι ένας τρόπος ώστε να αξιοποιηθούν οι δύο ερµηνείες του 

κλάσµατος συνδυαστικά, προκειµένου να αντιληφθούν οι µαθητές τη σύνθετη φύση 

του. Ωστόσο, η ελάχιστη παρουσία του κλάσµατος ως διαίρεση µέσα στα σχολικά 

εγχειρίδια των µαθηµατικών (5%, 14%) δεν συγκλίνει µε τη θέση αρκετών 
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ερευνητών. Για παράδειγµα, οι Pitkethly και Hunting (1996), Lin και Huang (1993) 

και Xu (1998) περιγράφουν το µοίρασµα, ως το κλειδί για την οικοδόµηση της 

κλασµατικής έννοιας. Όπως υποστηρίζουν, οι καταστάσεις διαχωρισµού και 

διαµέρισης στις δραστηριότητες µε κλάσµατα βοηθούν τους µαθητές να κατανοήσουν 

ευκολότερα το κλάσµα ως αριθµό καθώς και να το αντιληφθούν ως διαίρεση. Στη 

διαµέριση και ποσοτικοποίηση του κλάσµατος, όπως κατέδειξαν άλλες µελέτες 

(Clarke, Roche, Mitchell & Sukenik, 2006. Desli 1994, στο Νunes & Bryant, 2007) 

συντελεί η έννοια «του µισού» προκειµένου οι µαθητές να αναπτύξουν εννοιολογική 

γνώση µέσω των λογικών σχέσεων που διέπουν τα κλάσµατα. Παρά το γεγονός ότι 

στη Γ΄ τάξη εισάγεται, σύµφωνα µε το ελληνικό αναλυτικό πρόγραµµα, η διδασκαλία 

στα κλάσµατα, δεν βρέθηκε κάποια δραστηριότητα που να ενισχύει µε καταστάσεις 

διαµερισµού-διαίρεσης  την εννοιολογική προσέγγιση.  

Τέλος, το κλάσµα, ως λόγος και ως τελεστής, δεν εµφανίζεται σε καµία από τις 

δραστηριότητες των σχολικών εγχειριδίων των µαθηµατικών της Γ΄ και της ∆΄ τάξης. 

Το αποτέλεσµα αυτό θα µπορούσε ενδεχοµένως να εξηγηθεί από το γεγονός ότι οι 

έννοιες του λόγου και της αναλογίας εισάγονται στις τελευταίες τάξεις της 

πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης (Στ΄ ∆ηµοτικού), σύµφωνα µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα 

Σπουδών (Α.Π.Σ) των Μαθηµατικών στην Πρωτοβάθµια Εκπαίδευση, καθώς η 

έννοια του «λόγου» θεωρείται πιο σύνθετη και η κατανόησή της δυσκολότερη 

(Τύπας, 2005). Παρόµοια, µια πιθανή εξήγηση στην απουσία της ερµηνείας του 

κλάσµατος ως «τελεστή» στα εγχειρίδια και των δυο τάξεων θα µπορούσε να 

αποτελεί το γεγονός ότι στη διδακτέα ύλη των µαθηµατικών των δύο τάξεων δεν 

περιλαµβάνονται οι πράξεις µε τα κλάσµατα και, πιο συγκεκριµένα, ο 

πολλαπλασιασµός. Σύµφωνα µε τους Γαγάτσης κ.ά. (2006) και Charalambous και 

Pita-Pantazi (2007), για να αντιληφθούν οι µαθητές την ερµηνεία του τελεστή 

καλύτερα, θα πρέπει να διδαχθούν τον πολλαπλασιασµό κλασµάτων. Να είναι, 

δηλαδή, ικανοί να ερµηνεύουν κάθε µετασχηµατισµό του µε ποικίλους τρόπους ( π.χ., 

το 3/4 να αναγνωρίζεται ως 3 × 1/4 της µονάδας, το 3/4 είναι τρεις φορές το 1/4 του 

όλου-της µονάδας ή 1/4 × 3 µονάδες ) ώστε να µπορούν να εξηγούν, κάθε φορά, πώς 

έφτασαν στο αποτέλεσµα της πράξης. Από τη στιγµή λοιπόν που οι µαθητές δεν 

αντιµετωπίζουν αντίστοιχα πολλαπλασιαστικά έργα µε κλάσµατα, δεν τους δίνεται 

παράλληλα και η ευκαιρία να γνωρίσουν άλλη µία ερµηνεία του κλάσµατος ως 

«τελεστή» ή και να αντιληφθούν µέσα από τη «λειτουργία του τελεστή» καλύτερα 
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κάποιες έννοειες π.χ. την έννοια της ισοδυναµίας (Behr et al., 1993. Marshall, 1993,  

στο Charalambous & Pita-Pantazi, 2007).  

Επιβεβαιώνοντας την αρχική υπόθεση της εργασίας, το µοντέλο «εµβαδού ή 

επιφάνειας» είναι αυτό που κυριαρχεί µε τη µεγαλύτερη συχνότητα παρουσίας στη Γ΄ 

τάξη (67%) µέσα από γεωµετρικά σχήµατα (κύκλους, τετράγωνα, ορθογώνια), πίτες, 

πίτσες και σοκολάτες. Το µοντέλο «εµβαδού» αξιοποιείται, επίσης, µέσα από 

τετραγωνισµένες επιφάνειες για να εισαγάγει στα δεκαδικά κλάσµατα στη ∆΄ τάξη σε 

ένα µεγάλο εύρος δραστηριοτήτων (39%). Το εύρηµα αυτό βρίσκεται σε συµφωνία 

µε τους Γαγάτσης κ.α. (2006) και van de Walle et al.,  (2017)  οι οποίοι υποστηρίζουν 

πως η επιφάνεια και τα µοντέλα εµβαδού (µέσα από γεωµετρικά σχήµατα) βοηθούν 

στην εισαγωγική προσέγγιση του κλάσµατος για τους µαθητές, αλλά αποτελούν και 

κατάλληλα µοντέλα για την επίλυση των έργων ίσης µοιρασιάς, που ενισχύουν την 

κατανόηση στα κλάσµατα. Το γεγονός αυτό θα µπορούσε να προσφέρει µια πιθανή 

εξήγηση για τη µεγάλη συχνότητα που εµφανίζει η παρουσία δραστηριοτήτων µε  

συνεχείς επιφάνειες που αφορούν στα κλάσµατα στα σχολικά εγχειρίδια και των δύο 

τάξεων του δηµοτικού σχολείου. Το αποτέλεσµα αυτό, επίσης, υποστηρίζει τη θέση 

του Λεµονίδη (2016) ο οποίος, προτείνοντας µια αναπροσαρµογή στα ελληνικά 

σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών σε σχέση µε τους ρητούς αριθµούς και τα 

κλάσµατα, πιο συγκεκριµένα, αναφέρει πως τόσο τα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών όσο και η τακτική των εκπαιδευτικών κατά τη διδασκαλία των 

κλασµάτων επικεντρώνονται στη δοµή του κλάσµατος ως µέρους-όλου και την 

κατανόησή του µέσα από τα µοντέλα εµβαδού (χρήση κύκλων ή άλλων γεωµετρικών 

σχηµάτων χωρισµένων σε ίσα µέρη). Ωστόσο, η εκτεταµένη χρήση της στερεότυπης 

µορφής των µοντέλων εµβαδού στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών (π.χ. ο 

χωρισµός του τετραγώνου σε τέταρτα) αφενός θεωρείται ως εισαγωγική και προσιτή 

προσέγγιση του κλάσµατος για τους µαθητές και, αφετέρου, δεν εξασφαλίζει 

εννοιολογικά την οικοδόµηση της έννοιας. Σύµφωνα µε άλλα ερευνητικά ευρήµατα 

(Καλδρυµίδου & Κοντοζήσης, 2003, στο Γαγάτσης κ.α., 2006) οι µαθητές, ιδιαίτερα 

σε µικρότερες τάξεις, για παράδειγµα στη  Γ΄ τάξη, δεν γνωρίζουν καλά τα 

γεωµετρικά σχήµατα, τις ιδιότητες και τις σχέσεις των µερών τους προκειµένου να 

κατανοήσουν άµεσα προφανείς σχέσεις που δηµιουργούνται και να τις αξιοποιήσουν 

στα κλάσµατα. Για παράδειγµα, ο συνήθης χωρισµός γεωµετρικών σχηµάτων 

(κύκλος, τετράγωνο) οδηγεί τους µαθητές στο σωστό αποτέλεσµα, ωστόσο, δεν 

βοηθάει τα παιδιά να αντιληφθούν ότι µπορούν να δηµιουργηθούν εκτός από ίσα 
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µέρη και µέρη ισοδύναµα σε µέγεθος, που να αναπαριστούν την ίδια ποσότητα, π.χ. 

χωρισµός τριγώνου.   

Σε αντίθεση µε τη χρήση των «µοντέλων επιφάνειας», τα µοντέλα «µήκους ή 

µέτρησης» µέσα από λωρίδες χαρτιού, ευθύγραµµα τµήµατα ή την αριθµογραµµή 

απαντώνται ελάχιστα στα εγχειρίδια και των δυο τάξεων. Αν και αρκετοί ερευνητές 

(Clarke et al., 2008. Usiskin, 2007. Siegler et al., 2010, στο van de Valle et al., 2017) 

θεωρούν πως τα µοντέλα µήκους βοηθούν τους µαθητές στην εννοιολογική 

κατανόηση των κλασµατικών αριθµών και γι’ αυτό θα πρέπει να χρησιµοποιούνται 

ως βασικά εργαλεία, κατά προτεραιότητα, στη διδασκαλία τους, η εµφάνισή τους στα 

εγχειρίδια των µαθηµατικών των δύο τάξεων είναι περιορισµένη (9%, 11%), 

ενδεχοµένως λόγω της κυριαρχίας του µοντέλου επιφάνειας. Ωστόσο, είναι πιθανόν η 

περιορισµένη εµφάνισή τους να ακολουθεί ερευνητικά ευρήµατα που υποστηρίζουν 

ότι η χρήση τους είναι δύσκολη. Για παράδειγµα ο Kilpatrick και οι συνεργάτες του 

(2001, στο Σκουµπουρδή, 2009) βρήκαν πως, όταν δόθηκε σε µαθητές (Γ΄, ∆΄ και Ε΄ 

τάξης) ο χάρακας ως εργαλείο µέτρησης, ελάχιστοι κατανόησαν ότι κάθε σηµείο στην 

κλίµακα του χάρακα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως αφετηρία. Επίσης, µαθητές της 

ίδιας ηλικίας δυσκολεύτηκαν να τοποθετήσουν το κλάσµα 7/8 σε µια αριθµογραµµή 

που είναι χωρισµένη σε τέταρτα, δεύτερα ή δέκατα έκτα (Baturo, 2004). Με άλλα 

λόγια, αν και η αριθµογραµµή  αποτελεί βασικό και αποτελεσµατικό αναπαραστατικό 

εργαλείο για την κατανόηση της σχέσης των κλασµάτων µε τους φυσικούς αριθµούς, 

την κατανόηση της πυκνότητας των κλασµάτων αλλά και της σχέσης τους µε τη 

µονάδα, είναι την ίδια στιγµή ένα πολύπλοκο µοντέλο µέτρησης, λόγω της διπλής 

λειτουργίας της (εικόνα και σύµβολο) ως οπτικό µοντέλο (Ni & Zhou, 2005. Fazio & 

Siegler, 2011. Bright, Behr, Post & Wachsmuth, 1988, στο van de Walle et al., 2017). 

Η συχνότερη παρουσία των µοντέλων του µήκους στα σχολικά εγχειρίδια των 

µαθηµατικών είναι πιθανόν να ενίσχυε και την εννοιολογική κατανόηση των 

κλασµάτων από τους µαθητές, δίνοντας επιπλέον ευκαιρίες και τρόπους προσέγγισης 

στην πολυσύνθετη έννοια του κλάσµατος (Usiskin, 2007. Clarke et al., 2008. Lortie-

Forgues, Tian & Siegler, 2015).  

 Περιορισµένη είναι ωστόσο, και η παρουσία των «συνόλων», ως µοντέλων 

αναπαράστασης στα εγχειρίδια των µαθηµατικών της Γ΄ τάξης (19%) και ελάχιστη σε 

αυτό της ∆΄ τάξης (4%), µε δραστηριότητες που κάνουν αναφορά σε διακριτές 

ποσότητες όπως καραµέλες, χελιδόνια και νοµίσµατα. Προηγούµενα ερευνητικά 

αποτελέσµατα (Lamon, 1999. Marshall, 1993, στο Charalambous & Pita-Pantazi, 
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2007) µαρτυρούν ότι η διδασκαλία του κλάσµατος µέσα από διακριτές ποσότητες 

(σύνολο αντικειµένων, οµάδα ανθρώπων ή ζώων) δεν είναι εύκολη και εµφανίζεται 

ελάχιστα στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών. Μια πιθανή εξήγηση της 

δυσκολίας που εµφανίζουν, η οποία περιορίζει τη συχνότητα παρουσίας τους σε 

δραστηριότητες των κλασµάτων στα σχολικά εγχειρίδια, θα µπορούσε να αποτελεί το 

γεγονός ότι πολλές φορές το περιεχόµενο (στοιχεία) των συνόλων δεν είναι 

οργανωµένο σε τόσες ισοδύναµες οµάδες όσες λέει ο παρονοµαστής του κλάσµατος, 

µε αποτέλεσµα οι µαθητές τους  να δυσκολεύονται στη διαχείρισή τους (van de Walle 

et al., 2017). Όπως αναφέρουν οι Φιλίππου και Χρίστου (1995), συχνά οι µαθητές, 

όταν καλούνται να εντοπίσουν το µέρος ενός συνόλου σε διακριτές ποσότητες, 

απαντούν µε κλάσµα και αναφέρονται σε λόγο και όχι σε µέρος από το σύνολο των  

αντικειµένων (της µονάδας) που τους δίνεται, εύρηµα που υποδηλώνει τη δυσκολία 

τους να αντιληφθούν τη σχέση της µονάδας (µέρους) µε το όλο.  

Τα µοντέλα αναπαράστασης στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών των δύο 

τάξεων (Γ΄ και ∆΄) αναδεικνύονται µέσα από τη χρήση ποικιλίας αναπαραστατικών 

µέσων (γεωµετρικές επιφάνειες, πίτσες, ευθύγραµµα τµήµατα, σύµβολα, εικόνες και 

σχηµατικές αναπαραστάσεις) που κατανέµονται σχεδόν ισόποσα σε Τετράδια 

εργασιών και Βιβλία µαθητή, όµως διαφέρουν σε συχνότητα εµφάνισης. Αυτή η 

ποικιλία των µέσων στις δραστηριότητες φαίνεται να βρίσκεται σε συµφωνία µε 

ευρήµατα (Σκουµπουρδή, 2009. Fan & Zhu, 2007. Baturo, 2004. Charalambous & 

Pitta-Pantazi, 2007. Misquitta, 2011) που δείχνουν ότι τα ποικίλα αναπαραστατικά 

µέσα συντελούν θετικά στη διδασκαλία προκειµένου οι µαθητές να κατανοήσουν, και 

να ερµηνεύσουν τις σχέσεις που εµπεριέχονται στους κλασµατικούς αριθµούς. 

Οι συνεχείς γεωµετρικές επιφάνειες (τετράγωνο, κύκλος, ορθογώνιο), η πίτα, οι 

πίτσες κ.λ.π. ως χειραπτικά µέσα, βρέθηκε να εµφανίζονται µε τη µεγαλύτερη 

συχνότητα (28%) στα εγχειρίδια της Γ΄ τάξης, επιβεβαιώνοντας εν µέρει την αρχική 

υπόθεση της εργασίας ότι στερεοτυπικά γεωµετρικά σχήµατα (κύκλος, τετράγωνο) 

και εικόνες θα εµφανίζονται συχνότερα προκειµένου να αναδείξουν την έννοια του 

κλάσµατος στα εγχειρίδια. Το εύρηµα αυτό συγκλίνει και µε τη θέση που 

υποστηρίζουν οι Γαγάτσης κ.α. (2006) ότι η διδασκαλία της έννοιας του κλάσµατος 

στηρίζεται σε µεγάλο βαθµό σε στερεοτυπικές αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν 

το εµβαδόν ή τις γεωµετρικές επιφάνειες προκειµένου να αναδείξουν τα 

χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες των κλασµατικών αριθµών. Η επανάληψη αυτή που 

παρατηρείται σε συγκεκριµένα αναπαραστατικά µέσα (µοντέλα επιφάνειας), όπως 
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αναφέρουν οι ίδιοι ερευνητές, ενισχύει τη δυσκολία των µαθητών να αντιληφθούν το 

κλάσµα ως µία ποσότητα, ως αριθµό που προέρχεται από τη σχέση που υπάρχει 

ανάµεσα στον αριθµητή µε τον παρονοµαστή γιατί ακολουθώντας πάντα την ίδια 

διαδικασία, καταµετρούν τόσα µέρη όσα υπαγορεύει ο αριθµητής του κλάσµατος και 

σκιάζουν τη δοσµένη επιφάνεια ενισχύοντας την προσοχή τους µόνο στον αριθµητή, 

αγνοώντας τον παρονοµαστή. Στη θέση αυτή συγκλίνουν και οι Nguyen, Duong και 

Phan (2017), οι οποίοι, επιβεβαιώνουν ένα στερεοτυπικό σύστηµα δραστηριοτήτων 

στα σχολικά εγχειρίδια της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης, για τη διδασκαλία των 

κλασµάτων στο Βιετνάµ, το οποίο στηρίζεται στην επιφάνεια και αναδεικνύει το 

«µέρος-όλου». Οι ίδιοι ερευνητές επισηµαίνουν την έλλειψη αντι-παραδειγµάτων στα 

σχολικά εγχειρίδια και θεωρούν την παρουσία τους ιδιαίτερα χρήσιµη ώστε να 

κατανοήσουν οι µαθητές την έννοια του κλάσµατος (π.χ. µια επιφάνεια που  

χωρίζεται σε άνισα µέρη). 

Οι εικονικές αναπαραστάσεις κυριαρχούν στα εγχειρίδια της ∆΄ τάξης (36%) και 

εµφανίζονται σε µεγάλο βαθµό στηρίζοντας εισαγωγικά τη νέα έννοια (κυρίως στα 

δεκαδικά κλάσµατα και δεκαδικούς αριθµούς) δίνοντας βασικές πληροφορίες για 

προβληµατισµό. Αντίθετα, στη Γ΄ τάξη η παρουσία της εικόνας είναι πιο 

περιορισµένη (21%) και λειτουργεί συνδυαστικά µε τα µοντέλα συνόλων 

(απεικονίζοντας αντικείµενα) και τις λεκτικές περιγραφές ενισχύοντας και 

οργανώνοντας πιθανόν πιο ευχάριστα για τους µαθητές τις πληροφορίες. Παρόµοια, 

τα γραπτά σύµβολα αξιοποιούνται, µε µεγάλη συχνότητα (25%) στη ∆΄ τάξη αµέσως 

µετά την εικόνα και υποστηρίζουν κυρίως, όπως και στη Γ΄ τάξη (18%), 

δραστηριότητες µε αριθµητικές πράξεις εξάσκησης και εµπέδωσης. 

Τα υπόλοιπα αναπαραστατικά µέσα [λεκτικές περιγραφές-πρόβληµα, σχηµατικές 

αναπαραστάσεις (πίνακες, διαγράµµατα)] παρουσιάζονται περιορισµένα. Η µικρή 

ηλικία των µαθητών ενδεχοµένως περιορίζει την παρουσία τους. Ωστόσο, αυτό δεν 

συνάδει µε τους Anghileri (2001), Gagatsis et al. (2004) και van de Walle (2005) που 

τα θεωρούν σηµαντικά επικοινωνιακά εργαλεία γιατί ενισχύουν την επικοινωνία των 

ιδεών και την ανάπτυξη µαθηµατικών συζητήσεων µεταξύ των µαθητών που τα 

χρησιµοποιούν.  

Εξετάζοντας συγκριτικά το σύνολο των δραστηριοτήτων που καταγράφονται στα 

εγχειρίδια και των δύο τάξεων, όπως προαναφέρθηκε, η κατανοµή τους είναι άνιση. 

Εµφανίζονται περισσότερες δραστηριότητες στη Γ΄ τάξη (42, από τις συνολικά 70 
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δραστηριότητες), και µόνο 28 στη ∆΄τάξη οι οποίες στην πλειοψηφία τους καλύπτουν 

τη διδασκαλία των δεκαδικών κλασµάτων (µόλις δύο δραστηριότητες αφορούν στα 

κλάσµατα). Το εύρηµα αυτό πιθανότατα εξηγείται από τη διαφοροποίηση στους 

στόχους που τίθενται από το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών (Α.Π.Σ., 2003), για τα 

Μαθηµατικά του δηµοτικού σχολείου στις δύο συνεχόµενες τάξεις. Πιο 

συγκεκριµένα, για την ∆΄ τάξη του δηµοτικού σχολείου, τα κλάσµατα 

συµπεριλαµβάνονται στη θεµατική ενότητα των δεκαδικών αριθµών και οι στόχοι 

επικεντρώνονται στη σχέση δεκαδικών αριθµών και δεκαδικών κλασµατικών 

αριθµών, τις µετατροπές τους από τη µια µορφή στην άλλη, τη σύγκριση και την 

τοποθέτησή τους στην αριθµογραµµή. Αντίθετα, για την Γ΄ τάξη, οι στόχοι που 

τίθενται εστιάζουν κυρίως στην κλασµατική µονάδα και την ανάπτυξη της 

ικανότητας των µαθητών µέσα από ποικίλες αναπαραστάσεις να γνωρίσουν και να 

κατανοήσουν τα κλάσµατα (Α.Π.Σ., 2003).  

Αρκετές διαφοροποιήσεις ανάµεσα στις δύο τάξεις παρατηρούνται αναφορικά µε τη 

συχνότητα που εµφανίζουν οι διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος και τα µοντέλα 

που υιοθετούνται για να αναδειχθεί το κλάσµα. Πιο συγκεκριµένα, σχεδόν στις µισές 

δραστηριότητες (41%) της ∆΄ τάξης δεν εµφανίζεται κάποια διάσταση, µε το 

αντίστοιχο ποσοστό στη Γ΄ τάξη να είναι στο 7% των δραστηριοτήτων. Παρόµοια, 

στη ∆΄ τάξη παρατηρείται απουσία µοντέλων στο µεγαλύτερο ποσοστό των 

δραστηριοτήτων (46%), ενώ στη Γ΄ τάξη ελάχιστες δραστηριότητες στερούνται 

αναπαραστατικών µοντέλων (5%). Είναι πιθανόν, αυτές οι αποκλίσεις να σχετίζονται 

µε το γεγονός ότι οι δυο τάξεις στοχεύουν σε διαφορετικές µαθηµατικές έννοιες (π.χ., 

∆΄ τάξη, δεκαδικά κλάσµατα, δεκαδικοί αριθµοί – Γ΄ τάξη, κλασµατική µονάδα, 

δεκαδικά κλάσµατα) και  απευθύνονται σε διαφορετικές ηλικίες  µαθητών.  

Παράλληλα, µια πλούσια ποικιλία αναπαραστατικών µέσων υπάρχει στα εγχειρίδια 

και των δύο τάξεων. Ένας εύστοχος συνδυασµός των µέσων (π.χ. λεκτική περιγραφή, 

εικόνα, εµπράγµατες καταστάσεις και πίνακες) εµπλουτίζει τις δραστηριότητες στα 

κλάσµατα αλλά η συχνότητα παρουσίας τους εµφανίζει εν µέρει σταθερότητα, 

συνέπεια και συνέχεια ανάµεσα στις δυο τάξεις. Ενώ στη Γ΄ τάξη βρέθηκε να υπάρχει 

ποικιλία αναπαραστατικών µέσων µε παρόµοια συχνότητα εµφάνισης [(χειραπτικά 

µέσα (28%), εικόνες (21%), γραπτά σύµβολα (18%), αναπαραστάσεις πραγµατικών 

καταστάσεων (16%)], στη ∆΄ τάξη οι εικόνες (36%) και τα γραπτά σύµβολα (25%) 

κυριαρχούν, παρουσιάζοντας µια µονοµέρεια στα µέσα που αξιοποιούνται. Το 

γεγονός αυτό δεν ακολουθεί τα ερευνητικά ευρήµατα (van de Walle et al., 2017.  
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Misquitta, 2011. Λεµονίδης, 2016) που υποστηρίζουν πως ο χειρισµός µιας έννοιας 

µέσα από διαφορετικά σηµειολογικά συστήµατα λειτουργεί θετικά και συµβάλλει 

στην ανάπτυξη ευελιξίας ώστε οι µαθητές να προσεγγίσουν την ίδια έννοια µέσα από 

άλλα πλαίσια, που τους ταιριάζουν και τα κατανοούν καλύτερα. Αντίθετα, τη θέση 

αυτή, της χρήσης των διαφορετικών αναπαραστατικών µέσων και των περασµάτων 

από τη µία αναπαράσταση στην άλλη, φαίνεται να ακολουθούν τα εγχειρίδια της Γ΄ 

τάξης. Για παράδειγµα, µέσα από δύο δραστηριότητες παρουσιάζεται ένα «παιχνίδι 

ρόλων». Οι µαθητές υποδύονται διάφορους ρόλους, όπως τους πρακτικούς 

(χρησιµοποιούν χειραπτικά µέσα - αντικείµενα), τους λογοτέχνες, τους ζωγράφους 

και τους µαθηµατικούς και, εναλλάσσοντας τους ρόλους τους, µεταφράζουν το 

κλάσµα που τους δίνεται κάθε φορά. Για παράδειγµα, οι λογοτέχνες εκφράζουν το 

κλάσµα στην οµιλούµενη γλώσσα, δηλαδή γράφουν τις κλασµατικές µονάδες µε 

αριθµολέξεις (ένα τέταρτο), οι ζωγράφοι εκφράζονται µε εικόνες (σχεδιάζουν), οι 

µαθηµατικοί µε γραπτά σύµβολα και οι πρακτικοί κόβουν κάποιο αντικείµενο π.χ. 

φρούτα, πίτες, κ.λ.π 

Τις διαφορές και αποκλίσεις ανάµεσα στις δύο συνεχόµενες τάξεις επιχειρεί τα 

τελευταία χρόνια να περιορίσει το Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής (Πράξη 

33/267-2018 ∆.Σ.), που δίνει προτεινόµενες διορθώσεις στη διδακτέα ύλη και οδηγίες 

για τη διδασκαλία των Μαθηµατικών σε όλες τις τάξεις του δηµοτικού σχολείου. 

Ενδεικτικά, για τα κλάσµατα στη ∆΄ τάξη αναφέρεται: «άκρως απαραίτητο να 

αφιερωθεί περισσότερος χρόνος, πέραν του προτεινόµενου από το εγχειρίδιο, στη 

µελέτη των κλασµάτων, ώστε η ∆΄ τάξη να αποτελέσει σηµαντική γέφυρα µεταξύ της Γ΄ 

και Ε΄» (σελ.50). 

Μέσα από τη χαρτογράφηση και ανάλυση των δραστηριοτήτων που αφορούν στα 

κλάσµατα, στις δυο συνεχόµενες τάξεις του δηµοτικού σχολείου, επιχειρήθηκε να 

αναδειχθεί ο τρόπος που συµβάλλουν τα ελληνικά εγχειρίδια προκειµένου να 

κατακτηθεί η µαθηµατική γνώση για τα κλάσµατα στη Γ΄ και στη ∆΄ δηµοτικού. 

Έγινε προσπάθεια να φανούν οι  διδακτικές προθέσεις, δηλαδή ο τρόπος µε τον οποίο 

ενισχύεται ο µαθητής στην κατανόηση του περιεχοµένου και το διδακτικό υλικό που 

µπορεί να χρησιµοποιήσει ο δάσκαλος στη διδασκαλία των κλασµάτων, αλλά και 

κάποια στοιχεία που δυνητικά διαµορφώνουν το κοινωνικο-πολιτισµικό πλαίσιο που 

υιοθετείται από τα ισχύοντα σχολικά εγχειρίδια. Έµφυλες ανισότητες και 

διαφοροποιήσεις µεταξύ των προσεγγίσεων των δύο φύλων που χαρακτήριζαν 
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παλαιότερες αναλύσεις σε εγχειρίδια και σχολικά περιοδικά µαθηµατικών (Stamou, 

Chronaki & Zioga, 2007) δεν εµφανίζονται. Άλλο στοιχείο που διαφαίνεται έµµεσα 

είναι η διαπολιτισµικότητα. Για παράδειγµα, οι ήρωες στις δραστηριότητες είναι 

αγόρια και κορίτσια διαφορετικών πολιτισµών (η Υπατία, η Χαρά, ο Γιώργος, ο 

Χασάν, ο Σαλ, ο Πυθαγόρας κ.λ.π. ) που επικοινωνούν και συνεργάζονται αρµονικά 

καλλιεργώντας το κλίµα της ισότητας και της ενότητας στη σχολική κουλτούρα χωρίς 

διακρίσεις και σύνορα. Η παρουσία γλυκών και φαγητών στα µαθηµατικά έργα 

(πίτσες, πίτες, µπισκότα, τούρτες, σοκολάτες, παγωτά κ.λ.π) αποκαλύπτει έµµεσα τη 

συχνότητα κατανάλωσης των συγκεκριµένων αγαθών στα παιδιά. Αναδεικνύονται, 

επίσης, πληροφορίες για τα παιχνίδια τους (βελάκια, στόχοι, αυτοκόλλητα), τις 

δραστηριότητές τους (σχολικές εκδροµές, θέατρο) όπως και πληροφορίες για την 

οργάνωση µιας σχολικής τάξης (η θέση των θρανίων, ο πίνακας, η βιβλιοθήκη κ.λ.π.). 

Στην προσπάθεια υλοποίησης της παρούσας εργασίας δυσκολίες παρουσιάστηκαν 

αναφορικά µε την πυκνή διατύπωση και ταυτόχρονη παρουσία µοντέλων και 

αναπαραστάσεων στις δραστηριότητες. Ωστόσο, χρειάστηκαν επανειληµµένες και 

προσεχτικές αναγνώσεις, οµαδοποίηση και λεπτοµερή ταξινόµηση των 

δραστηριοτήτων για να είναι όσο το δυνατόν περισσότερο ακριβής και άρτια η 

χαρτογράφηση  και να  επιτευχθεί ο σκοπός της εργασίας. 

Αν και τα ευρήµατα της παρούσας εργασίας αφορούν αποκλειστικά τα κλάσµατα,  

και συγκεκριµένα στη  Γ΄ τάξη και τη ∆΄ τάξη, ενδιαφέρον θα έχει να µελετηθούν 

περαιτέρω τα κλάσµατα σε όλα τα σχολικά εγχειρίδια της πρωτοβάθµιας 

εκπαίδευσης, καθώς πολλές είναι οι πτυχές που θα µπορούσαν να διερευνηθούν 

εκτενέστερα, βοηθώντας σταδιακά στην οικοδόµηση της γνώσης τους από τους 

µαθητές. Επίσης θα άξιζε να µελετηθούν οι επιδόσεις των µαθητών αντίστοιχων 

τάξεων, Γ΄ και ∆΄ δηµοτικού, στις διαστάσεις (ερµηνείες) του κλάσµατος, 

προκειµένου να εξεταστεί αν πράγµατι η µεγάλη παρουσία του «µέρους-όλου» οδηγεί 

σε καλύτερη κατανόηση της συγκεκριµένης διάστασης από τα παιδιά. 

Κλείνοντας την παρούσα εργασία, συµπερασµατικά θα µπορούσε να αναφερθεί πως  

τα κλάσµατα, στα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών των δύο τάξεων, 

καταλαµβάνουν ευρεία έκταση ακολουθώντας τη σπειροειδή διάταξη της ύλης. 

Επίσης, µέσα από τα εγχειρίδια επιδιώκεται η σύγχρονη και πολύπλευρη προσέγγιση 

της κλασµατικής έννοιας χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό και την µοντελοποίηση 

ακολουθώντας ερευνητικά ευρήµατα (Newton & Newton, 2006. Charalambous & 
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Pita-Pantazi, 2007. Fan & Zhu, 2007) που επιβεβαιώνουν τον καθοριστικό τους ρόλο 

στην κατανόηση των κλασµάτων. Αναπόφευκτα, ωστόσο, η άρτια γνώση του 

µαθηµατικού περιεχοµένου και η κατάλληλη και επαρκής παιδαγωγική γνώση 

περιεχοµένου του εκπαιδευτικού (Shulman, 1987) συντελούν στην αποδοτικότερη και 

αποτελεσµατικότερη αξιοποίηση των εγχειριδίων για τους µαθητές. 
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