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Περίληψη 

 

Ίσως η πιο πολυµελετηµένη έννοια των Μαθηµατικών αλλά και της Διδακτικής των 

Μαθηµατικών είναι η συνάρτηση. Αρκεί κανείς να ξεφυλλίσει ένα σχολικό εγχειρίδιο και 

εύκολα θα διαπιστώσει το εύρος της ύλης που καταλαµβάνει και τη σηµαντικότητά της στο 

µαθηµατικό οικοδόµηµα. Είναι, λοιπόν, επιβεβληµένη η σωστή διδασκαλία της, από τις µικρές 

ακόµα τάξεις που εµφανίζεται. 

Η παρούσα εργασία επικεντρώθηκε στην µελέτη της συνάρτησης µέσα από το πρίσµα της 

αναγνώρισης, µετάφρασης και χρήσης της στην επίλυση προβληµάτων που περιέχουν 

συναρτήσεις. Σε αυτή συµµετείχαν 75 µαθητές της Γ τάξης του Γενικού Λυκείου του Νοµού 

Θεσσαλονίκης, συµπληρώνοντας ένα οκτασέλιδο ερωτηµατολόγιο µε ερωτήµατα επί των 

τριών προς µελέτη αξόνων. Τα αποτελέσµατα έδειξαν πως οι µαθητές είναι ικανοί να 

αναγνωρίσουν µια συνάρτηση ανεξαρτήτως του αναπαραστατικού πλαισίου που θα τους δοθεί. 

Παρόλα αυτά, δεν είναι σε θέση να κινηθούν µε επιτυχία µεταξύ των αναπαραστατικών 

πλαισίων, µε δυσκολότερη τη µετάβαση από το αλγεβρικό στο γραφικό πλαίσιο και 

αντίστροφα. Σε ότι αφορά την επίλυση προβληµάτων, οι µαθητές επιλέγουν τις αλγεβρικές 

πράξεις και διαδικασίες ως πρώτο τρόπος επίλυσης και µόνο όταν δεν µπορούν να δώσουν 

δεύτερο αλγεβρικό τρόπο καταφεύγουν σε άλλες αριθµητικές ή γραφικές προσεγγίσεις. Τέλος, 

καταγράφηκε µέτρια προς δυνατή σχέση µεταξύ ικανότητας αναγνώρισης και µετάφρασης, 

δυνατή σχέση µεταξύ ικανότητας µετάφρασης και επίλυσης προβλήµατος και µέτρια σχέση 

µεταξύ ικανότητας αναγνώρισης και επίλυσης προβλήµατος.   
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Abstract 

 

Function is perhaps the most studied concept of Mathematics and Mathematics’ Education. 

A single riffle of a school book is enough to realize the content range that occupies and its 

importance in the whole mathematical structure. It is, therefore, important to be introduced and 

taught properly in all educational levels.  

The following essay focus on the research of the function’s concept by studying the ability 

to identify, to transition and solve problems that contain functions. 75 students of high school 

from the region of Thessaloniki participated by filling in an 8-page questionnaire. The results 

revealed that students are able to identify a function, regardless of the representational 

framework that was given. However, the are not able to transition in functions’ representational 

forms. The most difficult appears to be the transition in algebraic to graphical representation 

and vice versa. In terms of problem solving, students tend to manipulate algebraic processes 

instead of graphic and arithemic approaches. In respect of correlation, identification and 

transition ability seems to be moderately correlated, transition and solving ability seems to be 

strongly correlated, identification and solving ability moderately correlated.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Key-Words: Function, ability, representation, transition, translation, graphical representation, 

algebraic form, table of values, High school students, correlation.  

 

 

 

 

 



 13 

Ευχαριστίες: 

 

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή µου κ. Χαράλαµπο Λεµονίδη για την 

υποµονή που έδειξε, την καλή συνεργασία που είχαµε στην εκπόνηση της παρούσας εργασίας 

και την αρωγή του καθ’ όλη τη διάρκεια της φοίτησής µου στο µεταπτυχιακό.  

Επίσης, ευχαριστώ όλους τους καθηγητές του µεταπτυχιακού της Διδακτικής των 

Μαθηµατικών για τα εργαλεία, τα ερεθίσµατα και τις γνώσεις που µου προσέφεραν κατά τη 

φοίτησή µου στο πρόγραµµα.  

I would also like to thank professor Εmeritus Tommy Dreyfus for his immediate response 

to my mail and the research material he provided me, in order to complete this essay. 

Επίσης, ένα µεγάλο ευχαριστώ αξίζουν οι συνάδελφοι και οι µαθητές που βοήθησαν στην 

τελική διαµόρφωση του ερωτηµατολογίου καθώς και την συµπλήρωση αυτού, ώστε να 

περατωθεί η εργασία.  

Ευχαριστώ την οικογένειά µου για την υποµονή και στη στήριξη που έδειξαν σε όλη τη 

διάρκεια της εργασίας.  

Ευχαριστώ επίσης και όλους εκείνους που συντέλεσαν σε µικρό ή µεγάλο βαθµό στο να 

εξαχθεί το παρόν πόνηµα.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 14 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 15 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

 

Η έννοια της συνάρτησης αποτελεί ακρογωνιαίο λίθο της Ανάλυσης αλλά της διδακτέας 

ύλης των τάξεων της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης (Thompson,1994b). Έρευνες έδειξαν ότι 

εκτός από απαραίτητο εφόδιο για την τριτοβάθµια εκπαίδευση, αποτελεί και µια περίπλοκη 

στην κατανόηση έννοια (Breidenbach et al., 1992; Eisenberg, 1992; Hitt, 1998; Dubinsky & 

Harel, 1992; Tall & Vinner,1981).  Από τη φύση της η συνάρτηση µπορεί να εκφραστεί µε 

διαφορετικούς αναπαραστατικούς τρόπους όπως λεκτικά, αριθµητικά, γραφικά, αλγεβρικά και 

κάθε ένας από αυτούς τους τρόπους δίνει πληροφορίες για ορισµένες πτυχές της έννοιας. Οι 

διάφορες αναπαραστάσεις της αλληλοσυµπληρώνονται και δίνουν την πλήρη εικόνα της 

έννοιας (Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1992). Κατά τους Lesh et al. (1987) η αποτελεσµατική 

κατανόηση της συνάρτησης εξαρτάται από την ικανότητα αναγνώρισης της συνάρτησης σε 

κάθε αναπαραστατικό πλαίσιο, από την ικανότητα διαχείρισής της εντός του εκάστοτε 

πλαισίου αλλά και την ικανότητα µετάφραση της από ένα πλαίσιο σε ένα άλλο.  

Η παρούσα εργασία αποτελεί µια προσπάθεια να διερευνηθεί το βάθος της γνώσης και 

κατανόησης που έχουν οι µαθητές της Γ τάξης του Γενικού Λυκείου πάνω στην έννοια της 

συνάρτησης. Η ολοκληρωµένη γνώση της έννοιας της συνάρτησης προϋποθέτει ευχέρεια στην 

αναγνώριση, την εναλλαγή µεταξύ των αναπαραστατικών της πλαισίων και τη χρήση της στα 

διάφορα αναπαραστατικά πλαίσια ώστε να λυθούν προβλήµατα που ενέχουν συναρτήσεις. 

Αυτές οι διαστάσεις της έννοιας συνάρτηση καθώς και η συσχέτιση µεταξύ τους ερευνήθηκαν, 

έτσι ώστε να εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα που θα οδηγήσουν στην κατανόηση του 

τρόπου που αντιλαµβάνονται και χειρίζονται τις συναρτήσεις οι µαθητές. Η σηµαντικότητα, 

λοιπόν, της έρευνας έγκειται στο γεγονός ότι τα συµπεράσµατα που θα εξαχθούν στο τελευταίο 

κεφάλαιο θα ωφελήσουν τους διδάσκοντες να αντιληφθούν την εικόνα της έννοιας που έχουν 

οι µαθητές και να αναπροσαρµόσουν την διδασκαλία τους ώστε να εξαλείψουν λανθασµένες 

αντιλήψεις ή γνωστικά εµπόδια τους. Απώτερος στόχος του όλου εγχειρήµατος είναι η δόµηση 

µιας ολοκληρωµένης εικόνας της έννοιας από την πλευρά των µαθητών. 

Η εργασία χωρίστηκε σε πέντε κεφάλαια. Στο πρώτο πραγµατοποιήθηκε µια ανασκόπηση 

της υπάρχουσας βιβλιογραφίας πάνω σε θέµατα που αφορούν τη συνάρτηση, καθώς και 

έρευνες που άπτονται παρόµοιων θεµάτων. Στο δεύτερο κεφάλαιο περιγράφεται ο στόχος και 

τα ερευνητικά ερωτήµατα που απασχόλησαν τον συγγραφέα. Το τρίτο κεφάλαιο αφιερώθηκε 

στην περιγραφή της µεθοδολογίας που ακολουθήθηκε ώστε να διεξαχθεί η έρευνα. Ειδικότερα 

αναφέρονται λεπτοµέρειες σχετικά µε τους συµµετέχοντες, το ερευνητικό εργαλείο του 

χρησιµοποιήθηκε καθώς και της υπόλοιπης διαδικασίας συλλογής δεδοµένων. Στο τέταρτο 



 16 

κεφάλαιο παρατίθενται τα ευρήµατα που προέκυψαν από την ανάλυση των ερωτηµατολογίων, 

µετά την οµαδοποίησή τους σε άξονες, καθώς και η ανάλυση αξιοπιστίας ενώ στο πέµπτο και 

τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα και οι περιορισµοί που απορρέουν από 

την παρούσα έρευνα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 1ο  

Θεωρητικό Μέρος  

  

[1.1] Ορισµός της συνάρτησης και η παρουσία της στα ελληνικά σχολικά βιβλία 

 

Η έννοια της συνάρτησης αποτελεί µία από τις σηµαντικότερες έννοιες των Μαθηµατικών 

και η κατανόησή της σε βάθος είναι αναγκαία προϋπόθεση για να µπορέσουν οι µαθητές, 

φοιτητές και εν γένει θετικοί επιστήµονες να ανταποκριθούν στις υψηλές απαιτήσεις της 

Άλγεβρας, της Ανάλυσης και του Απειροστικού Λογισµού. Από τους αρχαίους ακόµα 

χρόνους, η συνάρτηση αποτελούσε ασυναίσθητα ένα καθηµερινό εργαλείο που διευκόλυνε την 

ζωή του ανθρώπου. Με αυτή τη λογική, η έννοια εξελίχθηκε µε το πέρασµα των αιώνων, 

αναπτυσσόµενη βαθµιαία και χωρίς να υπάρχει ένας αυστηρός ορισµός, µιας και δεν είχε 

εµφανιστεί ακόµα η ανάγκη της αφηρηµένης µαθηµατικής γενίκευσης (Νεγρεπόντης et al., 

1987). Μέχρι τον 13ο αιώνα η συνάρτηση είχε κάνει αισθητή την παρουσία της µέσω λεκτικής 

περιγραφής, αριθµητικής έκφρασης (πίνακας τιµών) και γραφικής παράστασης. Η ανάγκη για 

αυστηρό ορισµό της έννοιας της συνάρτησης προέκυψε µε την έλευση του Απειροστικού 

Λογισµού ενώ ο όρος «συνάρτηση» (function στα αγγλικά) εµφανίστηκε για πρώτη φορά σε 

χειρόγραφο του Leibniz το 1673. Τα επόµενα 300 χρόνια ακολούθησαν πολλοί ορισµοί για τη 

συνάρτηση, οι οποίοι εξυπηρετούσαν το εκάστοτε µαθηµατικό πεδίο που γινόταν χρήση της. 

Όλοι, όµως, περιστρέφονταν γύρω από τον ορισµό της ως µια διαδικασία αντιστοίχισης ενός 

µεταβλητού στοιχείου από ένα σύνολο σε ένα και µόνο στοιχείο ενός άλλου συνόλου.  

Σε ότι αφορά την ελληνική πραγµατικότητα, οι µαθητές έρχονται σε επαφή µε τη 

συνάρτηση στη Β’ Γυµνασίου, όπου γίνεται η προσπάθεια δόµησης µιας εικόνας µέσα από 

παραδείγµατα της πραγµατικής ζωής. Όλες οι δραστηριότητες καταλήγουν στη δηµιουργία 

µιας σχέσης µεταξύ µιας ανεξάρτητης µεταβλητής ποσότητας µε µια άλλη εξαρτηµένη. Τη 

γενίκευση των παραδειγµάτων ακολουθεί ο πρόχειρος ορισµός της, ως µια σχέση που 

αντιστοιχίζει κάθε τιµή της µεταβλητής x σε µία µόνο τιµή της µεταβλητής y. (Βλάµος et al., 

2006, σελ.54). Στη συνέχεια το εγχειρίδιο εστιάζει στη µελέτη των συναρτήσεων 𝑦 = 𝛼𝑥,          

𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛽, 𝑦 = 𝛼𝑥+	  και	  𝑦 = 2
3
 και εξασκεί τους µαθητές στη συµπλήρωση του πίνακα τιµών 

καθώς και στη χάραξη της γραφικής παράστασής τους. Άξιο προσοχής αποτελεί το γεγονός 

ότι µέσα από τα παραδείγµατα και τις ασκήσεις του σχολικού βιβλίου δεν αναδεικνύεται η 

ουσία του ορισµού, δηλαδή ότι κάθε τιµή της µεταβλητής 𝑥 σε µία και µόνο τιµή της 

µεταβλητής 𝑦. Αυτό θα µπορούσε να γίνει µέσω αντιπαραδείγµατος, ώστε να αναδειχθεί η 
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σηµαντικότητα αυτής της αντιστοίχισης και να αποφευχθούν παρανοήσεις (όπως ότι όλες οι 

συναρτήσεις είναι τύπου «1-1») στις επόµενες τάξεις. Στο σχολικό εγχειρίδιο της Γ’ 

Γυµνασίου, γίνεται επίκληση του ορισµού της προηγούµενης τάξης και οι συγγραφείς 

εστιάζουν στη µελέτη των παραβολών 𝑦 = 𝑎𝑥+	  και	  𝑦 = 𝑎𝑥+ + 𝛽𝑥 + 𝛾. Μέσα σε δύο 

κεφάλαια (4.1 και 4.2) γίνεται µια προσπάθεια κατανόησης του ρόλου των παραµέτρων µε 

απώτερο σκοπό τον προσδιορισµό της θέσης της στο επίπεδο. Γίνεται αναφορά στη συµµετρία 

της και τα σηµεία που έχουν ίδια τεταγµένη αλλά δεν την συνδέει µε τον ορισµό της 

συνάρτησης.  

Σε ότι αφορά το Λύκειο, στο εγχειρίδιο της Α τάξης πραγµατοποιείται µια πιο 

ολοκληρωµένη παρουσίαση της έννοιας συνάρτηση σε σχέση µε τις προηγούµενες τάξεις, η 

οποία καταλαµβάνει δύο κεφάλαια της ύλης (6ο και 7ο). Στην αρχή του 6ου κεφαλαίου, η έννοια 

εισάγεται εντοπιζόµενη µέσα σε προβλήµατα της πραγµατικής ζωής, όπως για παράδειγµα η 

σύνδεση των ωρών της ηµέρας µε τις αντίστοιχες θερµοκρασίες τους. Με πρόφαση την ανάγκη 

σύνδεσης δύο µεγεθών, παρατίθεται ο συνολοθεωρητικός ορισµός της συνάρτησης και 

συγκεκριµένα στην σελίδα 156 (Ανδρεαδάκης et al, 2012) αναφέρεται:  

 

«Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται µια διαδικασία (κανόνας) µε 

την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του 

συνόλου Β». 

 

Ακολουθούν οι υποέννοιες που την συνοδεύουν (ανεξάρτητη/εξαρτηµένη µεταβλητή, πεδίο 

ορισµού, σύνολο τιµών), ενώ µέσω βελοδιαγραµµάτων δίνονται αντιπαραδείγµατα ώστε να 

καταστεί σαφές πότε µια αντιστοίχιση αποτελεί συνάρτηση και πότε όχι. Στη συνέχεια, γίνεται 

αναφορά στα χαρακτηριστικά του ορθοκανονικού συστήµατος συντεταγµένων και ορίζεται η 

γραφική παράσταση συνάρτησης. Αξιοσηµείωτη είναι η αναφορά που γίνεται στο κριτήριο της 

κατακόρυφης ευθείας, η οποία αν τέµνει τη γραφική παράσταση σε παραπάνω από ένα σηµεία, 

τότε αυτή δεν παριστάνει συνάρτηση (ibid, σελ.155). Συγκεκριµένα: 

 

Επειδή κάθε 𝑥 ∈ 𝐴 αντιστοιχίζεται σε ένα µόνο 𝑦 ∈ ℝ, δεν υπάρχουν σηµεία της 

γραφικής παράστασης της f µε την ίδια τετµηµένη. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε κατακόρυφη 

ευθεία έχει µε τη γραφική παράσταση της f το πολύ ένα κοινό σηµείο. Έτσι ο κύκλος δεν 

αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης.  
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Στις επόµενες παραγράφους µελετάται η γραµµική συνάρτηση της µορφής 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝛽 

και οι ιδιότητες γύρω από αυτήν (συντελεστής διεύθυνσης, γωνία µε τον 𝑥’𝑥, σηµεία τοµής µε 

άξονες και γραφική παράσταση) ενώ γίνεται µια πρώτη εισαγωγή στις κλαδωτές γραµµικές 

συναρτήσεις µέσω της 𝑓 𝑥 = 𝑥 . Το 6ο κεφάλαιο κλείνει µε µελέτη των συµµετριών των 

συναρτήσεων (συµµετρία ως προς τους άξονες 𝑥′𝑥, 𝑦′𝑦 καθώς και την αρχή των αξόνων 

Ο(0,0)), τη θέση τους στο επίπεδο (ως προς τον 𝑥’𝑥	  και άλλες συναρτήσεις, κατακόρυφη-

οριζόντια µετατόπιση), τα ακρότατα και τη µονοτονία τους. Περνώντας στο 7ο κεφάλαιο, 

γίνεται µια προσπάθεια µελέτης των συναρτήσεων 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥+, 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥=, 𝑓 𝑥 =
>
3
	  και	  𝑓 𝑥 = 𝛼𝑥+ + 𝛽𝑥 + 𝛾, µε χρήση των ιδιοτήτων του προηγούµενου κεφαλαίου. Αξίζει 

να σηµειωθεί ότι στα δύο προαναφερθέντα κεφάλαια γίνεται αισθητή η προσπάθεια 

αναπαράστασης της συνάρτησης και στα τρία βασικά αναπαραστατικά της πεδία. Δηλαδή, 

δίπλα από την αλγεβρική διαδικασία παρατίθεται η γραφική της αναπαράσταση ή πίνακας 

τιµών, όπου αυτό είναι δυνατό. Τέλος, σε ότι αφορά τις ασκήσεις στο τέλος κάθε παραγράφου, 

σε σύνολο 63 ασκήσεων εντοπίστηκαν µόλις 7 προβλήµατα που ενέπλεκαν συναρτήσεις ενώ 

δεν εντοπίστηκε πρόβληµα σε λυµένη εφαρµογή.  

Στην Άλγεβρα της Β’ Λυκείου η έννοια της συνάρτησης εντοπίζεται σε τρία κεφάλαια, το 

2ο, το 3ο και το 5ο. Αρχικά στο 2ο κεφάλαιο, επαναλαµβάνονται ιδιότητες των συναρτήσεων 

όπως µονοτονία, ακρότατα, συµµετρίες, κατακόρυφη – οριζόντια µετατόπιση µε σκοπό να 

χρησιµοποιηθούν στη µελέτη των υπερβατικών συναρτήσεων του 3ου και 5ου κεφαλαίου. Σε 

σχέση µε την Α’ Λυκείου, δίνονται περισσότερες λεπτοµέρειες και αυστηρότεροι ορισµοί, οι 

οποίοι θα εµπλουτιστούν στο εγχειρίδιο της Γ’ Λυκείου. Ειδικότερα, σε ότι αφορά τις 

τριγωνοµετρικές, η ενασχόληση περιορίζεται στη µελέτη και τη χάραξη των συναρτήσεων 

𝑓 𝑥 = 𝜌𝜂𝜇𝜔𝑥, 𝑓 𝑥 = 𝜌𝜎𝜐𝜈𝜔𝑥	  και	  𝑓 𝑥 = 𝜀𝜑𝑥, ενώ αναφέρεται και ο ρόλος των 

παραµέτρων 𝜌, 𝜔 στη γραφική τους ερµηνεία. Στο 5ο και τελευταίο κεφάλαιο γίνεται µια 

εισαγωγή στη µελέτη της εκθετικής συνάρτησης 𝑓 𝑥 = 𝛼3, µμε	  0 < 𝛼 < 1	  και	  𝛼 > 1	  και των 

λογαριθµικών συναρτήσεων 𝑓 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝑥, 𝑓 𝑥 = 𝑙𝑛𝑥, µμε	  𝑥 > 0	  (λογαριθµικές µε βάση τα 

10 και e). Συγκεκριµένα, οι συναρτήσεις µελετώνται στα 3 βασικά αναπαραστατικά πλαίσια 

(αριθµητικό, αλγεβρικό, γραφικό) και εντοπίζονται οι ιδιότητες που αναφέρθηκαν στο 2ο 

κεφάλαιο. Τέλος, σε σύνολο 58 ασκήσεων εντοπίστηκαν 11 προβλήµατα ενώ µόλις 3 λυµένες 

εφαρµογές περιείχαν πρόβληµα. 

Στη Γ’ Λυκείου, εµπλουτίζεται η ύλη των προηγούµενων τάξεων µε νέα εργαλεία µελέτης 

των συναρτήσεων και σαφέστερους/επιστηµονικότερους ορισµούς. Συγκεκριµένα, ο ορισµός 

της συνάρτησης επαναδιατυπώνεται σε αυστηρότερο πλαίσιο σε σχέση µε αυτόν της Α ενώ 
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εστιάζει στις πραγµατικές συναρτήσεις. Αυτός θα αποτελέσει τον ορισµό της συνάρτησης για 

την παρούσα εργασία και έχει ως εξής:  

 

«Έστω 𝛢 ένα υποσύνολο του ℝ. Ονοµάζουµε πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο ορισµού 

το 𝛢 µια διαδικασία (κανόνα) 𝑓, µε την οποία κάθε στοιχείο 𝑥 ∈ 𝐴 αντιστοιχίζεται σε ένα 

µόνο πραγµατικό 𝑦. Το 𝑦 ονοµάζεται τιµή της 𝑓 στο 𝑥 και συµβολίζεται µε 𝑓 𝑥 ». 

(Ανδρεαδάκης et al. 2016, σελ.15). 

 

Επιπλέον, επαναλαµβάνεται το κριτήριο της κατακόρυφης ευθείας, όπως ακριβώς 

διατυπώθηκε και στο βιβλίο της Α’ Λυκείου, ενώ ακολουθεί η µελέτη µερικών βασικών 

συναρτήσεων όπως οι 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝛽, 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥+, 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥=, 𝑓 𝑥 = >
3
, 𝑓 𝑥 = 𝑥,

𝑓 𝑥 = 𝑎3, 𝑓 𝑥 = 𝜂𝜇𝑥, 𝑓 𝑥 = 𝜎𝜐𝜈𝑥, σε αλγεβρικό και γραφικό επίπεδο. Στις επόµενες 

παραγράφους του 1ου κεφαλαίου ακολουθεί εκτενής αναφορά στις ιδιότητες, στη σύνθεση 

καθώς και στις πράξεις µεταξύ συναρτήσεων, ενώ παράλληλα δίνονται εξειδικευµένες 

µεθοδολογίες εύρεσης µονοτονίας, ακροτάτων, κυρτότητας και συµµετρίας. Γίνεται ιδιαίτερη 

αναφορά στις συναρτήσεις τύπου «1-1», ενώ στις εφαρµογές που συνοδεύουν τη θεωρία 

παρατηρείται µια προτίµηση προς τις αλγεβρικές διαδικασίες επίλυσης. Στις 25 ασκήσεις των 

παραγράφων που αφορούν τις συναρτήσεις, µόλις οι 5 είναι προβλήµατα. Τέλος, µελετώνται 

παραδείγµατα κλαδικών συναρτήσεων, σηµείο στο οποίο δεν είχαν αναφερθεί επαρκώς τα 

προηγούµενα σχολικά βιβλία. Είναι εµφανές ότι στην τελευταία τάξη του Λυκείου γίνεται η 

εκτενέστερη και πιο ολοκληρωµένη αναφορά στις συναρτήσεις ενώ µε τις διαδικασίες της 

παραγώγισης και της ολοκλήρωσης η έννοια της συνάρτησης παύει να είναι µόνο µια 

διαδικασία, αλλά γίνεται και αντικείµενο της θεωρίας. 

 

[1.2] Δυσκολίες, εµπόδια και αντιλήψεις γύρω από την έννοια της συνάρτησης 

 

Όπως αναφέρθηκε και νωρίτερα, η έννοια της συνάρτησης αποτελεί µια νοητική κατασκευή 

που ορίστηκε αυστηρά τα τελευταία χρόνια. Για να συµβεί αυτό ενοποιήθηκαν πολλές και 

διαφορετικές εµπειρίες, νοητικά εργαλεία, τα οποία µε βάση το πεδίο εφαρµογής τους 

διαµόρφωσαν παρεµφερείς ορισµούς, µε τον ευρέως διαδοµένο συνολοθεωρητικό ορισµό να 

αποτελεί µόνο την κορυφή του παγόβουνου. Πόσο εύκολο είναι, λοιπόν, να διδαχθεί σε 

µαθητές µια έννοια που για τον ορισµό της και µόνο απασχόλησε τόσους µαθηµατικούς επί 

τόσα έτη; Λαµβάνοντας υπόψη τον χρόνο που χρειάστηκε για να εξελιχθεί και να οριστεί 
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πλήρως, συµπυκνώνοντας γνώση από διαφορετικά µαθηµατικά πεδία, την εξέχουσα θέση της 

στα σύγχρονα προγράµµατα σπουδών αλλά και τον αριθµό των ερευνών που αφορούν τις 

δυσκολίες/παρανοήσεις των µαθητών γύρω από αυτή, είναι σαφές ότι η συνάρτηση αποτελεί 

µία πολύπλοκη και δύσκολη στην κατανόηση έννοια (Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Even, 

1998; Sfard, 1992; Καλδρυµίδου & Μορόγλου, 2007; Γραββάνη, 2006; Hitt 1998; Janvier, 

1987).  

Με σκοπό την διερεύνηση της εικόνας της έννοιας που έχουν στο µυαλό τους, οι Tall & 

MdNor (1992) διαπίστωσαν ότι οι µαθητές διακατέχονται από ορισµένες λανθασµένες 

αντιλήψεις. Συγκεκριµένα, σε επίπεδο γραφικής παράστασης, οι µαθητές έχουν συνδέσει 

νοερά τα βασικά είδη συναρτήσεων µε τις αντίστοιχες γραφικές τους παραστάσεις µέσω 

πρωτοτυπικών σχηµάτων. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα, να χαρακτηρίζουν ως συνάρτηση κάθε 

γραφική παράσταση που µοιάζει στο πρωτοτυπικό σχήµα που έχουν στο µυαλό τους, ακόµα 

και αν αυτό διαφοροποιηθεί ελάχιστα (για παράδειγµα περιστραφεί κατά 90ο). Επιπλέον, 

ορµώµενοι από τις βασικές συναρτήσεις που διδάχθηκαν πιστεύουν ότι όλες οι συναρτήσεις 

έχουν έναν τύπο ενώ δεν αναγνωρίζουν ακραίες αλλά υπαρκτές περιπτώσεις συναρτήσεων που 

παριστάνονται από µη κανονικά σχήµατα. Ως µη κανονικά σχήµατα οι µαθητές θεωρούν τις 

γραφικές παραστάσεις µε µύτες, παραπάνω από έναν κλάδους και γενικά όσες δεν έχουν 

αρµονία, καµπυλότητα, συνέχεια ή απλά δεν µοιάζουν µε κάποιο πρωτοτυπικό τους σχήµα. Σε 

επίπεδο αλγεβρικού τύπου, οι µαθητές θεωρούν ότι οποιαδήποτε αλγεβρική έκφραση όπου το 

y παρουσιάζεται ως µια έκφραση του x, αποτελεί συνάρτηση. Αυτή η προκατάληψη τους 

οδηγεί σε λανθασµένες αναγνωρίσεις, καθότι δεν λαµβάνουν υπόψη τις τιµές που µπορεί να 

πάρει η µεταβλητή x, δηλαδή το πεδίο ορισµού. Ακόµα, το γεγονός ότι οι κλαδωτές 

συναρτήσεις δεν θυµίζουν κάποια από τις πρωτοτυπικές εκφράσεις που διδάχθηκαν αποτελεί 

τροχοπέδη στην αναγνώρισή τους ως έκφραση συνάρτησης. Οι ίδιοι ερευνητές (ibid, 1992) 

υποστηρίζουν ότι µια καθαρά θεωρητική εισαγωγή στην έννοια της συνάρτησης θα ήταν 

ανεπιτυχής, ενώ µια εισαγωγή µε χρήση παραδειγµάτων θα δηµιουργούσε πρωτοτυπικά 

µοντέλα στο µυαλό των µαθητών, τα οποία µε τη σειρά τους θα οδηγούσαν σε λανθασµένες 

αντιλήψεις για την έννοια της συνάρτησης. 

Οι Markovits et al. (1986) διαπίστωσαν ότι οι µαθητές της δικής τους έρευνας είχαν 

δυσκολίες στα έργα που περιείχαν 1] σταθερές συναρτήσεις, 2] συναρτήσεις µε διακοπτόµενη 

γραφική παράσταση και 3] συναρτήσεις πολλαπλού τύπου (κατά κλάδους). Άλλες δυσκολίες 

που συνάντησαν οι µαθητές ήταν η ένταξη του πεδίου ορισµού στην έννοια της συνάρτησης.  

Οι Καλδρυµίδου & Οικονόµου (1992) κατέγραψαν τρεις διαφορετικές κατηγορίες 

εννοιολογικών αντιλήψεων για την συνάρτηση: την αλγεβρική, την συναρτησιακή και την 
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γεωµετρική, ενώ σε επίπεδο τρόπου επεξεργασίας ξεχώρισαν τον σηµειακό, τον βηµατικό και 

τον ολιστικό που εµφανίζονται στο αναπαραστατικό πλαίσιο της γραφικής παράστασης µιας 

συνάρτησης. Στην γεωµετρική αντίληψη, οι συµµετέχοντες θεώρησαν την γραφική 

παράσταση ως καµπύλη ανεξάρτητα από τους άξονες, στην αλγεβρική σε σχέση µόνο µε τον 

άξονα Ox, ενώ στην συναρτησιακή σε σχέση µε τους δύο άξονες Ox και Oy. Αντίστοιχα, ως 

προς τους τρόπους επεξεργασίας: η σηµειακή περιλαµβάνει επεξεργασία µέσω του 

υπολογισµού σηµείων της γραφικής παράστασης, η βηµατική µέσω των βηµάτων µελέτης της 

συνάρτησης και η ολιστική µέσω της κατηγορίας της συνάρτησης και της µεταφοράς των 

αξόνων.  

 Κατά τον Dubinsky (1991) η δυσκολία στην κατανόηση οφείλεται στην επιστηµολογική 

πολυµορφία της συνάρτησης. Αναλόγως το πλαίσιο στο οποίο εµφανίζεται, µπορεί να 

θεωρηθεί ως µια ενέργεια (action), µια διαδικασία (process) ή ένα αντικείµενο (object). Οι 

µαθητές που αντιµετωπίζουν τη συνάρτηση ως ενέργεια, ουσιαστικά βλέπουν ένα σύνολο 

αποµονωµένων πράξεων. Δηλαδή στην περίπτωση της συνάρτησης 𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1, ο µαθητής 

πολλαπλασιάζει το εκάστοτε 𝑥 µε το 2 και στη συνέχεια προσθέτει το 1. Κάθε σετ εξαρτηµένης 

– ανεξάρτητης µεταβλητής είναι ξεχωριστό και έτσι το ζεύγος 2 – 5 δεν έχει καµία σύνδεση 

µε το 3 – 7, παρόλο που αποτελούν δεδοµένα που παράγονται από την ίδια συνάρτηση. Η 

επανειληµµένη χρήση τέτοιου είδους υπολογισµών αρχίζει και δηµιουργεί στο µυαλό των 

µαθητών αλυσιδωτές σχέσεις, οι οποίες τυποποιούν την διαδικασία εύρεσης του 

αποτελέσµατος. Σε αυτή την περίπτωση η συνάρτηση αντιµετωπίζεται ως διαδικασία και 

συνεπάγεται έναν δυναµικό χειρισµό ποσοτήτων. Για παράδειγµα, η συνάρτηση 𝑓 𝑥 = 2𝑥 +

1 για την τιµή 𝑥 = 2 στο µυαλό των µαθητών γίνεται αντιληπτή ως η διαδικασία 2×2 + 1 η 

οποία παράγει το αποτέλεσµα 5. Με την εξάσκηση, η διαδικασία αυτή χρησιµοποιείται ως 

πρωταρχική έννοια στους υπολογισµούς χωρίς να ενδιαφέρει πλέον ο εσωτερικός τρόπος 

λειτουργίας της. Τέλος, η συνάρτηση αντιµετωπίζεται ως αντικείµενο, όταν οι µαθητές 

συµπυκνώνουν τις διαδικασίες και τις χρησιµοποιούν ως δεδοµένα. Αυτό συµβαίνει όταν 

σταµατούν, πλέον, να δίνουν σηµασία στις λεπτοµέρειες των πράξεων και στους αριθµούς και 

αποκτούν µια πιο ολιστική αίσθηση της συνάρτησης. Για παράδειγµα η συνάρτηση 𝑓 𝑥 =

2𝑥 + 1 είναι ουσιαστικά η 𝑔 𝑥 = 2𝑥 αν της προστεθεί το 1, κοινώς 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥 + 1. Οι 

φύσεις πρέπει να είναι άρρηκτα συνδεδεµένες, αφού όλες µαζί συµπληρώνουν την καλή εικόνα 

της έννοιας της συνάρτησης. Η Sfard (1991, σελ.5) υποστήριξε ότι «η ικανότητα1 να 

                                                
1 Κατά τους Shippmann et al. (2000, σελ. 706) ως ικανότητα ορίζεται µια τυποποιηµένη απαίτηση, 
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αντιµετωπίζεις µια συνάρτηση ή έναν αριθµό ή άλλη µαθηµατική έννοια ταυτόχρονα ως 

διαδικασία και ως αντικείµενο είναι απαραίτητη για τη βαθιά κατανόηση των Μαθηµατικών, 

όπως και αν ορίζεται η κατανόηση». Η ίδια (Sfard, 1992) εισήγαγε δύο προσεγγίσεις κατά την 

ανάπτυξη της έννοιας: Μια λειτουργική (operational) η οποία εστιάζεται σε διαδικασίες, 

αλγόριθµους και ενέργειες, και µια δοµική (structural), η οποία εστιάζεται στα αντικείµενα.  

Ακόµα, οι Dubinsky & Harel (1992), πέραν της επιστηµολογικής πολυµορφίας της 

συνάρτησης, εντόπισαν µερικές περιοριστικές αντιλήψεις που διακατείχαν στα υποκείµενα της 

έρευνάς τους:  

1] Ο περιορισµός του χειρισµού: Κάθε µια κατάσταση που ερµηνεύεται ως συνάρτηση, 

πρέπει να περιλαµβάνει σαφείς εκτελεστικούς χειρισµούς. Για παράδειγµα, ένας πίνακα 

µε δύο στήλες δεδοµένων δεν ερµηνεύεται πάντα ως αντιπροσωπευτικό είδος 

συνάρτησης, διότι δεν είναι σαφής η διάκριση µεταξύ της ανεξάρτητης (εισαγόµενα 

δεδοµένα από την πρώτη στήλη του πίνακα) και της εξαρτηµένης µεταβλητής 

(εξαγόµενα δεδοµένα από την δεύτερη στήλη του πίνακα). 

2] Ο περιορισµός της ποσότητας: Οι µεταβλητές πρέπει να είναι αριθµοί. 

3] Ο περιορισµός της συνέχειας: Μια γραφική παράσταση που αντιπροσωπεύει µια συν-

άρτηση είναι πάντα συνεχής.  

Λαµβάνοντας υπόψη την αλυσιδωτή φύση των µαθηµατικών, είναι προφανές ότι για να 

εισαχθούν οι µαθητές στην έννοια της συνάρτησης, θα πρέπει πρωτίστως να γνωρίζουν καλά 

έννοιες που προηγούνται αυτής, όπως η συµµεταβολή, η µεταβλητή, η παράµετρος, τα 

αναλυτικά και αναπαραστατικά εργαλεία περιγραφής κ.ο.κ. Συνεπώς, µαθητές µε γνωσιακά 

κενά στις συνδεδεµένες µε την συνάρτηση έννοιες, αντιµετωπίζουν µεγαλύτερη δυσκολία 

στην κατανόησή της. Επί των δυσκολιών στην κατανόηση της συνάρτησης αναφέρθηκαν οι 

Vinner & Dreyfus (1989) διαπιστώνονται ότι οι µαθητές πιστεύουν λανθασµένα ότι: 

1] Η συνάρτηση πρέπει να περιγράφεται από έναν τύπο. Αν δίνονται πολλαπλοί τύποι (π.χ. 

δίκλαδες συναρτήσεις) τότε περιγράφονται ισάριθµες συναρτήσεις.  

2] Ο καθορισµός του πεδίου ορισµού δεν αποτελεί µέρος του ορισµού της συνάρτησης. 

3] Θα πρέπει να υπάρχει µια πράξη στο x που να αποδίδει το y, γεγονός που αποκλείει 

άλλου είδους σχέσεις.  

                                                
προκειµένου ένα άτοµο να εκτελεί υπεύθυνα και αυτόνοµα κάποια προκαθορισµένη εργασία/έργο ή λειτουργία. 

Η ικανότητα βασίζεται σε συνδυασµό γνώσεων και συµπεριφορών (προσωπικών, κοινωνικών), ενώ η 

αποτελεσµατικότητα της συνδυασµένης εφαρµογής αυτών στην πράξη καθορίζει το επίπεδο ικανότητας.  
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4] Μια συνάρτηση υπάρχει µόνο αν υπάρχει αναλυτικός τύπος που την περιγράφει.  

5] Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης πρέπει να έχει συµµετρικότητα, οµαλότητα, 

συνέχεια και να αυξάνεται, δηλαδή να έχει «καλή συµπεριφορά».  

Αντίστοιχα ο Carlson (1998) αλλά και οι Tall & MdNor (1992) επισηµαίνουν ότι οι µαθητές 

της δικής του έρευνας δεν αναγνώρισαν την σταθερή 𝑦 = 3	  ως συνάρτηση διότι οι τιµές του y 

δεν µεταβάλλονται.  

Από τη δική της πλευρά η Sierpinska (1992) αναζητώντας εµπόδια που συναντούν οι 

µαθητές κατά την διδασκαλία της έννοιας εντοπίζει τα παρακάτω:  

1] Η σύγχυση µεταξύ συνάρτησης και σχέσης.  

2] Η διάκριση µεταξύ της  χρήσης αριθµού και της ποσότητας, πράγµα που εν µέρει 

οφείλεται σε περιορισµένη κατανόηση του συνόλου των πραγµατικών αριθµών.  

3] Η εντύπωση πως η συνάρτηση δίνεται από έναν αναλυτικό τύπο.  

4] Η συµµετρία µεταξύ των x και y. Για παράδειγµα οι εξισώσεις της έλλειψης και του 

κύκλου έχουν παρεµφερή, συµµετρικό τύπο, µε αποτέλεσµα να γίνεται σύγχυση µεταξύ 

εξαρτηµένης και ανεξάρτητης µεταβλητής.  

5] Το ασυνείδητο σχήµα σκέψης που αναφέρεται στις αλλαγές του κόσµου ως φαινόµενα 

χωρίς να επικεντρώνεται στις παραµέτρους της αλλαγής (τι και πως αλλάζει). Μια τέτοια 

στάση βλέπει υπό ένα ποιοτικότερο πρίσµα τον κόσµο, χωρίς να εστιάζει στις ποσοτικές 

σχέσεις.  

6] Η σκέψη που αναπτύσσεται  στην άλγεβρα και αφορά στο διαχωρισµό µεταξύ σταθερών 

και αγνώστων ποσοτήτων, η οποία παραπέµπει στην ιδέα της εξίσωσης και όχι τη 

συνάρτηση.  

7] Το γεγονός ότι µια συνάρτηση µπορεί να αναπαρασταθεί µε διαφορετικούς τρόπους (ως 

γραφική παράσταση, πίνακας τιµών, αναλυτικός τύπος κ.ο.κ.) 

8] Η χρονικότητα της µεταβλητής.  

9] Η λανθασµένη θεώρηση ότι όλες οι συναρτήσεις είναι τύπου 1-1 και η δυσκολία στην 

κατανόηση ότι µπορούν πολλά x να αντιστοιχηθούν σε ένα y. 

Οι Kaldrimidou & Ikonomou (1998) επιβεβαιώνουν τα προβλήµατα που προκύπτουν από 

τους πολλαπλούς τρόπους αναπαράστασης της συνάρτησης, σηµειώνοντας πως οι µαθητές 

αδυνατούν να δεχτούν ότι οι διάφοροι αναπαραστατικοί τρόποι της ίδιας συνάρτησης 

αλληλοσυµπληρώνονται και συµβάλλουν στη συνολική της εικόνα. Οι ίδιοι (ibid, 1998) καθώς 

και οι Janvier (στο Hitt, 1998), Gagatsis & Shiakalli (2004) συµφωνούν στο γεγονός ότι οι 

µαθητές –αλλά και δάσκαλοι– όχι µόνο δυσκολεύονται στην κατανόηση αλλά και τη 

συσχέτιση των συναρτήσεων, λόγω της αναπαραστατικής τους ποικιλίας.  
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Επιπλέον, στην έρευνα των Schwarz & Hershkowitz (1999) οι µαθητές είχαν την τάση να 

πιστεύουν ότι όλες οι συναρτήσεις είναι γραµµικές ή τετραγωνικές και πως όλες οι γραφικές 

παραστάσεις παραβολοειδών παριστάνουν συνάρτηση, ανεξάρτητα της φοράς του U. Ακόµα, 

ο Thompson (1994) διαπίστωσε πως οι µαθητές βλέπουν τη συνάρτηση ως δύο εκφράσεις που 

ενώνονται µε ένα ίσον ενώ πολλοί από αυτούς δεν είναι σε θέση να χειριστούν τα αλγεβρικά 

σύµβολα ή να προβούν σε βασικές αλγεβρικές διαδικασίες.  

Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω εµπόδια, τις λανθασµένες αντιλήψεις που διακατέχουν 

τους µαθητές αλλά και του αφηρηµένου της φύσης της συνάρτησης, είναι δόκιµο να 

ισχυριστούµε ότι η διδακτική µεταφορά της έννοιας αποτελεί µια δύσκολη διαδικασία.  

 

[1.3] Η έννοια της αναπαράστασης στη διδασκαλία και µάθηση των Μαθηµατικών 

 

Όπως προαναφέρθηκε, µια συνάρτηση µπορεί να αναπαρασταθεί µε περισσότερους από 

έναν τρόπους, συνεπώς είναι επιτακτική η µελέτη της έννοιας αναπαράσταση σε µαθηµατικά 

αντικείµενα εν γένει. Τι ακριβώς είναι αναπαράσταση ενός µαθηµατικού αντικειµένου; Κατά 

τον Kaput (1987a) αναπαράσταση αποτελεί ένα νοητικό σύµβολο ή έννοια η οποία 

αντιπροσωπεύει ένα προκαθορισµένο υλικό σύµβολο. Ο όρος αναπαράσταση περιλαµβάνει: 

τις εικονικές αναπαραστάσεις, τα σύµβολα και τις νοητικές αναπαραστάσεις. Από την πλευρά 

του ο Goldin (1987) απαριθµεί πέντε ολότητες που εµπεριέχονται στην έννοια: 

1] Την ολότητα που αναπαρίσταται, 

2] την ολότητα που αναπαριστά, 

3] τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας που αναπαρίσταται, 

4] τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας που αναπαριστά, οι οποίες σχηµατίζουν και την 

αναπαράσταση, 

5] την αντιστοιχία ανάµεσα στις δύο ολότητες. 

Αντίστοιχα, η γνωστική ψυχολογία χρησιµοποιεί τον όρο αναπαράσταση µε δύο τρόπους:  

1] Κάποια οργάνωση που αντιστοιχεί σε κάποια οντότητα και αποτελεί µοντέλο 

διανοητικών ενεργειών. 

2] Την οργάνωση της γνώσης στο ανθρώπινο νοητικό σύστηµα. (Γραββάνη, 2006, σελ. 18) 

Στα πλαίσια ενασχόλησης µε τα µαθηµατικά, οι µαθητές συναντούν αντικείµενα µε πολλές 

αναπαραστάσεις. Για να επέλθει η αποτελεσµατική κατανόησή τους θα πρέπει να είναι σε θέση 

να αναγνωρίζουν αποτελεσµατικά την έννοια στα διάφορα αναπαραστατικά της πλαίσια αλλά 

και να µεταφράζουν την έννοια από το ένα πλαίσιο στο άλλο (Lesh et al. 1987). Στην ικανότητα 

µετάφρασης έχουν αναφερθεί οι Janvier (1987) και Hitt (1998) σηµειώνοντας ότι η µάθηση 
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µαθηµατικών εννοιών αλλά και η αποτελεσµατική επίλυσης προβλήµατος εξαρτάται άµεσα 

από αυτήν.  

Σε ότι αφορά τις αναπαραστάσεις, αυτές διακρίνονται σε εξωτερικές (ή σηµειωτικές) και 

εσωτερικές (ή νοητικές).  

1] Οι εξωτερικές αναπαραστάσεις περιλαµβάνουν τις εικονικές και συµβολικές 

αναπαραστάσεις, σύµφωνα µε την κατηγοριοποίηση του Kaput (1987a). Αυτές 

διαδραµατίζουν τον ρόλο του ερεθίσµατος στις αισθήσεις και αποτελούνται από 

αναλυτικούς τύπους, γραφικές παραστάσεις, διαγράµµατα, πίνακες τιµών, τυπικά 

µαθηµατικά σύµβολα και γενικά παραστάσεις της γλώσσας των µαθηµατικών. 

Ξεχωρίζουν για την ιδιότητά τους να κάνουν το αντικείµενο µάθησης πιο ελκυστικό, 

ενδιαφέρον και συχνά αποτελούν πεδία πρώτης αναφοράς των µαθητών προκειµένου να 

οικοδοµήσουν βασικές έννοιες.  

2] Οι εσωτερικές αναπαραστάσεις περιλαµβάνουν τις νοητικές εικόνες (σχηµατισµούς) που 

κατασκευάζει το άτοµο για να παραστήσει την πραγµατικότητα και δεν είναι 

προσβάσιµες απ’ όλους  (Janvier, 1987).  Η φύση των νοητικών αυτών εικόνων είναι 

ασαφής, διαφέρει από άτοµο σε άτοµο και δεν µπορούν να γίνουν διακριτές άµεσα παρά 

µόνο µε παρατήρηση της εξωτερικής συµπεριφοράς του ατόµου.  

Από πλευράς εξωτερικών αναπαραστάσεων, αυτές δεν είναι απόλυτες αλλά εξαρτώνται 

άµεσα από τις εσωτερικές αναπαραστάσεις του κάθε ατόµου (Goldin, 1987; Kaput, 1987a). 

Κατά τον Von Glasersfeld (1987b) µια αναπαράσταση δεν είναι αυθύπαρκτη αλλά χρειάζεται 

ερµηνεία από το υποκείµενο. Το υποκείµενο αντιλαµβάνεται και ερµηνεύει µια εξωτερική 

αναπαράσταση βασιζόµενο στις εσωτερικές εικόνες που έχει δηµιουργήσει από προηγούµενες 

γνώσεις και εµπειρίες του.   

Τα είδη των αναπαραστάσεων συνδέονται µε µια αµφίδροµη σχέση αλληλεπίδρασης. Το 

υποκείµενο µπορεί να εξωτερικεύσει σε φυσική µορφή πράξεις που αντλεί από τις νοητικές 

αναπαραστάσεις που έχει ή να εσωτερικεύσει εικονικές οι συµβολικές αναπαραστάσεις που 

συλλέγει από τον εξωτερικό κόσµο. Αυτές οι αµφίδροµες διαδικασίες πολλές φορές 

συµβαίνουν ταυτόχρονα (Kaput, 1987a; Goldin, 1987).  

Από την µεριά της η Κολέζα (2000) υποστηρίζει ότι µια αναπαράσταση δεν  µπορεί να 

κατηγοριοποιηθεί ως εσωτερική ή εξωτερική απλά και µόνο από τα µορφολογικά της 

χαρακτηριστικά. Μια γραφική παράσταση, ένα διάγραµµα δεν αποτελεί αποκλειστικά και 

µόνο εξωτερική αναπαράσταση αλλά υφίσταται και ως προϊόν εσωτερίκευσης µιας 

σηµειωτικής αναπαράστασης. Σε ένα δεύτερο επίπεδο αφαίρεσης, αυτές οι εικόνες δύνανται 

να λειτουργήσουν ως ευρετικό πεδίο για την σύλληψη, την κατανόηση και την επεξεργασία 
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συνθετότερων εννοιών. Στο ίδιο µοτίβο, ο Duval (1995a) αναφέρει ότι η νοητική επεξεργασία 

µαθηµατικών αντικειµένων εξαρτάται άµεσα από το χρησιµοποιούµενο αναπαραστατικό 

σύστηµα.  

Όλες, όµως, αυτές οι µεγάλες ποσότητες πληροφοριών που προσφέρονται µέσω της 

αναπαράστασης εννοιών πρέπει να αποθηκευτούν στην µνήµη των µαθητών ως οργανωµένα 

συστήµατα. Πολλά τέτοια αλληλοσυνδεόµενα συστήµατα αποτελούν ένα γνωστικό σχήµα. 

Κατά τους Piaget et al. (1977) µε τη βοήθεια του γνωστικού σχήµατος οργανώνονται οι 

εµπειρίες ενός ατόµου ώστε:  

1] Να είναι σε θέση να αναγνωρίσει νέες εµπειρίες και παρόµοιες γνώσεις µε τις ήδη 

υπάρχουσες ή να διακρίνει οµοιότητες – διαφορές ανάµεσα σε παλιές και νέες,  

2] να έχει πρόσβαση σε µια βάση δεδοµένων που περιέχει τα ουσιώδη στοιχεία όλων των 

παραπλήσιων εµπειριών, συµπεριλαµβανοµένων των γλωσσικών και µη γλωσσικών 

συνιστωσών, 

3] να µπορεί να εξάγει συµπεράσµατα, να κάνει εκτιµήσεις, να δηµιουργεί στόχους και να 

αναπτύσσει σχέδια ενεργειών στηριζόµενος στο βασικό πλαίσιο και 

4] να χρησιµοποιεί δεξιότητες, διαδικασίες και κανόνες όταν προσπαθεί να λύσει ένα 

πρόβληµα το οποίο κατέταξε σε κάποιο κατάλληλο βασικό πλαίσιο. 

Τέλος, στα Μαθηµατικά, πολλές είναι οι έννοιες που έχουν παραπάνω από έναν τρόπο 

αναπαράστασης (όπως για παράδειγµα η συνάρτηση). Σε αυτές τις περιπτώσεις ο µαθητής θα 

πρέπει να είναι σε θέση να συνειδητοποιήσει τις κοινές ιδιότητες της έννοιας στα διάφορα 

αναπαραστατικά της πλαίσια και να εξάγει τη δοµή της. Κατά τους Lesh et al. (1987) οι 

πολλαπλές αναπαραστάσεις δίνουν διαφορετικές όψεις του αντικειµένου αποδίδοντάς του 

έναν πλουραλιστικό χαρακτήρα. Η αποτελεσµατικότητα των µαθητών στην επίλυση 

µαθηµατικών προβληµάτων εξαρτάται και από την ικανότητα αναγνώρισης αλλά και 

µετάβασης από το ένα αναπαραστατικό πλαίσιο στο άλλο (ibid, 1987; Even, 1998; Gagatsis & 

Shiakalli, 2004; Γραββάνη, 2006; NCTM, 2000). 

 

[1.4] Οι αναπαραστάσεις της συνάρτησης  

[1.4α] Ο ρόλος των αναπαραστάσεων στην κατανόηση της συνάρτησης 

 

Σε µια προσπάθεια ανάδειξης της σηµαντικότητας της έννοιας συνάρτηση ο Eisenberg 

(1992) αναφέρει ότι «η ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης στους µαθητές θα πρέπει να 

αποτελεί βασικό στόχο του αναλυτικού προγράµµατος, τόσο της δευτεροβάθµιας όσο και της 

τριτοβάθµιας εκπαίδευσης» (σελ. 174). Ωστόσο, η πληθώρα διαφορετικών αναπαραστάσεων 
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της έννοιας αλλά και οι δυσκολίες που προκύπτουν κατά τον συνδυασµό αυτών, δυσκολεύουν 

την επίτευξη του στόχου αυτού (Hitt, 1998). Ειδικότερα, µια συνάρτηση µπορεί να 

αναπαρασταθεί αναλυτικά µέσω του αλγεβρικού της τύπου, αριθµητικά µέσω πίνακα τιµών ή 

διατεταγµένο ζεύγος συντεταγµένων, γραφικά µέσω γραφικής παράστασης και λεκτικά, µέσω 

λεκτικής περιγραφής της σχέσης µεταξύ των µεγεθών της. Η παρούσα εργασία εστιάζει στα 

τρία πρώτα αναπαραστατικά πεδία. 

Λαµβάνοντας υπόψη την σηµαντικότητα της έννοιας συνάρτηση και το εύρος της σχολικής 

ύλης που καταλαµβάνει, είναι δικαιολογηµένη η ανησυχία των εκπαιδευτικών για τη σωστή 

διδακτική µεταφορά της έννοιας, ώστε να γίνει πλήρως κατανοητή από τους µαθητές. 

Ενστερνιζόµενη αυτή την ανησυχία, η επιστηµονική κοινότητα ερεύνησε το θέµα και 

εκπόνησε πλήθος ερευνών που αφορούν την κατανόηση και ερµηνεία της έννοιας σε 

συνδυασµό µε τον ρόλο των διαφορετικών αναπαραστάσεων της. Κοινό συµπέρασµα αυτών 

των ερευνών είναι ότι η χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων συντελεί στην βαθύτερη 

κατανόηση της έννοιας (Duval, 1995a; Even, 1998; Gagatsis & Shiakalli, 2004; Γραββάνη, 

2006). Μπορεί, όµως, κάθε αναπαραστατικός τρόπος να δώσει την πλήρη εικόνα της 

συνάρτησης; 

Κατά τους Kaldrimidou & Ikonomou (1998) κάθε αναπαραστατικός τρόπος δίνει 

πληροφορίες για µια «πλευρά» της συνάρτησης, δεν µπορεί να την περιγράψει πλήρως και δεν 

αντιπροσωπεύει από µόνος του το σύνολο της έννοιας. Αντιθέτως, ο ένας συµπληρώνει τον 

άλλον και όλοι µαζί οικοδοµούν τη συνολική εννοιολογική αντίληψη της έννοιας συνάρτηση. 

Επιπλέον, ο αριθµητικός και ο αλγεβρικός ως τρόποι έκφρασης της συνάρτησης είναι 

αναλογικοί, δηλαδή παρουσιάζουν µια πληροφορία ως µια αλληλουχία προτάσεων που µπορεί 

να διαβαστεί η µια µετά την άλλη. Αντίθετα, ο γραφικός τρόπος είναι ολιστικός, δηλαδή 

παρουσιάζει πολλές πληροφορίες της συνάρτησης ταυτόχρονα. Για την αλγεβρική παράσταση 

η Sfard (1992) συµπληρώνει ότι µπορεί να αντιµετωπιστεί είτε λειτουργικά, ως µια 

περιληπτική περιγραφή κάποιων σχέσεων, είτε δοµικά, ως µια στατική σχέση δύο µεγεθών. 

Αντίστοιχα, η γραφική παράσταση υποστηρίζει µια δοµική προσέγγιση, αφού τα πολλά 

συστατικά της συνδυάζονται σε αρµονία ώστε να αποτελέσουν µια ολότητα.  

Επιπλέον, οι Eisenberg & Dreyfus (1994) αναφέρουν ότι η συνάρτηση µπορεί να 

αποτελέσει το διδακτικό εργαλείο που θα βοηθήσει τους µαθητές να µάθουν τον σωστό 

χειρισµό των µεταβλητών –µέσα σε κάθε µεµονωµένο αναπαραστατικό πλαίσιο– αλλά και να 

επιλύουν προβλήµατα –µέσα από την επιλογή του σωστού αναπαραστατικού πλαισίου στο 

οποίο θα εργαστούν–.  

Οι Zachariades et al. (2000) κατατάσσουν σε 3 γνωστικά επίπεδα τους συµµετέχοντες στην 
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έρευνά τους µε βάση τα χαρακτηριστικά και τις ιδιότητες που µπορούν να αναγνωρίσουν σε 

µια συνάρτηση ανά πλαίσιο, ενώ καταλήγουν ότι λίγοι µπορούν να τα αξιοποιήσουν πλήρως 

ώστε να έχουν µια συνολική εικόνα της έννοιάς της. 

Σε αντίστοιχη έρευνα, ο Proulx (2015) µελετά τις στρατηγικές που αναπτύσσουν οι µαθητές 

για να πραγµατοποιήσουν πράξεις µε συναρτήσεις σε γραφικό περιβάλλον. Στα ευρήµατά του 

κατατάσσονται 3 είδη στρατηγικών: η αλγεβρική/παραµετρική, η γραφική/γεωµετρική και η 

γραφική/αριθµητική.  

Άλλες έρευνες στράφηκαν στην καταγραφή των εννοιολογικών αντιλήψεων που έχουν οι 

µαθητές – φοιτητές – καθηγητές για την έννοια της συνάρτησης και στην µελέτη των 

διαδικασιών που χρησιµοποίησαν στα διάφορα αναπαραστατικά πλαίσια της. Ιδιαίτερο ρόλο, 

όµως, παίζουν οι µεταβάσεις µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων της συνάρτησης και οι 

δυσκολίες που αντιµετωπίζουν σε αυτές οι µαθητές.  

 

[1.4β] Οι µεταβάσεις µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων της συνάρτησης και οι 

δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές 

 

Όπως αναφέρθηκε και νωρίτερα, η γνώση της συνάρτησης σε καθένα από τα 

αναπαραστατικά της πλαίσια είναι αποσπασµατική και δεν αρκεί για να δοµηθεί µια σωστή 

εικόνα της συνάρτησης. Κατά τον Hitt (1998), καταλυτικό ρόλο παίζει η ευχέρεια εναλλαγής 

µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων αλλά και η δυνατότητα συσχέτισης αυτών. Για τους 

Lesh et al. (1987) η αποτελεσµατική κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας συνίσταται από: 

α) την ικανότητα αναγνώρισης της έννοιας σε µια ποικιλία διαφορετικών αναπαραστατι-

κών πεδίων,  

β) την ικανότητα διαχείρισης της έννοιας εντός του δοθέντος αναπαραστατικού πεδίου 

καθώς και  

γ) την ικανότητα µετάφρασης της έννοιας από ένα πεδίο στο άλλο.  

Αυτό, όµως, αποτελεί και τον πυρήνα της δυσκολίας στην διδασκαλία της έννοιας 

συνάρτηση, αφού η εναλλαγή και συσχέτιση δυσκολεύουν τους µαθητές λυκείου (Hitt, 1998), 

τους απόφοιτους λυκείου (Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1992; Even, 1998) αλλά και τους 

εκπαιδευτικούς (Hitt, 1998). Γι’ αυτό το λόγο, η ανάπτυξη ευχέρειας στην εναλλαγή µεταξύ 

των αναπαραστατικών πλαισίων χωρίς απώλεια πληροφοριών, αποτελεί τον βασικό στόχο της 

διδασκαλίας της έννοιας συνάρτηση (Janvier, 1987a; Even, 1998; Hitt, 1998).  

Οι Kaldrimidou & Ikonomou (1998) υποστηρίζουν ότι ο χειρισµός και η επεξεργασία κάθε 

τρόπου αναπαράστασης απαιτεί διαφορετικό πλαίσιο επεξεργασίας της πληροφορίας. Για 
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παράδειγµα ο αναλυτικός τύπος, σύµφωνα µε τη γνωστική προσέγγιση, απαιτεί σειριακή 

επεξεργασία των δεδοµένων, ενώ στη γραφική αναπαράσταση τα δεδοµένα δίνονται ολιστικά. 

Δεν αρκεί, όµως, η ικανότητα επεξεργασίας πληροφοριών σε κάθε πλαίσιο µεµονωµένα, αλλά 

και η µετάβαση από το ένα πλαίσιο στο άλλο, σε πλήρη συµφωνία µε τον ορισµό της 

συνάρτησης αλλά και χωρίς την απώλεια πληροφοριών. Τη µετάβαση αυτή ορίζουν ως 

µετάφραση αναπαραστάσεων.  

Αναφερόµενος σε αυτή τη µετάβαση, ο Janvier (1987a) υποστηρίζει ότι δεν αποτελεί µια 

απλή µετάφραση πληροφοριών αλλά µια µεταφορά, διότι πριν την µετατροπή της 

πληροφορίας σε άλλο πεδίο προηγείται µια ανάλυση. Αυτή η ανάλυση παράγει µια νέα 

πληροφορία, η οποία εν τέλει εκφράζεται σε ένα άλλο συµβολικό σύστηµα. Ειδικότερα, µε τον 

όρο «µετάφραση αναπαραστάσεων» ο ίδιος (ibid, 1987a, σελ. 27) αναφέρεται στην 

«ψυχολογική διαδικασία που λαµβάνει χώρα όταν µεταφερόµαστε από ένα σύστηµα 

αναπαράστασης σε ένα άλλο, όπως για παράδειγµα από µια αλγεβρική εξίσωση σε γραφική 

παράσταση». Η ύπαρξη δύο τουλάχιστον µορφών αναπαράστασης, η αρχική (πηγή) και η 

τελική (στόχος) αποτελεί βασική προϋπόθεση για να καταστεί δυνατή η µετάφραση. Για 

παράδειγµα, µεταξύ του αλγεβρικού τύπου και της γραφικής παράστασης προκύπτουν δύο 

µεταφράσεις: από τον τύπο στην γραφική παράσταση και από την γραφική παράσταση στον 

τύπο. Οι Lesh et al. (1987) τονίζει ότι η αρχική αναπαράσταση πρέπει να ειδωθεί από την 

οπτική γωνία της τελικής. Ο τρόπος και η οπτική γωνία που ο µαθητής «βλέπει» την 

αναπαράσταση είναι αποτέλεσµα διδασκαλίας, χωρίς, όµως, να αντιγράφει τον καθηγητή, 

αλλά οργανώνοντας τη δική του εµπειρία (Von Glasersfeld, 1987b).  

Ο Hitt (1998, σελ.125), στην προσπάθειά του να συνδέσει την έννοια της συνάρτησης µε 

τον συνδυασµό των διαφόρων αναπαραστάσεών της, ανέδειξε την ύπαρξη πέντε επιπέδων 

κατανόησης της έννοιας:  

1ο Επίπεδο: Τα υποκείµενα έχουν ανακριβείς ιδέες για την έννοια (ένα ασαφές µείγµα των 

διαφορετικών αναπαραστάσεων της έννοιας). 

2ο Επίπεδο: Τα υποκείµενα είναι σε θέση να αναγνωρίσουν τις διάφορες αναπαραστάσεις 

αλλά και τα συστήµατα αναπαράστασης της έννοιας.  

3ο Επίπεδο: Τα υποκείµενα είναι σε θέση να µεταφράσουν από το ένα αναπαραστατικό 

σύστηµα σε άλλο, διατηρώντας το πλήρες νόηµα της πληροφορίας. 

4ο Επίπεδο: Τα υποκείµενα είναι σε θέση να συνδυάσουν µε σαφήνεια δύο συστήµατα 

αναπαράστασης. 

5ο Επίπεδο: Τα υποκείµενα είναι σε θέση να συνδυάσουν σε σαφήνεια δύο συστήµατα 

αναπαράστασης µε σκοπό την επίλυση ενός µαθηµατικού προβλήµατος.  
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Συνεπώς για να φτάσει το υποκείµενο στο 5ο επίπεδο, δηλαδή να «κατακτήσει» την 

ικανότητα επίλυσης ενός µαθηµατικού προβλήµατος, θα πρέπει πρώτα να έχει αναπτύξει την 

ικανότητα µετάφρασης από ένα σύστηµα σε ένα άλλο, χωρίς απώλεια νοήµατος της 

πληροφορίας. 

Οι Lesh et al. (1987) κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι ένα µεγάλο ποσοστό µαθητών 

παρουσιάζουν δυσκολίες στην κατανόηση των συµβόλων και της γλώσσας που απαιτείται 

στην αναπαράσταση και τον χειρισµό των µαθηµατικών εννοιών που υπάρχουν στα 

προβλήµατα. Αυτοί οι παράγοντες δυσχεραίνουν τους µετασχηµατισµούς µέσα στο ίδιο πεδίο 

αλλά και τις µεταφράσεις από ένα αναπαραστατικό πεδίο σε ένα άλλο. Η υπερπήδηση αυτών 

των εµποδίων θα συντελέσει ουσιαστικά στην κατάκτηση της επιδιωκόµενης µαθηµατικής 

έννοιας. Οι ίδιοι (ibid, 1987) συµπληρώνουν ότι οι µετασχηµατισµοί µέσα στο ίδιο 

αναπαραστατικό πλαίσιο και οι µεταφράσεις µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων 

βρίσκονται σε σχέση αλληλεξάρτησης.  

Στην έρευνα που πραγµατοποίησε σε φοιτητές µαθηµατικών, η Even (1998) εστίασε στη 

σχέση γνώσης της συνάρτησης µε την ευχέρεια εναλλαγής µεταξύ των αναπαραστατικών 

πλαισίων. Τα αποτελέσµατα κατέδειξαν την ισχυρή σχέση της ικανότητας σύνδεσης των 

διαφόρων αναπαραστάσεων της συνάρτησης µε τους διαφορετικούς τρόπους προσέγγισης των 

συναρτήσεων, το πλαίσιο παρουσίασης και τη γνώση για τις υποκείµενες ιδέες που την 

περιβάλλουν. Για τη συνάρτηση, η προσέγγιση µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους: ολιστικά, όταν 

πρόκειται να εξεταστεί η συνολική της συµπεριφορά της ή κατά σηµεία όταν πρόκειται να 

µελετηθούν συγκεκριµένα σηµεία, όπως η εύρεση του πεδίου ορισµού από ένα δοσµένο 

γράφηµα. Το υποκείµενο που µπορεί να χειριστεί εξίσου καλά και τους δύο τρόπους 

προσέγγισης και έχει βαθιά γνώση των υποκείµενων ιδεών, µπορεί και να µεταβεί µε ευκολία 

από µια αναπαράσταση σε άλλη. 

Ο Γαγάτσης et al. (2000) διαπίστωσαν ότι οι γραφικές παραστάσεις και οι πίνακες τιµών 

είναι τα είδη των αναπαραστάσεων τα οποία οι µαθητές δείχνουν να χειρίζονται 

αποτελεσµατικότερα. Ο λόγος αποδόθηκε στο γεγονός ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν τις 

γραφικές παραστάσεις ως διαδικασία και όχι ως αντικείµενο. Η διάσταση διαδικασία 

αναπτύσσεται ευκολότερα από τον µαθητή µετά από επανειληµµένη χρήση/προστριβή µε το 

γράφηµα, σε αντίθεση µε την διάσταση αντικείµενο που αποκτάται δυσκολότερα. Κατά την 

Sfard (1991) το ιδανικό θα ήταν να αναπτυχθούν και οι δύο διαστάσεις, γεγονός που θα 

οδηγήσει σε βαθιά κατανόηση του συνόλου της έννοιας. 

Είναι, λοιπόν, σαφές ότι η ικανότητα αναγνώρισης και αναπαράστασης της ίδιας έννοιας 

σε διαφορετικά αναπαραστατικά πεδία καθώς και η ευχέρεια στην εναλλαγή και σύνδεση 
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µεταξύ αυτών είναι σηµαντική για την κατανόηση της έννοιας συνάρτησης (Even,1998). 

Ωστόσο, παρά τον ουσιαστικό ρόλο που διαδραµατίζουν οι µεταφράσεις, οι στρατηγικές 

µετάφρασης σπάνια αποτελούν αντικείµενο διδασκαλίας µέσα στην τάξη (Lesh et al., 1987; 

Janvier, 1987a). Σε µια προσπάθεια απάντησης του φαινοµένου, οι ίδιοι (ibid, 1987) 

καταγράφουν την παρανόηση ότι η µετάφραση είναι µια εύκολη, αν όχι τυπική διαδικασία, γι’ 

αυτό και δεν τυγχάνει της δέουσας προσοχής.  

Ένα εύρηµα που απασχόλησε τους ερευνητές ήταν η αποτυχία αναγνώρισης της ίδιας 

συνάρτησης σε διαφορετικό πλαίσιο. Το γεγονός αποδόθηκε στην έλλειψη ελαστικότητας 

στην εναλλαγή µεταξύ των διαφορετικών µορφών αναπαράστασης (Hitt, 1998) αλλά και στην 

αδυναµία σύνδεσης των διαφόρων µορφών αναπαράστασης µεταξύ τους. Κατά τον Duval 

(2002) η µάθηση και η κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας επιτυγχάνεται όταν υπάρχει 

εµπλοκή, συνδυασµός ή συνύπαρξη (coordination) δύο τουλάχιστον πεδίων αναπαράστασης 

της έννοιας από τους µαθητές. Αν ένας µαθητής είναι ικανός να επιτύχει ένα έργο που εµπλέκει 

συνάρτηση σε ένα αναπαραστατικό πεδίο και αποτυγχάνει σε ένα άλλο, τότε τείνει να ταυτίσει 

την έννοια µε το αναπαραστατικό πλαίσιο στο οποίο σηµείωσε επιτυχία. Ουσιαστικά διαλύει 

το παζλ της έννοιας συνάρτησης, διαχωρίζοντας τα κοµµάτια (αναπαραστατικά πεδία) που το 

απαρτίζουν. Το φαινόµενο διαχωρισµού επιβεβαίωσαν και οι Elia et al. (2005), οι οποίοι 

διαπίστωσαν ότι οι µαθητές της έρευνάς τους δεν ήταν σε θέση να συνδυάσουν τα 

αναπαραστατικά πλαίσια της συνάρτησης, ούτε να περάσουν επιτυχώς από το ένα στο άλλο 

πεδίο χωρίς απώλεια πληροφοριών. Αυτό λειτούργησε εις βάρος της µάθησης και κατανόησης 

της έννοιας συνάρτηση. Οι ίδιοι του απέδωσαν τον όρο σπονδυλοποίηση ή στεγανοποίηση2, 

ορµώµενοι από την ιδιότητα των σπονδύλων3 να είναι αδιαπέραστοι µεταξύ τους.  Στο ίδιο 

συµπέρασµα καταλήγει και η Yerushalmy (1997) η οποία συµπληρώνει ότι οι µαθητές δεν 

δίνουν σηµασία στη σηµαντικότητα του περάσµατος µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων, 

γεγονός που σχετίζεται και µε την γενικότερη γνώση της έννοιας.  

Συνεπώς, κατά τον Schoenfeld (1992), η κατανόηση της συνάρτησης προϋποθέτει 

ουσιαστική γνώση ενός µεγάλου αριθµού προαπαιτούµενων γνώσεων, πολλαπλών 

αναπαραστάσεων του αντικειµένου αλλά και ικανότητα συντονισµένης µετακίνησης µεταξύ 

όλων αυτών των προοπτικών και αναπαραστάσεων. Κοινώς, η κατανόηση είναι µια 

πολύπλοκη διαδικασία ενώ διδακτικές, γνωστικές, επιστηµολογικές και µαθηµατικές µελέτες 

                                                
2 Ο όρος χρησιµοποιείται από τους Elia et al. 2005 για να περιγράψει την κατάσταση κατά την οποία ο µαθητής 
εργάζεται στο ένα πεδίο αναπαράστασης χωρίς να είναι σε θέση να επικοινωνεί τις ιδέες του µε επιτυχία σε ένα 
άλλο. 
3 Όρος Ψυχολογίας: µονάδες επεξεργασίας πληροφοριών που αντιστοιχούν σε ένα µικροπεδίο (Fodor, 1983 στο 
Elia et al. 2005). 
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παρεµβαίνουν και αλληλεπιδρούν για τον συντονισµό των διαδικασιών που οδηγούν σε αυτή.  

 

[1.4γ]  Η εναλλαγή µεταξύ αλγεβρικού και γραφικού πλαισίου αναπαράστασης 

 

Απ’ όλες τις µεταβάσεις, αυτή που έχει απασχολήσει περισσότερο τους ερευνητές είναι το 

πέρασµα από το αλγεβρικό στο γραφικό πεδίο και αντίστροφα. Το ενδιαφέρον οφείλεται στην 

φύση αυτής της µετάβασης αφού, όπως αναφέρθηκε και νωρίτερα, πρόκειται για να µια ριζική 

αλλαγή στον τρόπο ανάγνωσης και επεξεργασίας των προσλαµβανόµενων πληροφοριών. 

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω (βλ. 1.4α), η γραφική παράσταση δίνει παράλληλα πολλές 

πληροφορίες σχετικά µε τη συνάρτηση, ενώ η αλγεβρική δίνει σειριακά τις πληροφορίες. 

Λόγω της πληθώρας των δεδοµένων και των διαδικασιών µετατροπής απαιτούνται 

περισσότερες γνώσεις για να αποκωδικοποιηθούν/ερµηνευτούν, περισσότερη επεξεργασία 

καθώς και ποιοτικότερη διδασκαλία µε έµφαση στη µετάβαση αυτή. 

Στην έρευνα του Knuth (2000) οι συµµετέχοντες κλήθηκαν να διαλέξουν αλγεβρικές ή 

γραφικές προσεγγίσεις ώστε να επιλύσουν µε τον ευκολότερο δυνατό τρόπο ένα σύνολο 

έργων. Να σηµειωθεί ότι όλα τα έργα παρείχαν επαρκείς πληροφορίες ώστε να επιλυθούν και 

µε τους δύο τρόπους. Τα ευρήµατα έδειξαν ότι µια πλειοψηφία της τάξεως του 75% προτίµησε 

τις αλγεβρικές διαδικασίες, παρ’ όλο που η γραφική επίλυση ήταν ευκολότερη και 

συντοµότερη. Λαµβάνοντας υπόψη τους γνωστικούς και εκπαιδευτικούς παράγοντες, ο Knuth 

(2000) απέδωσε την προτίµηση στο ότι η αλγεβρική επίλυση ευνοεί την διαδικαστική 

προσέγγιση (διάσταση «διαδικασία» κατά Sfard, 1992, βλ. 1.2). Αντίστοιχα η γραφική επίλυση 

δεν ευνοεί τέτοιου είδους προσεγγίσεις λόγω της αδυναµίας να φανούν τα µεµονωµένα σηµεία 

που περιέχονται σε µια γραφική παράσταση (Goldenberg, 1988; Moschkovich et al., 1993 στο 

Knuth 2000). Άρα κατά κάποιο τρόπο η γραφική παράσταση «κρύβει» τα χαρακτηριστικά της 

πίσω από τις πολλές πληροφορίες που προσφέρει ταυτόχρονα, ενώ είναι χρήσιµη σε όσους 

ξέρουν που θα επιστήσουν την προσοχή τους για να αντλήσουν πληροφορίες. 

Χαρακτηριστικά, ο Knuth (2000, σελ:506) αναφέρει ότι «η πλειοψηφία των µαθητών δεν 

αναγνωρίζει ότι η επιλογή οποιουδήποτε σηµείου της γραφικής παράστασης της ευθείας θα 

µπορούσε να είναι λύση της εξίσωσης της ευθείας». 

Στην έρευνα των Eisenberg & Dreyfus (1992, στο Κnuth, 2000) τα έργα ήταν σχεδιασµένα 

µε τέτοιο τρόπο ώστε να ευνοούν την γραφική επίλυση. Παρόλα αυτά, ως πρώτο τρόπο οι 

συµµετέχοντες προτίµησαν την αλγεβρική επίλυση, ενώ όταν τους ζητήθηκε δεύτερος, 

επέµεναν να αναζητούν πάλι αλγεβρικές λύσεις. Αν δεν µπορούσαν να βρουν δεύτερη 

αλγεβρική λύση τότε κατέφευγαν σε γραφική. Οι ίδιοι υποστηρίζουν ότι οι µαθητές τείνουν 
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να σκέφτονται αλγεβρικά παρά «οπτικά» (Eisenberg & Dreyfus, 1994).  

Ένας ακόµα παράγοντας που ωθεί τους µαθητές να επιµένουν στις αλγεβρικές διαδικασίες 

είναι η φύση των ίδιων των έργων που τους δίνονται να φέρουν εις πέρας. Όταν ο µαθητής 

καλείται να λύσει µια εξίσωση, υποθέτει ότι υπάρχει µια ακριβής λύση, ένας αριθµός. Γι’ αυτό 

το λόγο καταφεύγει σε µια αλγεβρική παρά γραφική διαδικασία. Είναι γεγονός ότι στο µυαλό 

των µαθητών υπάρχει η αντίληψη πως η γραφική επίλυση δίνει µια προσεγγιστική και όχι 

ακριβής λύση (ibid, 1994). 

Επιπλέον, ο τρόπος διδασκαλίας αλλά και το πρόγραµµα σπουδών χαρακτηρίζεται από µια 

εστίαση στις αλγεβρικές αναπαραστάσεις και τον χειρισµό τους. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα οι 

µαθητές να θεωρούν περιττές τις γραφικές παραστάσεις ή ακόµα και διαχωρισµένες από τις 

αλγεβρικές (Yerushalmy, 1997). Άλλα, πάλι, διδακτικά εγχειρίδια εξασκούν τους µαθητές στο 

πέρασµα από αλγεβρικό στο γραφικό τρόπο αναπαράστασης, µε αποτέλεσµα να υπονοµεύεται 

το αντίστροφο. Ειδικά οι µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης σπάνια εξασκούνται στη 

εύρεση του αλγεβρικού τύπου, δοθείσας της γραφικής παράστασης. Οι Leinhardt et al. (1990, 

στο Γραββάνη 2006) έδειξαν ότι οι µαθητές ασχολούνται κυρίως µε προβλήµατα που ζητούν 

µετάφραση από τον αλγεβρικό τύπο σε γραφική παράσταση, κατά την οποία κατασκευάζουν 

πρώτα τον πίνακα τιµών και στη συνέχεια σχεδιάζουν τα σηµεία στο σύστηµα αξόνων. Αυτή 

η παρεµβολή του αριθµητικού πλαισίου (πίνακας τιµών) συµβάλει θετικά στη σύνδεση 

εξίσωσης-γραφικής παράστασης και διευκολύνει τους µαθητές να αντιληφθούν ότι το σηµείο 

ανήκει στη γραφική παράσταση µιας ευθείας αν ικανοποιεί την εξίσωση του. Στην έρευνα της 

Γραββάνη (2006) η αντίθετη σύνδεση φαίνεται δυσκολότερη και οι συµµετέχοντες στην 

έρευνα αντιµετώπισαν δυσκολίες στην µετατροπή της γραφικής παράστασης σε τύπο, γεγονός 

που καθιστά την κατανόηση περιορισµένη και µονόπλευρη. Τα έργα, στην έρευνα των 

Gagatsis & Shiakalli (2004), αφορούσαν τις ίδιες συναρτήσεις σε διαφορετικά 

αναπαραστατικά πλαίσια. Αυτό που διαπίστωσαν είναι πως οι συµµετέχοντες σηµείωσαν τα 

χαµηλότερα ποσοστά επιτυχίας στην µετάφραση από γραφική σε αλγεβρική αναπαράσταση. 

Η ερµηνεία που έδωσαν είναι πως οι µαθητές αντιλαµβάνονται αυτές τις δύο αναπαραστάσεις 

ως διαφορετικά έργα και όχι τρόπους αναπαράστασης της ίδιας έννοιας. Οι ίδιοι, απαντώντας 

στο κύριο ερευνητικό τους ερώτηµα, επισηµαίνουν ότι υπάρχει σύνδεση της ικανότητας 

επίλυσης προβλήµατος µε την ικανότητα µετάφρασης της συνάρτησης. Τονίζουν δε, ότι η 

επίλυση προβλήµατος δεν εξαρτάται µόνο από την ευχέρεια µετάφρασης, αλλά πρέπει να 

αναπτυχθούν και άλλες ικανότητες για να θεωρηθεί κανείς ικανός να επιλύει προβλήµατα.  

Κατά τους Καλδρυµίδου & Οικονόµου (1992) οι µαθητές δυσκολεύονται να αποµονώσουν 

τις πληροφορίες που περιέχει η γραφική παράσταση γι’ αυτό και δεν της δίνουν την 
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απαιτούµενη σηµασία. Συνηθίζουν να χειρίζονται µονοµερώς αλγεβρικές εκφράσεις και 

διαδικασίες ώστε να προβούν σε αναγνώριση ή πράξεις µεταξύ των συναρτήσεων. Οι ίδιοι 

(ibid, 1992) επισηµαίνουν πως η πηγή αυτών των δυσκολιών είναι:  

1] Γνωστικής φύσης: περιλαµβάνει την δυσκολία της ολιστικής και επιλεκτικής φύση της 

εικόνας ως τρόπου παράστασης πληροφοριών. 

2] Επιστηµολογικής φύσης: περιλαµβάνει την επιστηµολογία της µαθηµατικής κοινό-

τητας και της διδακτικής των σχολικών µαθηµατικών (π.χ. το πλαίσιο της συνάρτησης 

στη δευτεροβάθµιας εκπαίδευση παρουσιάζεται περιορισµένο και καλλιεργείται 

κυρίως η µετάβαση από τον αλγεβρικό τύπο στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 

και αντίστροφα). 

3] Συναισθηµατικής φύσης: περιλαµβάνει την αβεβαιότητα και το άγχος των υποκειµένων 

όταν αντιµετωπίζουν εικονικές ή γραφικές παραστάσεις.  

Από πλευράς τους οι Bossé et al. (2011), έχοντας ερευνήσει τις πεποιθήσεις των 

εκπαιδευτικών σε θέµατα µετάφρασης συναρτήσεων, προτείνουν µια σειρά στρατηγικών ώστε 

να προληφθούν φαινόµενα όπως τα προαναφερθέντα. Συγκεκριµένα, συστήσουν οι 

εκπαιδευτικοί να επαναπροσδιορίσουν τις προσωπικές τους πεποιθήσεις σχετικά µε το ποιες 

µεταφράσεις είναι ικανοί να διενεργήσουν οι µαθητές, να εντοπίσουν ποιες µεταφράσεις 

δυσκολεύουν περισσότερο τους δικούς τους µαθητές, να δώσουν ίδια βαρύτητα στη 

διδασκαλία κάθε αναπαραστατικού πλαισίου, να εξασκήσουν τους µαθητές στην εναλλαγή 

αυτών δηµιουργώντας γέφυρες µεταξύ τους και να χρησιµοποιήσουν σύγχρονα µέσα 

αναπαράστασης καθώς και σενάρια της φύσης και της πραγµατικής ζωής στη διδασκαλία τους.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 2ο  

[2.1] Στόχος της έρευνας  

Με βάση το θεωρητικό πλαίσιο που προηγήθηκε και λαµβάνοντας υπόψη το σηµαντικό 

ρόλο που διαδραµατίζουν οι συναρτήσεις στη Μαθηµατική Εκπαίδευση αλλά και τα ευρήµατα 

των προηγούµενων ερευνών, εκπονήθηκε η παρούσα εργασία µε σκοπό να διερευνήσει την 

κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης από µαθητές Γ τάξης του Γενικού Λυκείου. Στα 

πλαίσια αυτής της διερεύνησης, µελετήθηκαν βασικές διαστάσεις της κατανόησης της έννοιας 

όπως: η ικανότητα αναγνώρισης µια µαθηµατικής έκφρασης ως συνάρτηση, η ικανότητα 

µετάφρασης µια συνάρτησης από ένα αναπαραστατικό πλαίσιο σε ένα άλλο και τέλος η 

ικανότητα αποτελεσµατικής επίλυσης ενός προβλήµατος που εµπεριέχει συναρτήσεις 

(χειρισµός συνάρτησης εντός πλαισίου). Τέλος, εξετάστηκε αν υπάρχει σύνδεση µεταξύ αυτών 

των ικανοτήτων. 

 

[2.2] Ερευνητικά ερωτήµατα  

Συγκεκριµένα, τα ερευνητικά ερωτήµατα που τίθενται είναι:  

1] Πόσο ικανοί είναι οι µαθητές της Γ Λυκείου στην αναγνώριση µιας συνάρτησης στο 

αριθµητικό, το αλγεβρικό και το γραφικό πλαίσιο; (Άξονας αναγνώρισης). 

2] Πόσο ικανοί είναι οι µαθητές της Γ Λυκείου στη µετάφραση µιας συνάρτησης από ένα 

αναπαραστατικό πλαίσιο σε ένα άλλο; (Άξονας µετάφρασης). 

3] Σε ποιο αναπαραστατικό πλαίσιο οι µαθητές της Γ Λυκείου επιλύουν αποτελεσµα-

τικότερα ένα µαθηµατικό πρόβληµα που εµπεριέχει συναρτήσεις; (Άξονας επίλυσης). 

4] Υπάρχει συσχέτιση της ικανότητας αναγνώρισης µε την ικανότητα µετάφρασης µιας 

συνάρτησης στα αναπαραστατικά της πλαίσια; Υπάρχει συσχέτιση της ικανότητας 

µετάφρασης µιας συνάρτησης µε την επίλυση προβλήµατος που εµπλέκει συναρτήσεις; 

(Συσχετίσεις ικανοτήτων). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 3ο  

[3.1] Μεθοδολογία 

Έχοντας ως γνώµονα τον βασικό στόχο της έρευνας και λαµβάνοντας υπόψη τα ερευνητικά 

ερωτήµατα που τέθηκαν, κρίθηκε αναγκαία η στατιστική επεξεργασία των δεδοµένων και γι’ 

αυτό το λόγο επιλέχτηκε η χρήση της ποσοτικής - περιγραφικής µεθόδου. Ειδικότερα, η έρευνα 

µπορεί να χαρακτηριστεί και ως δειγµατοληπτική, καθότι έγινε συλλογή δεδοµένων από 

ερωτηµατολόγια ενός δείγµατος µαθητών που φοίτησαν στην Γ τάξη του Γενικού Λυκείου, 

κατά το σχολικό έτος 2017-2018.  

 

[3.2] Συµµετέχοντες 

Το δείγµα της έρευνας αποτέλεσαν 75 µαθητές της Γ Λυκείου, εκ των οποίων ζητήθηκε η 

εθελοντική συµπλήρωση ενός οχτασέλιδου ερωτηµατολογίου (βλ. Παράρτηµα IV). Οι 

συγκεκριµένοι µαθητές προέρχονταν από δηµόσια και ιδιωτικά σχολεία του Νοµού 

Θεσσαλονίκης. Ειδικότερα, τα αγόρια ήταν 46 και τα κορίτσια 29, ενώ τα 31 ακολούθησαν 

την κατεύθυνση των Σπουδών Πληροφορικής-Οικονοµίας και οι υπόλοιποι 44 την κατεύθυνση 

Θετικών Σπουδών. Όλοι τους είχαν τα Μαθηµατικά Προσανατολισµού ως εξεταζόµενο 

µάθηµα στις Πανελλαδικές Εξετάσεις.  

Ο χρόνος που είχαν στη διάθεσή τους οι µαθητές ήταν µια σχολική ώρα (45 λεπτά) και τα 

ερωτηµατολόγια µοιράστηκαν στους µαθητές δύο βδοµάδες πριν διαγωνιστούν στις Πανελ-

λαδικές Εξετάσεις, συνεπώς ήταν καλά προετοιµασµένοι και είχαν διδαχθεί όλη την ύλη που 

αφορά τις συναρτήσεις, ώστε να ανταποκριθούν στις απαιτήσεις του ερωτηµατολογίου. 

Στο δείγµα της έρευνας είχε διδαχθεί το σχολικό εγχειρίδιο της Γ τάξης του Γενικού 

Λυκείου (Ανδρεαδάκης et al., 2016) σύµφωνα µε το ισχύον πρόγραµµα σπουδών και τις 

ισχύουσες οδηγίες για τη διδακτέα ύλη και την διδασκαλία των Μαθηµατικών του Γενικού 

Λυκείου (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 1997, 2007). Παρ’ όλα αυτά, οι µαθητές δεν ήρθαν σε 

επαφή µε τη συνάρτηση για πρώτη φορά στην τελευταία τάξη αλλά µεταχειρίζονται την έννοια 

και τις ιδιότητες της από την πρώτη κιόλας τάξη του Γενικού Λυκείου (Α Λυκείου, 6ο 

Κεφάλαιο, Ανδρεαδάκης et al., 1998).  

 

[3.3] Ερευνητικό εργαλείο 

Το ερευνητικό εργαλείο της παρούσας εργασίας ήταν το ερωτηµατολόγιο, όπως αυτό 

φαίνεται στο Παράρτηµα IV. Το ερωτηµατολόγιο αποτελείται σε 3 οµάδες ερωτήσεων. Κάθε 

µια από αυτές είχε ως στόχο να απαντήσει σε ένα από τα ερευνητικά ερωτήµατα που τέθηκαν 

στο 2ο Κεφάλαιο. Συγκεκριµένα, στο πρώτο µέρος του ερωτηµατολογίου (ερωτήσεις από Α1 
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έως Α14) δόθηκαν µαθηµατικές εκφράσεις µε 3 διαφορετικούς τρόπους αναπαράστασης 

(αριθµητική, αλγεβρική και γραφική αναπαράσταση) και ζητήθηκε από τους συµµετέχοντες 

να επιλέξουν ποιά πιστεύουν ότι παριστάνει συνάρτηση. Για τις εκφράσεις που δεν 

αποτελούσαν αναπαράσταση συνάρτησης ζητήθηκε αιτιολόγηση. Η πρώτη οµάδα ερωτήσεων 

είχε σκοπό να διερευνήσει την ικανότητα αναγνώρισης µιας συνάρτησης, γι’ αυτό και 

εντάχθηκε στον άξονα αναγνώρισης. Στο δεύτερο µέρος (ερωτήσεις Β1 έως Β7) δόθηκαν 

µαθηµατικές εκφράσεις και ζητήθηκε από τους µαθητές να τις µεταφράσουν από το δοθέν 

αναπαραστατικό πλαίσιο στα άλλα δύο. Επιπροσθέτως, στο τέλος κάθε ερώτησης ζητήθηκε 

να επιλέξουν την µετάφραση που θεώρησαν ευκολότερη. Η δεύτερη οµάδα ερωτήσεων είχε 

σκοπό να διερευνήσει την ικανότητα µετάφρασης µιας συνάρτησης από ένα αναπαραστατικό 

πλαίσιο σε ένα άλλο, γι’ αυτό και εντάχθηκε στον άξονα µετάφρασης. Στην τρίτη και τελευταία 

οµάδα δόθηκαν δύο προβλήµατα και ζητήθηκε από τους µαθητές να τα λύσουν µε έναν ή και 

δεύτερο τρόπο, αν µπορούσαν. Σκοπός αυτής της οµάδας ερωτήσεων ήταν να ανακαλύψει το 

πλαίσιο στο οποίο οι µαθητές επιλύουν αποτελεσµατικότερα προβλήµατα που ενέχουν 

συναρτήσεις. Οι ερωτήσεις αυτής της οµάδας εντάχθηκαν στον άξονα επίλυσης.  

Ειδικότερα, στις ερωτήσεις Α1 έως Α4 δόθηκαν 4 πίνακες µε ζεύγη συντεταγµένων, τα 

οποία αποτελούσαν τα αριθµητικά αποτελέσµατα (αριθµητικές αναπαραστάσεις) των 

µαθηµατικών εκφράσεων 𝑥 = 4, 𝑦 = 3𝑥, 𝑦 = −1, 𝑦 = 𝑥+ αντίστοιχα και ζητήθηκε από τους 

µαθητές να αναγνωρίσουν ποιοι από τους δοθέντες πίνακες θα µπορούσαν να αποτελέσουν 

έκφραση συνάρτησης. Για τους πίνακες που δεν αποτελούν έκφραση συνάρτησης, ζητήθηκε 

να αιτιολογήσουν την απάντησή τους. Από τη συγκεκριµένη οµάδα ερωτήσεων µόνο η Α1 

(𝑥 = 4)	  δεν παρίστανε συνάρτηση ενώ ως αιτιολόγηση θα µπορούσε να αναφερθεί το γεγονός 

ότι ίδιες τιµές του 𝑥 αντιστοιχίζονται σε διαφορετικά 𝑦, γεγονός που έρχεται σε αντίθεση µε 

τον ορισµό της συνάρτησης. Στις ερωτήσεις Α5 έως Α8 δόθηκαν οι αλγεβρικές παραστάσεις 

των εκφράσεων 𝑦 = 3, 𝑥 = −9, 𝑦+ = 𝑥, 𝑦 = −2𝑥 αντίστοιχα και ζητήθηκε από τους 

µαθητές να αναγνωρίσουν ποιοι αλγεβρικοί τύποι θα µπορούσαν να εκφράζουν συνάρτηση. 

Από τις προαναφερθείσες η Α7 δεν παρίστανε συνάρτηση (𝑦+ = 𝑥) και αρκούσε να δοθεί η 

ίδια ή όποια παραπλήσια αιτιολόγηση µε αυτή της Α1. Τέλος, στις ερωτήσεις Α9 έως Α14 

δόθηκαν οι γραφικές παραστάσεις των εκφράσεων 𝑦 = 3, 𝑦+ = 𝑥, 𝑥 = 5, 𝑦 = 3𝑥, {𝑦 = 𝑥 + 2 

για 𝑥 ≤ 1 και 𝑦 = 𝑥 + 1 για 𝑥 ≥ 0} δίκλαδη, 𝑥 = 𝜂𝜇 [
+
𝑦 + 4,712 + 1 για −1 ≤ 𝑦 ≤ 3 

αντίστοιχα και ζητήθηκε να αναγνωριστούν ποιες από τις παραπάνω θα µπορούσαν να 

παριστάνουν συνάρτηση. Για τις Α10, Α11, Α13 και Α14 θα έπρεπε να αιτιολογήσουν την 

απάντησή τους διότι δεν αποτελούν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. Παρόµοια 
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ερωτήµατα συναντώνται στην έρευνα των Gagatsis & Shiakalli (2004).  

Όπως είναι κατανοητό, στις ερωτήσεις επιλέχτηκαν οικείες στους µαθητές εξισώσεις της 

µορφής 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎, 𝑦 = 𝑎𝑥, όπου α σταθερός πραγµατικός αριθµός, 𝑦+ = 𝑥	  και 𝑦 = 𝑥+. 

Στην περιγραφική στατιστική ανάλυση που ακολουθεί στο επόµενο κεφάλαιο, αναλύονται τα 

αποτελέσµατα µε βάση την κατηγοριοποίηση ως προς το αναπαραστατικό πλαίσιο αλλά και 

τον τύπο της µαθηµατικής έκφρασης. 

Η δεύτερη οµάδα απαρτίζεται από 7 έργα, τα οποία διερευνούν τον δεύτερο άξονα της 

εργασίας και αφορούν την ευχέρεια µετάφρασης/εναλλαγής µεταξύ των αναπαραστατικών 

πλαισίων της συνάρτησης. Συγκεκριµένα στις ερωτήσεις Β1, Β3, Β4 δόθηκαν οι αλγεβρικοί 

τύποι: 𝑦 = 2𝑥 + 1,  𝑥 ∙ 𝑦 = 1, µμε	  𝑥 ≠ 0,  𝑦 = 3𝑥, 𝑥 ≥ 0
−1, 𝑥 < 0  και ζητήθηκε η σχεδίασή τους στο 

ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων (µετάφραση από το αλγεβρικό πλαίσιο στο γραφικό) καθώς 

και η συµπλήρωση του πίνακα τιµών που προκύπτει (µετάφραση από το αλγεβρικό πλαίσιο 

στο αριθµητικό). Ακολούθως, στις ερωτήσεις Β5, Β6, Β7 δόθηκαν οι γραφικές παραστάσεις 

των εξισώσεων 𝑦 = 𝑥+, 𝑦 = −2𝑥 + 2, 𝑦 =
𝑥 + 2,	  	  	  𝑥 < 0
2, 0 ≤ 𝑥 < 2
𝑥,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  𝑥 ≥ 2

 και ζητήθηκε η συµπλήρωση του 

πίνακα τιµών τους καθώς και οι αλγεβρικοί τους τύποι. Τέλος στην ερώτηση Β2 δόθηκε ένας 

πίνακας τιµών αποτελούµενος από τα ζεύγη συντεταγµένων (−1,−1),	   (0, −1), (1, −1) και 

ζητήθηκε η γραφική του χάραξη και ο αλγεβρικός τύπος. Στη συγκεκριµένη ερώτηση δόθηκε 

προφορική διευκρίνιση ότι η συνάρτηση που περιγράφεται είναι σταθερή, συνεχής και ότι 

τα	  𝑥, 𝑦	  είναι πραγµατικοί αριθµοί. Στο τέλος κάθε ερώτηση ζητήθηκε από τους συµµετέχοντες 

να καταγράψουν ποια µετάβαση θεώρησαν ευκολότερη.  

Στην τρίτη και τελευταία οµάδα έργων δόθηκαν µια άσκηση και ένα πρόβληµα, για τα οποία 

διευκρινίστηκε ότι µπορούν να επιλυθούν µε οποιοδήποτε µαθηµατικό τρόπο και σε 

οποιοδήποτε από τα 3 αναπαραστατικά πλαίσια (γραφικό, αλγεβρικό, αριθµητικό). 

 Στην άσκηση δόθηκαν οι γραφικές παραστάσεις των γραµµικών συναρτήσεων 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) 

και ζητήθηκε ο υπολογισµός του αθροίσµατος 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥). Δεν δόθηκαν, όµως, οι αλγεβρικοί 

τύποι των συναρτήσεων παρά µόνο η αρίθµηση του ορθοκανονικού συστήµατος 

συντεταγµένων, ώστε να είναι εφικτή η οπτική εξεύρεση των αριθµητικών τιµών των 

συντεταγµένων τους (προσδιορισµός των σηµείων τοµής µε τους άξονες, µεταξύ τους, κ.ο.κ.). 

Ενδεικτικά, οι συµµετέχοντες θα µπορούσαν να προσδιορίσουν τους τύπους των συναρτήσεων 

από τα σηµεία τοµής µε τους άξονες -αφού επρόκειτο για γραµµικές συναρτήσεις- και στη 

συνέχεια να τους αθροίσουν αλγεβρικά. Αξιοποιώντας µόνο το γραφικό πλαίσιο, οι µαθητές 

θα µπορούσαν να ισχυριστούν ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ήταν κάθετες 
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µεταξύ τους και συµµετρικές ως προς τον άξονα 𝑥_𝑥 (άρα αντίθετοι συντελεστές και αντίθετα 

σταθερά µέρη).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Εικόνα 3.1: Το σχήµα που δόθηκε στην Γ1 άσκηση.  

 

Ο αριθµητικός τρόπος επίλυσης του εν λόγω έργου θα ήταν εφικτός αν οι µαθητές 

κατέγραφαν ενδεικτικά µερικά σηµεία της κάθε συνάρτησης σε δύο πίνακες τιµών και 

άθροιζαν τις τεταγµένες που αντιστοιχούσαν στις ανάλογες τετµηµένες. Όποιος τρόπος και να 

είχε επιλεχθεί θα κατέληγε στο µηδενικό άθροισµα. Η άσκηση αυτή πάρθηκε αυτούσια από 

την έρευνα του Proulx (2015) ενώ επιπλέον ζητήθηκε, αν ήταν δυνατόν, να δοθεί και δεύτερος 

τρόπος λύσης.  

Στο τελευταίο έργο δόθηκε ένα πρόβληµα του πραγµατικού κόσµου, στο οποίο οι µαθητές 

κλήθηκαν να πάρουν µια απόφαση, αφού πρώτα είχαν δηµιουργήσει δύο γραµµικές 

συναρτήσεις. Συγκεκριµένα δόθηκε το παρακάτω πρόβληµα:  

Ένας οδηγός αυτοκινήτου έχει τις εξής δύο επιλογές: Να ανεφοδιαστεί µε καύσιµα 

από ένα πρατήριο της χώρας του, όπου το κόστος µετάβασης στο πρατήριο είναι 2 ευρώ 

και το εν λόγω πρατήριο πουλάει το καύσιµο προς 1.5 ευρώ το λίτρο ή να µεταβεί σε 

πρατήριο µιας γειτονικής χώρας, όπου το κόστος µετάβασης στο πρατήριο είναι 18 ευρώ 

και το εκεί πρατήριο πουλάει το καύσιµο προς 1 ευρώ το λίτρο. Να βρεθεί για ποιά 

ποσότητα καυσίµων συµφέρει τον οδηγό το κάθε πρατήριο. Απάντησε και εξήγησε τον 

τρόπο µε τον οποίο το έλυσες: 

Ειδικότερα, περιγράφηκαν λεκτικά τα κόστη ανεφοδιασµού ενός αυτοκινήτου από ένα 

εγχώριο και ένα πρατήριο καυσίµων γειτονικής χώρας, ως συνάρτηση των λίτρων καυσίµου. 

Η πρώτη συνάρτηση που έπρεπε να κατασκευαστεί ήταν η 𝑓(𝑥) = 1.5𝑥 + 2 ενώ η δεύτερη 
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ήταν η 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 18, όπου 𝑥 τα λίτρα καυσίµων ανεφοδιασµού και 𝑓 𝑥 , 𝑔(𝑥) τα κόστη 

ανεφοδιασµού σε ευρώ αν ο ιδιοκτήτης προτιµήσει το εγχώριο ή το πρατήριο της γειτονικής 

χώρας αντίστοιχα. Ένας τρόπος επίλυσης θα ήταν η γραφική απεικόνιση των συναρτήσεων 

𝑓(𝑥) και 𝑔(𝑥) στο ορθοκανονικό σύστηµα και η εξεύρεση του σηµείου τοµής των δύο 

συναρτήσεων (32,50), το οποίο στην πραγµατικότητα µεταφράζεται ως εξής: αν ο οδηγός 

ανεφοδιαστεί µε 32 λίτρα καυσίµων τότε θα πληρώσει 50 ευρώ και στα δύο πρατήρια. Αν, 

όµως, βάλει ποσότητα µεγαλύτερη των 32 λίτρων τότε τον συµφέρει να προτιµήσει το 

πρατήριο της ξένης χώρας ενώ αν βάλει µικρότερη των 32 λίτρων τον συµφέρει να προτιµήσει 

το εγχώριο (οπτικά από το γραφικό: 𝐶b πάνω από την 𝐶c για 𝑥 > 32 ενώ 𝐶b κάτω από την 𝐶c 

για 𝑥 < 32). Αλγεβρικά, θα µπορούσε να λυθεί η ανίσωση 𝑓 𝑥 > 𝑔 𝑥 ⇔ ⋯⇔ 	  𝑥 > 32 (ή 

𝑓 𝑥 < 𝑔 𝑥 ⇔ ⋯⇔ 	  𝑥 < 32) ενώ αριθµητικά θα µπορούσαν να γίνουν δοκιµές στις 

συναρτήσεις αντικαθιστώντας διάφορες τιµές του 𝑥. Επειδή σκοπός του προβλήµατος δεν ήταν 

η διερεύνηση της ικανότητας µοντελοποίησης των συµµετεχόντων, έγιναν υποδείξεις στην 

κατασκευή των απαιτούµενων συναρτήσεων ώστε να µην κολλήσουν στο εν λόγω βήµα.   

 

[3.4] Αξιοπιστία και εγκυρότητα εργαλείου 

Το εργαλείο µπορεί να θεωρηθεί αξιόπιστο καθώς δόθηκε σε κατάλληλο δείγµα, δηλαδή τη 

συγκεκριµένη κατηγορία µαθητών, στους οποίους είναι γνωστή η έννοια της συνάρτησης. 

Επιπλέον, είναι αξιόπιστο αφού πριν την τελική χορήγηση είχε πραγµατοποιηθεί πιλοτικό τεστ 

ώστε να ελεγχθεί το περιεχόµενο και ο τρόπος διατύπωσης των ερωτήσεων. Με αυτόν τον 

τρόπο αποφεύχθηκαν ασαφή και διφορούµενα ερωτήµατα και διασφαλίστηκε η σταθερότητα 

των αποτελεσµάτων.  

Επιπροσθέτως, η αξιοπιστία µετρήθηκε από τον δείκτη Cronbach’s Alpha, τα 

αποτελέσµατα του οποίου παρατίθενται αναλυτικά στο Παράρτηµα ΙΙ. Συνοπτικά αναφέρεται 

ότι στον πρώτο άξονα (ερωτήσεις Α1 έως Α14) ο δείκτης είναι 0,926, τιµή που δείχνει υψηλή 

αξιοπιστία µε την έννοια της εσωτερικής συνέπειας. Οµοίως, στους άλλους δύο άξονες οι τιµές 

του ίδιου δείκτη είναι 0,965 και 0,886. Σε όλες τις ερωτήσεις οι τιµές είναι µεγαλύτερες του 

+0,3 κατά συνέπεια υπάρχει ακόµα µια ένδειξη ότι η εσωτερική συνοχή της εκάστοτε 

υποκλίµακας είναι υψηλή.  

Η εγκυρότητα του εργαλείου έχει εξασφαλισθεί αφού δοµήθηκε µε βάση τους ορισµούς 

των εννοιών, τα ερευνητικά ερωτήµατα και την έγκριτη βιβλιογραφία στην οποία στηρίχθηκε, 

µε γνώµονα πάντα, την ασφαλή εξαγωγή άρτιων συµπερασµάτων. 
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[3.5] Διαδικασία συλλογής δεδοµένων 

Όσον αφορά τη διαδικασία που ακολουθήθηκε για τη διενέργεια της έρευνας, τα βήµατα 

είχαν ως εξής: συντάχθηκε ένα πιλοτικό ερωτηµατολόγιο, το οποίο εν συνεχεία, δόθηκε προς 

συµπλήρωση/διαβούλευση σε µαθητές της Γ Λυκείου αλλά και καθηγητές που έχουν διδάξει 

την εν λόγω τάξη. Ειδικότερα  επιλέχθηκαν 4 µαθητές διαφορετικών επιδόσεων στα 

Μαθηµατικά, στους οποίους ανατέθηκε η συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου. Από αυτή την 

πιλοτική συµπλήρωση αναδιαµορφώθηκε το πλήθος των ερωτήσεων (αφαιρέθηκαν δύο 

ερωτήσεις από την Α και δύο από την Β οµάδα) ώστε να µειωθεί η έκταση του 

ερωτηµατολογίου. Επίσης καταγράφηκε ο χρόνος επίλυσης όλων, ώστε να υπολογιστεί ο 

ακριβής χρόνος που απαιτείται για την πλήρη συµπλήρωσή του. Από την πλευρά τους οι δύο 

καθηγητές που διδάσκουν στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση επισήµαναν την δυσκολία των 

προβληµάτων και πρότειναν τη συµπλήρωση επιπλέον δεδοµένων σε αυτά, ώστε να είναι πιο 

κατανοητά στους συµµετέχοντες.  

 Λαµβάνοντας υπόψη την ανατροφοδότηση αυτών των οµάδων, διαµορφώθηκε το τελικό 

ερωτηµατολόγιο, όπως αυτό περιγράφεται παραπάνω (βλ. Κεφ. 3.3, Ερευνητικό εργαλείο) και 

απεικονίζεται στο Παράρτηµα IV. Κατόπιν συνεννόησης µε τον διδάσκοντα κάθε τµήµατος, 

το ερωτηµατολόγιο µοιράστηκε στα υποκείµενα της έρευνας, µαζί µε σαφείς οδηγίες και 45 

λεπτά χρόνο για την συµπλήρωσή του. Ο ερευνητής ήταν παρών κατά τη διάρκεια της 

ερευνητικής διαδικασίας και έδωσε διευκρινίσεις στους συµµετέχοντες σχετικά µε το 

ερωτηµατολόγιο.  

 

[3.6] Κωδικοποίηση απαντήσεων  

Τα δεδοµένα που συλλέχθηκαν κωδικοποιήθηκαν µε βάσεις τις απαντήσεις των 

συµµετεχόντων ως εξής: Στις ερωτήσεις της πρώτης οµάδας, η επιτυχής αναγνώριση 

κωδικοποιήθηκε µε 2, η αποτυχηµένη µε 1 και 0 για όσους δεν έδωσαν απάντηση. Στις 

ερωτήσεις Α1, Α6, Α7, Α10, Α11, Α13 και Α14 οι δοθέντες αναπαραστάσεις δεν παρίσταναν 

συνάρτηση, συνεπώς οι συµµετέχοντες έπρεπε να αιτιολογήσουν τις απαντήσεις τους. Κάθε 

σωστή αιτιολόγηση κωδικοποιήθηκε µε 2, κάθε λανθασµένη µε 1 και 0 στην περίπτωση που 

δεν δόθηκε αιτιολόγηση. Στις ερωτήσεις της δεύτερης οµάδας, η επιτυχής µετάφραση από το 

δοθέν αναπαραστατικό πλαίσιο προς τα άλλα κωδικοποιήθηκε µε 2, η λανθασµένη µε 1, ενώ 

στην περίπτωση που έµεινε κενό το ερώτηµα σηµειώθηκε 0. Στο τέλος κάθε ερωτήµατος 

ζητήθηκε η επιλογή του πλαισίου στο οποίο µετέβησαν ευκολότερα και οι απαντήσεις 

κωδικοποιήθηκαν µε τους αριθµούς 1 για Αριθµητικό, 2 για Αλγεβρικό, 3 για Γραφικό πλαίσιο 

και 4 όπου δεν δόθηκε απάντηση. Τέλος, η σωστή απάντηση σε κάθε έργο της τρίτης οµάδας 
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κωδικοποιήθηκε µε 2, η λανθασµένη µε 1, ενώ στην περίπτωση που δεν δόθηκε απάντηση 

σηµειώθηκε 0. Επιπροσθέτως, σε κάθε έργο, ανεξαρτήτως της ορθότητας της απάντησης, 

κωδικοποιήθηκε το πλαίσιο που κινήθηκε η λύση µε τις ενδείξεις 1 για Αριθµητικό, 2 για 

Αλγεβρικό ή 3 για Γραφικό. Το ίδιο βήµα ακολουθήθηκε στην κωδικοποίηση του Β τρόπου 

επίλυσης.  

 

[3.7] Ανάλυση δεδοµένων  

Τα αποτελέσµατα της ποσοτικής ανάλυσης παρουσιάζονται µέσω περιγραφικής 

στατιστικής και στη συνέχεια πραγµατοποιήθηκε ανάλυση συσχέτισης µέσω επαγωγικής 

στατιστικής. Στα πλαίσια αυτής πραγµατοποιήθηκε έλεγχος αξιοπιστίας µε χρήση του δείκτη 

Cronbach’s Alpha, συσχέτιση ποσοστών µε τη βοήθεια των Z-scores, συσχέτιση µε χρήση του 

µη-παραµετρικού στατιστικού δείκτη Spearman καθώς και σύγκριση ποσοστών µέσων όρων 

µε τη χρήση του µη-παραµετρικού τεστ Wilcoxon. Το στατιστικό λογισµικό που 

χρησιµοποιήθηκε ήταν το IBM SPSS V.22 (Creswell, J. & D., 2018; Ott, 1988; Snedecor & 

Cochran, 1980; Zar, 1999; Field, 2013). Σύµφωνα µε αυτές τις αναλύσεις προκύπτουν τα 

ευρήµατα του 4ου κεφαλαίου.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 4ο  

Αποτελέσµατα 

 

[4.1] Οµάδα Ερωτήσεων Α (άξονας αναγνώρισης) 

Στους ακόλουθους πίνακες παρατίθενται τα αποτελέσµατα της ποσοτικής ανάλυσης στα 

ζητήµατα του ερωτηµατολογίου (βλ. Παράρτηµα ΙΙ). Σε ότι αφορά την οµαδοποίηση και 

παρουσίαση των αποτελεσµάτων του πρώτου µέρους του ερωτηµατολογίου (ερωτήσεις Α1 

έως Α14, άξονας αναγνώρισης), αυτή έγινε µε δύο τρόπους: αρχικά, ως προς το πλαίσιο που 

δόθηκαν (αριθµητικό, αλγεβρικό, γραφικό) και στη συνέχεια ως προς τον τύπο της εξίσωσης 

τους (𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 𝛼𝑥, 𝑦 = 𝛼, 𝑦+ = 𝑥, µμε	  𝛼 ∈ ℝ,	  	  	  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ).  

Συγκεκριµένα στον Πίνακα 4.1 απεικονίζονται οι συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) 

επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των ερωτήσεων Α1 έως Α4  οι οποίες δόθηκαν σε 

αριθµητικό πλαίσιο. 

 

Πίνακας 4.1 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των 

ερωτήσεων Α1 έως Α4 (αριθµητικό πλαίσιο).  

Αναγνώριση (Ν=75) 
 Α1 Α2 Α3 Α4 Μ.Ο. 

Σωστή  
54 

(72%) 
62 

(82.67%) 
50 

(66.67%) 
57 

(76%) 
55.75 

(74.34%) 

Αιτιολόγηση (Ν=75) 

Σωστή  
38 

(50.67%) 
- - - 

38 
(50.67%) 

 

Στις τέσσερις πρώτες ερωτήσεις όπου δόθηκαν εξισώσεις σε αριθµητικό πλαίσιο, η επιτυχία 

των µαθητών στην αναγνώριση κυµάνθηκε από 66.67% έως 82.67%, µε µέσο όρο 74.34%. Σε 

ότι αφορά το ερώτηµα Α1 όπου, λόγω του γεγονότος ότι η δοθείσα έκφραση (𝑥 = 4) δεν 

παρίστανε συνάρτηση, ζητήθηκε αιτιολόγηση, το ποσοστό των µαθητών που αιτιολόγησαν 

σωστά ήταν 50.67%, το οποίο αποτελεί και το υψηλότερο ποσοστό σωστής αιτιολόγησης σε 

όλο το πρώτο µέρος του ερωτηµατολογίου. Επιπλέον, αξίζει να σηµειωθεί ότι το υψηλότερο 

ποσοστό (82.67%) σηµειώθηκε στο ερώτηµα Α2, όπου ζητήθηκε η αναγνώριση της 𝑦 = 3𝑥, 

ενώ το χαµηλότερο (66.67%) στο ερώτηµα Α3, όπου η δοθείσα έκφραση ήταν η 𝑦 = −1. 

Περνώντας στη δεύτερη οµάδα ερωτήσεων, στον Πίνακα 4.2, απεικονίζονται οι συχνότητες 
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και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των ερωτήσεων Α5 έως 

Α8, οι οποίες δόθηκαν στους συµµετέχοντες σε αλγεβρικό πλαίσιο. 

 

Πίνακας 4.2 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των 

ερωτήσεων Α5 έως Α8 (αλγεβρικό πλαίσιο). 

Αναγνώριση (Ν=75) 
 Α5 Α6 Α7 Α8 Μ.Ο. 

Σωστή  
63 

(84%) 
52 

(69.33%) 
37 

(49.33%) 
68 

(90.67%) 
55 

(73.33%) 

Αιτιολόγηση (Ν=75) 

Σωστή  - 
25 

(33.33%) 
11 

(14.67%) 
- 
- 

18 
(24%) 

 

Στα ζητήµατα από Α5 έως Α8, τα οποία παρουσιάζουν εξισώσεις σε αλγεβρικό πλαίσιο, τα 

ποσοστά επιτυχούς αναγνώρισης κυµάνθηκαν από 49.33% έως 90.67%, µε µέσο όρο 73.33%. 

Το χαµηλότερο ποσοστό παρατηρήθηκε στην ερώτηση Α7, όπου δόθηκε η εξίσωση 𝑦+ = 𝑥, 

µε αυτό να διαµορφώνεται στο 49.33% και να αποτελεί το χαµηλότερο ποσοστό επιτυχούς 

αναγνώρισης των ερωτήσεων Α οµάδας. Ιδιαιτέρως χαµηλά καταγράφηκαν τα ποσοστά ορθής 

αιτιολόγησης στις ερωτήσεις Α6 και Α7. Ειδικότερα, στην Α6, όπου δόθηκε η εξίσωση 𝑥 =

−9, µόλις 1 στους 3 αιτιολόγησε σωστά ότι δεν παριστάνει συνάρτηση. Επιπλέον, το 

χαµηλότερο ποσοστό σωστής αιτιολόγησης σε όλο το πρώτο µέρος του ερωτηµατολογίου 

σηµειώθηκε στην ερώτηση Α7 (εξίσωση 𝑦+ = 𝑥), όπου µόλις το 14.67% έδωσε σωστή 

αιτιολόγηση. Στον αντίποδα, το δεύτερο υψηλότερο ποσοστό σωστής αναγνώρισης των 

ερωτήσεων της Α οµάδας σηµειώθηκε στην ερώτηση Α8 (εξίσωση 𝑦 = −2𝑥), µε το 90.67% 

των µαθητών να έχει ισχυριστεί σωστά ότι µπορεί να εκφράζει συνάρτηση. 

Στη συνέχεια, στον Πίνακα 4.3 παρουσιάζονται οι συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) 

επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των ερωτήσεων Α9 έως Α14, οι οποίες δόθηκαν σε 

γραφικό πλαίσιο. 
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Πίνακας 4.3  

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των 

ερωτήσεων Α9 έως Α14 (γραφικό πλαίσιο). 

Αναγνώριση (Ν=75) 

Ερώτηση Α9 Α10 Α11 Α12 Α13 Α14 Μ.Ο. 

Σωστή 
60 

(80%) 
47 

(62.67%) 
50 

(66.67%) 
69 

(92%) 
48 

(64%) 
51 

(68%) 
54.17 

(72.23%) 
Αιτιολόγηση (Ν=75) 

Σωστή - 
27 

(36%) 
25 

(33.33%) 
- 

27 
(36%) 

31 
(41.33%) 

27.5 
(36.66%) 

 

Για τις ερωτήσεις που δόθηκαν σε γραφικό πλαίσιο (από Α9 έως Α14), τα ποσοστά 

επιτυχούς αναγνώρισης κυµάνθηκαν από 62.67% έως 92%, µε µέσο όρο 72.23%. Τα γραφικά 

των ερωτήσεων Α10, Α11, Α13 και Α14 δεν παρίσταναν συναρτήσεις, συνεπώς οι µαθητές 

κλήθηκαν να αιτιολογήσουν τον λόγο για τον οποίο πιστεύουν ότι δεν παριστάνουν 

συναρτήσεις. Τα ποσοστά ορθής αιτιολόγησης κυµάνθηκαν από 33.33% έως 41.33%, µε τον 

µέσο όρο να διαµορφώνεται στο 36.66%. Ειδικότερα, στην ερώτηση Α10, στην οποία δόθηκε 

η γραφική παράσταση της παραβολής 𝑦+ = 𝑥, το 62.67% των ερωτηθέντων απάντησε ορθώς 

ότι δεν παριστάνει συνάρτηση ενώ το 36% έδωσε σωστή αιτιολόγηση. Στην ερώτηση Α11, 

όπου οι µαθητές κλήθηκαν να αναγνωρίσουν αν παριστάνει συνάρτηση η ευθεία 𝑥 = 5, το 

66.67% έκανε σωστή αναγνώριση ενώ µόλις 1 στους 3 έδωσε σωστή αιτιολόγηση. Το 

υψηλότερο ποσοστό επιτυχούς αναγνώρισης µεταξύ των ερωτήσεων της Α οµάδας 

σηµειώθηκε στην Α12 µε 92%, στην οποία δόθηκε γραφική αναπαράσταση της 𝑦 = 3𝑥. Σε ότι 

αφορά την ερώτηση Α13, στην οποία δόθηκε µια δίκλαδη γραµµική εξίσωση µε 

αλληλοκάλυψη στα πεδία ορισµού των κλάδων, το 64% των µαθητών αναγνώρισε σωστά πως 

δεν παρίστανε συνάρτηση ενώ µόλις το 36% αιτιολόγησε ορθά. Τέλος, στην ερώτηση Α14, το 

68% των ερωτηθέντων έκαναν σωστή αναγνώριση. 

Ιδιαίτερης προσοχής χρίζει η παρατήρηση ότι πληθώρα µαθητών, στην αιτιολόγηση για το 

λόγο που δεν παριστάνει συνάρτηση το εκάστοτε ερώτηµα, ανέφερε ότι υπάρχει κατακόρυφη 

γραµµή που τέµνει την συνάρτηση παραπάνω από µια φορές. Η εν λόγω αιτιολόγηση θεωρήθηκε 

ελλιπής και δεν καταµετρήθηκε ως σωστή. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα της εν λόγω 

ελλιπούς αιτιολόγησης παρουσιάζονται στις Εικόνες 4.1 και 4.2.  
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           Εικόνα 4.1: Δείγµα λανθασµένης αιτιολόγησης από ερωτηµατολόγιο µαθητή. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       
     Εικόνα 4.2: Δείγµα λανθασµένης αιτιολόγησης από ερωτηµατολόγιο µαθητή 2. 
 

Εν κατακλείδι, η επιτυχής αναγνώριση στα τρία πλαίσια κυµάνθηκε κατά µέσο όρο στα ίδια 

ποσοστά, συγκεκριµένα στο αριθµητικό 74.23%, στο αλγεβρικό 73.33% και το γραφικό 

72.23%.  
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Σε µια προσπάθεια βαθύτερης διερεύνησης, οι ερωτήσεις κατηγοριοποιήθηκαν µε βάση τον 

τύπο της εξίσωσης τους (𝑥 = 𝛼, 𝑦 = 𝛼𝑥, 𝑦 = 𝛼, 𝑦+ = 𝑥, µμε	  	  𝑎 ∈ ℝ, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ) και 

προέκυψαν οι παρακάτω πίνακες: 

 

Πίνακας 4.4 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των 

ερωτήσεων Α1, Α6, Α11 (𝑥 = 𝛼,	  𝜇𝜀	  𝑎 ∈ ℝ / δεν παριστάνει συνάρτηση). 

Αναγνώριση (Ν=75) 

Ερώτηση Α1 (αρ.) Α6 (αλγ.) Α11 (γρ.) Μ.Ο. 

Σωστή 54 
(72%) 

52 
(69.33%) 

50 
(66.67%) 

52 
(69.33%) 

Αιτιολόγηση (Ν=75) 

Σωστή 38 
(50.67%) 

25 
(33.33%) 

25 
(33.33%) 

29.33 
(39.11%) 

 

Στις ερωτήσεις Α1, Α6 και Α11 δόθηκε εξίσωση της µορφής 𝑥 = 𝛼, σε τρία διαφορετικά 

αναπαραστατικά πλαίσια. Οι σωστές αναγνωρίσεις κυµάνθηκαν σε ποσοστά από 66.67% έως 

72%, µε υψηλότερη αυτή που δόθηκε στο αριθµητικό πλαίσιο και χαµηλότερη στο γραφικό. 

Στο αριθµητικό πλαίσιο σηµειώθηκε και το υψηλότερο ποσοστό ορθής αιτιολόγησης, µε αυτό 

να φτάνει το 50.67%. Στο αλγεβρικό και γραφικό πλαίσιο οι σωστές αιτιολογήσεις 

κυµάνθηκαν στο ίδιο ποσοστό (33.33%), ενώ ο µέσος όρος σωστής αναγνώρισης στις 3 αυτές 

ερωτήσεις διαµορφώθηκε στο 69.33%, µε το 39.11% να έχει δώσει σωστή αιτιολόγηση.  

Επί των ποσοστών που προέκυψαν από τον Πίνακα 4.4 (αλλά και των ακόλουθων πινάκων), 

πραγµατοποιήθηκαν συγκρίσεις µεταξύ των αποτελεσµάτων, ώστε να διαπιστωθεί αν η 

διαφορά των ποσοστών επιτυχίας είναι στατιστικά σηµαντική. Στη συγκεκριµένη ερώτηση 

αλλά και σε όσες ήταν απαραίτητο, πραγµατοποιήθηκαν συγκρίσεις µε τη βοήθεια των z-

scores (Ott, 1988; Snedecor & Cochran, 1980) και τα αποτελέσµατα αυτών παρουσιάζονται 

στους πίνακες που βρίσκονται στο Παράρτηµα Ι. Για τον εν λόγω πίνακα, βρέθηκε 𝑧	   =

	  0.3587 < 1.96	   = 	   𝑧h.hi συνεπώς δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά των ποσοστών 

επιτυχίας στις ερωτήσεις Α1 και Α6. Οµοίως, για τα ζεύγη ερωτηµάτων Α1-Α11 και Α6-Α11 

βρέθηκε ότι  𝑧 = 0.7083 < 1.96 = 𝑧h.hi και 𝑧 = 0.3501 < 1.96 = 𝑧h.hi συνεπώς και σε αυτά 

δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά (Πίνακες 4.4α,β,γ, Παράρτηµα Ι). 
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Πίνακας 4.5 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης των ερωτήσεων Α2, Α8, Α12 

(𝑦 = 𝛼𝑥). 

Αναγνώριση (Ν=75) 

Ερώτηση Α2 (αρ.) Α8 (αλγ.) Α12 (γρ.) Μ.Ο. 

Σωστή 62 
(82.67%) 

68 
(90.67%) 

69 
(92%) 

66.33 
(88.45%) 

 
Πίνακας 4.6 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης/αιτιολόγησης της ερώτησης 

Α13 (𝑦 = 𝛼𝑥, δίκλαδη, που δεν παριστάνει συνάρτηση). 

 Αναγνώριση (Ν=75)  Αιτιολόγηση(Ν=75) 

Ερώτηση Α13 (γρ.)  Α13 (γρ.) 

Σωστή 48 
(64%)  27 

(36%) 
 

Με την ίδια λογική, τα αποτελέσµατα των ερωτήσεων Α2, Α8, Α12 εντάχθηκαν στον ίδιο 

πίνακα (Πίνακας 4.5), αφού περιείχαν εξίσωση της µορφής 𝑦 = 𝛼𝑥, στα 3 αναπαραστατικά 

πλαίσια και η οποία παρίστανε συνάρτηση. Τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος Α13 

εντάχθηκαν σε διαφορετικό πίνακα (Πίνακας 4.6) αφού σε αυτό δόθηκε µεν εξίσωση της 

µορφής 𝑦 = 𝛼𝑥,	  στο γραφικό πλαίσιο αλλά µε δύο κλάδους, χωρίς, όµως, αυτή να παριστάνει 

συνάρτηση.  

Σε ότι αφορά τον Πίνακα 4.5, τα ποσοστά σωστής αναγνώρισης κυµάνθηκαν σε υψηλά 

επίπεδα, από 82.67% έως 92%, µε µέσο όρο 88.45% ενώ το υψηλότερο ποσοστό σηµειώθηκε 

στο γραφικό πλαίσιο (92%). Σε πολύ χαµηλότερα επίπεδα κυµάνθηκαν τα αποτελέσµατα των 

απαντήσεων στο ερώτηµα Α13. Συγκεκριµένα, οι ορθές αναγνωρίσεις περιορίστηκαν στο 

64%, ενώ επί του δείγµατος των συµµετεχόντων το 36% αιτιολόγησε σωστά. Είναι εµφανές 

ότι η προσθήκη ενός ακόµα κλάδου στον τύπο της εξίσωσης έριξε κατά 28% το ποσοστό της 

επιτυχούς αναγνώρισης (διαφορά ποσοστών επιτυχούς αναγνώρισης µεταξύ ερωτήσεων Α12 

και Α13).  

Τα z-scores έδειξαν ότι δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των ποσοστών 

επιτυχίας των ερωτήσεων Α2-Α8, Α2-Α12 και Α8-Α12 (συγκεκριµένα 𝑧 = 1.441 < 1.96 =

𝑧h.hi, 𝑧 = 1.7184 < 1.96 = 𝑧h.hi και 𝑧 = 0.2902 < 1.96 = 𝑧h.hi αντίστοιχα). Αντίθετα, 
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υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των ποσοστών επιτυχίας στις ερωτήσεις Α12-

Α13, αφού 𝑧 = 4.1392 > 1.96 = 𝑧h.hi (Πίνακες 4.5α,β,γ,δ, Παράρτηµα Ι). 

 

Πίνακας 4.7  

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης των ερωτήσεων Α3, Α5, Α9 

(𝑦 = 𝛼). 

Αναγνώριση (Ν=75) 

Ερώτηση Α3 (Αρ.) Α5 (Αλγ.) Α9 (Γρ.) Μ.Ο. 

Σωστή 50 
(66.67%) 

63 
(84%) 

60 
(80%) 

57.67 
(76.89%) 

 

Στον Πίνακα 4.7 οµαδοποιήθηκαν τα αποτελέσµατα των ερωτήσεων Α3, Α5 και Α9 τα 

οποία έδειξαν ότι οι ερωτηθέντες αναγνώρισαν µε µεγαλύτερη επιτυχία την 𝑦 = 𝛼, στο 

αλγεβρικό πλαίσιο (84%) στη συνέχεια ακολουθεί το γραφικό (80%) και τελευταίο έρχεται το 

αριθµητικό (66.67%). Ο µέσος όρος της επιτυχούς αναγνώρισης στην εν λόγω γραµµική 

εξίσωση διαµορφώθηκε στο 76.89%.  

Τα z-scores έδειξαν ότι δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των ποσοστών 

επιτυχίας των ερωτήσεων Α3-Α9 και Α5-Α9 (συγκεκριµένα 𝑧 = 1.8464 < 1.96 = 𝑧h.hi και 

𝑧 = 0.6376 < 1.96 = 𝑧h.hi αντίστοιχα). Αντίθετα, υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά 

µεταξύ των ποσοστών επιτυχίας στις ερωτήσεις Α3-Α5, αφού 𝑧 = 2.4623 > 1.96 = 𝑧h.hi 

(Πίνακες 4.7α,β,γ, Παράρτηµα Ι).  

 

Πίνακας 4.8 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς αναγνώρισης και αιτιολόγησης των 

ερωτήσεων Α7 και Α10 (𝑦+ = 𝑥, δεν παριστάνει συνάρτηση). 

Αναγνώριση (Ν=75) 

Ερώτηση Α7 (Αλγ.) Α10 (Γρ.) Μ.Ο. 

Σωστή 37 
(49.33%) 

47 
(62.67) 

42 
(56) 

Αιτιολόγηση (Ν=75) 

Ερώτηση Α7 (Αλγ.) Α10 (Γρ.) Μ.Ο. 

Σωστή 11 
(14.67%) 

27 
(36%) 

19 
(25.33%) 
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Τέλος στον Πίνακα 4.8 συγκεντρώθηκαν τα αποτελέσµατα των ερωτήσεων Α7 και Α10, 

στις οποίες δόθηκε εξίσωση της µορφής 𝑦+ = 𝑥, στο αλγεβρικό και γραφικό πλαίσιο 

αντίστοιχα. Παρατηρήθηκε ότι στο γραφικό πλαίσιο οι µαθητές σηµείωσαν µεγαλύτερη 

επιτυχία (62.67%) στην αναγνώριση έναντι του αλγεβρικού (49.33%) ενώ το ίδιο σηµειώθηκε 

και στην αιτιολόγηση, όπου το 36% αιτιολόγησε σωστά στο γραφικό έναντι του 14.67% στο 

αλγεβρικό. Τα z-scores έδειξαν ότι δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των 

ποσοστών επιτυχίας των ερωτήσεων Α7-Α10, συγκεκριµένα 𝑧 = 1.6449 < 1.96 = 𝑧h.hi 

(Πίνακας 4.8, Παράρτηµα Ι). 

Από τις παραστάσεις των µαθηµατικών εκφράσεων που δόθηκαν στο αριθµητικό πλαίσιο 

(ερωτήσεις Α1 έως Α4), το 74.34% έκανε σωστή αναγνώριση. Το ποσοστό εκ πρώτης όψεως 

δείχνει υψηλό, που σηµαίνει ότι ένας σηµαντικός αριθµός µαθητών είναι σε θέση να 

αναγνωρίσει αν οι τιµές ενός πίνακα αναπαριστούν συνάρτηση. Ένας πιθανός λόγος που οι 

µαθητές χειρίζονται µε ευκολία το εν λόγω πλαίσιο είναι η αντιµετώπισή του ως διαδικασία 

(Sfard, 1991; Γαγάτσης et al., 2000; Dubinsky & Harel, 1992), προσέγγιση που δείχνει να 

αναπτύσσεται πρωταρχικά στους µαθητές (Sfard, 1991). Επιπλέον, οι εκφράσεις αυτού του 

είδους είναι αναλογικές (Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1998), δηλαδή παρουσιάζουν µια 

πληροφορία ως µια αλληλουχία προτάσεων, που µπορεί να διαβαστεί και να αναγνωριστεί 

ευκολότερα. Παρόλα  αυτά, τα αποτελέσµατα θα πρέπει να αξιολογηθούν παράλληλα µε τις 

σωστές αιτιολογήσεις. Ειδικότερα, στο ερώτηµα Α1, όπου οι συµµετέχοντες σε ποσοστό 72% 

αναγνώρισαν σωστά, µόλις το 50.67% του συνόλου κατάφερε να δώσει ορθή αιτιολόγηση. Το 

χαµηλό ποσοστό στην αιτιολόγηση του Α1 µπορεί να αποδοθεί στη σύγχυση της 𝑥 = 4	  µε την 

𝑦 = 4, η οποία παριστάνει συνάρτηση και η µόνη διαφορά της µε την πρώτη είναι ότι οι 

σταθεροί αριθµοί είναι στη γραµµή του 𝑦. Επίσης, στην πρώτη οµάδα ερωτήσεων αξίζει να 

σχολιαστεί το υψηλό ποσοστό επιτυχίας στο ερώτηµα Α2, όπου δόθηκε η αριθµητική 

αναπαράσταση της εξίσωσης 𝑦 = 3𝑥. Όπως φάνηκε, η πλειοψηφία των µαθητών (82.67%) 

παρατήρησαν ότι οι τιµές των 𝑦 ήταν τριπλάσιες των 𝑥, γεγονός που παραπέµπει σε διαδικασία 

αντιστοίχισης και θυµίζει γραµµική εξίσωση. Οι µαθητές είναι οικείοι µε την εν λόγω 

γραµµική εξίσωση, αφού την έχουν συναντήσει σε πολλές παραγράφους των σχολικών 

εγχειριδίων, οπότε για αυτούς αποτέλεσε µια πρωτοτυπική έκφραση (Tall & MdNor, 1992) γι’ 

αυτό και την αναγνώρισαν εύκολα. 

Στην οµάδα ερωτήσεων Α5 έως Α8 δόθηκαν αλγεβρικές αναπαραστάσεις εξισώσεων και ο 

µέσος όρος ορθής αναγνώρισης κυµάνθηκε στο 73.33%. Το ικανοποιητικό αυτό ποσοστό 

δείχνει µια ευχέρεια στην αναγνώριση αλγεβρικών εκφράσεων ως συναρτήσεις και µπορεί να 
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αποδοθεί στο γεγονός ότι οι αλγεβρικές αναπαραστάσεις, ως τρόποι έκφρασης µιας 

συνάρτησης, είναι αναλογικοί (Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1998) και παρουσιάζουν µια 

πληροφορία ως αλληλουχία προτάσεων. Εστιάζοντας στην ερώτηση Α7, όπου δόθηκε η 

έκφραση 𝑦+ = 𝑥, οι µισοί συµµετέχοντες (49.33%) αναγνώρισαν σωστά, ενώ µόλις το 14.67% 

κατάφερε να αιτιολογήσει επαρκώς. Τα ποσοστά αναγνώρισης και αιτιολόγησης αποκλίνουν 

πολύ από το µέσο όρο της οµάδας και µπορούν να αποδοθούν στην οµοιότητα της δοθείσας 

µε την οικεία 𝑦 = 𝑥+, η οποία έχει µελετηθεί σε παλαιότερες τάξεις και παριστάνει συνάρτηση. 

Κατά τους Tall & MdNor (1992), η δυσκολία στην αναγνώριση µπορεί να οφείλεται στην 

λανθασµένη αντίληψη των µαθητών, ότι οποιαδήποτε αλγεβρική έκφραση όπου το y 

παρουσιάζεται ως µια έκφραση του x, αποτελεί συνάρτηση. Σε ότι αφορά την ερώτηση Α6, 

όπου δόθηκε η έκφραση 𝑥 = −9, ένα ικανοποιητικό ποσοστό αναγνώρισε ότι δεν παριστάνει 

συνάρτηση, (69.33%) παρόλα αυτά, µόλις το 1/3 των συµµετεχόντων έδωσε σωστή 

αιτιολόγηση. Το εύρηµα αυτό µπορεί επίσης να αποδοθεί στο γεγονός ότι οι µαθητές έχουν 

διδαχθεί την εξίσωση, έχει τονιστεί ότι δεν παριστάνει συνάρτηση, αλλά δεν ήταν σε θέση να 

αιτιολογήσουν επαρκώς το λόγο. Στο ερώτηµα Α5 όπου δόθηκε ο τύπος 𝑦 = 3 οι 

συµµετέχοντες σε ποσοστό 84% αναγνώρισαν σωστά ότι παριστάνει συνάρτηση, γεγονός που 

έρχεται σε αντίθεση µε τα συµπεράσµατα των Markovits et al. (1986), οι οποίοι διαπίστωσαν 

ότι οι συµµετέχοντες στην έρευνά τους αντιµετώπισαν δυσκολίες στα έργα που περιείχαν 

σταθερές συναρτήσεις. Τέλος, όπως ήταν αναµενόµενο, ο αλγεβρικός τύπος της Α8 (𝑦 =

−2𝑥) αναγνωρίστηκε από την συντριπτική πλειοψηφία των συµµετεχόντων (90.67%), αφού 

αποτελεί µια πολυδιδαγµένη έννοια των Μαθηµατικών του Γυµνασίου και Λυκείου. 

Στις ερωτήσεις Α9 έως Α14, δόθηκαν οι γραφικές παραστάσεις εξισώσεων και ο µέσος όρος 

ορθής αναγνώρισης κυµάνθηκε στο 72.23%. Το ποσοστό, σε πρώτη ανάγνωση, δείχνει µια 

ευχέρεια των συµµετεχόντων στην αναγνώριση γραφηµάτων ως συναρτήσεις, παρόλα αυτά, ο 

µέσος όρος αιτιολόγησης βρίσκεται στο χαµηλό 36.66%, γεγονός που µπορεί να ερµηνευτεί 

ως εξής: οι περισσότεροι µαθητές γνώριζαν τον κανόνα της κατακόρυφης ευθείας, όπως αυτός 

αναφέρεται στα σχολικά εγχειρίδια των Α και Γ Λυκείου, τον οποίο και έκαναν χρήση. 

Αναγνώρισαν εµπειρικά τις γραφικές αναπαραστάσεις µε χρήση του κανόνα, όµως, η 

αιτιολόγηση ότι µια τυχαία κάθετη ευθεία 𝑥 = 𝑘 τέµνει το γραφικό σε 2 σηµεία θεωρήθηκε 

ελλιπής, αφού αποτέλεσε προϊόν µεθοδολογίας και όχι βαθιάς κατανόησης του κανόνα (βλ. 

Εικόνα 4.1 & 4.2, Κεφάλαιο 4.1). Στο ερώτηµα Α10 παρουσιάστηκε µια γραφική παράσταση 

που έµοιαζε µε αυτήν της 𝑓 𝑥 = 𝑥+, µε τη διαφορά ότι είχε περιστραφεί κατά 90ο 

δεξιόστροφα. Σε αυτό σηµειώθηκε το χαµηλότερο ποσοστό αναγνώρισης (66.67%) ανάµεσα 
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στα ερωτήµατα της ίδιας οµάδας και το χαµηλό ποσοστό αιτιολόγησης (36%). Στο ίδιο 

ερώτηµα, στην έρευνα των Tall & MdNor (1992), τα αποτελέσµατα κυµάνθηκαν σε 

µονοψήφια νούµερα ενώ οι ερευνητές απέδωσαν το εύρηµα στο ότι οι µαθητές έχουν συνδέσει 

νοερά τα βασικά είδη συναρτήσεων µε τις αντίστοιχες γραφικές τους παραστάσεις µέσω 

πρωτοτυπικών σχηµάτων. Εξίσου χαµηλά ήταν και τα ποσοστά επιτυχία στο ίδιο ερώτηµα στις 

έρευνες των Καλδρυµίδου & Οικονόµου (1992). Το υψηλό ποσοστό (92%) που σηµειώθηκε 

στην ερώτηση Α12, ήταν αναµενόµενο αφού η γραφική απεικόνιση της 𝑦 = 3𝑥 έχει 

αποτελέσει αντικείµενο διδασκαλίας σε πολλές τάξεις του Γυµνασίου και Λυκείου. Στο 

ερώτηµα Α9, όπου δόθηκε η γραφική παράσταση της σταθερής  𝑦 = 3 οι συµµετέχοντες 

σηµείωσαν υψηλό ποσοστό επιτυχούς αναγνώρισης, εύρηµα που έρχεται σε αντίθεση µε τις 

έρευνες των Tall & MdNor (1992), Carlson (1998) και Markovits et al. (1986). 

Συνοπτικά, η αναγνώριση και στα τρία πλαίσια κυµάνθηκε στα ίδια ποσοστά, γεγονός που 

έρχεται σε αντίθεση µε παρόµοιες έρευνες (Γαγάτσης et al., 2000; Hitt, 1998; Kaldrimidou & 

Ikonomou, 1998; Tall & MdNor, 1992; Καλδρυµίδου & Οικονόµου 1992), στις οποίες η 

αναγνώριση στο γραφικό πλαίσιο φάνηκε να είναι η δυσκολότερη.  

Στη συνέχεια, οι ερωτήσεις οµαδοποιήθηκαν ως προς το είδος της εξίσωσης, µε σκοπό να 

εξεταστεί αν αναγνωρίζονται ευκολότερα σε συγκεκριµένο πλαίσιο.   

Λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα των Πινάκων 4.4 και 4.4α,β,γ, όπου φαίνεται ότι δεν 

υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των ποσοστών επιτυχίας, µπορεί να 

συµπεραθεί ότι η αναγνώριση της γραµµικής εξίσωσης 𝑥 = 𝑎 πραγµατοποιείται µε την ίδια 

επιτυχία. Αντίστοιχα, στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγει η σύγκριση ποσοστών της εξίσωσης 

𝑦 = 𝑎𝑥, όπου και σε αυτήν οι στατιστικές διαφορές µεταξύ των ποσοστών της στα διάφορα 

αναπαραστατικά πλαίσια είναι µη σηµαντικές (Πίνακες 4.5, 4.5α,β,γ). Αντιθέτως, η σύγκριση 

ποσοστών µεταξύ των αποτελεσµάτων των ερωτήσεων Α12 και Α13 (Πίνακες 4.5δ) έδειξε µια 

σηµαντική διαφορά, η οποία επιτρέπει τον ισχυρισµό ότι η επιτυχία στην αναγνώριση 

γραµµικών εξισώσεων µειώνεται αισθητά, όταν προστίθεται και δεύτερος κλάδος στο 

γράφηµα. Κατά τους Tall & MdNor (1992) και Markovits et al. (1986) τα γραφήµατα µε 

παραπάνω από έναν κλάδους θεωρούνται ως µη κανονικά και δεν αποτελούν έκφραση 

συνάρτησης. Οµοίως, για την εξίσωση της µορφής 𝑦 = 𝑎, οι συσχετίσεις των ποσοστών 

επιτυχίας (Πίνακες 4.7 και 4.7α,β,γ) ανέδειξαν τη δυσκολία αναγνώρισής της στο αριθµητικό 

πλαίσιο, εύρηµα που αναλύθηκε παραπάνω. Τέλος, η 𝑦+ = 𝑥 φαίνεται να αναγνωρίζεται µε 

παρόµοια ποσοστά επιτυχίας (Πίνακες 4.8 και 4.8α) και στα δύο πλαίσια που δόθηκε 

(αλγεβρικό και γραφικό).  
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[4.2] Οµάδα Ερωτήσεων B (άξονας µετάφρασης) 

Στη συνέχεια ακολουθούν οι πίνακες συχνοτήτων και σχετικών συχνοτήτων (%) των 

αποτελεσµάτων της µετάφρασης µεταξύ των αναπαραστατικών πλαισίων της συνάρτησης 

καθώς και προτίµησης ευκολότερης µετάφρασης (ερωτήµατα Β1 έως Β7, άξονας 

µετάφρασης). Στην αρχή παρουσιάζονται συνολικά τα αποτελέσµατα των έργων όπως αυτά 

καταγράφηκαν από τα ερωτηµατολόγια της έρευνας, ενώ στη συνέχεια παρουσιάζονται 

οµαδοποιηµένα ανά δοθέν αναπαραστατικό πλαίσιο (αριθµητικό, αλγεβρικό, γραφικό). Στο 

τέλος οµαδοποιήθηκαν τα δεδοµένα των ερωτηµάτων Β1, Β6 και Β4, Β7, επειδή οι 

συναρτήσεις που εµπεριείχαν ήταν ίδιου τύπου, µε σκοπό την βαθύτερη µελέτη των 

µεταφράσεων µεταξύ αλγεβρικού και γραφικού πλαισίου. 

 

Πίνακας 4.9 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) αποτελεσµάτων µετάφρασης των ερωτήσεων Β1 έως Β7 

Σωστή Μετάφραση σε (Ν=75) 

Ερώτηση Β1 
(Αλγ.) 

Β2 
(Αρ.) 

Β3 
(Αλγ.) 

Β4 
(Αλγ.) 

Β5   
(Γρ.) 

Β6   
(Γρ.) 

Β7   
(Γρ.) 

αριθµητικό 
πλαίσιο 

62 
(82.67%) - 49 

(65.33%) 
45 

(60%) 
53 

(70.67%) 
51 

(68%) 
59 

(78.67%) 

αλγεβρικό 
πλαίσιο - 44 

(58.67%) - - 48 
(64%) 

29 
(38.67%) 

31 
(41.33%) 

γραφικό 
πλαίσιο 

47 
(62.67%) 

50 
(66.67%) 

26 
(34.67%) 

30 
(40%) - - - 

 

Πίνακας 4.10 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) αποτελεσµάτων προτίµησης ως ευκολότερη µετάφραση 

των ερωτήσεων Β1 έως Β7. 

Προτίµηση Μετάφρασης (Ν=75) 

Ερώτηση Β1 
(Αλγ.) 

Β2 
(Αρ.) 

Β3 
(Αλγ.) 

Β4 
(Αλγ.) 

Β5   
(Γρ.) 

Β6   
(Γρ.) 

Β7   
(Γρ.) 

αριθµητικό 
πλαίσιο 

51 
(68%) - 44 

(58.67%) 
42 

(56%) 
27 

(36%) 
44 

(58.67%) 
54 

(72%) 

αλγεβρικό 
πλαίσιο - 19 

(25.33%) - - 32 
(42.67%) 

9 
(12%) 

5 
(6.67%) 

γραφικό 
πλαίσιο 

8 
(10.67%) 

38 
(50.67%) 

11 
(14.67%) 

11 
(14.67%) - - - 

 

Ξεκινώντας από το ερώτηµα Β1, το 82.67% των ερωτηθέντων µετέφρασε σωστά από το 
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δοθέν αλγεβρικό πλαίσιο στο αριθµητικό, ενώ το 62.67% στο γραφικό. Σε ότι αφορά την 

προτίµηση, το 68% των ερωτηθέντων δήλωσε ότι η πρώτη µετάφραση ήταν ευκολότερη, 

έναντι του 10.67% που προτίµησε τη δεύτερη. Ακολούθως, στο Β2 το 66.67% των µαθητών 

µετέφρασε σωστά από το αριθµητικό στο γραφικό, ενώ το 58.67% στο αλγεβρικό. Αντίστοιχα 

οι προτιµήσεις συµβάδισαν µε τις σωστές µεταφράσεις, µε την πρώτη να επιλέγεται ως 

ευκολότερη από το 50.67% ενώ η δεύτερη από το 25.33%. Στο Β3 ερώτηµα, οι ορθές 

µεταφράσεις από το αλγεβρικό πλαίσιο στο γραφικό περιορίστηκαν στο 34.67%, ενώ στο 

αριθµητικό έφτασαν το 65.33%. Τα ποσοστά προτίµησης ακολούθησαν την επιτυχία, µε το 

14.67% των ερωτηθέντων να προτιµά την µετάφραση από το αλγεβρικό στο γραφικό πλαίσιο 

και το 58.67% στο αριθµητικό. Εν συνεχεία στο Β4, το 40% των συµµετεχόντων µετέφρασε 

σωστά από το αλγεβρικό πλαίσιο στο γραφικό, ενώ το 60% στο αριθµητικό. Τα ποσοστά 

προτίµησης ήταν ανάλογα της επιτυχίας, συγκεκριµένα το 14.67% βρήκε ευκολότερη την 

µετάβαση στο γραφικό, έναντι του 56% που βρήκε ευκολότερη την µετάβαση στο αριθµητικό 

πλαίσιο. Προχωρώντας στο ερώτηµα Β5, όπου το αρχικό πλαίσιο ήταν το γραφικό, η µετάβαση 

στο αλγεβρικό πραγµατοποιήθηκε σωστά από το 64% των συµµετεχόντων ενώ στο αριθµητικό 

από το 70.67%. Λαµβάνοντας υπόψη τα z-scores, διαπιστώθηκε ότι δεν υπάρχει στατιστικά 

σηµαντική διαφορά των ποσοστών επιτυχούς µετάφρασης από το γραφικό στο αριθµητικό και 

στο αλγεβρικό αντίστοιχα (𝑧	   = 	  0.8705 < 1.96	   = 	   𝑧h.hi, Πίνακας 4.9α, Παράρτηµα Ι). Σε 

επίπεδο προτίµησης, οι µαθητές προτίµησαν ως ευκολότερη τη µετάβαση στο αλγεβρικό µε 

ποσοστό 42.67% έναντι 36% στο αριθµητικό. Παρόλα αυτά, τα z-scores έδειξαν ότι δεν 

υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά των δύο ποσοστών προτίµησης (𝑧	   = 	  0.8357 <

1.96	   = 	   𝑧h.hi, Πίνακας 4.10α, Παράρτηµα Ι). Στην ερώτηση Β6, το 38.67% των ερωτηθέντων 

µετέφρασε σωστά στο αλγεβρικό πλαίσιο, ενώ το 68% στο αριθµητικό. Επιπλέον, ήταν φανερή 

η προτίµηση στο αριθµητικό πλαίσιο έναντι του αλγεβρικού, µε τα ποσοστά αυτών να 

διαµορφώνονται στο 58.67% και 12% αντίστοιχα. Τέλος, στην ερώτηση Β7, όπου δόθηκε η 

γραφική παράσταση µιας γραµµικής κλαδωτής συνάρτησης, το 41.33% µετέφρασε σωστά στο 

αλγεβρικό πλαίσιο, ενώ το 78.67% στο αριθµητικό. Με µεγάλη διαφορά, οι συµµετέχοντες 

θεώρησαν ευκολότερη την µετάφραση στο αριθµητικό πλαίσιο µε ποσοστό 72%, έναντι του 

αλγεβρικού µε 6.67%.  

Επιγραµµατικά, µπορούν να διακριθούν τα εξής ευρήµατα: 

•   Οι µαθητές προτίµησαν ως ευκολότερη µετάβαση αυτή στην οποία σηµείωσαν και 

µεγαλύτερη επιτυχία στη µετάφραση. Εξαίρεση αποτελεί το Β5, όπου µετάφρασαν και 

προτίµησαν µε παρόµοια ποσοστά και στα δύο πλαίσια προορισµού.  
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•   Το υψηλότερο ποσοστό επιτυχούς µετάφρασης σηµειώθηκε στο ερώτηµα Β1, όπου δόθηκε 

ο αλγεβρικός τύπος της 𝑦 = 2𝑥 + 1 και το 82.67% των συµµετεχόντων µετέφρασε ορθά 

στο αριθµητικό πλαίσιο.  

•   Το χαµηλότερο ποσοστό επιτυχούς µετάφρασης σηµειώθηκε στο ερώτηµα Β3, όπου µόνον 

1 στους 3 συµµετέχοντες (34.67%) µετέφρασε ορθά από το αλγεβρικό στο γραφικό πλαίσιο. 

Εξίσου χαµηλά ποσοστά επιτυχούς µετάφρασης καταγράφηκαν στα ερωτήµατα Β6 και Β7 

(38.67% και 41.33% αντίστοιχα), όπου ζητήθηκε η µετάφραση γραµµικών συναρτήσεων 

από το γραφικό στο αλγεβρικό πλαίσιο. Στα ίδια ερωτήµατα, τα ποσοστά µετάφρασης προς 

το αριθµητικό πλαίσιο ήταν σχεδόν διπλάσια. 

•   Οι συµµετέχοντες χαρακτήρισαν ως ευκολότερη τη µετάβαση από το γραφικό στο 

αριθµητικό του ερωτήµατος Β7, µε ποσοστό προτίµησης 78.67% και ακολούθησε η 

µετάφραση του ερωτήµατος Β1 από το αλγεβρικό στο αριθµητικό, µε ποσοστό 68%.  

•   Στα ίδια ερωτήµατα, η µετάφραση από το αλγεβρικό στο γραφικό και αντίστροφα φαίνεται 

πως δυσκόλεψε τους συµµετέχοντες, µιας και σε αυτά καταγράφηκαν τα χαµηλότερα 

ποσοστά προτίµησης (6.67% και 10.67% αντίστοιχα). 

 
Τα δεδοµένα του Πίνακα 4.9 κατανεµήθηκαν µε βάση το αρχικό πλαίσιο στο οποίο δόθηκε 

κάθε συνάρτηση, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία των ακόλουθων πινάκων. 

 
 
Πίνακας 4.11  

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) αποτελεσµάτων µετάφρασης της ερώτησης Β2, στην 

οποία η συνάρτηση δόθηκε στο αριθµητικό πλαίσιο (υπό µορφή πίνακα).  

Σωστή Μετάφραση (Ν=75) 
Ερώτηση Β2 (Αρ.) 
αλγεβρικό 
πλαίσιο 

44 
(58.67%) 

γραφικό 
πλαίσιο 

50 
(66.67%) 

 

Στο ερώτηµα Β2, όπου δόθηκε η αριθµητική αναπαράσταση της 𝑦 = −1, παρατηρήθηκε 

ότι το 66.67% των συµµετεχόντων κατάφεραν να χαράξουν σωστά τη γραφική παράσταση 

έναντι του 58.67% που έδωσε σωστά τον αλγεβρικό της τύπο. Σε βαθύτερη ανάλυση, 

παρατηρήθηκε ότι δεν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των ποσοστών 

µετάφρασης (𝑧 = 1.013 < 1.96 = 𝑧h.hi, Πίνακας 4.11α, Παράρτηµα Ι).  
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Πίνακας 4.12 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) αποτελεσµάτων µετάφρασης των ερωτήσεων Β1, Β3 

και Β4, στις οποίες οι συναρτήσεις δόθηκαν στο αλγεβρικό πλαίσιο.  

Σωστή Μετάφραση από Αλγεβρικό πλαίσιο σε (Ν=75) 
Ερώτηση Β1 Β3 Β4 Μ.Ο. 
αριθµητικό 
πλαίσιο 

62 
(82.67%) 

49 
(65.33%) 

45 
(60%) 

52 
(69.33%) 

γραφικό 
πλαίσιο 

47 
(62.67%) 

26 
(34.67%) 

30 
(40%) 

34.33 
(45.78%) 

 
Στα ερωτήµατα Β1, Β3, Β4 οι συναρτήσεις εκφράστηκαν µέσω του αλγεβρικού τους τύπου. 

Τα ποσοστά επιτυχούς µετάφρασης στο γραφικό πλαίσιο κυµάνθηκαν από 34.67% έως 

62.67%, µε µέσο όρο 45.78%. Τα αντίστοιχα ποσοστά µετάφρασης στο αριθµητικό πλαίσιο 

κυµάνθηκαν από 60% έως 82.67%, µε µέσο όρο 69.33%. Βρέθηκε στατιστικά σηµαντική 

διαφορά µεταξύ των µέσων όρων µετάφρασης στο αλγεβρικό έναντι του γραφικού πλαισίου 

(𝑧 = 2.9190 > 1.96 = 𝑧h.hi,	  Πίνακας 4.12α, Παράρτηµα Ι).  

 

Πίνακας 4.13  

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) αποτελεσµάτων µετάφρασης των ερωτήσεων Β5, Β6 

και Β7, στις οποίες οι συναρτήσεις δόθηκαν στο γραφικό πλαίσιο. 

Σωστή Μετάφραση από Γραφικό πλαίσιο σε (Ν=75) 
Ερώτηση Β5 Β6 Β7 Μ.Ο. 
αριθµητικό 
πλαίσιο 

53 
(70.67%) 

51 
(68%) 

59 
(78.67%) 

54.33 
(72.45%) 

αλγεβρικό 
πλαίσιο 

48 
(64%) 

29 
(38.67%) 

31 
(41.33%) 

36 
(48%) 

 

Στα ερωτήµατα Β5, Β6, Β7 οι συναρτήσεις εκφράστηκαν µέσω του γραφικού τους τύπου. 

Τα ποσοστά επιτυχούς µετάφρασης στο αλγεβρικό πλαίσιο κυµάνθηκαν από 38.67% έως 64%, 

µε µέσο όρο 48%, ενώ σε υψηλότερα ποσοστά καταγράφηκε η µετάβαση στο αριθµητικό 

πλαίσιο µε τα ποσοστά αυτής να διαµορφώθηκαν από 68% έως 78.67%, µε µέσο όρο 72.45%. 

Με βάση τα z-scores υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο συγκρινόµενων 

µέσων όρων, αφού 𝑧 = 3.0578 > 1.96 = 𝑧h.hi (Πίνακας 4.13α, Παράρτηµα Ι).  

Λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα της περιγραφικής και της επαγωγικής στατιστικής 
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ανάλυσης, µπορούν να διακριθούν τα εξής δεδοµένα: 

•   Δοθείσας της συνάρτησης στο αριθµητικό πλαίσιο, οι συµµετέχοντες µετέφρασαν µε 

στατιστικά µη σηµαντική διαφορά προς το γραφικό και το αλγεβρικό πλαίσιο. 

•   Δοθείσας της συνάρτησης στο αλγεβρικό πλαίσιο, οι συµµετέχοντες µετέφρασαν µε 

µεγαλύτερη επιτυχία στο αριθµητικό πλαίσιο (69.33%), έναντι του γραφικού (34.33%). 

•   Δοθείσας της συνάρτησης στο γραφικό πλαίσιο, οι συµµετέχοντες µετέφρασαν µε 

µεγαλύτερη επιτυχία στο αριθµητικό πλαίσιο (72.45%), έναντι του αλγεβρικού (48%).   
 

Αποµονώνοντας τους µέσους όρους των αποτελεσµάτων επιτυχούς µετάφρασης και 

προτίµησης ευκολότερης µετάβασης προκύπτουν τα παρακάτω δύο διαγράµµατα:  
 

 
 

 

 

 

 

 

Διάγραµµα 4.1: Μέσοι όροι ποσοστών επιτυχούς µετάφρασης µεταξύ των πλαισίων.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Διάγραµµα 4.2: Μέσοι όροι ποσοστών προτίµησης ευκολότερης µετάβασης.  

 

Στα ερωτήµατα Β1, Β3 και Β4, δόθηκαν αλγεβρικές αναπαραστάσεις τριών συναρτήσεων 

και ζητήθηκε η µετάβαση στα άλλα δύο πλαίσια. Με βάση τους Πίνακες 4.12 και 4.12α 

διαπιστώθηκε ότι η µετάβαση προς το αριθµητικό είναι ευκολότερη σε σχέση µε το γραφικό 

πλαίσιο (69.33% έναντι 45.78%). Το εύρηµα ήταν αναµενόµενο, καθότι η µετάβαση µεταξύ 

αλγεβρικού και γραφικού πλαισίου (και αντίστροφα) θεωρείται η δυσκολότερη όλων, αφού 
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αποτελεί ριζική αλλαγή στον τρόπο ανάγνωσης και επεξεργασίας των προσλαµβανόµενων 

πληροφοριών. Εστιάζοντας στην αντίθετη µετάβαση, µελετήθηκε η οµάδα ερωτήσεων Β5, Β6 

και Β7, όπου δόθηκαν οι γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων και ζητήθηκε η µετάβαση 

στο αλγεβρικό και αριθµητικό αντίστοιχα. Λαµβάνοντας υπόψη τους Πίνακες 4.13 και 4.13α 

διαπιστώθηκε ότι η µετάβαση προς το αριθµητικό πραγµατοποιείται µε πολύ µεγαλύτερη 

επιτυχία (72.45%) έναντι του αλγεβρικού (48%). Και από τις δύο οµάδες ερωτήσεων 

επιβεβαιώνεται η δυσκολία στην µετάβαση από αλγεβρικό σε γραφικό και αντίστροφα, η 

οποία έχει αποτελέσει αντικείµενο µελέτης πολλών ερευνητών (Knuth, 2000; Sfard, 1992; 

Eisenberg & Dreyfus, 1994; Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1992; Gagatsis & Shiakalli, 2004)  

και οφείλεται σε πλήθος παραγόντων (βλ. Κεφ.:1.4γ).  

Στο ερώτηµα Β2, όπου δόθηκε ο πίνακας τιµών µιας συνάρτησης, οι συµµετέχοντες 

µετάφρασαν στο αλγεβρικό και γραφικό πλαίσιο µε την ίδια ευχέρεια. Το εύρηµα ερµηνεύεται 

ως εξής: από το αριθµητικό στο αλγεβρικό πλαίσιο αρκούσε η παρατήρηση ότι όλες οι τιµές 

του y ήταν -1, συνεπώς ο αλγεβρικός τύπος προέκυψε άµεσα µε µια απλή µετάβαση µεταξύ 

αναλογικών τρόπων έκφρασης της πληροφορίας, η οποία δεν απαιτεί ιδιαίτερη επεξεργασία 

και προσεγγίζεται λειτουργικά (Sfard, 1991; 1992). Αντίστοιχα, οι µαθητές είναι 

εξοικειωµένοι µε την µετάφραση από το αριθµητικό στο γραφικό πλαίσιο, αφού για να 

χαράξουν µια αναπαράσταση συνηθίζουν να δηµιουργούν πρώτα τον πίνακα τιµών (Leinhardt 

et al., 1990, στο Γραββάνη 2006). Συνεπώς το µόνο που είχαν να κάνουν ήταν να 

αντιµετωπίσουν ως µια ενέργεια (Dubinsky,1991) την µετάβαση και να σηµειώσουν τα 

διατεταγµένα ζεύγη στους άξονες. Η συγκεκριµένη ενέργεια θα µπορούσε να ενταχθεί και στα 

πλαίσια της διαδικασίας, λόγω της επανειληµµένης χρήσης τέτοιου είδους υπολογισµών.  

Άξιο µεµονωµένης µελέτης αποτελεί το ερώτηµα Β5, όπου δόθηκε η γραφική παράσταση 

της 𝑓 𝑥 = 𝑥+, ενώ ζητήθηκαν οι µεταβάσεις προς αλγεβρικό και αριθµητικό πλαίσιο. Με 

βάση τη συσχέτιση ποσοστών επιτυχούς µετάφρασης (Πίνακας 4.14α) παρατηρείται ότι οι 

µεταβάσεις προς τα δύο πλαίσια πραγµατοποιήθηκαν µε παρόµοια ποσοστά επιτυχίας (δεν 

υπάρχει διαφορά µεταξύ των εξεταζόµενων ποσοστών). Ειδικότερα, η µετάβαση γραφικού σε 

αλγεβρικό πλαίσιο, όπως προαναφέρθηκε, εµφανίζει πολλές δυσκολίες. Παρόλα αυτά, στο εν 

λόγω παράδειγµα φαίνεται να επιτυγχάνεται εξίσου εύκολα µε την µετάβαση από το γραφικό 

στο αριθµητικό. Το γεγονός οφείλεται στο πρωτοτυπικό σχήµα της δοθείσας συνάρτησης, το 

οποίο έχει συνδεθεί νοερά µε τον αντίστοιχο τύπο (Tall & MdNor, 1992). Αντίστοιχα και η 

µετάβαση στο αριθµητικό πλαίσιο επιτυγχάνεται µε ευκολία, για τους ίδιους λόγους που 

αναφέρθηκαν στην προηγούµενη µετάβαση (Leinhardt et al., 1990; Dubinsky, 1991; Sfard, 

1992).  
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Στο ερώτηµα Β7 δόθηκε η γραφική παράστασης µιας συνάρτησης µε 3 κλάδους. Η 

µετάβαση στο αριθµητικό πλαίσιο πραγµατοποιήθηκε µε διπλάσιο ποσοστό επιτυχίας έναντι 

του αλγεβρικού. Το φαινόµενο αντιµετωπίστηκε ως µια απλή καταγραφή σηµείων. Δηλαδή ο 

µαθητής αποµόνωσε από την ολιστική εικόνα µεµονωµένα σηµεία, µε τα οποία συµπλήρωσε 

τον πίνακα τιµών, στα πλαίσια µια ενέργειας, η οποία τείνει να γίνει διαδικασία µέσω της 

επανάληψης (Leinhardt et al., 1990; Dubinsky, 1991; Sfard, 1992). 

Τα Διαγράµµατα 4.1 και 4.2 αποτυπώνουν συνοπτικά την επιτυχία στις µεταβάσεις, όπως 

αυτές σχολιάστηκαν παραπάνω, αλλά και τις προτιµήσεις των µαθητών ως προς την 

ευκολότερη µετάβαση. Παρατηρήθηκε ότι η εναλλαγή µεταξύ αλγεβρικού και γραφικού 

πλαισίου εµφανίζει αφενός χαµηλά ποσοστά επιτυχίας, αφετέρου χαµηλά ποσοστά 

προτίµησης. 

 

[4.3] Οµάδα Ερωτήσεων Γ (άξονας επίλυσης) 

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του τρίτου µέρους του ερωτηµατολογίου 

και συγκεκριµένα οι συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) του τρόπου επίλυσης των έργων 

Γ1 και Γ2. Στον Πίνακα 4.14 παρουσιάζεται συνολικά η επιτυχία στην επίλυση των 

ερωτηµάτων Γ1 και Γ2, ενώ στον Πίνακα 4.15 η ίδια κατανέµεται ανά αναπαραστατικό 

πλαίσιο στο οποίο δόθηκε η λύση. Από τους συµµετέχοντες ζητήθηκε, αν ήταν δυνατόν, να 

εκπονηθεί και δεύτερος τρόπος επίλυσης (Β τρόπος).  

 

Πίνακας 4.14 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς επίλυσης των ερωτήσεων Γ1 και Γ2.  

Επίλυση (Ν=75) 
 Γ1 Γ2 
 Α τρόπος Β τρόπος Α τρόπος Β τρόπος 

Ορθές 
απαντήσεις 

27 
(36%) 

17 
(22.67%) 

22 
(29.33%) 

12 
(16%) 

 

Τόσο στο ερώτηµα Γ1, όσο και στο ερώτηµα Γ2 η επιτυχία κυµάνθηκε σε χαµηλά επίπεδα. 

Συγκεκριµένα, 36% των συµµετεχόντων κατάφεραν να επιλύσουν σωστά το Γ1 και 29.33% το 

Γ2. Σε ότι αφορά τον Β τρόπο που ζητήθηκε, τα ποσοστά επιτυχία µειώνονται στο 22.67% και 

16% αντίστοιχα για τα δύο ερωτήµατα. 

 

 



 64 

Πίνακας 4.15 

Συχνότητες και σχετικές συχνότητες (%) επιτυχούς επίλυσης των ερωτήσεων Γ1 και Γ2 ανά 

τρόπο επίλυσης και πλαίσιο προτίµησης.  

Επιτυχής Επίλυση (Ν=75) 
 Γ1 Γ2 
 Α τρόπος Β τρόπος Α τρόπος Β τρόπος 

Αριθµητικό 
πλαίσιο 

1 
(1.33%) 

7 
(9.33%) 

4 
(5.33%) 

0 
(0%) 

Αλγεβρικό 
πλαίσιο 

22 
(29.33%) 

4 
(5.33%) 

18 
(24%) 

0 
(0%) 

Γραφικό 
πλαίσιο 

4 
(5.33%) 

6 
(8%) 

0 
(0%) 

12 
(16%) 

 

Στο ερώτηµα Γ1, το 29.33% των µαθητών που έλυσαν σωστά το πρώτο έργο επέλεξαν την 

αλγεβρική επίλυση. Μόλις 4 στους 75 µαθητές το έλυσαν γραφικά και ένας µαθητής το έλυσε 

αριθµητικά, δοκιµάζοντας τιµές. Σε ότι αφορά τον δεύτερο τρόπος επίλυσης, φαίνεται ότι οι 

µαθητές στράφηκαν στα άλλα δύο πλαίσια, µε το ποσοστό ορθής επίλυσης στο αριθµητικό να 

είναι 9.33% και στο γραφικό πλαίσιο 8%.  

Στο τελευταίο πρόβληµα του ερωτηµατολογίου, το 24% των συµµετεχόντων έδωσε σωστή 

αλγεβρική λύση, ενώ το 5.33% σωστή αριθµητική. Κανένας από τους συµµετέχοντες δεν 

δοκίµασε να επιλύσει γραφικά το πρόβληµα, συνεπώς δεν σηµειώθηκε σκορ στις σωστές 

απαντήσεις. Τέλος, το 16% όσων έδωσαν σωστό δεύτερο τρόπο κινήθηκαν στο γραφικό 

πλαίσιο.  

Συνοψίζοντας, παρατηρήθηκαν τα εξής:  

•   Τα ποσοστά επίλυσης προβληµάτων βρίσκονται σε χαµηλά επίπεδα.   

•   Σε ότι αφορά τους πρώτους τρόπους επίλυσης, το υψηλότερο ποσοστό ορθής επίλυσης και 

στα δύο προβλήµατα καταγράφηκε στο αλγεβρικό πλαίσιο. 

 

Το εύρηµα ήταν αναµενόµενο, αφού οι µαθητές επιµένουν να χρησιµοποιούν αλγεβρικές 

διαδικασίες και πράξεις, παρότι το αποτέλεσµα θα µπορούσε να αντιµετωπιστεί ευκολότερα 

γραφικά, ειδικά στο πρώτο πρόβληµα, το οποίο είχε δοθεί σε γραφικό πλαίσιο. Αντίστοιχο 

εύρηµα επισήµαναν και οι Eisenberg & Dreyfus (1992; 1994) στη δική τους έρευνα, 

συµπληρώνοντας πως µόνον όταν οι µαθητές δεν µπορούσαν να δώσουν δεύτερη αλγεβρική 

λύση, κατέφευγαν στην γραφική. Τα ευρήµατα έρχονται σε συµφωνία µε αυτά των Knuth 

(2000), Goldenberg (1988), Moschkovich et al. (1993), Eisenberg & Dreyfus (1992, στο 
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Κnuth, 2000), Gagatsis & Shiakalli (2004), µε τα αίτια αυτής της εµµονής να 

κατηγοριοποιούνται σε γνωστικής, επιστηµολογικής και συναισθηµατικής φύσης 

(Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1992). 

 

[4.4] Συσχετίσεις ικανοτήτων  

Στην προσπάθεια συσχέτισης των ευρηµάτων ανά άξονα, δηµιουργήθηκε η ανάγκη ελέγχου 

και αξιολόγησης της συνάφειας µεταξύ δύο µεταβλητών. Ο έλεγχος αυτός πραγµατοποιείται 

µε τον υπολογισµό των συντελεστών συνάφειας (r) των Pearson (παραµετρικό) και Spearman 

(µη παραµετρικό). Λαµβάνοντας υπόψη τον έλεγχο κανονικότητας που πραγµατοποιήθηκε για 

κάθε µια από τις τρεις µεταβλητές (σκορ που σηµειώθηκε στις ερωτήσεις των τριών οµάδων), 

παρατηρήθηκε ότι δεν ακολουθούν κανονική κατανοµή, οπότε κρίθηκε κατάλληλη η χρήση 

του δείκτη συσχέτισης Spearman. 

Σε ότι αφορά την αξιολόγηση του µεγέθους του δείκτη χρησιµοποιήθηκε η κλιµάκωση που 

παρουσιάζεται στον Πίνακα 4.16 (Darren & Mallery, 2019; Bryman & Cramer, 2001):  

 

Πίνακας 4.16 

Ερµηνεία των τιµών του συντελεστή Spearman. 

Τιµή Ερµηνεία 
Από 0.00 έως 0.20 Μηδενική σχέση 
Από 0.21 έως 0.40 Μικρή σχέση 
Από 0.41 έως 0.60 Μέτρια σχέση 
Από 0.61 έως 0.80 Δυνατή σχέση 
Από 0.81 έως 1.00 Εξαιρετικά δυνατή σχέση 

 

Στη συνέχεια, η κάθε ερώτηση έλαβε τον αντίστοιχο βαθµό, ώστε να δηµιουργηθεί ένα 

σκορ από κάθε οµάδα ερωτήσεων. Κάθε σωστή αναγνώριση της πρώτης οµάδας ερωτήσεων 

πήρε ένα βαθµό ενώ η λανθασµένη κανένα. Οµοίως στην δεύτερη οµάδα ερωτήσεων, η κάθε 

σωστή µετάφραση πήρε έναν βαθµό ενώ η λανθασµένη κανένα. Στην τρίτη οµάδα ερωτήσεων 

η σωστή επίλυση πήρε έναν βαθµό και η λανθασµένη κανένα. Συγκεκριµένα από την οµάδα 

ερωτήσεων Α προέκυψε το score_A, µε µέγιστο σκορ το 14, από την οµάδα ερωτήσεων Β το 

score_B, µε µέγιστο σκορ το 14 και από την οµάδα ερωτήσεων Γ το score_Γ, µε µέγιστο σκορ 

το 4. Αυτά, µε την κατάλληλη κλιµάκωσή τους αποτέλεσαν και τις προς συσχέτιση 

µεταβλητές. 
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Ειδικότερα, οι υποθέσεις ήταν:  

𝐻l: 𝑟o = 0	  (δεν	  υπάρχει	  συσχέτιση	  µμεταξύ	  των	  µμεταβλητών) 

𝐻�: 𝑟o ≠ 0	  (υπάρχει	  συσχέτιση	  µμεταξύ	  των	  µμεταβλητών) 

Υπό το κριτήριο: 

𝑡 =
𝑟o
1 − 𝑟o+
𝑛 − 2

 

Όπου: 

𝑉𝑎𝑟 𝑟 =
1 − 𝑟o+

𝑛 − 2  

 

Η υπόθεση απορρίπτεται για τις τιµές:  

𝑡 > 𝑡2/+;� 

Ειδικότερα, στον δίπλευρο έλεγχο (two-tailed) που πραγµατοποιήθηκε διερευνήθηκε αν 

υπάρχει: α) σχέση της ικανότητας αναγνώρισης µιας συνάρτησης (score_A) µε την ικανότητα 

µετάφρασης από ένα πλαίσιο σε ένα άλλο (score_B), β) σχέση της ικανότητας µετάφρασης 

(score_B) µε την ικανότητα επίλυσης ενός προβλήµατος που εµπεριέχει συναρτήσεις 

(score_Γ),  γ) σχέση της ικανότητας αναγνώρισης (score_Α) µε την ικανότητα επίλυσης ενός 

προβλήµατος που εµπεριέχει συναρτήσεις. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν παρουσιάζονται 

στον ακόλουθο πίνακα.  

 

Πίνακας 4.17 

Συσχετίσεις µεταξύ των αξόνων.  

 score_Α score_Β score_Γ 

Spearman's 
rho 

score_Α 
Correlation Coefficient 1,000 ,606** ,428** 
Sig. (2-tailed) . ,000 ,000 
N 75 75 75 

score_Β 
Correlation Coefficient ,606** 1,000 ,665** 
Sig. (2-tailed) ,000 . ,000 
N 75 75 75 

score_Γ 
Correlation Coefficient ,428** ,665** 1,000 
Sig. (2-tailed) ,000 ,000 . 
N 75 75 75 

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed). 
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Από τον Πίνακα 4.17 φαίνεται ότι: 

•   Η σχέση µεταξύ της ικανότητας αναγνώρισης και την ικανότητα µετάφρασης για τους 75 

µαθητές που αξιολογήθηκαν είναι 0.606 η οποία χαρακτηρίζεται ως στατιστικά σηµαντική 

όπως διαπιστώνεται και από την παρατηρούµενη πιθανότητα  𝑝 = 0.000 < 0.01	  (𝑆𝑖𝑔. ). Η 

σχέση είναι θετική µεταξύ των µεταβλητών, δηλαδή ανάλογη και αξιολογείται σε µέτρια µε 

δυνατή σχέση.  

•   Η σχέση µεταξύ της ικανότητας µετάφρασης και την ικανότητα  επίλυσης προβλήµατος για 

τους 75 µαθητές που αξιολογήθηκαν είναι 0.665, η οποία χαρακτηρίζεται ως στατιστικά 

σηµαντική όπως διαπιστώνεται και από την παρατηρούµενη πιθανότητα 𝑝 = 0.000 <

0.01. Η σχέση είναι θετική µεταξύ των µεταβλητών, δηλαδή ανάλογη και αξιολογείται σε 

δυνατή σχέση.  

•   Η σχέση µεταξύ της ικανότητας αναγνώρισης και την ικανότητα επίλυσης προβλήµατος για 

τους 75 µαθητές που αξιολογήθηκαν είναι 0.428 η οποία χαρακτηρίζεται ως στατιστικά 

σηµαντική όπως διαπιστώνεται και από την παρατηρούµενη πιθανότητα  𝑝 = 0.000 <

0.01.  Η σχέση είναι θετική µεταξύ των µεταβλητών, δηλαδή ανάλογη και αξιολογείται σε 

µέτρια σχέση. 

 

Τέλος, συγκρίθηκαν οι µέσοι όροι των ερωτήσεων των τριών οµάδων, µε τη χρήση του µη-

παραµετρικού τεστ Wilcoxon, µε σκοπό να διαπιστωθεί η δυσκολία κάθε οµάδας. Μεταξύ της 

οµάδας αναγνώρισης και της οµάδας µετάφρασης υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά (p-

value<0,001), µε τους µαθητές να σηµειώνουν καλύτερη επίδοση στην αναγνώριση (Πίνακες 

4.29 και 4.30, Παράρτηµα ΙΙΙ). Οµοίως, µεταξύ της οµάδας µετάφρασης και της οµάδας 

επίλυσης υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφορά (p-value<0,001), µε τους µαθητές να 

σηµειώνουν καλύτερη επίδοση στην µετάφραση (Πίνακες 4.31 και 4.32, Παράρτηµα ΙΙΙ). 

Ακόµα, µεταξύ της οµάδας αναγνώρισης και της οµάδας επίλυσης υπάρχει στατιστικά 

σηµαντική διαφορά (p-value<0,001), µε τους µαθητές να σηµειώνουν καλύτερη επίδοση στην 

αναγνώριση (Πίνακες 4.31 και 4.32, Παράρτηµα ΙΙΙ).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ: 5ο  

 

 [5.1]  Συζήτηση - Συµπεράσµατα  

 

Στην παρούσα έρευνα διερευνήθηκε η ικανότητα των µαθητών της Γ Λυκείου στην 

αναγνώριση, µετάφραση και επίλυση προβληµάτων που ενέχουν συναρτήσεις, ως διαστάσεις 

της γνώσης της έννοιας συνάρτηση. 

Σε ότι αφορά την πρώτη οµάδα ερωτήσεων που αποσκοπούσε στην διερεύνηση της 

ικανότητας αναγνώρισης, τα συµπεράσµατα θα σχολιαστούν µε βάση τις δύο οµαδοποιήσεις 

όπως παρουσιάστηκαν στο 4ο κεφάλαιο. Η πρώτη οµάδα έδειξε πως οι µαθητές της έρευνας 

είναι σε θέση να αναγνωρίσουν µια συνάρτηση εξίσου καλά, ανεξαρτήτως πλαισίου που θα 

τους δοθεί, αφού οι µέσοι όροι επιτυχίας βρίσκονται στα ίδια επίπεδα (74.34% αριθµητικό, 

73.33% αλγεβρικό, 72.23% γραφικό). Όταν, όµως, ζητήθηκαν οι αιτιολογήσεις, σηµειώθηκαν 

χαµηλότερα σκορ στις αντίστοιχες απαντήσεις (50.67% αριθµητικό, 24% αριθµητικό, 36.66% 

γραφικό), γεγονός που σηµατοδοτεί χρήση µεθοδολογιών ή πρωτοτυπικών σχηµάτων, τα 

οποία οι µαθητές χρησιµοποιούν χωρίς πολλές φορές να κατανοούν. Το εύρηµα είναι έρχεται 

σε αντίθεση µε αντίστοιχες έρευνες, όπου η αναγνώριση στο γραφικό πλαίσιο παρουσιάστηκε 

ως η δυσκολότερη, λόγω της φύσης του πλαίσιου (Γαγάτσης et al., 2000; Hitt, 1998; 

Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Tall & MdNor, 1992; Καλδρυµίδου & Οικονόµου 1992). Στη 

δεύτερη οµαδοποίηση η σταθερή 𝑥 = 𝑎, αναγνωρίστηκε µε παρόµοια ποσοστά επιτυχία και 

στα τρία πλαίσια (µ.ο. 69.33%), όπως και  η γραµµική 𝑦 = 𝑎𝑥 (µ.ο. 66.33%). Παρόλα αυτά, η 

διαφορά στα ποσοστά επιτυχίας των Α12 και Α13 (92% και 64% αντίστοιχα) δείχνει ότι η 

προσθήκη και δεύτερου κλάδου µειώνει αισθητά την επιτυχία στην αναγνώριση, γεγονός που 

αποδόθηκε στην θεώρηση ότι οι κλαδωτές συναρτήσεις αποτελούν µη κανονικά σχήµατα και 

δεν αποτελούν εκφράσεις συνάρτησης (Tall & MdNor, 1992; Markovits et al., 1986. 

Συµπερασµατικά, σε µια προσπάθεια απάντησης στο πρώτο ερευνητικό ερώτηµα, 

λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, είναι δόκιµο να ισχυριστούµε ότι οι µαθητές της Γ Λυκείου 

του δείγµατος είναι εξίσου ικανοί στην αναγνώριση µιας συνάρτησης σε καθένα από τα τρία 

αναπαραστατικά πλαίσια που διαπραγµατεύτηκε η παρούσα εργασία.  

Στην δεύτερη οµάδα ερωτήσεων που αποσκοπούσε στην διερεύνηση της ικανότητας 

µετάφρασης, παρατηρήθηκε αρχικά ότι οι µεταβάσεις από και προς το αριθµητικό πλαίσιο 

παρουσίασαν τα µεγαλύτερα ποσοστά επιτυχίας. Το εν λόγω εύρηµα χαρακτηρίστηκε ως 

αναµενόµενο, µε βάσεις τις έρευνες των Sfard (1991; 1992) και Leinhardt et al., (1990, στο 

Γραββάνη 2006), αφού ο αριθµητικός αποτελεί έναν αναλογικό τρόπο έκφρασης της 
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συνάρτησης, ο οποίος είναι εύκολος στην επεξεργασία και ανάγνωση. Η µετάβαση από το 

αλγεβρικό στο αριθµητικό πλαίσιο είναι µια απλή αντικατάσταση, η οποία δεν απαιτεί 

ιδιαίτερη επεξεργασία και προσεγγίζεται λειτουργικά από τους µαθητές. Αντίστοιχα ο 

συνηθέστερος τρόπος χάραξης της γραφικής παράσταση προαπαιτεί τη δηµιουργία πίνακα 

τιµών, διαδικασία µε την οποία είναι εξοικειωµένοι οι µαθητές. Συνεπώς, αντιµετωπίζουν την 

µετάβαση ως µια ενέργεια (Dubinsky, 1991) η οποία µετά από επανειληµµένη χρήση τείνει να 

γίνει διαδικασία. Κατά την δεύτερη οµαδοποίηση, έγινε προσπάθεια βαθύτερης διερεύνησης 

της µετάβασης µεταξύ αλγεβρικού – γραφικού, καθότι χαρακτηρίζεται ως η δυσκολότερη 

όλων των µεταβάσεων. Η οµάδα ερωτήσεων Β1, Β3 και Β4 ανάδειξε την δυσκολία στη 

µετάβαση από το αλγεβρικό στο γραφικό πλαίσιο, ενώ η οµάδα Β5, Β6 και Β7 την δυσκολία 

στην αντίθετη µετάβαση. Το εύρηµα ήταν αναµενόµενο και σύµφωνο µε τις έρευνες των Knuth 

(2000), Sfard (1992). Eisenberg & Dreyfus (1994), Καλδρυµίδου & Οικονόµου (1992) και 

Gagatsis & Shiakalli (2004) αφού απαιτεί ριζική αλλαγή στον τρόπο ανάγνωσης και 

επεξεργασίας των προσλαµβανόµενων πληροφοριών. Η δυσκολία επισηµάνθηκε και από τα 

χαµηλά ποσοστά προτίµησης στην προαναφερθείσα εναλλαγή.  

Συµπερασµατικά, σε µια προσπάθεια απάντησης στο δεύτερο ερευνητικό ερώτηµα, 

λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, είναι δόκιµο να ισχυριστούµε ότι οι µαθητές της Γ Λυκείου 

του δείγµατος αντιµετωπίζουν δυσκολίες στην εναλλαγή µεταξύ ορισµένων αναπαραστάσεων. 

Το κύριο πρόβληµα εντοπίζεται στη σύνδεση µεταξύ αλγεβρικού και γραφικού πλαισίου, 

εύρηµα που δείχνει να συµφωνεί µε τα ευρήµατα παρόµοιων ερευνών (Gagatsis & Shiakalli, 

2004; Hitt, 1998; Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Even, 1998; Lesh et al., 1987; NCTM, 

2000). Επιπλέον, οι µεταβάσεις µε τα υψηλότερα ποσοστά επιτυχίας αλλά και προτίµησης από 

τους µαθητές φαίνεται πως είναι προς το αριθµητικό πλαίσιο.  

Στο τρίτο σκέλος των ερωτήσεων που αποσκοπούσε στην διερεύνηση της ικανότητας 

επίλυσης προβληµάτων που εµπεριέχουν συναρτήσεις, αρχικά επισηµάνθηκε το χαµηλό 

ποσοστό επιτυχούς επίλυσης, γεγονός που αναδεικνύει τη δυσκολία των µαθητών στα 

προβλήµατα. Σε δεύτερη ανάλυση, οι µαθητές προτίµησαν τη χρήση αλγεβρικών διαδικασιών 

και πράξεων, ακόµα και όταν έτερες προσεγγίσεις (π.χ. γραφική) έδιναν ευκολότερα και 

αµεσότερα απάντηση. Τα ευρήµατα έρχονται σε συµφωνία µε αυτά των Knuth (2000), 

Goldenberg (1988), Moschkovich et al. (1993), Eisenberg & Dreyfus (1992, στο Κnuth, 2000), 

Gagatsis & Shiakalli (2004), µε τα αίτια αυτής της εµµονής να κατηγοριοποιούνται σε 

γνωστικής, επιστηµολογικής και συναισθηµατικής φύσης κατά τους Καλδρυµίδου & 

Οικονόµου (1992). 

Συνεπώς, επί του τρίτου ερευνητικού ερωτήµατος, λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, είναι 
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δόκιµο να ισχυριστούµε ότι οι µαθητές της Γ Λυκείου του δείγµατος εµµένουν στην αλγεβρική 

επίλυση των προβληµάτων που ενέχουν συναρτήσεις. 

Λαµβάνοντας υπόψη τους ελέγχους που πραγµατοποιήθηκαν στο 4ο Κεφάλαιο, σε µια 

προσπάθεια διερεύνησης των σχέσεων µεταξύ των ικανοτήτων που απασχόλησαν την 

παρούσα µελέτη, είναι δόκιµο να ισχυριστούµε ότι:  

1] Υπάρχει µέτρια προς δυνατή σχέση µεταξύ της ικανότητας αναγνώρισης µε την ικανό-

τητα µετάφρασης. 

2] Υπάρχει δυνατή σχέση µεταξύ ικανότητας µετάφρασης και πλαισίου προτίµησης επί-

λυσης.  

3] Υπάρχει µέτρια σχέση µεταξύ ικανότητας αναγνώρισης και πλαισίου προτίµησης επί-

λυσης.  

Και µε αυτά τα αποτελέσµατα δίνεται απάντηση στο τέταρτο και τελευταίο ερευνητικό 

ερώτηµα της παρούσας εργασίας.  

 

[5.2]  Περιορισµοί της έρευνας  

 

Αξιοσηµείωτος περιορισµός για τη διεξαγωγή της έρευνας αποτέλεσε η επιλογή του 

χρονικού διαστήµατος για τη διανοµή και συµπλήρωση των ερωτηµατολογίων από τους 

µαθητές. Οι συµµετέχοντες στην έρευνα ήταν µαθητές και µαθήτριες της Γ' τάξης Γενικών 

Λυκείων του Νοµού Θεσσαλονίκης. 

Καθώς η διδασκαλία όλης της ύλης του µαθήµατος των Μαθηµατικών Κατεύθυνσης στα 

συγκεκριµένα σχολεία ήταν απαραίτητη προϋπόθεση για τη συµπλήρωση των 

ερωτηµατολογίων, θεωρήθηκε καταλληλότερο τα τελευταία να διανεµηθούν στους µαθητές 

µε την ολοκλήρωση της διδασκαλίας της ύλης από το εκπαιδευτικό προσωπικό των σχολικών 

µονάδων, λίγο καιρό πριν τη διεξαγωγή των Πανελλήνιων εξετάσεων. Ωστόσο, αφενός η 

παραµονή τη συγκεκριµένη χρονική περίοδο των περισσότερων µαθητών στο σπίτι για την 

καλύτερη προετοιµασία τους για τις εξετάσεις, αφετέρου η ανάγκη για συµπλήρωση του 

ερωτηµατολογίου εντός της σχολικής τάξης παρουσία του ερευνητή, αποτέλεσαν σηµαντικά 

εµπόδια για την έρευνα. Έτσι, ο αριθµητικός περιορισµός στο δείγµα της έρευνας (75 

συµµετέχοντες), καθώς επίσης η ψυχολογική πίεση και το άγχος των µαθητών λόγων των 

επικείµενων εξετάσεων ήταν δύο από τα αρνητικά επακόλουθα της χρονικής επιλογής. 

Ακόµη, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη πως, αν και τα αποτελέσµατα της παρούσας έρευνας 

εκδηλώνουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, δεν αντιπροσωπεύουν το σύνολο των µαθητών της Γ 

Λυκείου. Και αυτό διότι για πρακτικούς λόγους, δεν κατέστη δυνατό να αποτελέσουν 
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ερευνητικό δείγµα όλοι οι µαθητές της ελληνικής επικράτειας, παρά µόνο ένας αριθµός εξ 

αυτών του Νοµού Θεσσαλονίκης. Λόγω των παραπάνω µεταβλητών, χρειάζεται να επιδειχθεί 

ιδιαίτερη προσοχή στην ερµηνεία και γενίκευση των αποτελεσµάτων και συµπερασµάτων της 

έρευνας. 

 

[5.3]  Πρόταση για περαιτέρω έρευνα  

  

Η κατανόηση της έννοιας συνάρτηση αποτελεί ένα σηµαντικό κεφάλαιο της Μαθηµατικής 

Παιδείας. Η παρούσα εργασία προσπάθησε να αποσαφηνίσει την εικόνα που έχουν για την 

έννοια οι µαθητές της Γ Λυκείου διερευνώντας βασικές διαστάσεις της κατανόησης της 

έννοιας, όπως η αναγνώριση της έννοιας στα διάφορα αναπαραστατικά της πλαίσια, η 

εναλλαγή µεταξύ αυτών και η προτίµηση πλαισίου επίλυσης προβληµάτων που ενέχουν 

συναρτήσεις.  

Για σκοπούς µελλοντικής έρευνας θα ήταν χρήσιµο να εξεταστεί η εξελικτική πορεία 

κατανόησης της έννοιας της συνάρτησης. Συγκεκριµένα, θα µπορούσαν να εξεταστούν οι ίδιοι 

µαθητές ως φοιτητές πλέον, ώστε να διαπιστωθεί αν έχουν αναπτυχθεί οι ικανότητες που 

µελετήθηκαν στην παρούσα εργασία. Επίσης, θα µπορούσε να διερευνηθεί η σύνδεση των 

παραπάνω ικανοτήτων µε την επίδοσή τους στην Πανελλαδικές εξετάσεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο  
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Παράρτηµα Ι 

Πίνακας 4.4α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.4 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α1 και Α6 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧	   = 	  0.3587 < 1.96	   = 	   𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.4β 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.4 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α1 και Α11 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 0.7083 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.4γ 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.4 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α6 και Α11 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 0.3501 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.5α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.5 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α2 και Α8 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 1.441 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.5β 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.5 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α2 και Α12 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 1.7184 < 1.96 = 𝑧h.hi 
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Πίνακας 4.5γ 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.5 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α8 και Α12 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 0.2902 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.5δ 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων των Πινάκων 4.5 και 4.6 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α12 και Α13 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 𝟒. 𝟏𝟑𝟗𝟐 > 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.7α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.7 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α3 και Α5 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 𝟐. 𝟒𝟔𝟐𝟑 > 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.7β 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.7 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α3 και Α9 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 1.8464 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.7γ 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.7 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α5 και Α9 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 0.6376 < 1.96 = 𝑧h.hi 
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Πίνακας 4.8α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.8 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων των ερωτηµάτων Α7 και Α10 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 1.6449 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

 

Πίνακας 4.9α 

Συσχετίσεις ποσοστών επί των ερωτηµάτων του Πίνακα 4.9 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων επιτυχούς µετάφρασης από γραφ. σε αριθµ. και αλγ. στο Β5 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧	   = 	  0.8705 < 1.96	   = 	   𝑧h.hi 
 
Πίνακας 4.10α 

Συσχετίσεις ποσοστών επί των ερωτηµάτων του Πίνακα 4.10 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων προτίµησης µετάφρασης από γραφ. σε αριθµ. και αλγ. στο  Β5 

Υπόθεση: 
𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧	   = 	  0.8357 < 1.96	   = 	   𝑧h.hi 
 

Πίνακας 4.11α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.11 

Συσχέτιση αποτελεσµάτων αριθµητικού	  ⟶	  αλγεβρικό και αριθµητικού	  ⟶	  γραφικό 
πλαίσιο της ερώτησης Β2. 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 1.013 < 1.96 = 𝑧h.hi 
 

Πίνακας 4.12α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.12 

Συσχέτιση Μ.Ο. αποτελεσµάτων αλγεβρικού	  ⟶	  αριθµητικό και αλγεβρικού	  ⟶	  γραφικό 
πλαίσιο των ερωτήσεων Β1, Β3 και Β4. 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 2.9190 > 1.96 = 𝑧h.hi 
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Πίνακας 4.13α 

Συσχετίσεις ποσοστών των αποτελεσµάτων του Πίνακα 4.13 

Συσχέτιση Μ.Ο. αποτελεσµάτων γραφικού	  ⟶	  αριθµητικό και γραφικού	  ⟶	  αλγεβρικό 
πλαίσιο των ερωτήσεων Β5, Β6 και Β7. 

Υπόθεση: 𝐻h: 𝑝� = 𝑝+ 
𝐻�: 𝑝� ≠ 𝑝+ 

𝑧 = 3.0578 > 1.96 = 𝑧h.hi 
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Παράρτηµα ΙΙ 

Έλεγχος αξιοπιστίας µε χρήση του δείκτη Cronbach’s Alpha 

 

Πρώτη διάσταση: Αναγνώριση 
 

Πίνακας 4.20 

Reliability Statistics 

Cronbach's Alpha N of Items 

,926 14 
 

Πίνακας 4.21 
Item Statistics 

 Mean Std. Deviation N 
A1_answ 1,65 ,604 75 
A2_answ 1,80 ,465 75 
A3_answ 1,60 ,615 75 
A4_answ 1,69 ,592 75 
A5_answ 1,79 ,527 75 
A6_answ 1,61 ,634 75 
A7_answ 1,43 ,619 75 
A8_answ 1,87 ,445 75 
A9_answ 1,72 ,605 75 
A10_answ 1,57 ,597 75 
A11_answ 1,61 ,590 75 
A12_answ 1,88 ,434 75 
A13_answ 1,53 ,684 75 
A14_answ 1,59 ,660 75 
 

 

Πίνακας 4.22 

Item – Total Statistics 

 
Scale Mean if 
Item Deleted 

Scale Variance if 
Item Deleted 

Corrected Item – 
Total Correlation 

Cronbach's Alpha 
if Item Deleted 

A1_answ 21,69 28,324 ,803 ,916 
A2_answ 21,55 31,765 ,357 ,929 
A3_answ 21,75 28,678 ,728 ,919 
A4_answ 21,65 29,392 ,640 ,922 
A5_answ 21,56 29,763 ,662 ,921 
A6_answ 21,73 28,468 ,736 ,918 
A7_answ 21,92 29,939 ,521 ,926 
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A8_answ 21,48 31,037 ,527 ,925 
A9_answ 21,63 28,913 ,702 ,920 
A10_answ 21,77 29,097 ,683 ,920 
A11_answ 21,73 29,198 ,675 ,921 
A12_answ 21,47 30,441 ,673 ,922 
A13_answ 21,81 28,019 ,740 ,918 
A14_answ 21,76 27,915 ,789 ,916 

 

Δεύτερη διάσταση: Μετάφραση 
 

 
 
 
 

 

 
 
Πίνακας 4.24 
Item Statistics 
 Mean Std. Deviation N 
B1_arith 1,77 ,535 75 
B1_graf 1,55 ,643 75 
B2_alg 1,48 ,685 75 
B2_graf 1,57 ,661 75 
B3_arith 1,55 ,684 75 
B3_graf 1,21 ,664 75 
B4_arith 1,47 ,723 75 
B4_graf 1,27 ,684 75 
B5_arith 1,63 ,632 75 
B5_alg 1,51 ,724 75 
B6_arith 1,61 ,613 75 
B6_alg 1,25 ,680 75 
B7_arith 1,72 ,583 75 
B7_alg 1,28 ,689 75 
 

Πίνακας 4.25 
Item – Total Statistics 

 Scale Mean if 
Item Deleted 

Scale Variance if 
Item Deleted 

Corrected Item – 
Total Correlation 

Cronbach's Alpha 
if Item Deleted 

B1_arith 19,09 53,843 ,567 ,967 

Πίνακας 4.23 
Reliability Statistics 

Cronbach's Alpha N of Items 

,965 14 
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B1_graf 19,32 51,626 ,708 ,964 
B2_alg 19,39 49,781 ,861 ,961 
B2_graf 19,29 50,751 ,784 ,963 
B3_arith 19,32 49,788 ,862 ,961 
B3_graf 19,65 50,608 ,797 ,963 
B4_arith 19,40 49,000 ,895 ,960 
B4_graf 19,60 49,676 ,874 ,961 
B5_arith 19,24 52,212 ,653 ,965 
B5_alg 19,36 48,909 ,903 ,960 
B6_arith 19,25 51,111 ,809 ,962 
B6_alg 19,61 50,213 ,820 ,962 
B7_arith 19,15 51,586 ,795 ,963 
B7_alg 19,59 49,894 ,843 ,962 

 

 
Σε ότι αφορά την τρίτη διάσταση: 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 4.27 
Item Statistics 
 Mean Std. Deviation N 
G1_solut_A ,88 ,915 75 
G1_solut_B ,47 ,844 75 
G2_solut_A ,75 ,887 75 
G2_solut_B ,36 ,747 75 
 

Πίνακας 4.28 
Item – Total Statistics 
 Scale Mean if 

Item Deleted 
Scale Variance if 

Item Deleted 
Corrected Item – 
Total Correlation 

Cronbach's Alpha 
if Item Deleted 

G1_solut_A 1,57 4,897 ,715 ,870 
G1_solut_B 1,99 4,932 ,797 ,837 
G2_solut_A 1,71 4,724 ,809 ,831 
G2_solut_B 2,09 5,599 ,699 ,875 
 

Πίνακας 4.26 
Reliability Statistics 

Cronbach's Alpha N of Items 

,886 4 
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Παράρτηµα ΙΙΙ 

Σύγκριση µέσων όρων των οµάδων ερωτήσεων 
 µε χρήση του µη-παραµετρικού τεστ Wilcoxon 

 

Ι] Ικανότητα Αναγνώρισης – Ικανότητα Μετάφρασης 

 

Πίνακας 4.29 
Ranks 

 N Mean Rank 
Sum of 
Ranks 

Σύνολο σωστών 
µεταβάσεων_100 - 
Σύνολο σωστών 
αναγνωρίσεων_100 

Negative Ranks 40a 34,05 1362,00 
Positive Ranks 17b 17,12 291,00 
Ties 18c   
Total 75   

a. Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 < Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
b. Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 > Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
c. Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 = Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
 
Πίνακας 4.30 
Test Statisticsa 

 
Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 - Σύνολο σωστών 

αναγνωρίσεων_100 
Z -4,292b 
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 
a. Wilcoxon Signed Ranks Test 
b. Based on positive ranks. 
 

ΙΙ] Ικανότητα Μετάφρασης – Ικανότητα Επίλυσης 
 

Πίνακας 4.31 
Ranks 

 N Mean Rank 
Sum of 
Ranks 

Σύνολο σωστών 
επιλύσεων_100 - 
Σύνολο σωστών 
µεταβάσεων_100 

Negative Ranks 60a 33,06 1983,50 
Positive Ranks 3b 10,83 32,50 
Ties 12c   
Total 75   

a. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 < Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 
b. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 > Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 
c. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 = Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 
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Πίνακας 4.32 
Test Statisticsa 
 Συνολο σωστών επιλύσεων_100 - Σύνολο σωστών µεταβάσεων_100 
Z -6,683b 
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 
a. Wilcoxon Signed Ranks Test 
b. Based on positive ranks. 

 
 

ΙΙΙ] Ικανότητα Αναγνώρισης – Ικανότητα Επίλυσης 

 
Πίνακας 4.33 
Ranks 

 N Mean Rank 
Sum of 
Ranks 

Σύνολο σωστών 
επιλύσεων_100 - 
Σύνολο σωστών 
αναγνωρίσεων_100 

Negative Ranks 64a 36,91 2362,50 
Positive Ranks 5b 10,50 52,50 
Ties 6c   
Total 75   

a. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 < Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
b. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 > Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
c. Σύνολο σωστών επιλύσεων_100 = Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 

 
 
Πίνακας 4.34 
Test Statisticsa 
 Συνολο σωστών επιλύσεων_100 - Σύνολο σωστών αναγνωρίσεων_100 
Z -6,908b 
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000 
a. Wilcoxon Signed Ranks Test 
b. Based on positive ranks. 
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Παράρτηµα ΙV 
 

Φύλο:    Άνδρας   �              Γυναίκα:    �                   �    �    �    �   � 

Ομάδα Προσανατολισμού:  Πληροφορικής/Οικονομικών   �       Θετικών Σπουδών   � 
 
Κάθε συνάρτηση μπορεί να εκφραστεί σε καθένα από τα 3 αναπαραστατικά της 
πλαίσια, το αλγεβρικό, το γραφικό και το αριθμητικό (υπό μορφή πίνακα).   
 
[Α]	  Σε	  κάθε	  μία	  από	  τις	  παρακάτω	  αναπαραστάσεις	  επέλεξε	  ποιά	  πιστεύεις	  ότι	  παριστάνει	  
συνάρτηση,	   κυκλώνοντας	   τον	   αριθμό	   της	   ερώτησης.	   Στις	   υπόλοιπες,	   γράψε	   τον	   λόγο	  
(αιτιολόγηση)	  για	  τον	  οποίο	  θεωρείς	  ότι	  δεν	  παριστάνουν	  συνάρτηση.	  	  

	   Αναπαράσταση	   Αιτιολόγηση	  

Α.1) 
x 4 4 4 4 

y -1 0 1 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.2) 
x -1 0 1 2 

y -3 0 3 6 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.3) x -1 0 1 2 

y -1 -1 -1 -1 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.4) 
x -1 0 1 2 

y 1 0 1 4 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.5) 𝑦	   = 	  3 

 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.6) 𝑥	   = 	  −9 

 
 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.7) 𝑦+ = 𝑥 

 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

Α.8) 𝑦	   = 	  −2𝑥 

 
 
 
 
 
 
 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 

.......................................................................................................... 
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 Αναπαράσταση Αιτιολόγηση 

Α.9) 

 

 

	  

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

..................................................................... 

Α.10) 

	  

 

	  

 

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

..................................................................... 

Α.11) 

 

 

	  

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

..................................................................... 
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 Αναπαράσταση Αιτιολόγηση 

Α.12) 

 

 
……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….……

…. 

……………………………………………………………….……

…. 

 

Α.13) 

 

 

……………………………………………………………….…. 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

…………………………………………………………………… 

Α.14) 

 

 
 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…. 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 

……………………………………………………………….…… 
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[Β] Να μεταφράσεις τις παρακάτω εκφράσεις στο αλγεβρικό, γραφικό, και αριθμητικό 
αναπαραστατικό πλαίσιο. Σε ποιά αναπαράσταση “πήγες” πιο εύκολα; Σημείωσε την 
απάντησή σου στο τέλος κάθε ερωτήματος.  

 

 

	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.1)	  
𝑦 = 2𝑥 + 1 

 

x -1 0 1 
y    

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  

 

 

	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.2)	  
 

 

x -1 0 1 
y -1 -1 -1 

 

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  
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	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.3)	  

𝑥 ∙ 𝑦 = 1, 
	  µμε	  𝑥 ≠ 0 

 

x    
y    

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  

 

 

	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.4)	  
𝑦 =

3𝑥, 𝑥 ≥ 0
	  

−1, 𝑥 < 0
	  

 

x -1 0 1 
y    

 

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  
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	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.5)	  
 

 

x    
y    

 

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  

 

 

	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.6) 
 

 

x    
y    

 

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  
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	   Αλγεβρικό	   Γραφικό	   Αριθμητικό	   Πράξεις	  /	  
Σημειώσεις	  

B.7)	  
 

 

x -4 -2 0 
y    

 
x 1 2 4 
y    

 

 

 

Σε	  ποιά	  αναπαράσταση	  πήγες	  πιο	  εύκολα;	  ......................................	  

 

[Γ] Να λύσεις τα παρακάτω προβλήματα.  
 

Σημείωση: Τα προβλήματα μπορούν να επιλυθούν με οποιοδήποτε (μαθηματικό) τρόπο και σε 
οποιοδήποτε από τα 3 αναπαραστατικά πλαίσια (γραφικό, αλγεβρικό, αριθμητικό). 
 

Γ1) Να υπολογίσεις το άθροισμα 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απάντησε και εξήγησε τον τρόπο με τον οποίο το έλυσες: 
.......................................................................................................................................

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 
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Προσπάθησε να το λύσεις και με άλλον τρόπο από τον αρχικό: 
 
....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

Γ2) Ένας οδηγός αυτοκινήτου έχει τις εξής δύο επιλογές: Να ανεφοδιαστεί με καύσιμα 
από ένα πρατήριο της χώρας του, όπου το κόστος μετάβασης στο πρατήριο είναι 2 
ευρώ και το εν λόγω πρατήριο πουλάει το καύσιμο προς 1.5 ευρώ το λίτρο ή να μεταβεί 
σε πρατήριο μιας γειτονικής χώρας, όπου το κόστος μετάβασης στο πρατήριο είναι 18 
ευρώ και το εκεί πρατήριο πουλάει το καύσιμο προς 1 ευρώ το λίτρο. Να βρεθεί για 
ποιά ποσότητα καυσίμων συμφέρει τον οδηγό το κάθε πρατήριο. Απάντησε και 
εξήγησε τον τρόπο με τον οποίο το έλυσες: 
 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

....................................................................................................................................... 

Προσπάθησε να το λύσεις και με άλλον τρόπο από τον αρχικό: 
 
......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 

......................................................... 


