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Περίληψη 

Στην παρούσα εργασία µελετάται η κίνηση σφαιρικών σωµατιδίων που καθιζάνουν 

σε στήλη ταλαντούµενου ρευστού. Η διαφορική εξίσωση κίνησης ενός σωµατιδίου 

εντός της στήλης ρευστού επιλύεται αριθµητικά στο προγραµµατιστικό πακέτο 

MatLab. Εξετάζονται διαφορετικές µορφές της εξίσωσης κίνησης χωρίς και µε την 

προσθήκη του όρου ιστορίας Basset και τα υπολογιστικά αποτελέσµατα 

συγκρίνονται µε αντίστοιχα πειραµατικά διαθέσιµα από τη βιβλιογραφία. 

Παρατηρείται ότι ο υπολογισµός του χρόνου (ή ισοδύναµα της ταχύτητας) 

καθίζησης του σωµατιδίου χωρίς τον όρο ιστορίας Basset δίνει ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα µε σχετική απόκλιση µικρότερη από 8% ως προς τα πειραµατικά 

αποτελέσµατα για όλες τις συνθήκες οι οποίες εξετάστηκαν. Η προσθήκη του όρου 

ιστορίας Basset δίνει αποτελέσµατα τα οποία αποκλίνουν σηµαντικά από τα 

πειραµατικά σε µεγάλα πλάτη ταλάντωσης και σε υψηλές συχνότητες ταλάντωσης. 

Το στοιχείο αυτό υποδεικνύει ότι ο όρος ιστορίας ενδεχοµένως δεν έχει  φυσική 

σηµασία σε µη-µόνιµες περιοδικές συνθήκες (πιθανόν είναι χρήσιµος σε µη-µόνιµες 

µεταβατικές συνθήκες). Στη συνέχεια εξετάζεται η επίδραση της σχετικής 

πυκνότητας και της διαµέτρου του σωµατιδίου (µεταβλητές οι οποίες σχετίζονται µε 

τον αριθµό Reynolds της ροής) για ένα εύρος συχνοτήτων και πλατών ταλάντωσης 

της στήλης. Παρατηρείται ότι για λόγους πυκνότητας σωµατιδίου και ρευστού  

κοντά στη µονάδα η ταχύτητα αυξάνεται ελαφρώς µε την επιβολή ταλαντώσεων, 

ενώ όταν η πυκνότητα του σωµατιδίου είναι µεγαλύτερη από αυτή του ρευστού η 

επιβολή ταλαντώσεων επιφέρει µείωση της ταχύτητας. 
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Εισαγωγή 

Η κίνηση ενός σωµατιδίου εντός ρευστού έχει αποτελέσει ένα θεµελιώδες πρόβληµα 

µελέτης για πολλούς ερευνητές εδώ και πολλές δεκαετίες. Το 1850 ο Stokes έθεσε 

τις βασικές αρχές και τις πρώτες εξισώσεις που καθορίζουν την κίνηση του 

σωµατιδίου µέσα σε ρευστό και µελέτησε την πιο απλή περίπτωση, ασχολούµενος 

µε την καθίζηση ενός σωµατιδίου σε συνθήκες στρωτής ροής γύρω από το 

σωµατίδιο. Μάλιστα οι πρώτες εξισώσεις που διατυπώθηκαν σχετικά µε το 

φαινόµενο φέρουν το όνοµα του. 

Η ανάπτυξη στις πρακτικές εφαρµογές µε βάση την καθίζηση σωµατιδίων σε 

ρευστό, οδήγησε στην βελτίωση των νόµων του Stokes και αναπτύχθηκαν σχέσεις 

για την ταυτόχρονη καθίζηση πολλών σωµατιδίων (Garside και Al-Dibouni, 1977), 

για την παρεµποδιζόµενη καθίζηση, για τη µεταξύ τους επίδραση στον µηχανισµό 

καθίζησης (Nasr-El-Din et al., 1988), καθώς και στην µεταβολή της ταχύτητας 

καθίζησης. Σε κάποιες µελέτες θεωρήθηκε ότι το ρευστό δεν είναι άπειρο 

(Balaramakrishna et al. 1992), ενώ σε κάποιες άλλες ότι τα σωµατίδια έχουν 

διαφορετικό σχήµα και πυκνότητα (Masliyah et al. 1979). 

Η καθίζηση σωµατιδίων και αιωρηµάτων τους συναντάται σε πρακτικές εφαρµογές 

όπως στις εγκαταστάσεις επεξεργασίας υγρών αποβλήτων, όπου δηµιουργούνται 

δεξαµενές αποµάκρυνσης των στερεών από τα απόβλητα, διεργασία πολύ σηµαντική 

για τη σωστή λειτουργία της εγκατάστασης. Χαρακτηριστικό είναι ότι η ταχύτητα 

καθίζησης των στερεών είναι πολύ σηµαντική παράµετρος στον σχεδιασµό 

δεξαµενών καθίζησης αφού καθορίζει το χρόνο παραµονής των λυµάτων σε αυτές. 

Μια άλλη σηµαντική εφαρµογή του φαινοµένου της κίνησης των σωµατιδίων µέσα 

σε ρευστό έχουµε στους υδραυλικούς διαχωριστές, οι οποίοι έχουν σηµαντικές  

εφαρµογές, όπως στον εµπλουτισµό των µεταλλευµάτων.  Σε αυτούς διαχωρίζονται 

σωµατίδια διαφορετικών τύπων τα οποία στην τροφοδοσία φέρονται ως µίγµα 

στερεών. 

Η κίνηση του σωµατιδίου σε ρευστό, είναι ένα θέµα που παρουσιάζει ερευνητικό 

ενδιαφέρον ακόµη και σήµερα. Η χρήση σύγχρονων µέσων για την παρατήρηση του 
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πεδίου ροής, όπως η δυνατότητα βιντεοσκόπησης και τεχνικών µέτρησης της 

ταχύτητας στο χώρο συµβάλουν στη µελέτη των φαινοµένων που λαµβάνουν χώρα 

κατά την καθίζηση. 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζει ο συνδυασµός της καθίζησης και ενός ελεγχόµενα 

µεταβαλλόµενου πεδίου ροής. Τέτοιο είναι το πεδίο ροής που δηµιουργείται από την 

εφαρµογή ταλάντωσης σε ένα ρευστό. Η επίδραση της ταλάντωσης στους χρόνους 

καθίζησης, είτε µε την αύξηση είτε µε την ελάττωση τους, θα µπορούσε να 

επηρεάσει σηµαντικά το χρόνο επαφής των σωµατιδίων µε το ρευστό. 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η χρήση των εξισώσεων κίνησης που αφορούν 

την κίνηση σωµατιδίου που καθιζάνει σε στήλη νερού, για την περίπτωση όπου η 

στήλη ταλαντεύεται αρµονικά. 

Οι επιµέρους στόχοι είναι: 

• Η επίλυση της εξίσωσης κίνησης ενός σωµατιδίου σε ταλαντούµενη στήλη 

ρευστού. 

• Η σύγκριση τον αποτελεσµάτων µε διαθέσιµα πειραµατικά δεδοµένα. 

• Η διερεύνηση της βασιµότητας της ενσωµάτωσης της δυνάµεως Basset σε µη-

µόνιµη περιοδική ροή. 

• Η διερεύνηση της επίδρασης διάφορων παραµέτρων όπως η συχνότητα και το 

πλάτος ταλάντωσης του ρευστού, η διάµετρος και η µάζα του σωµατιδίου στην 

κίνηση του καθιζάνοντος σωµατιδίου. 

Στην παρούσα εργασία αρχικά γίνεται βιβλιογραφική ανασκόπηση αναφορικά µε τις 

εξισώσεις κίνησης σωµατιδίων σε ταλαντευόµενη στήλη ρευστού και δίνεται µία 

σύντοµη περιγραφή των πειραµατικών δεδοµένων µε τα οποία θα γίνει σύγκριση 

των υπολογισµών. Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται περιγραφή της υπολογιστικής 

µεθοδολογίας και στο τέταρτο κεφάλαιο παρουσιάζονται και συζητούνται τα 

αποτελέσµατα. Τέλος αναφέρονται τα κύρια συµπεράσµατα από την παρούσα 

εργασία. Να σηµειωθεί ότι στο παράρτηµα της εργασίας επισυνάπτονται οι 

σηµαντικότεροι κώδικες του προγραµµατιστικού περιβάλλοντος MatLab  που 

αναπτύχθηκαν κατά την µελέτη.  
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Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

∆υνάµεις που επιδρούν σε ένα σωµατίδιο 

Οι επιµέρους δυνάµεις που ενεργούν σε ένα σωµατίδιο το οποίο καθιζάνει χωρίς 

περιστροφή εντός ταλαντούµενης στήλης υγρού είναι οι παρακάτω. 

∆ύναµη βαρύτητας:  Οφείλεται στην επιτάχυνση της βαρύτητας g µε φορά πάντοτε 

προς το κέντρο της γης. 

∆ύναµη άνωσης: Η ανωστική δύναµη λόγω της κατακόρυφης διανοµής της 

στατικής πίεσης σε µια στήλη υγρού. 

∆ύναµη Οπισθέλκουσας ή Αντίσταση (Drag):  ∆ύναµη η οποία έχει τον ίδιο 

φορέα µε αυτόν της ταχύτητας, αλλά αντίθετη φορά, και εµφανίζεται κατά την 

κίνηση αντικειµένων εντός ρευστού. Η παρουσία της δύναµης οφείλεται στη 

διαφορετική πίεση η οποία επικρατεί στις δύο πλευρές ενός σώµατος. 

∆ύναµη προστιθέµενης µάζας (Added Mass Force):  Το σωµατίδιο λόγω  της 

επιτάχυνσης συµπαρασύρει µάζα ρευστού στην µπροστινή του επιφάνεια κάτι που 

είναι η αιτία της ύπαρξης της δύναµης Added Mass. 

∆ύναµη λόγω χρονικά µεταβαλλόµενης κλίσης πίεσης (Pressure gradient):  Με 

την ύπαρξη χρονικά µεταβαλλόµενης επιτάχυνσης δηµιουργούνται κύµατα πίεσης µε 

αποτέλεσµα την εφαρµογή µιας µη-µόνιµης δύναµης (Froude—Krylov) παρόµοια µε 

την κρούση του σωµατιδίου σε ένα τοίχωµα. Η διεύθυνση της δύναµης είναι 

παράλληλη µε αυτή της διάδοσης των κυµάτων πίεσης  

∆ύναµη ιστορίας της ροής (Basset History Force):  Καθώς η θέση του σωµατιδίου 

σε σχέση µε του ρευστού µεταβάλλεται µη-µόνιµα, και συνεχώς δηµιουργούνται 

διαµορφώσεις ροής γύρω από το σφαιρίδιο, υπάρχει το φαινόµενο «ανάµνησης» της 

ρευστοδυναµικής κατάστασης που προηγήθηκε. Γι αυτό το λόγο η δύναµη Basset 

καλείται αλλιώς και δύναµη ιστορίας (History Force). 
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Εξίσωση κίνησης σωµατιδίου 

Αρχικά οι Basset (1888), Boussinesq (1903) και Ossen (1927) περιέγραψαν την 

ευθύγραµµη κίνηση σωµατιδίου σε ιξώδες ρευστό σύµφωνα µε την εξίσωση (Odar 

και Hamilton, 1964) 
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όπου ο δείκτης  'p' χαρακτηρίζει ιδιότητες που αφορούν το σωµατίδιο, ο δείκτης 'f' 

χαρακτηρίζει ιδιότητες του ρευστού, 'u' είναι η ταχύτητα, 'ρ' η πυκνότητα, 'R' η 

ακτίνα του σφαιρικού σωµατιδίου, και 'µ' το κινηµατικό ιξώδες του ρευστού. 

Ο όρος στο αριστερό µέρος τις εξίσωσης (1) αντιστοιχεί στην συνισταµένη δύναµη 

που ασκείται στο σωµα0τίδιο. Ο πρώτος όρος στο δεξιό µέλος της εξίσωσης 

αντιστοιχεί στην δύναµη οπισθέλκουσας ή αντίσταση (Drag), ο δεύτερος όρος στην 

δύναµη προστιθέµενης µάζας (Added Mass) και ο τρίτος όρος στην δύναµη Basset ο 

οποίος  σχετίζεται µε την ιστορία της επιτάχυνσης του σωµατιδίου (στο Παράρτηµα 

Ι παρατίθεται σύντοµη περιγραφή των δυνάµεων που ασκούνται στο σωµατίδιο). 

Φυσικά στην περίπτωση που το σωµατίδιο αφεθεί να καθιζάνει ελεύθερο τότε θα 

πρέπει να ληφθεί υπόψη και η δύναµη της βαρύτητας και η (1) γίνεται 
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όπου 'g' είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας (Kim et al., 1998).  

Οι παραπάνω εξισώσεις αφορούν µόνο απολύτως σφαιρικά σωµατίδια που η κίνηση 

τους στο ρευστό χαρακτηρίζεται από πολύ µικρές ταχύτητες και µεγάλες 

επιταχύνσεις σε στάσιµο ασυµπίεστο ρευστό (Odar, 1963 και Kim et al., 1998). 

Στην συνέχεια οι Maxey και Riley (1983) επέκτειναν την εξίσωση για µη 

οµοιόµορφη έρπουσα ροή: 
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όπου lu  είναι η ταχύτητα του ρευστού στο κέντρο του σωµατιδίου.  Να σηµειωθεί 

επίσης ότι υπάρχουν δύο παράγωγοι στον χρόνο.  Ο συµβολισµός 
D

dt
  

αντιπροσωπεύει παράγωγο της κίνησης του ρευστού στην γειτονιά του σωµατιδίου 

(δηλαδή περιγράφει την συµπεριφορά των µέσων ιδιοτήτων του ρευστού) ενώ ο 

συµβολισµός 
d

dt
 αντιπροσωπεύει παράγωγο της κίνησης του σωµατιδίου. Στην 

περίπτωση που η ροή είναι (ή µπορεί να θεωρηθεί) οµοιόµορφη δεν υπάρχει διαφορά 

µεταξύ των δύο παραγώγων (Sirignano, 2005). Η θεώρηση αυτή είναι συνετή στην 

περίπτωση χαµηλών αριθµών Reynolds και σε περιπτώσεις ήπιων αποκλίσεων από 

την οµοιογένεια της ροής (Berlemont et al., 1990). Ο τρίτος όρος στο δεξιό µέλος 

της (3) αφορά δυνάµεις που ασκούνται πάνω στο σωµατίδιο λόγω κλίσης πίεσης 

(Sirignano, 2005). 

Επιπρόσθετα οι Maxey και Riley (1993) περιέλαβαν στην παραπάνω εξίσωση έναν 

παραπάνω όρο για την περίπτωση όπου υπήρχε αρχική διαφορά µεταξύ της 

ταχύτητας του ρευστού και του σωµατιδίου. Ο όρος αυτός είναι 

26 ( (0) (0))l pR u u

t

πρµ −
 .  

Η εξίσωση (3) δείχνει να δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα µόνο στην περίπτωση 

όπου Rk<<1 (όπου k το µέγεθος της µικρότερης δίνης).  ∆ηλαδή όταν το σωµατίδιο 

είναι πολύ µικρότερο από την κλίµακα Kolmogorov της τύρβης.  Σε αυτήν την 

περίπτωση η ροή µπορεί να θεωρηθεί ψευδό-οµοιόµορφη (Sirignano, 2005). Επίσης 

η εξίσωση αυτή εφαρµόζετε µόνο για την περίπτωση έρπουσας ροής. Με στόχο την 

επέκταση της εξίσωσης σε υψηλότερους αριθµούς Reynolds, οι Berlemont et al. 

(1990) τροποποίησαν τον όρο που σχετίζεται µε την οπισθέλκουσα δύναµη ως εξής: 
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21

( )
2

Dstd f l p l pC R u u u uπ ρ − −   (4) 

όπου DstdC  είναι ο συντελεστής οπισθέλκουσας για µόνιµη ροή (σταθερή ταχύτητα). 

Ο όρος προστιθέµενης µάζας µπορεί να αγνοηθεί στην περίπτωση που η πυκνότητα 

του ρευστού είναι πολύ µικρότερη από την πυκνότητα του σωµατιδίου. Γενικότερα 

στην περίπτωση που το σωµατίδιο χαρακτηρίζεται από µεγάλες χρονικές αποκρίσεις 

σε σχέση µε την χρονική απόκριση της ροής, ο δεύτερος, τρίτος και τέταρτος όρος 

από την εξίσωση (3) µπορούν να αγνοηθούν. 

Οι Odar και Hamilton (1964) και ο Odar (1966) προσπάθησαν να τροποποιήσουν 

εµπειρικά κάποιους από τους παραπάνω όρους ώστε η εξίσωση να δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα στην περίπτωση που το σωµατίδιο ταλαντεύεται σε 

ευθεία γραµµή σε ακίνητο ρευστό. Μετά από εργαστηριακά πειράµατα κατέληξαν 

στην παρακάτω εξίσωση: 

 

0

3 2 3

2

4 1 1 4

3 2 2 3

1
6

p p

p Dstd l p p a l

t
pl

h

t

du du
R C R u u C R

dt dt

du
C R d

d t

π π
ρ π ρ ρ

ρ µ
π τ

π τ τ

   = +   
   

+
−∫

  (5) 

όπου  

 

2

1

2

1

0.123
2.1 ,

1 0.12

A
a

A

M
C

M
= −

+
  (6) 

 

3

1

3

1

0.52
0.48

(1 )

A
h

A

M
C

M
= +

+
  (7) 

και  

 
1 2

2 f p

A

f p

d u uR
M

dtu u

−
=

−
  (8) 
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όπου ο όρος 1AM  ουσιαστικά είναι η αδιάστατη σχετική επιτάχυνση. Να σηµειωθεί 

ότι στην βιβλιογραφία συχνά χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός cA  για την σχετική 

επιτάχυνση, όπου 
1

1
C

A

A
M

=  (π.χ. Berlemont et al., 1990 και Odar, 1966). Επίσης 

παρατηρείται διαφορά στον ορισµό της αδιάστατης επιτάχυνσης. Ως παράδειγµα οι 

Berlemont et al. (1990) την ορίζουν ως  

 
( )

1 2

2
.

f p

A

f p

d u uR
M

dtu u

−
=

−
  (9) 

Τέλος σε µερικές εργασίες οι συντελεστές aC  και hC  έχουν ενσωµατωµένους τους 

συντελεστές '1/2' και '6' που εµφανίζονται στους όρους προστιθέµενης µάζας και 

δυνάµεως Basset αντίστοιχα. 

Θεωρώντας τώρα την περίπτωση όπου το σωµατίδιο αφήνεται ελεύθερο και η ροή 

είναι παλλόµενη τότε στην εξίσωση (5) µπορούν να προστεθούν ο όρος που 

σχετίζεται µε την κλίση πίεσης καθώς και ο όρος που σχετίζεται µε την δύναµη της 

βαρύτητας. Με άλλα λόγια µπορούν οι συντελεστές διόρθωσης για ταλαντευόµενο 

σωµατίδιο (6) και (7) να ενσωµατωθούν στην εξίσωση (3) ώστε πλέον αυτή να 

περιγράφει την κίνηση σωµατιδίου το οποίο καθιζάνει ελεύθερα σε παλλόµενη ροή. 

Θεωρώντας επίσης ότι η ροή είναι ψευδό-οµοιόµορφη (ώστε 
D d

dt dt
→  ) και 

χρησιµοποιώντας την διόρθωση στον όρο της οπισθέλκουσας δύναµης (εξ. (4)) τότε 

η κίνηση του σωµατιδίου µπορεί να περιγραφεί από την εξίσωση 

 

0

3 2 3

3 2 3

( )4 1 1 4
( )

3 2 2 3

( )4 1 4
6 ( )

3 3

p f p

p dstd f f p f p a f

t
f f f p

h p f

t

du d u u
R C R u u u u C R

dt dt

du d u u
R C R d R g

dt d t

π π
ρ π ρ ρ

ρ µπ π
π τ ρ ρ

π τ τ

−   = − − +   
   

−   + + + −   
−   ∫

 

 (10) 

η οποία χρησιµοποιήθηκε από τους Berlemont et al. (1990). 

Να σηµειωθεί  ότι η παραπάνω εξίσωση ισχύει µόνο στην περίπτωση σφαιρικών 

λείων σωµατιδίων που δεν περιστρέφονται. Επίσης θεωρείται ότι τα σωµατίδια δεν 
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αλληλεπιδρούν και δεν επηρεάζουν την τύρβη και ότι οι καµπυλώσεις των ροϊκών 

γραµµών είναι αµελητέες. Να σηµειωθεί επίσης ότι η εξίσωση συνεχίζει να ισχύει 

θεωρητικά µόνο για διαµέτρους σωµατιδίων µικρότερες της κλίµακας Kolmogorov, 

αλλά παρόλα αυτά, αυτή δεν αποτελεί αναγκαία συνθήκη (Berlemont et al., 1990). 

Μεταγενέστερες µελέτες έδειξαν ότι ουσιαστικά ο συντελεστής διόρθωσης στον όρο 

που σχετίζεται µε την δύναµη προστιθέµενης µάζας (Added Mass) είναι σχεδόν 

µονάδα στην περίπτωση πεπερασµένων αριθµών Reynolds (σχεδόν για όλες τις τιµές 

της αδιάστατης σχετικής επιτάχυνσης) και όχι µόνο για µικρούς αριθµούς Reynolds. 

Να σηµειωθεί ότι οι συντελεστές εξήχθησαν από πειράµατα για 0 Re 60< <  όπου 

Re  είναι ο αριθµός Reynolds βασιζόµενος στην σχετική ταχύτητα και στην διάµετρο 

του σωµατιδίου (Sirignano, 2005).  

Μελέτες από τους Mei και Adrian (1992) και Mei (1994) έδειξαν ότι η συνάρτηση 

στο ολοκλήρωµα του όρου Basset θα πρέπει να µειώνεται πιο γρήγορα από ότι η  

1

t τ−
 για µεγάλους χρόνους και µάλιστα έδειξαν ότι  ο αρχικός όρος Βasset δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα µόνο στην περίπτωση υψηλών συχνοτήτων και µικρών 

αριθµών Reynolds. Οι Κim et al. (1998) πρότειναν την παρακάτω εξίσωση: 

 

0

3 2 3

3 3

1

( )4 1 1 4
( )

3 2 2 3

( )4 4
6 ( , ) ( )

3 3

6 ( )[ (0 ) (0 ) (0 ) (0 )]

p f p

p Dstd f f p f p f

t
f f f p

p f

t

f p f p

du d u u
R C R u u u u R

dt dt

du d u u
R R K t d R g

dt d

RK t u u u u

π π
ρ π ρ ρ

ρ µπ π
πµ τ τ τ ρ ρ

π τ

πµ

+

+ + − −

−   = − − + +   
   

−   + − + −   
   

+ − − +

∫  

 (11) 

όπου 
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d u uRM
t M

M dtu u

ρ
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 
 
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=
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−
  (12) 

Σύγκριναν την εξίσωση (11) καθώς και των προηγούµενων εξισώσεων µε 

αποτελέσµατα από την επίλυση των εξισώσεων Navier-Stokes και έδειξαν ότι η (11) 

δίνει τα πιο ικανοποιητικά αποτελέσµατα στην περίπτωση ελεύθερης καθίζησης 

σωµατιδίου  σε ροή που ταλαντώνεται αρµονικά. Επίσης έδειξαν ότι την µεγαλύτερη 

επίδραση έχουν οι όροι της οπισθέλκουσας δύναµης και της δυνάµεως Basset. 

Πειραµατικά δεδοµένα 

Η καθίζηση στερεών σωµατιδίων σε ταλαντούµενη στήλη υγρού µελετήθηκε στη 

διπλωµατική εργασία του Γκουδούλα (1995). Η εργασία είχε ως στόχο την µελέτη 

την καθίζηση ενός µεµονωµένου σωµατιδίου καθώς και συσσωµατωµάτων, αλλά 

αυτή εστιάζεται κυρίως σε ένα µεµονωµένο σωµατίδιο χαµηλής πυκνότητας 

(περίπου ίσης µε του ρευστού).  Για την µελέτη εκτελέστηκαν πειράµατα για τον 

υπολογισµό της ταχύτητας καθίζησης καθώς και για την κίνηση του σωµατιδίου 

κατά την πτώση. Τα αποτελέσµατα της εργασίας αυτής χρησιµοποιούνται στην 

παρούσα εργασία για την επαλήθευση των εξισώσεων κίνησης και οπότε είναι 

αναγκαία η σύντοµη περιγραφή των πειραµάτων. 
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Για τα πειράµατα χρησιµοποιήθηκε πειραµατική διάταξη η οποία αποτελούνταν από 

µία κυλινδρική στήλη υγρού, µια αντλία νερού, ένα δοχείο τροφοδοσίας νερού και 

έναν µηχανισµό ταλάντωσης (Σχήµα 2-1). Η κυλινδρική στήλη αποτελούνταν από 

δύο µέρη που χωρίζονταν από µία µεµβράνη. Το πάνω µέρος περιείχε το ρευστό  και 

το κάτω µέρος που περιείχε νερό. Το κάτω µέρος ήταν συνδεδεµένο µε τον 

µηχανισµό ταλάντωσης ο οποίος προκαλούσε την παλµική κίνηση της µεµβράνης η 

οποία στην συνέχεια ανάγκαζε το ρευστό σε αρµονική ταλάντωση. 

Το ρευστό που χρησιµοποιήθηκε στην στήλη υγρού ήταν διάλυµα γλυκερίνης και 

νερού.  Ως σωµατίδια χρησιµοποιήθηκαν σφαιρίδια µε µικρή πυκνότητα. Η επιλογή 

των σωµατιδίων και του ρευστού έγινε µε τέτοιο τρόπο ώστε η ταχύτητα καθίζησης 

των  σωµατιδίων να είναι όσον το δυνατόν µικρότερη, ώστε τα σφάλµατα κατά την 

µέτρηση να είναι και αυτά µε την σειρά τους όσο το δυνατόν µικρότερα. Οι βασικές 

τους ιδιότητες παρουσιάζονται στον Πίνακα 2-1. 

Η γυάλινη στήλη υγρού έχει µήκος ένα µέτρο και διάµετρο 49,7 mm.  Οι µετρήσεις 

των χρόνων καθίζησης των µεµονωµένων σωµατιδίων γίνονταν από την ελεύθερη 

επιφάνεια του υγρού έως το τέλος της στήλης κοντά στην βάση (1 m).  Εξετάστηκαν 

διάφορες περιπτώσεις πλάτους και συχνότητας ταλάντωσης της στήλης ρευστού. 

Συγκεκριµένα εξετάστηκαν συχνότητες f = 0, 0,5, ...,5, 5,5 Hz και πλάτη 

ταλάντωσης Α=0,175, 0,25, 0,375, 0,425, 0,5 cm.  Για κάθε µία από τις περιπτώσεις 

αυτές ο χρόνος καθίζησης (χρόνος που χρειάστηκε το σωµατίδιο για να φτάσει για 

πρώτη φορά στον πυθµένα της στήλης, δηλαδή να διανύσει 100 cm) καταγράφηκε. 

Γενικότερα παρατηρήθηκε µία µείωση του χρόνου καθίζησης στις µεγάλες 

συχνότητες και ότι δεν υπάρχει κάποια καθορισµένη εξάρτηση του χρόνου µε την 

συχνότητα και το πλάτος ταλάντωσης. Για κάθε περίπτωση τα πειράµατα 

επαναλήφθηκαν κάποιες φορές και ο µέσος όρο χρησιµοποιήθηκε ώστε να 

µετριαστεί πιθανό σφάλµα αναπαραγωγής. Να σηµειωθεί ότι το σφάλµα 

αναπαραγωγής όπως υπολογίστηκε, µεταβάλλεται µε την συχνότητα και το πλάτος 

ταλάντωσης από 2 µέχρι 7 %. Έτσι αποκλίσεις της τάξης των 5 δευτερολέπτων είναι 

αναµενόµενες. 

 



 

 

Πίνακας

Πυκνότητα 

Ρευστού

[ ρ

cm

1,058

 

Σχήµα 2-1. Σχηµατική απεικόνιση της πειρατικής διάταξης (Γκου

 

Βιβλιογραφική ανασκόπηση

11 

Πίνακας 2-1: Βασικές ιδιότητες των σωµατιδίων και ρευστού.

Πυκνότητα 

Ρευστού    

fρ  ] 

∆υναµικό 

Ιξώδες 

Ρευστού 

[η ] 

Πυκνότητα 

Σωµατιδίου 

[ pρ ] 

∆ιάµετρος 

Σωµατιδίου 

[ r ] 

3

g

cm  

g

cm s⋅  
3

g

cm  
cm  

1,058 0.0228 1,069 0.19 

 

Σχηµατική απεικόνιση της πειρατικής διάταξης (Γκουδούλας, 1995).

Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

Βασικές ιδιότητες των σωµατιδίων και ρευστού. 

∆ιάµετρος 

Σωµατιδίου 

δούλας, 1995). 
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Υπολογιστική µεθοδολογία 

Στην παρούσα µελέτη γίνεται επίλυση της εξίσωσης (10) η οποία εφεξής θα 

αποκαλείται "θεωρητική" εξίσωση για σωµατίδιο που καθιζάνει ελεύθερα σε 

ταλαντούµενη στήλη ρευστού. Υπενθυµίζεται σε αυτό το σηµείο ότι αρχικά η 

εργασία αποσκοπεί στην σύγκριση των πειραµατικών δεδοµένων µε τα υπολογιστικά 

και στη συνέχεια στην επιπλέον διερεύνηση επιµέρους παραµέτρων στην ταχύτητα 

καθίζησης.  Για το σκοπό  αυτό, αρχικά εξετάζεται η καθίζηση σωµατιδίου στις ίδιες 

συνθήκες όπως στα πειράµατα του Γκουδούλα (1995). Στην συνέχεια, και έχοντας 

υπόψη τις διαθέσιµες από την βιβλιογραφία εξισώσεις κίνησης, γίνεται προσπάθεια 

να επιλυθούν µε την βοήθεια του MatLab.  Συγκεκριµένα εξετάζονται οι  

περιπτώσεις θεωρητικής εξίσωσης  χωρίς τον όρο Basset καθώς και 

συµπεριλαµβάνοντας τον όρο Basset. Παράλληλα, γίνεται εξέταση της συµβολής 

κάθε µίας δύναµης στην συνολική δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο ώστε να 

διασαφηνιστεί η συνεισφορά τους στη συνολική δύναµη. Τέλος, γίνεται χρήση της 

πιο κατάλληλης µεθοδολογίας για την εξέταση της επίδρασης της µάζας και της 

διαµέτρου του σωµατιδίου στην ταχύτητα καθίζησης. 

Ορισµός του προβλήµατος 

Σύστηµα συντεταγµένων 

Κατά τους υπολογισµούς της παρούσης εργασίας θεωρείται ως άξονας x ο άξονας 

που είναι παράλληλος µε την στήλη ρευστού η οποία µε την σειρά της είναι 

παράλληλη µε την διεύθυνση της βαρύτητας. Ως θετική φορά του άξονα αυτού 

θεωρείται η κατεύθυνση της επιτάχυνσης της βαρύτητας. 

Ταλάντωση του ρευστού 

Έχοντας υπόψη τα πειραµατικά δεδοµένα, στην παρούσα εργασία το ρευστό 

θεωρείται ότι ταλαντώνεται αρµονικά σύµφωνα µε την εξίσωση 
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0
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sin( ),
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f

f

x A t
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ω
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ω ω
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  (13) 

Συντελεστής οπισθέλκουσας 

Ο συντελεστής οπισθέλκουσας υπολογίζεται ως: 

 
0.68724

(1 0.15Re )
Re

DstdC = +   (14) 

και ο αριθµός Reynolds ως: 

 
2

Re
f f pR u uρ

µ

−
=    (15) 

όπως έχουν χρησιµοποιηθεί και στις µελέτες των Mei (1994) και Berlemont et al. 

(1990). 

Αρχικές συνθήκες 

Οι αρχικές συνθήκες που χρησιµοποιήθηκαν είναι σχεδόν ίδιες µε αυτές που 

χρησιµοποιήθηκαν για την εξαγωγή των πειραµατικών δεδοµένων:

(0) 0, (0) 0px u= = .  Να σηµειωθεί, σε αυτό το σηµείο, ότι, παρόλο που κατά τα 

πειράµατα είχε παρατηρηθεί ότι το πάνω µέρος (ανοιχτή επιφάνεια ρευστού) καθώς 

και ο πυθµένας της στήλης (µεµβράνη διαχωρισµού) επηρέαζαν αισθητά την κίνηση 

του σωµατιδίου, ο χρόνος καθίζησης αντιστοιχούσε στον χρόνο που χρειαζόταν το 

σωµατίδιο για να διανύσει την απόσταση σχεδόν από την επιφάνεια του ρευστού έως 

και την βάση του (100 cm). Το σωµατίδιο αφηνόταν στο κέντρο της κυλινδρικής 

στήλης µε την βοήθεια ενός αναδευτήρα σε σπιράλ σχηµατισµό και οπότε µόνο 

προσεγγιστικά η ταχύτητα και η θέση του σωµατιδίου µπορεί να θεωρηθεί µηδενική.  

Να σηµειωθεί ότι τα αποτελέσµατα θα µπορούσαν να είναι ανεξάρτητα από τις 

αρχικές συνθήκες, αν παρουσιάζονταν τα αποτελέσµατα αφού το σωµατίδιο έχει 

φτάσει σε κατάσταση σταθερής ταλάντωσης (steady-state oscillation).  Κάτι τέτοιο 

δεν γίνεται στην παρούσα εργασία γιατί τα αποτελέσµατα κυρίως θα 
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χρησιµοποιηθούν για σύγκριση µε τα πειραµατικά δεδοµένα στα οποία λαµβάνεται 

υπόψη και το µεταβατικό µέρος της κίνησης.   

Άλλες παράµετροι 

Οι τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για τις φυσικές ιδιότητες του σωµατιδίου και του 

ρευστού είναι αυτές που χρησιµοποιήθηκαν και στα πειράµατα µε τα οποία 

συγκρίνεται η διπλωµατική και παρουσιάζονται στον Πίνακα 3-1.  H επιτάχυνση της 

βαρύτητας θεωρήθηκε ίση µε 9,81 m/s
2
. Η επίλυση των εξισώσεων έγινε για χρονική 

διάρκεια 200 δευτερολέπτων (σε µερικές περιπτώσεις 250 δευτερολέπτων). Η 

επιλογή του χρόνου ολοκλήρωσης γενικότερα γινόταν εµπειρικά έτσι ώστε να είναι 

αρκετός ώστε να προλάβει το σωµατίδιο να καθιζάνει ανάλογα µε τις εκάστοτε 

συνθήκες και παραµέτρους. Βέβαια, ο χρόνος αυτός περιοριζόταν από τον 

υπολογιστικό χρόνο, ο οποίος ήταν µεγάλος σε µερικές περιπτώσεις (περίπτωση 

όπου στην εξίσωση συµπεριλαµβανόταν ο όρος Basset). 

Επίλυση εξισώσεων  

Θεωρητική εξίσωση χωρίς τον όρο Basset  

Αρχικά έγινε επίλυση απλούστερων µορφών της εξίσωσης κίνησης για την 

εξοικείωση µε την επίλυση εξισώσεων στο MatLab. Στην συνέχεια αναπτύχθηκε 

κώδικας επίλυσης της εξίσωσης κίνησης του σωµατιδίου (10) χωρίς τον όρο Basset. 

Η εξίσωση αναπτύχτηκε σταδιακά και προσθέτοντας έναν-έναν τους όρους, ώστε να 

ελέγχεται η εγκυρότητα κάθε όρου που εισαγόταν και να είναι πιο εύκολος ο 

εντοπισµός σφαλµάτων.  Έτσι παρόλο που  η εργασία σκοπεύει στην επίλυση της 

θεωρητικής εξίσωσης, διάφορες άλλες παραλλαγές της εξίσωσης εξετάστηκαν 

συµπληρωµατικά (π.χ. περίπτωση χωρίς τους όρους προστιθέµενης µάζας και 

Basset, µε προσθήκη της διόρθωσης των Odar και Hamilton (1964) και Odar (1966) 

(είτε στον όρο προστιθεµένης µάζας είτε στον όρο Basset είτε και στους δύο όρους). 

Για την επίλυση χρησιµοποιήθηκε η έτοιµη εντολή του MatLab 'ode45'. Η µέθοδος 

επίλυσης που χρησιµοποιείται από τον κώδικα αυτόν βασίζεται στην µέθοδο Runge-

Kutta 45.  Στην παρούσα εργασία, και επειδή τα δεδοµένα προορίζονται για 

σύγκριση µε τα πειραµατικά δεδοµένα, κρίνεται σκόπιµο τα αποτελέσµατα να 

παρουσιάζονται κυρίως ως χρόνοι καθίζησης (χρόνος που απαιτείται για την 
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καθίζηση του σωµατιδίου σε στήλη ενός µέτρου).  Με τον τρόπο αυτό η σύγκριση µε 

τα πειραµατικά δεδοµένα είναι πιο άµεση.  Για τον παραπάνω λόγο συγχρόνως µε 

την επίλυση των εξισώσεων κίνησης (οι οποίες δίνουν ως αποτέλεσµα την ταχύτητα 

του σωµατιδίου, ( )pu t , γίνεται και επίλυση της διαφορικής εξίσωσης θέσης του 

σωµατιδίου έτσι ώστε να είναι διαθέσιµη και η θέση του σωµατιδίου κάθε χρονική, 

( )x t . Για τον λόγο αυτό γίνεται επίλυση του παρακάτω συστήµατος διαφορικών 

εξισώσεων: 

 

1 4 2 4
( ) ( )

2 3 3 3
4 1

( ) .
3 2

f f

Dstd f f p f p p f f f
p

p f

p

du du
C u u u u R g R Rdu dt dt

dt
R

dx
u

dt

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ


− − + − + +

=
 +

 =

 

 (16) 

O κώδικας που περιέχει την εξίσωση (16) σε µορφή έτοιµη για επίλυση µε την 

εντολή ode45 παρατίθεται στο Παράρτηµα ΙΙ µε όνοµα "equationNoBasset.m".  Στην 

εξίσωση αυτή περιέχονται όλες οι ιδιότητες του ρευστού και της σφαίρας καθώς και 

οποιαδήποτε άλλη παράµετρος που υπάρχει στην εξίσωση (16).  Για την επίλυση της 

εξίσωσης ο χρήστης αρκεί να γράψει την εντολή ode45 ή οποιαδήποτε άλλη εντολή 

της MatLab για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων, όπως ode23, ode113, κτλ.  Για 

παράδειγµα η επίλυση της παραπάνω εξίσωσης  µε την µέθοδο αυτή θα µπορούσε να 

γίνει εκτελώντας την εντολή: 'sol=ode45(@equationNoBasset,[0 200],[0 0]);'. Η 

εντολή αυτή επιστρέφει µεταβλητή της MatLab η οποία περιέχει τις ρυθµίσεις µε τις 

οποίες έγινε επίλυση της εξίσωσης, τις τιµές της ταχύτητας καθώς και τις τιµές της 

θέσης του σωµατιδίου για διάφορα χρονικά σηµεία µεταξύ του χρόνου µηδέν και 

διακοσίων δευτερολέπτων. Η αρχική θέση και η αρχική ταχύτητα στην περίπτωση 

αυτή είναι µηδέν. Ο αριθµός των βηµάτων της µεθόδου καθορίζεται από την ίδια την 

µέθοδο και προσαρµόζεται ανάλογα µε τις απαιτήσεις, ώστε σε κάθε βήµα να 

επιτυγχάνεται σχετικό σφάλµα της τάξης των 0,001. Επίσης κάθε άλλη παράµετρος, 

πέραν των αρχικών και οριακών συνθηκών, θα πρέπει να αλλάζει µε αλλαγή των 

τιµών στο αρχείο της εξίσωσης. 
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Να σηµειωθεί σε αυτό το σηµείο ότι σε όλες τις περιπτώσεις της παρούσας εργασίας 

χρησιµοποιήθηκαν οι προκαθορισµένες ρυθµίσεις των εντολών επίλυσης 

διαφορικών εξισώσεων της MatLab. Επειδή το πρόβληµα περιέχει ταλάντωση και 

έτσι η επιτάχυνση της ταχύτητας µπορεί να αυξάνεται τοπικά στον χρόνο οι 

απαιτήσεις της µεθόδου είναι αυξηµένες. Ειδικά στις περιπτώσεις µε µεγάλη 

συχνότητα ταλάντωσης, λόγω της διαρκούς απότοµης µεταβολής της επιτάχυνσης, η 

επίλυση της εξίσωσης καταλήγει σε µεγάλο αριθµό σηµείων. Σε όλες τις 

περιπτώσεις επίλυσης µε την µέθοδο ode45 και λόγω της φύσης της εξίσωσης, ο 

αριθµός των σηµείων και η πολυπλοκότητα ήταν τέτοια ώστε ο υπολογιστικός 

χρόνος να είναι αµελητέος.  Να σηµειωθεί ότι για την επιλογή αυτών των ρυθµίσεων 

εξετάστηκαν διάφορες περιπτώσεις (διαφορετικά σχετικά σφάλµατα) καθώς και 

διαφορετικές µέθοδοι. Αύξηση της ακρίβειας ή διαφοροποίηση της µεθόδου δεν 

επέφερε σηµαντικές διαφορές στα αποτελέσµατα. 

Θεωρητική εξίσωση µε τον όρο Basset 

Στην συνέχεια έγινε προσπάθεια να γίνει επίλυση της θεωρητικής εξίσωσης 

συµπεριλαµβάνοντας και τον όρο Basset. Η δυσκολία που παρουσιάζεται κατά την 

επίλυση της εξίσωσης είναι ότι σε κάθε βήµα στην µέθοδο επίλυσης στον χρόνο θα 

πρέπει να γίνεται υπολογισµός του ολοκληρώµατος Basset. Το ολοκλήρωµα αυτό 

θεωρητικά υπολογίζεται µέσα από τις τιµές της ταχύτητας σε προηγούµενους 

χρόνους.  Επειδή ο χρόνος είναι διακριτοποιηµένος, αυτές οι τιµές θα µπορούσαν να 

προέρχονται από τις λύσεις για προηγούµενα βήµατα. Ένας τρόπος για να µην 

υπολογίζονται ξανά οι τιµές σε προγενέστερους χρόνους είναι η αποθήκευση τους 

στην µνήµη. Το πρόβληµα που δηµιουργείται είναι ότι, αναφορικά µε µεγάλες 

περιόδους επίλυσης και µεγάλης ανάλυσης, ο όγκος των τιµών που αποθηκεύονται 

κάνει την επίλυση υπολογιστικά δύσκολη. Κατά την επίλυση για µεγάλες χρονικές 

περιόδους και για µεγάλες αναλύσεις ο υπολογιστικός χρόνος αυξάνεται 

απαγορευτικά, και στην περίπτωση που οι τιµές της ταχύτητας αποθηκεύονται η 

µνήµη γίνεται πολύ µεγάλη. 

∆ιάφοροι τρόποι έχουν προταθεί για την επίλυση του παραπάνω προβλήµατος. Οι 

Dorgan και Loth (2007) προτείνουν µια µεθοδολογία όπου ουσιαστικά ο 

υπολογισµός του ολοκληρώµατος γίνεται για ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα 
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(time window) και όχι µέχρι τον αρχικό χρόνο. ∆ηλαδή σε κάθε βήµα (της 

υπολογιστικής επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης) το ολοκλήρωµα της (10) λύνεται 

από wint t−  µέχρι t  .  Αν και ο Hinsberg (2011) προτείνει έναν πιο αποτελεσµατικό 

και γρήγορο τρόπο για την επίλυση του ολοκληρώµατος στην παρούσα περίπτωση 

δεν µπορεί να εφαρµοστεί. Ο κύριος λόγος είναι ότι αποφασίστηκε να 

χρησιµοποιηθούν οι έτοιµες εντολές (υπορουτίνες) επίλυσης διαφορικών εξισώσεων 

του MatLab. 

Εφόσον δεν είναι δυνατόν µε τους έτοιµους κώδικες επίλυσης διαφορικών 

εξισώσεων στο ΜatLab να αποθηκεύονται οι ήδη υπολογισµένες τιµές της 

ταχύτητας, ο µόνος τρόπος επίλυσης είναι η χρήση του κώδικα dde23 που 

χρησιµοποιείται σε εξισώσεις στις οποίες η άγνωστη µεταβλητή είναι της µορφής 

1 2( ), ( ), ( )...u t u t u tτ τ− −  .  Στην µεθοδολογία αυτήν πρέπει να καθοριστούν τα 'lags', 

δηλαδή οι χρόνοι 1 2 3, , ,...τ τ τ  .  

Αρχικά πρέπει να γίνει ανάλυση του ολοκληρώµατος του όρου Basset.  Οι Kim et al. 

(1998) προτείνουν την παρακάτω συσχέτιση: 
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  (17) 

όπου 
( )f pd u u

U
dt

−
=&  .  

Η σχέση αυτή ισχύει µε την προϋπόθεση ότι η f γίνεται (
1/2( )t τ−  όταν το τ 

προσεγγίζει το t. Στην προκειµένη περίπτωση η f ορίζεται ως: 
1/2( )f t τ= − . 

Συµπεραίνεται λοιπόν ότι για την επίλυση της (10) σε συνδυασµό µε την (17) 

χρησιµοποιώντας την µέθοδο dde23 θα χρειάζεται θεωρητικά να οριστούν n 'lags' τα 
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οποία είναι ισαπέχοντα στην διάσταση του χρόνου κατά ∆t.  Στην πραγµατικότητα 

κάτι τέτοιο δεν µπορεί να γίνει γιατί στην µέθοδο αυτή (dde23) όσο περισσότερα 

είναι τα 'lags' τόσο µεγαλύτερος είναι ο υπολογιστικός χρόνος. 

Να σηµειωθεί ότι υπάρχει και η εντολή ddesd στο ΜatLab η οποία είναι ίδια µε την 

dde23 µε την µόνη διαφορά ότι τα 'lags' ορίζονται ως συνάρτηση του χρόνου και της 

άγνωστης µεταβλητής.  Κάτι τέτοιο δεν είναι χρήσιµο στην περίπτωση µας αφού το 

ολοκλήρωµα Basset αποφασίστηκε να αναλυθεί µε τον παραπάνω τρόπο, το ∆t είναι 

σταθερό, και άρα τα 'lags' είναι σταθερά. 

Οπότε θα πρέπει να γίνει επίλυση του ολοκληρώµατος µέχρι έναν παρελθοντικό 

χρόνο wint t− .  ∆ηλαδή το ολοκλήρωµα θα πρέπει να αναλυθεί από χρόνο wint t−  

µέχρι χρόνο t  και άρα wint t t n t′− = = ∆ .  Το πρόβληµα τώρα έγκειται στο να 

βρεθούν τα κατάλληλα t′ και n ώστε το ολοκλήρωµα να λύνεται το δυνατότερο 

σωστά χωρίς να υπάρχει πρόβληµα υπολογιστικού χρόνου.  Η µεθοδολογία που 

ακολουθείται στην παρούσα εργασία είναι να επιλυθεί η εξίσωση για διάφορες 

περιπτώσεις των δύο παραπάνω παραµέτρων έτσι ώστε να διευκρινιστούν η 

καταλληλότερες τιµές τους.  Οι παράµετροι που εξετάζονται είναι συνδυασµός 

αυτών που παρουσιάζονται στον Πίνακα 3-2.  Αυτό γίνεται ενδεικτικά για µερικές 

περιπτώσεις συχνοτήτων και πλατών ταλάντωσης.  Στην συνέχεια µε χρήση των 

βέλτιστων αυτών τιµών t′ και  n  επιλύεται η θεωρητική εξίσωση µε σκοπό να 

εξεταστεί κατά πόσο η προσθήκη του όρου Basset είναι βάσιµη.  Να σηµειωθεί σε 

αυτό το σηµείο ότι οι τιµές αυτές επιλέχθηκαν σχεδόν αυθαίρετα και περιορίζονται 

από τον υπολογιστικό χρόνο.  Ο χρόνος ολοκλήρωσης t' εκφράζεται ως προς την 

συχνότητα ταλάντωσης του ρευστού.  Αυτό γίνεται για να έχουν φυσική σηµασία τα 

σηµεία που επιλέγονται για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος καθώς και για να 

είναι αναλογικά των περιοδικών φαινοµένων κάθε διαφορετικής συχνότητας. Οι 

Dorgan και Loth (2007) προτείνουν κάποιες εκφράσεις για την βέλτιστη επιλογή του 

χρόνου ολοκλήρωσης.  Μάλιστα περιλαµβάνουν περιπτώσεις όπως αυτές του Odar 

και Hamilton (1966) όπου το σωµατίδιο ταλαντεύεται σε κατά τα άλλα σταθερό 

ρευστό.  Ενδεικτικά, ο προτεινόµενος χρόνος ολοκλήρωσης είναι περίπου µισή 

περίοδος.  Παρόλα αυτά δεν υπάρχει µαθηµατική συσχέτιση από τους Dorgan και 
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Loth (2007) που να προορίζεται για την περίπτωση όπου το ρευστό ταλαντεύεται και 

το σωµατίδιο καθιζάνει ελεύθερα.  

Πίνακας 3-2: Τιµές των παραµέτρων επίλυσης του ολοκληρώµατος Basset για την εκτέλεση 

δοκιµών και την εύρεση των βέλτιστων παραµέτρων.  

t' 0.1/f 0.2/f 0.5/f 1/f 2/f 3/f 

n 2 4 8 16 32  

 

Το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων που λύνεται στο σηµείο αυτό είναι 
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 (18) 

όπου 'B' είναι η σχέση (17).  Η επίλυση γίνεται µε την βοήθεια κώδικα ο οποίος 

χρησιµοποιεί την εντολή dde23 και παρατίθεται στο Παράρτηµα ΙΙ µε όνοµα 

'theoretical.m'.  Για την περίπτωση αυτή και για την ευκολότερη αλλαγή των 

παραµέτρων της εξίσωσης δηµιουργήθηκε αρχείο εντολών (m-file) το οποίο εκτελεί 

την εντολή dde23 υπό συγκεκριµένες οριακές συνθήκες (επιθυµητά χρονικά όρια 

αποτελέσµατος) οι οποίες ορίζονται ως δεδοµένα εισόδου στην εντολή 

'theoretical.m'.  Επίσης στο αρχείο αυτό ο χρήστης µπορεί να αλλάξει, πέρα των 

άλλων, τις παραµέτρους t' και n.  Ο κώδικας µετατρέπει αυτές τις παραµέτρους 

κατάλληλα και θέτει τις απαραίτητες ρυθµίσεις (ορισµός των 'lags' 'τ') ώστε να 

εκτελεστεί αναλόγως η εντολή 'dde23'. Τα lags που ορίζονται είναι κάθε φορά 

ισαπέχοντα κατά dt. Για παράδειγµα εάν οριστεί dt=0.1 και n=3 τότε τα lags που 

δηµιουργούνται είναι (0,1, 0,2, 0,3, 0,4,).  Ο λόγος που δηµιουργεί ο παρόν κώδικας 

ένα παραπάνω lag εξηγείται στην επόµενη παράγραφο. 
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Κατά την επίλυση της εξίσωσης (18) εµφανίζεται στο δεξιό µέρος η µεταβλητή nU&  

(17) (όρος Basset) που περιέχει την µεταβλητή 
( )p ndu t

dt  
η οποία αναφέρεται στο 

χρονικό βήµα n και άρα αντιστοιχεί στην άγνωστη µεταβλητή που βρίσκεται στο 

αριστερό µέλος της εξίσωσης (18).   Επειδή η εκτέλεση αριθµητικής άλγεβρας ώστε 

να βρεθεί ο όρος αυτός στο αριστερό µέρος της εξίσωσης είναι πέραν των 

δυνατοτήτων αυτής της διπλωµατικής, και θεωρώντας ότι ο όρος αυτός δεν 

επηρεάζει σηµαντικά το σφάλµα προσέγγισης, η µεταβλητή 
( )p ndu t

dt  
προσεγγίζεται 

µε προς τα πίσω πεπερασµένες διαφορές. Συγκεκριµένα ο όρος αυτό αναλύεται ως: 

 
( ) ( ) ( )p p pdu t u t u t

dt dt

τ− −
=   (19) 

όπου τ είναι το πρώτο history lag και είναι ίσο µε dt.  Σηµειώνεται ότι το βήµα των 

πεπερασµένων διαφορών επιλέχθηκε ίσο µε την ανάλυση που χρησιµοποιείται για 

την επίλυση του ολοκληρώµατος Basset για λόγους υπολογιστικής ταχύτητας και 

ευκολίας.  Έχοντας υπόψη ότι η επιτάχυνση του σωµατιδίου που βρίσκεται στον όρο 

Basset προσεγγίζεται µε προς τα πίσω πεπερασµένες διαφορές, ακόµα και για τον 

τελευταίο όρο που αντιστοιχεί στο i=1 (βλ (17)), που ουσιαστικά αντιστοιχεί σε 

χρόνο t=twin και αποτελεί τον αρχαιότερο χρόνο που χρησιµοποιείται στο 

ολοκλήρωµα, θα χρειαστεί επιπλέον και ένας χρόνος πιο πίσω για την προσέγγιση 

της επιτάχυνσης σε εκείνη την χρονική στιγµή. 

Άλλες εξισώσεις 

Τέλος ενσωµατώνονται οι συντελεστές aC  και hC  και ουσιαστικά γίνεται επίλυση 

της εξίσωσης (10). Το σύστηµα το οποίο επιλύεται είναι: 
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 (20) 
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C
A

C
A

= −
+

= +
+

  (21) 

Να σηµειωθεί ότι επιλέχθηκε να χρησιµοποιηθεί η µορφή (9) για τον ορισµό της 

αδιάστατης επιτάχυνσης κυρίως για λόγους ευκολίας στον προγραµµατισµό. 

∆ιάφορες άλλες παραλλαγές της παραπάνω εξετάζονται επίσης.  Π.χ. χωρίς τον όρο 

προστιθέµενης µάζας και τον όρο Basset ή χωρίς τον όρο Basset και µε την 

διόρθωση των Odar και Hamilton (1966) µόνο στον όρο προστιθέµενης µάζας, χωρίς 

όµως να αποτελούν κύριο σκοπό της εργασίας. 

Επεξεργασία αποτελεσµάτων 

Χρόνος καθίζησης 

Ως χρόνος καθίζησης λαµβάνεται ο χρόνος που για πρώτη φορά το σωµατίδιο 

ξεπερνά τα 100 cm. Αυτός υπολογίζεται µε την εντολή 

'time=sol.x(min(find(sol.y(1,:)>=100)))' όπου το 'x' αντιστοιχεί στον πίνακα µε τις 

τιµές του χρόνου και το 'y' στον πίνακα µε τις αντίστοιχες τιµές της θέσης.  Η 

µέθοδος αυτή περιορίζεται από το τοπικό µέγεθος βήµατος της µεθόδου.  ∆ηλαδή, το 

απόλυτο σφάλµα στην προσέγγιση αυτή είναι της τάξης του βήµατος της µεθόδου το 

οποίο επιλέγεται και προσαρµόζεται αυτοµάτως από την εντολή της MatLab.  Στις 

περισσότερες περιπτώσεις το βήµα αυτό ήταν αρκετά µικρό (<1/10f) και άρα 

αµελητέο. 

Σχετικό σφάλµα 

Για τον υπολογισµό της απόκλισης των θεωρητικών αποτελεσµάτων, δηλαδή των 

αποτελεσµάτων επίλυσης των εξισώσεων κίνησης από αυτά των πειραµάτων, 

υπολογίστηκε το απόλυτο σχετικό σφάλµα. Το σχετικό απόλυτο σφάλµα ορίζεται 
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ως: 
exp

exp

theoretical erimental

erimental

t t
e

t

−
= . Όπου theoreticalt  είναι ο χρόνος που χρειάζεται ένα 

σωµατίδιο για να καθιζάνει σε στήλη ρευστού µήκους 100 cm σύµφωνα µε τους 

υπολογισµούς της παρούσας εργασίας, και  experimentalt  είναι ο χρόνος που χρειάζεται 

ένα σωµατίδιο για να καθιζάνει σε στήλη ρευστού 100 cm σύµφωνα µε τα πειράµατα 

του Γκουδούλα (1995). Ως συνολικό σφάλµα ορίζεται το µέσο απόλυτο σχετικό 

σφάλµα:  
1

1 m

total z

z

e e
m =

= ∑ όπου m είναι το πλήθος των περιπτώσεων συνδυασµού 

συχνοτήτων και πλατών ταλάντωσης που παρουσιάζονται στο προηγούµενο 

κεφάλαιο. 

Υπολογισµός δυνάµεων 

Ουσιαστικά, ο υπολογισµός των δυνάµεων έγινε υπολογίζοντας κάθε όρο της 

εξίσωσης, βάζοντας τις τιµές της ταχύτητας που υπολογίστηκαν από την αριθµητική 

επίλυση τη διαφορικής εξίσωσης.  Επειδή στην περίπτωση που εµφανίζεται ο όρος 

Basset είναι δύσκολος ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος, η δύναµη Basset 

υπολογίζεται αφαιρώντας όλες τις υπόλοιπες δυνάµεις από την συνολική δύναµη που 

ασκείται στο σωµατίδιο. 

Παραµετροποίηση 

Έχοντας καταλήξει στην καταλληλότερη εξίσωση σύµφωνα µε τα πειραµατικά 

δεδοµένα γίνεται παραµετροποίηση ως προς την µάζα και την διάµετρο. 

Συγκεκριµένα, έχοντας σταθερές όλες τις υπόλοιπες παραµέτρους εξετάζονται 

διαφορετικοί λόγοι πυκνότητας: 
p

r

f

ρ
ρ

ρ
= . Στις προηγούµενες περιπτώσεις, όπως και 

στα πειραµατικά δεδοµένα ο λόγος αυτός ήταν περίπου ίσος µε την µονάδα. Ο λόγος 

αυτός, όπως φαίνεται και στις µελέτες των Kim et al. (1998) και Sirignano (2005), 

παίζει σηµαντικό ρόλο στην συµπεριφορά του σωµατιδίου. Στην παρούσα µελέτη 

εξετάζονται οι περιπτώσεις (πέραν του 1rρ ≈ ) οι περιπτώσεις: 5rρ ≈  και 200rρ ≈ .  

Αυτό µπορεί να επιτευχθεί αλλάζοντας την πυκνότητα του ρευστού, του σωµατιδίου 

ή και των δύο.  Στην περίπτωση της παρούσας µελέτης αυξάνεται η πυκνότητα του 
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σωµατιδίου.  Αυτό γίνεται για να διατηρηθεί ο αριθµός Reynolds ίδιος.  Αύξηση της 

πυκνότητας του σωµατιδίου στην περίπτωση αυτή γίνεται µόνο µε αύξηση της µάζας 

του σωµατιδίου, θεωρώντας έτσι την διάµετρο σταθερή. Ουσιαστικά η 

παραµετροποίηση αυτή αφορά την µάζα και την πυκνότητα ενός σωµατιδίου 

σταθερής διαµέτρου στο ίδιο ρευστό.  Η παρατήρηση αυτή είναι σηµαντική γιατί 

κρατώντας σταθερή την διάµετρο και την πυκνότητα του ρευστού ο αριθµός 

Reynolds παραµένει ίδιος. 

Στην συνέχεια εξετάζεται η αλλαγή της ακτίνας του σωµατιδίου.  Η διαφοροποίηση 

της ακτίνας του σωµατιδίου επιφέρει ανάλογη αλλαγή του αριθµού Reynolds.  

Επίσης, αποφασίστηκε να γίνεται ταυτόχρονη αλλαγή της µάζας του σωµατιδίου 

έτσι ώστε η πυκνότητα να παραµένει σταθερή µε την αλλαγή της ακτίνας και αρά να 

µένει σταθερός και ο λόγος των πυκνοτήτων.  Σε αντίθετη περίπτωση θα υπήρχε 

παράλληλη αλλαγή και του αριθµού Reynolds, και του λόγου πυκνοτήτων και το 

πρόβληµα θα γινόταν πιο δύσκολο στην ανάλυση του. Οι περιπτώσεις που 

εξετάζονται, επιπλέον αυτής για r=0.19 cm, είναι για r=0.95 cm και r=0.038 cm. 

Να σηµειωθεί, ότι επειδή η ταχύτητα καθίζησης του σωµατιδίου αλλάζει δραµατικά 

µε τις παραπάνω παραµετροποιήσεις, οι υπολογισµοί έγιναν για διαφορετικά µήκη 

στήλης ρευστού, για µερικές από τις περιπτώσεις. Πιο συγκεκριµένα, για την 

περίπτωση για λόγο πυκνοτήτων ίσο µε 200, χρησιµοποιήθηκε στους υπολογισµούς 

στήλη ρευστού ίση µε 100.000 cm ενώ για την περίπτωση r=0.038 χρησιµοποιήθηκε 

στήλη ρευστού ίση µε 5 cm. Για να είναι ευκολότερη η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων και αφού µας ενδιαφέρει όχι ο απόλυτος χρόνος αλλά η σχετική 

ταχύτητα καθίζησης του σωµατιδίου, υπολογίστηκαν οι σχετικές µέσες ταχύτητες 

του σωµατιδίου. Η µέση ταχύτητα του σωµατιδίου υπολογίζεται από την εξίσωση 

*

theoretical

l
u

t
= , όπου l  είναι το µήκος της στήλης. Ως σχετική ταχύτητα ορίζεται η 

*
*

*rel

steady state

u
u

u −

= . ∆ηλαδή η σχετική ταχύτητα, είναι η ταχύτητα σε κάθε περίπτωση 

ως προς την ταχύτητα καθίζησης χωρίς επιβαλλόµενες ταλαντώσεις στο ρευστό. 
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Αποτελέσµατα - Συζήτηση 

Θεωρητική εξίσωση χωρίς τον όρο Basset 

Στα Σχήµατα 4-1 µε 4-5 παρουσιάζονται οι χρόνοι που απαιτούνται για την 

καθίζηση ενός σφαιρικού σωµατιδίου σε στήλη ταλαντευόµενου υγρού µήκους 100 

cm.  Στα σχήµατα παρουσιάζονται και οι τιµές των πειραµατικών δεδοµένων 

(Experimental Data) και οι τιµές που υπολογίστηκαν µε την επίλυση της θεωρητικής 

εξίσωσης χωρίς των όρο Basset (βλ. (16)).  Γίνεται φανερό ότι υπάρχει µία απόκλιση 

από τα πειραµατικά δεδοµένα η οποία θα µπορούσε να χαρακτηριστεί ως  

συστηµατική (bias) και αυτό γιατί σε όλες τις περιπτώσεις ο χρόνος που απαιτήθηκε 

στα πειράµατα είναι µεγαλύτερος, κατά περίπου δέκα δευτερόλεπτα. Αυτό 

παρατηρείται από την µετατόπιση προς τα πάνω των πειραµατικών χρόνων σε σχέση 

µε τους αριθµητικούς. 

Να σηµειωθεί ξανά ότι οι τιµές που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση των 

εξισώσεων ήταν ουσιαστικά ίδιες µε αυτές που αναφέρονται στην συγκρινόµενη 

διπλωµατική εργασία.  Η παραπάνω απόκλιση θα µπορούσε να εξηγηθεί 

ποικιλοτρόπως.   Παρόλο που στην διπλωµατική εργασία γίνεται µία αξιολόγηση 

του σφάλµατος επαναληψιµότητας των πειραµάτων, η εκτίµηση του απόλυτου 

σφάλµατός ήταν δύσκολο να υπολογιστεί ή ακόµα να εκτιµηθεί.  Το απόλυτο αυτό 

σφάλµα ουσιαστικά µπορεί να αντιστοιχηθεί µε το συστηµατικό σφάλµα (bias error). 

Αυτό το συστηµατικό σφάλµα θα µπορούσε να οφείλεται σε διάφορους λόγους και 

µπορεί να δικαιολογήσει την απόκλιση των υπολογιστικών µε τα πειραµατικά 

αποτελέσµατα. 

Φυσικά, σε κάθε περίπτωση, η απόκλιση αυτή µπορεί να οφείλεται σε κάποιο 

σφάλµα στην παρούσα εργασία ή σε κάποια από τις παραδοχές που έχουν γίνει όσον 

αφορά την εξίσωση που χρησιµοποιείται.  Να σηµειωθεί ότι γενικότερα έχοντας 

υπόψη το σφάλµα επανηληψιµότητας των πειραµατικών δεδοµένων η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων µπορεί να γίνει µόνο χονδρικά αφού το σφάλµα στα πειραµατικά 

δεδοµένα µπορεί να είναι της τάξης των 5 δευτερολέπτων.  Συνεπώς λεπτοµερής 

σύγκριση δεν είναι βάσιµη. 
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Στα σχήµατα αυτά επίσης παρατηρείται ότι τα πειραµατικά δεδοµένα δεν δείχνουν 

µία συγκεκριµένη εξάρτηση από την συχνότητα ταλάντωσης, αλλά ούτε και από το 

πλάτος ταλάντωσης.  Σε γενικές γραµµές παρουσιάζεται µία µείωση του χρόνου 

καθίζησης, ειδικότερα σε µεγάλα πλάτη ταλάντωσης, που όµως δεν είναι πολύ 

ξεκάθαρη.  Επίσης τα πειραµατικά δεδοµένα δείχνουν µεγάλες αλλαγές µε την 

συχνότητα χωρίς να παρατηρείται συγκεκριµένη όµως συσχέτιση. 

Αντιθέτως, για τα αποτελέσµατα τη επίλυσης της εξίσωσης µπορούν να 

παρατηρηθούν τα εξής: 

• ∆εν υπάρχουν µεγάλες διαφοροποιήσεις µε τις αλλαγές της συχνότητας, όπως 

στην περίπτωση των πειραµατικών δεδοµένων 

• Υπάρχει µία συγκεκριµένη πλέον συµπεριφορά ως προς την συχνότητα η οποία 

γίνεται πιο έντονη όσο µεγαλώνει το πλάτος ταλάντωσης.  Συγκεκριµένα η 

ταχύτητα αυξάνεται µέχρι και για την συχνότητα των 2 Hz και στην συνέχεια 

µειώνεται ξανά. 

• Παρόλο που στα πειραµατικά δεδοµένα η ταχύτητα καθίζησης στην πλειοψηφία 

των περιπτώσεων µειώνεται, στα αποτελέσµατα της παρούσας εργασίας, 

αυξάνεται µε την επιβολή ταλαντώσεων στο ρευστό.  Μόνο στην περίπτωση 

υψηλών συχνοτήτων για πλάτος ταλάντωσης 0.5 cm η ταχύτητα καθίζησης είναι 

µικρότερη από αυτήν χωρίς ταλάντωση. 

• Γενικότερα δεν µπορεί να εξαχθεί άλλη συσχέτιση µεταξύ πειραµατικών και 

υπολογιστικών δεδοµένων. ∆ηλαδή ο βαθµός απόκλισης των δύο 

αποτελεσµάτων για κάθε περίπτωση είναι σχεδόν τυχαίος. 

Είναι σηµαντικό να τονιστεί επίσης ότι, όπως είναι φυσικό, στην περίπτωση 

µηδενικής συχνότητας η ταχύτητα έπρεπε να είναι ανεξάρτητη από το πλάτος 

ταλάντωσης.  Κάτι τέτοιο δεν ισχύει στα πειραµατικά δεδοµένα.  Αυτό υποδεικνύει 

ότι το σφάλµα κατά τα πειράµατα µπορεί να ήταν µεγαλύτερο από το αναµενόµενο. 



 Αποτελέσµατα - Συζήτηση 

26 

 

 

Σχήµα 4-1: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,175 cm, 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία χωρίς τον όρο Basset και σύγκριση µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα.  

 

Σχήµα 4-2: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,25 cm, 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία χωρίς τον όρο Basset και σύγκριση µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα 
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Σχήµα 4-3: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,375 cm, 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία χωρίς τον όρο Basset και σύγκριση µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα 

 

Σχήµα 4-4: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,425 cm, 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία χωρίς τον όρο Basset και σύγκριση µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα 
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Σχήµα 4-5: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,5 cm, 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία χωρίς τον όρο Basset και σύγκριση µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα 

Ενδεικτικά παρουσιάζεται, στο Σχήµα 4-6, η ταχύτητα του σωµατιδίου και η θέση 

του ως προς τον χρόνο. Στην συνέχεια (Σχήµα 4-7) παρουσιάζεται για την ίδια 

περίπτωση (συχνότητα 3,5 Hz και πλάτος ταλάντωσης 0,375 cm) η ταχύτητα 

καθίζησης καθώς και η ταχύτητα ταλάντωσης της στήλης ρευστού. Παρατηρείτε ότι 

δεν υπάρχει διαφορά φάσης µεταξύ της ταχύτητας πτώσης και ταχύτητας καθίζησης.  

 

Σχήµα 4-6. Ταχύτητα καθίζησης και θέση σωµατιδίου ως προς τον χρόνο για την περίπτωση 

συχνότητας 3,5 Hz και πλάτους ταλάντωσης 0,375 cm.  
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Σχήµα 4-7. Ταχύτητα καθίζησης σωµατιδίου και ταχύτητα ταλάντωσης της στήλης ρευστού ως 

προς τον χρόνο. 

Σχετικό σφάλµα 

Το σχετικό σφάλµα για κάθε περίπτωση φαίνεται στο Σχήµα 4-8. Το συνολικό 

απόλυτο σχετικό σφάλµα είναι 0,078 ή περίπου 8%. Να σηµειωθεί επίσης ότι και για 

την περίπτωση µόνιµης ροής, χωρίς ταλαντώσεις (συχνότητα µηδέν), το σφάλµα 

είναι ήδη γύρω στο 5%. Κάτι τέτοιο δεν έπρεπε να συµβαίνει αφού η θεωρητική 

εξίσωση έπρεπε να δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα για µόνιµη ροή. Το σφάλµα 

αυτό µπορεί να οφείλεται είτε σε συστηµατικό σφάλµα στα πειράµατα είτε στο ότι 

δεν συµπεριλαµβάνεται ο όρος Basset, είτε και στα δύο. Από το Σχήµα 4-8, δεν 

φαίνεται να υπάρχει εξάρτηση του σφάλµατος από την συχνότητα ή το πλάτος 

ταλάντωσης. 
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Σχήµα 4-8: Απόλυτο σχετικό σφάλµα για κάθε συχνότητα και πλάτος ταλάντωσης (A=0,375). 

  

Παραλλαγές της θεωρητικής εξίσωσης 

Ενδεικτικά σε αυτό το σηµείο παρουσιάζονται περαιτέρω περιπτώσεις, όπως χωρίς 

καθόλου τον όρο προστιθέµενης µάζας και µε τον όρο προστιθέµενης µάζας 

διορθωµένο συµφωνά µε τους Odar και Hamilton (1964).  Τα αποτελέσµατα 

φαίνονται στο Σχήµα 4-9.  Παρατηρείται ότι η εισαγωγή της διόρθωσης του Odar 

σταθεροποιεί τα αποτελέσµατα της εξίσωσης ως προς την εξάρτηση τους από τη 

συχνότητα και πλέον η αύξηση της ταχύτητας στις συχνότητες γύρω από τα 2 Hz  

δεν υφίσταται.  Το ίδιο συµπέρασµα ισχύει και για τις περιπτώσεις µε τα υπόλοιπα 

πλάτη ταλάντωσης (αποτελέσµατα που δεν παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία).  

Επειδή καµία από τις περιπτώσεις δεν συµβαδίζει µε τα πειραµατικά δεδοµένα, δεν 

µπορεί να βγει συµπέρασµα στο ποιά από τις δύο µορφές του όρου προστιθέµενης 

µάζας είναι καταλληλότερη.  Σύµφωνα µε τα διαγράµµατα η διόρθωση κατά Odar 

και Hamilton (1964) θεωρητικά προσεγγίζει καλύτερα τους χρόνους από τα 

πειράµατα.  Λόγω των µικρών διαφορών και του ότι η εφαρµογή των Odar και 

Hamilton (1964) αφορούσε άλλο πρόβληµα οι διορθώσεις δεν ενσωµατώθηκαν στην 

εξίσωση. 

Από τις τιµές µε τους χρόνους καθίζησης χωρίς τον όρο προστιθέµενης µάζας, 

φαίνεται ότι η επίδραση του είναι πιο σηµαντική στις µεγάλες συχνότητες και στα 
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µεγάλα πλάτη ταλάντωσης.  Σε κάθε περίπτωση τα αποτελέσµατα αποκλίνουν 

σηµαντικά για αυτές τις περιπτώσεις. 

 

Σχήµα 4-9: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες τροποποιήσεις της θεωρητικής εξίσωσης. 

Προσθήκη του όρου Basset 

Για τον προσδιορισµό του χρόνου ολοκλήρωσης και των βηµάτων για την επίλυση 

του ολοκληρώµατος Basset, επιλύθηκε η θεωρητική εξίσωση µε διαφορετικές 

παραµέτρους.  Στο Σχήµα 4-10 φαίνεται ο χρόνος καθίζησης για συχνότητα 2.5 Hz 

και πλάτος ταλάντωσης 0,175 cm.  Γίνεται φανερό µετά από παρατήρηση του 

διαγράµµατος ότι δεν υπάρχει ουσιαστική συσχέτιση του χρόνου καθίζησης µε την 

αλλαγή των παραµέτρων.  Επίσης, παρόλο που αναµενόταν µε αύξηση της ανάλυσης 

(δηλαδή του αριθµού των βηµάτων) να προσεγγίζει η λύση τα πειραµατικά 

αποτελέσµατα, κάτι τέτοιο δεν παρατηρείται.  Τα ίδια συµπεράσµατα µπορούν να 

εξαχθούν και από το Σχήµα 4-11, όπου εκεί γίνεται ο ίδιος πειραµατισµός αλλά για 

την περίπτωση συχνότητας 1 Hz και πλάτους ταλάντωσης 0,5 cm.  Να σηµειωθεί ότι 

λόγω του µεγάλου υπολογιστικού χρόνου αλλά και των πολλών περιπτώσεων 

παραµετροποίησης, ο πειραµατισµός έγινε µόνο για αυτές τις δύο περιπτώσεις 

συνδυασµού πλάτους ταλάντωσης και συχνότητας ενδεικτικά. 

Από το Σχήµα 4-10 παρατηρείται ότι ο βέλτιστος συνδυασµός χρόνου ολοκλήρωσης 

και βηµάτων είναι n=2 και t'=0.5/f αφού αυτές οι τιµές προσεγγίζουν καλύτερα τον 

χρόνο καθίζησης των πειραµάτων, ο οποίος είναι 178 δευτερόλεπτα, για αυτήν την 
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περίπτωση.  Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις η ταχύτητας καθίζησης είναι πολύ 

µικρότερη από την αναµενόµενη.  Στην περίπτωση που φαίνεται στο Σχήµα 4-11 

βέλτιστες τιµές δείχνουν να είναι για t'=0.5/f και για n ίσο µε 2 ή 4 αφού ο χρόνος 

καθίζησης από τα πειραµατικά δεδοµένα είναι 182,5.  Έτσι επιλέγονται ως 

καταλληλότερες παράµετροι οι n=2 και t'=0.5/f. 

 

Σχήµα 4-10: Χρόνοι καθίζησης σωµατιδίου (100 cm) µετά από επίλυση της θεωρητικής 

εξίσωσης µε διαφορετικές παραµέτρους. Στις περιπτώσεις που τα αποτελέσµατα δεν 

απεικονίζονται ο χρόνος είναι µεγαλύτερος από 250 sec (Πλάτος ταλάντωσης 0,175 cm και 

συχνότητα 2,5 Hz). 

 

Σχήµα 4-11: Χρόνοι καθίζησης σωµατιδίου (100 cm) µετά από επίλυση της θεωρητικής 

εξίσωσης µε διαφορετικές παραµέτρους. Στις περιπτώσεις που τα αποτελέσµατα δεν 
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απεικονίζονται ο χρόνος είναι µεγαλύτερος από 250 sec (Πλάτος ταλάντωσης 0,5 cm και 

συχνότητα 1 Hz). 

Χρησιµοποιώντας τις παραµέτρους αυτές λύνεται η θεωρητική εξίσωση.  Ενδεικτικά 

εξετάστηκαν οι περιπτώσεις για πλάτος ταλάντωσης 0,175, 0,375 και 0,5 cm και τα 

αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα αντίστοιχα Σχήµατα 4-12, 4-13 και 4-14. 

Παρατηρείται ότι όταν αυξάνεται η συχνότητα η ταχύτητα καθίζησης µειώνεται 

δραµατικά, και µάλιστα για µεγάλες συχνότητες ο χρόνος καθίζησης µε τον όρο 

Basset ξεπερνά τόσο τον χρόνο καθίζησης από τα πειραµατικά δεδοµένα που µπορεί 

να θεωρηθεί λανθασµένος.  Μάλιστα όσο αυξάνεται το πλάτος ταλάντωσης τόσο για 

πιο µικρές συχνότητες ο όρος Basset επηρεάζει την λύση της εξίσωσης.  ∆ηλαδή η 

λύση της θεωρητικής εξίσωσης αποκλίνει και για µικρότερες συχνότητες στην 

περίπτωση µεγάλων πλατών ταλάντωσης.  Το φαινόµενο αυτό µπορεί να οφείλεται 

είτε σε υπολογιστικά προβλήµατα είτε στο ότι ο όρος Basset µπορεί να µην έχει 

φυσική σηµασία στην περίπτωση ελεύθερης καθίζησης σε ταλαντευόµενη στήλη 

ρευστού και έτσι να πρέπει να αγνοηθεί. 

Να σηµειωθεί ότι η εξίσωση αυτή κατασκευάστηκε για ελεύθερη καθίζηση 

σωµατιδίου σε σταθερή ροή και όχι σε ταλαντευόµενη και έτσι ο όρος Basset είχε 

φυσική σηµασία.  Σε κάθε περίπτωση όπως φαίνεται και από τα αποτελέσµατα ο 

όρος Basset εισάγει αβεβαιότητα (τουλάχιστον στην µορφή που ορίστηκε και µε την 

µεθοδολογία που χρησιµοποιήθηκε) και σε µερικές περιπτώσεις επηρεάζει τα 

αποτελέσµατα σηµαντικά.  Λαµβάνοντας υπόψη επίσης ότι η θεωρητική εξίσωση 

χωρίς τον όρο Basset δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα, ο όρος Basset κρίνεται ότι 

δεν πρέπει να χρησιµοποιείται.  Αυτό ισχύει αναφορικά µε τις συνθήκες που 

εξετάστηκαν στην παρούσα εργασία µέχρι στιγµής και για µεγάλες συχνότητες και 

πλάτη ταλάντωσης. 
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Σχήµα 4-12: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,175 cm 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία µε και χωρίς τον όρο Basset . 

 

Σχήµα 4-13: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,375 cm 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία µε και χωρίς τον όρο Basset. 
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Σχήµα 4-14: Χρόνοι καθίζησης για διάφορες συχνότητες και πλάτος ταλάντωσης Α=0,5 cm 

όπως υπολογίστηκαν στην παρούσα εργασία µε και χωρίς τον όρο Basset. 

Στην συνέχεια εξετάστηκε η θεωρητική εξίσωση κίνησης που περιλαµβάνει και τους 

συντελεστές των Odar και Hamilton (1964).  Παρατηρείται ότι παρόλο που οι 

συντελεστές των Odar και Hamilton (1964) διαφοροποιούν το αποτέλεσµα ελαφρώς, 

τα αποτελέσµατα συνεχίζουν να είναι λανθασµένα για µεγάλες συχνότητες και 

µεγάλα πλάτη ταλάντωσης. 

Ενδεικτικά παρουσιάζονται οι δυνάµεις που ασκούνται στο σωµατίδιο για την 

περίπτωση f=3, Α=0.5, χωρίς αλλά και µε τον όρο Basset, υπολογισµένο όπως 

παραπάνω (t'=0,5/f, n=2).  Παρατηρείται (Σχήµατα 4-15, 4-16, 4-17) ότι χωρίς τον 

όρο Basset οι δυνάµεις που επικρατούν είναι αυτή της βαρύτητας και της 

οπισθέλκουσας δύναµης, η οποία είναι σχεδόν ίση και αντίθετη µε την δύναµη της 

βαρύτητας.  Ο όρος της προστιθέµενης µάζας καθώς και της κλίσης πίεσης δείχνουν 

να µεταβάλλονται αισθητά από την ταλάντωση της στήλης.  Σε αντίθεση, η 

προσθήκη του όρου Basset δείχνει να επηρεάζει την κατανοµή των δυνάµεων, καθώς 

επίσης παρατηρείται ότι το κύµα µετατοπίζεται σηµαντικά σε σχέση µε  το κύµα 

ταλάντωσης της στήλης ρευστού. 
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Σχήµα 4-15. Επίδραση των διορθώσεων των Odar και Hamilton (1964) στην θεωρητική 

εξίσωση για πλάτος ταλάντωσης Α=0,175 cm. 

 

 

Σχήµα 4-16: ∆υνάµεις που ενεργούν στο σωµατίδιο για την περίπτωση f=3, a=0.5 χωρίς τον 

όρο Βasset. 
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Σχήµα 4-17: Λεπτοµέρεια του Σχήµα 4-16. 

 

Σχήµα 4-18: ∆υνάµεις που ενεργούν στο σωµατίδιο για την περίπτωση  f=3, a=0.5 µε τον όρο 

Βasset και t'=0,5/f, n=2. 
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Επίδραση διαφόρων παραµέτρων 

Στο Σχήµα 4-19 και στο Σχήµα 4-20, παρουσιάζονται οι σχετικές µέσες ταχύτητες 

για διάφορες περιπτώσεις, ως προς την συχνότητα και το πλάτος ταλάντωσης. 

∆ηλαδή στα σχήµατα αυτά φαίνεται πως αλλάζει η ταχύτητα καθίζησης µε επιβολή 

ταλαντώσεων, σε σχέση µε την περίπτωση χωρίς ταλαντώσεις. Στο Σχήµα 4-19 

παρατηρείται ότι για λόγο πυκνοτήτων ίσο µε 5, η ταχύτητα καθίζησης είναι 

µικρότερη µε την επιβολή ταλαντώσεων στο υγρό. Μάλιστα αυτό ισχύει για µικρές 

συχνότητες. Όσο η συχνότητα αυξάνεται, η ταχύτητα δείχνει να αυξάνεται ξανά και 

να πλησιάζει την ταχύτητα χωρίς ταλαντώσεις.  Να υπενθυµιστεί σε αυτό το σηµείο, 

ότι για λόγο πυκνοτήτων ίσο µε 1 (όπως και παρουσιάστηκε σε προηγούµενες 

παραγράφους), η ταχύτητα αυξανόταν µε την επιβολή ταλαντώσεων. Επίσης, 

συγκριτικά µε την περίπτωση λόγου πυκνοτήτων ίσο µε 1, δεν παρατηρείται  αύξηση 

της ταχύτητας γύρω από την συχνότητα των 2 Hz.  Στην περίπτωση για λόγο 

πυκνοτήτων ίσο µε 200 (Σχήµα 4-19), η σχετική ταχύτητα δεν µεταβάλλεται 

αισθητά. Στην περίπτωση αυτή η ταχύτητα αυξάνεται γύρω από τα 2 Hz. 

Παρατηρώντας το Σχήµα 4-20 δεν παρατηρείται κάποια συσχέτιση µεταξύ πλάτους 

ταλάντωσης και χρόνου καθίζησης. Μάλιστα η συµπεριφορά αλλάζει µε την αλλαγή 

του λόγου πυκνοτήτων. 

 

Σχήµα 4-19: Σχετική µέση ταχύτητα καθίζησης σωµατιδίου ως προς την συχνότητα για 

διάφορες περιπτώσεις. 
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Σχήµα 4-20: Σχετική µέση ταχύτητα καθίζησης σωµατιδίου ως προς το πλάτος ταλάντωσης για 

διάφορες περιπτώσεις. 

Στην συνέχεια έγινε αλλαγή της ακτίνας του σωµατιδίου, µε αντίστοιχη και ανάλογη 

αλλαγή του αριθµού Reynolds (Σχήµα 4-19).  Να σηµειωθεί ότι στις περιπτώσεις 

αυτές ο λόγος πυκνοτήτων παραµένει σταθερός. Για µικρότερη διάµετρο, η ταχύτητα 

καθίζησης αυξάνεται περισσότερο µε την επιβολή ταλαντώσεων.  Πέρα από αυτό τα 

αποτελέσµατα δεν δείχνουν κάποια συνέπεια και άρα δεν µπορούν να εξαχθούν 

άλλα συµπεράσµατα. 
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Συµπεράσµατα 

Στην παρούσα εργασία έγινε µία σύντοµη βιβλιογραφική ανασκόπηση αναφορικά µε 

της εξισώσεις κίνησης σωµατιδίου που καθιζάνει ελευθέρα σε στήλη 

ταλαντευόµενου ρευστού.  Στην συνέχεια έγινε προσπάθεια για την επίλυση των 

εξισώσεων αυτών µε την βοήθεια του προγραµµατιστικού περιβάλλοντος MatLab 

και τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε αυτά πειραµατικών δεδοµένων από 

διπλωµατική εργασία.  Παράλληλα εξετάστηκαν διάφορες περιπτώσεις όπως η 

σκοπιµότητα του όρου ιστορίας (Basset) στην θεωρητική διαφορική εξίσωση στην 

περίπτωση ταλαντευόµενης στήλης.  Τέλος εξετάστηκαν η επίδραση της ακτίνας του 

σωµατιδίου καθώς και του λόγου πυκνοτήτων (σωµατιδίου - ρευστού). 

Τα κύρια συµπεράσµατα που εξάγονται από τα παραπάνω αποτελέσµατα είναι: 

• Παρόλο που στα πειραµατικά δεδοµένα δεν υπήρχε κάποια συνέπεια ως προς την 

επίδραση της συχνότητας, στα υπολογιστικά αποτελέσµατα εµφανίζεται 

ελαφρώς αύξηση της ταχύτητας καθίζησης.  Επίσης παρατηρείται 

σηµαντικότερη αύξηση για συχνότητες γύρω στα 2 Hz. 

• Η επίδραση του όρου προστιθέµενης µάζας δείχνει να είναι πιο εµφανής για 

µεγάλες συχνότητες. 

• Η δύναµη Basset φαίνεται να µην έχει φυσική σηµασία ειδικά στην περίπτωση 

µεγάλων πλατών και συχνοτήτων ταλάντωσης. Επίσης ούτε για µικρές 

συχνότητες φαίνεται να προσφέρει κάποια βελτίωση στα αποτελέσµατα.  Τελικά 

ο όρος Basset δείχνει να µετατοπίζει την ταλάντωση του σωµατιδίου σε σχέση µε 

αυτή του ρευστού. 

• Οι συντελεστές που προτείνουν οι Odar και Hamilton (1964) δεν βελτιώνουν 

σηµαντικά το αποτέλεσµα και η χρήση τους δεν κρίνεται αναγκαία. 

• Παρόλο που για µοναδιαίους λόγους πυκνότητας στα υπολογιστικά 

αποτελέσµατα παρατηρείται αύξηση της ταχύτητας µε επιβολή ταλαντώσεων, 

στην περίπτωση όπου η πυκνότητα του σωµατιδίου είναι µεγαλύτερη από την 

πυκνότητα του ρευστού, η ταχύτητα καθίζησης µειώνεται µε την επιβολή 

ταλαντώσεων.  Η µεταβολή της ακτίνας µε σταθερό λόγο πυκνοτήτων δεν 

επέφερε κάποιο αποτέλεσµα πέραν του αναµενόµενου. 



Συµπεράσµατα 

41 

 

Στην παρούσα εργασία εξετάστηκε πέραν των άλλων η επίδραση και σκοπιµότητα 

του όρου Basset.  Αυτό έγινε για την περίπτωση µόνο όπου ο λόγος πυκνοτήτων 

είναι µοναδιαίος και για σχετικά χαµηλούς αριθµούς Reynolds. Προτείνεται να 

εξεταστούν και άλλες περιπτώσεις για να διαπιστωθεί κατά πόσο τα συµπεράσµατα 

της παρούσας εργασίας µπορούν να επεκταθούν και σε άλλες περιπτώσεις.   
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Παράρτηµα - Βασικοί Κώδικες MatLab 

equationNoBasset.m 

function dxdt = equationCaConst(t,x) 

 

%Equation for particle with constant added mass coeficient and 

no basset history force 

%terms. 

%All equations parameters (densities radius etc) are as in 

thesis 

%All units in the basis of cm and grams 

 

%Change "f" (frequency) and "alpha" (amplitude) manually 

%Change "ca" (added mass term coeficient) manually 

 

%Constants 

g=981; %gravity [cm/s^2] 

f=2.5; %frequency of liquid oscilations [hz] 

omega=2*pi*f; 

alpha=0.175; % amplitude of liquid oscilations [cm] 

rhoP=1.061; %Density of particle [g/cm-3] 

rhoL=1.058; %Density of liquid [g/cm-3] 

r=0.038; %Particle radius [cm] 

viscocity=0.0228; %Dynamic viscocity of liquid [P] or 

[g/(cm*s)] 

ca=0.5; % Correction coefficient [] 

 

uL=alpha*omega*sin(omega*t); %Liquid velocity 

aL=alpha*(omega^2)*cos(omega*t); %Liquid acceleration 

reynolds=(2*r*rhoL*abs(x(2)-uL))/viscocity; %Reynolds number 

cdstd=(24/(reynolds+eps))*(1+0.15*(reynolds^0.687)); %steady 

state drag coefficient 

 

dxdt=[x(2);(0.5*cdstd*rhoL*abs(uL-x(2))*(uL-

x(2))+ca*(4/3)*rhoL*r*aL+((4/3)*r*(rhoP-

rhoL)*g)+((4/3)*r*rhoL*aL))/((4/3)*r*(rhoP+ca*rhoL))];  
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theoretical.m 

function sol = theoretical(t0,tFinal) 

global n f alpha dt 

 

T=0.5; 

n=2; 

f=5; 

alpha=0.175; 

dt=T/(n*f); 

 

for i=1:n+1  

    lags(i)=i*dt; 

end 

options = ddeset('RelTol', 1e-5); 

sol = dde23(@equationTheoretical2,lags,[0;0],[t0 tFinal], 

options); 

 

 

function dxdt = equationTheoretical2(t,x,Z) 

global dt f alpha n 

%Equation for particle with the added mass and basset history 

force 

 

%All equations parameters (densities radius etc) are as in 

thesis 

%All units in the basis of cm and grams 

 

%Change "f" (frequency) and "alpha" (amplitude) manually 

 

%The eqation is to be solved as delay diferential equation. aP 

is 

%approximated as aP(t)=[uP(t)-uP(t-?)]/dt, where dt is equal 

to ? and ? is 

%a lag value (Z) 

 

%Lags 

for i=1:n+1 %One more lag for derivative calculation 
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    eval(['xlag' int2str(i) '=Z(:,i);']) %xlag1=Z(:,1).. 

xlag2=Z(:,2).... 

end 

 

%Constants 

g=981; %gravity [cm/s^2] 

omega=2*pi*f; 

rhoP=1.061; %Density of particle [g/cm-3] 

rhoL=1.058; %Density of liquid [g/cm-3] 

r=0.19; %Particle radius [cm] 

viscocity=0.0228; %Dynamic viscocity of liquid [P] or 

[g/(cm*s)] 

 

%Known Variables 

uL=alpha*omega*sin(omega*t); %Liquid velocity 

aL=alpha*(omega^2)*cos(omega*t); %Liquid acceleration 

reynolds=(2*r*rhoL*abs(x(2)-uL))/viscocity; %Reynolds number 

cdstd=(24/(reynolds+eps))*(1+0.15*(reynolds^0.687)); %steady 

state drag coefficient 

 

%Basset Integral calculation 

%First calculate all the history terms that will be used in 

the calculations of the integral 

U=zeros(n,1); %U=(uL-uP)/dt=aL-aP where aP=(u(t)-u(t-dt))/dt 

(finite differnces) and aL=aL(t) as above 

%Even for the calculation of the current U value a delay term 

is needed that is why for approximating a basset term with n 

delay terms we need n+1 actual terms. 

for i=1:n %1 is the oldest, n+1 is the current 

    %Eval is used in order to change every time the number of 

xlag1 xlag2 ect 

    U(i)=eval(['alpha*(omega^2)*cos(omega*(t-(n-(i-1))*dt))-

((xlag' int2str(n-(i-1)) '(2)-xlag' int2str(n-(i-2)) 

'(2))/dt);']); %U(i)=aP(t-(n-(i-1))*dt)-(xlag[(n-(i-2)](2)-

xlag[n-(i-1)](2)) 

end 

U(n+1)=aL-((x(2)-xlag1(2))/dt); 

 

basset1=0;  

%first line of basset integral (SUM)(Kim et al) 



Παράρτηµα 

47 

 

for i=1:n-1 %U(1) is the oldest U because not possible to 

write U(0). 

basset1New=((U(i-1+1)/sqrt((n*dt)-(i-1)*dt))+(2*(U(i-

1+1)+U(i+1))/sqrt((n*dt-(i-0.5)*dt)))+(U(i+1)/sqrt(n*dt-

i*dt))); 

basset1=basset1New+basset1; 

end 

basset2=(0.9*dt/6)*((U(n-1+1)/sqrt(dt))+(2*(U(n-

1+1)+U(n+1))/sqrt(0.55*dt))+(U(n+1)/sqrt(0.1*dt))); %second 

line of basset integral 

basset3=(0.1*dt/2)*(((8*sqrt(2)/3)*(U(n+1)/sqrt(0.05*dt)))-

((4/3)*U(n+1)/sqrt(0.1*dt))); %third line of Basser integral 

basset=((dt/6)*basset1)+basset2+basset3; 

 

dxdt=[x(2);(0.5*cdstd*rhoL*abs(uL-x(2))*(uL-

x(2))+0.5*(4/3)*rhoL*r*aL+((4/3)*r*(rhoP-

rhoL)*g)+((4/3)*r*rhoL*aL))+(6*sqrt(rhoL*viscocity/pi)*basset)

/((4/3)*r*(rhoP+0.5*rhoL))]; 


