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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

΢ηελ παξνύζα κειέηε επηρεηξείηαη ε δηδαθηηθή πξνζέγγηζε ηεο Αμησκαηηθήο 

Θεκειίσζεο από καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ. ΢πγθεθξηκέλα, ζε 43 καζεηέο δηεξεπλάηαη 

ε δπλαηόηεηα βειηίσζεο ηεο θαηαλόεζεο ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, 

ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζηελ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία. Παξάιιεια 

θαηαγξάθνληαη νη δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο 

λα απνδείμνπλ ζεσξήκαηα ζην πιαίζην ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο. Οη καζεηέο 

ζπκκεηέρνπλ ζε εηδηθά ζρεδηαζκέλε δηδαθηηθή παξέκβαζε θαη εμεηάδνληαη κε 

εξσηεκαηνιόγηα πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε. Από ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο 

δηαπηζηώζεθε όηη νη καζεηέο κπνξνύλ, κέζα από θαηάιιειεο δηακνξθσκέλεο 

δξαζηεξηόηεηεο, λα πξνζεγγίζνπλ, σο έλα βαζκό, ηε θύζε ηεο Αμησκαηηθήο 

δηαδηθαζίαο.  

Λέμεηο θιεηδηά: Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα, Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, ξόινο αμησκάησλ, 

ξόινο νξηζκώλ, ξόινο ζεσξεκάησλ, ξόινο απόδεημεο, δπζθνιίεο ζηελ θαηαζθεπή 

απόδεημεο. 

 

ABSTRACT 

The present study is focused on the educational approach of the Axiomatic 

Foundation from students of the 1
st
 Grade of senior High School (Lyceum). Precisely, 

the subject that has been put under investigation is the possibility of improving the 

understanding of the role of the axioms, the definitions, the theorems and the proof of 

Euclidian Geometry, in a total of 43 students. The difficulties that have occurred from 

the students’ part, while trying to prove the theorems within the Axiomatic System, 

have also been noted. The students took part in a specially designed educational 

intervention and were questioned via a questionnaire before and after that. From the 

conclusions of the study has been found that the students are capable of approaching, 

up to a point, the nature of the Axiomatic process, in a context of suitable classroom 

activities.  

Key-words: Axiomatic System, Euclidian Geometry, axioms’ role, definitions’ role, 

theorems’ role, proof’s role, difficulties in the construction of the proof. 
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ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

Ζ εμεξεύλεζε ηνπ ζύκπαληνο θαη ηεο δσήο, ε πεξηγξαθή θαη ε εξκελεία ηνπ 

θόζκνπ ήηαλ θαη είλαη θύξηεο αλαδεηήζεηο ηνπ αλζξώπνπ. Σα Μαζεκαηηθά 

ζπλεηζθέξνπλ θαη πξνάγνπλ απηέο ηηο αλαδεηήζεηο, πξνζθέξνληαο ζεκαληηθά 

εξγαιεία. ΋πσο ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξνπλ νη Sardar, Ravetz θαη Van Loon (2015), 

ηα Μαζεκαηηθά είλαη έλαο νδεγόο γηα ηνλ θόζκν θαη, θαζώο ν θόζκνο καο γίλεηαη όιν 

θαη πην ζύλζεηνο θαη αβέβαηνο, ηα Μαζεκαηηθά ρξεηάδνληαη όρη κόλν γηα λα 

πεξηγξάςνπλ ηνλ θόζκν θαη ηνπο επεξρόκελνπο θηλδύλνπο, αιιά θαη γηα λα 

ζρεδηάζνπλ ηξόπνπο δηαρείξηζεο θαη αληηκεηώπηζεο ησλ θξίζεσλ. 

Έλαο ζεκαληηθόο ηνκέαο ησλ Μαζεκαηηθώλ είλαη ε Γεσκεηξία. Μειεηά ην ρώξν 

θαη ηα ζρήκαηα (Clements, 1998). Οη ζπληάθηεο ηνπ Αλαιπηηθνύ Πξνγξάκκαηνο 

΢πνπδώλ γηα ηα Μαζεκαηηθά Α΄- Γ΄ Γπκλαζίνπ ζηελ αλαζεσξεκέλε έθδνζε ηνπ 

2014 ππνζηεξίδνπλ όηη νη εθαξκνγέο ηεο Γεσκεηξίαο ζε πξνβιήκαηα ηεο 

θαζεκεξηλόηεηαο, ε ζύλδεζή ηεο κε ηα Μαζεκαηηθά θαη ηηο άιιεο επηζηήκεο εμεγνύλ, 

γηαηί ε Γεσκεηξία αξρίδεη λα εκθαλίδεη όιν θαη πην ζεκαληηθό ξόιν ζηα Αλαιπηηθά 

Πξνγξάκκαηα ΢πνπδώλ πνιιώλ ρσξώλ. Τπνγξακκίδνπλ όηη ε αληίιεςε, ε 

θαηαλόεζε θαη ε δηαρείξηζε πξνβιεκάησλ ηεο θαζεκεξηλόηεηαο πξνϋπνζέηνπλ 

πιήζνο γεσκεηξηθώλ θαη ρσξηθώλ ζρέζεσλ.  

Ζ ζεκαζία ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο δελ πεξηνξίδεηαη κόλν 

ζηελ κειέηε ησλ ζρεκάησλ ηνπ ρώξνπ, ζηελ ρξεζηηθή ηεο αμία ζε πνιπάξηζκεο 

εθαξκνγέο θαη ζηελ θαιιηέξγεηα ηεο ρσξηθήο αληίιεςεο (ηδηαίηεξα κε ηε 

΢ηεξενκεηξία). Ζ αμία ηεο έγθεηηαη, θπξίσο, ζηελ αλάδεημε ηεο Μαζεκαηηθήο 

Απόδεημεο θαη ζηελ παξνπζίαζε ηεο Αμησκαηηθήο Θεκειίσζεο σο ηξόπνπ 

νξγάλσζεο ηεο αλζξώπηλεο γλώζεο. Ζ δηδαζθαιία ηεο εηζάγεη ηνπο καζεηέο ζηνλ 

παξαγσγηθό ζπιινγηζκό θαη ηε βεβαηόηεηα πνπ εμαζθαιίδεηαη κε απηόλ. Παξάιιεια, 

γλσζηνπνηεί θαη εηζάγεη ηνπο καζεηέο, ζηελ επηζηεκνληθή ζθέςε («ΝΔΟ ΢ΥΟΛΔΗΟ 

(΢ρνιείν 21νπ αηώλα) – Νέν Πξόγξακκα ΢πνπδώλ», 2015). 

Ζ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη ν πξώηνο θιάδνο πνπ νξγαλώζεθε ζε επηζηήκε, 

θαη πξνέξρεηαη από ηηο θπζηθέο- θαζεκεξηλέο εκπεηξίεο ηνπ αλζξώπνπ. Ο Kant 

ππνζηεξίδεη όηη ζηεξίδεηαη ζε κία εθ ησλ πξνηέξσλ (a priori) αίζζεζε ηνπ ρώξνπ. 

(Izard et al, 2011). Σα επξήκαηα ηεο έξεπλαο πνπ δηεμήρζε ην 2011 από ηνπο Izard 

θαη ζπλ. (2011), κηα νκάδα ςπρνιόγσλ, εληζρύνπλ ηελ παξαπάλσ άπνςε. Απηνί 
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θαηέιεμαλ ζην ζπκπέξαζκα όηη θαηά ηε παηδηθή ειηθία νη άλζξσπνη, αθόκα θαη αλ 

δελ έρνπλ θακία εθπαίδεπζε ζηα Μαζεκαηηθά, αλαπηύζζνπλ γεσκεηξηθέο 

δηαηζζεηηθέο αληηιήςεηο πνπ ζπκθσλνύλ κε ηηο αξρέο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 

Δμέηαζαλ κηα νκάδα Ηλδηάλσλ ηνπ Ακαδνλίνπ θαη δηαπίζησζαλ όηη είραλ δηαηζζεηηθή 

θαηαλόεζε βαζηθώλ ηδηνηήησλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, αλ θαη δελ είραλ θακία 

εθπαίδεπζε ζε απηήλ. 

΢ε απηόλ, ηνλ πξώην επηζηεκνληθό θιάδν νξγάλσζεο ηεο γλώζεο, ζπλαληώληαη 

νη απαξρέο ηεο Αμησκαηηθή Θεκειίσζεο. Μηα ζεκαληηθή κνξθή επηζηεκνληθήο 

ηεθκεξίσζεο, πνπ εθθηλεί από ηνλ Δπθιείδε θαη νινθιεξώλεηαη κεηά από 2200 

ρξόληα. Ο Δπθιείδεο ζηα ΢ηνηρεία ηνπ, μεθηλώληαο κε έλα κηθξό αξηζκό δηαηζζεηηθώλ 

αμησκάησλ παξάγεη όιεο ηηο ππόινηπεο πξνηάζεηο. Δίλαη απηόο, πνπ πξώηνο 

νξγαλώλεη όιεο ηηο γεσκεηξηθέο γλώζεηο ζε έλα ζύζηεκα. Σα ΢ηνηρεία ηνπ, 

παξνπζίαδαλ κηα κέζνδν παξαγσγήο αμηόπηζηεο γλώζεο θαη ινγηθήο 

επηρεηξεκαηνινγίαο, πνπ επεξέαζε θαη ελέπλεπζε πξνζσπηθόηεηεο από δηάθνξνπο 

ηνκείο ηεο επηζηήκεο θαη ηνπ πνιηηηζκνύ, όπσο ηνπο Isaac Newton, Thomas Jefferson, 

Abraham Lincoln θαη Albert Einstein. Σα ΢ηνηρεία είλαη ην πην δηαδεδνκέλν έξγν 

κεηά ηε Βίβιν. Γηα ζρεδόλ δύν ρηιηεηίεο ήηαλ, βαζηθόο ππιώλαο ηεο ζθέςεο θαη ηεο 

ινγηθήο ηνπ Γπηηθνύ Πνιηηηζκνύ. (Clark, 2016).  

Σν αμησκαηηθό ζύζηεκα πνπ πξνηείλεηαη ζηα ΢ηνηρεία ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο παξνπζίαδε θελά θαη αηέιεηεο. Υξεηάζηεθε λα πεξάζνπλ 22 αηώλεο γηα λα 

νινθιεξσζεί θαη λα ηειεηνπνηεζεί κε ηε βνήζεηα ηεο αλάπηπμεο άιισλ καζεκαηηθώλ 

ηνκέσλ, όπσο ηεο Αλάιπζεο θαη ηεο Θεσξίαο ΢πλόισλ. ΋κσο ε αξρή θαη ε βάζε ηεο 

Αμησκαηηθήο Μεζόδνπ ζπλαληάηαη ζην έξγν ηνπ Δπθιείδε. Μέζνδνο, πνπ 

βειηηώζεθε θαη θαζνξίζηεθε κε απζηεξνύο θαλόλεο θαη απνηειεί ηξόπν νξγάλσζεο 

ηεο Μαζεκαηηθήο Γλώζεο θαη πξόηππν αλάπηπμεο ηεο επηζηεκνληθήο γλώζεο.  

΢εκαληηθνί θιάδνη ησλ Μαζεκαηηθώλ, ε Γεσκεηξία, ε Αξηζκεηηθή, ε Θεσξία 

΢πλόισλ, ζεκειηώλνληαη αμησκαηηθά. Δπνκέλσο, ε κέζνδνο απηή, σο δηαδηθαζία 

ηεθκεξίσζεο θαη ζεκειίσζεο είλαη ύςηζηεο ζεκαζίαο ζηελ Γεσκεηξία, ζηα 

Μαζεκαηηθά, αιιά θαη γεληθόηεξα ζηελ Δπηζηήκε. Ζ θαηαλόεζε απηήο ηεο κεζόδνπ 

είλαη ζεκαληηθή γηα ηελ πξνζέγγηζε θαη αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο θαη ηνπ 

καζεκαηηθνύ ηξόπνπ ζπιινγηζκνύ. Πξνϋπνζέηεη ηελ θαηαλόεζε ηεο δηάθξηζεο ησλ 

αμησκάησλ, ηελ θαηαλόεζε θαη αμηνιόγεζε ησλ παξαγσγηθώλ ζπιινγηζκώλ θαη ηεο 
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απόδεημεο. Θέκαηα πνπ είλαη ζην επίθεληξν ηεο παξνύζαο έξεπλαο θαη ζα κειεηεζνύλ 

ππό ην πξίζκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. 

Σηο ηειεπηαίεο ηξεηο δεθαεηίεο, ζην πιαίζην ηνπ καζήκαηνο ηεο Γεσκεηξίαο ησλ 

δύν πξώησλ ηάμεσλ ηνπ Λπθείνπ, νη καζεηέο ζηελ Διιάδα έξρνληαη ζε επαθή κε ηελ 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία, θαζώο θαη ηελ εκπεηξηθή αμησκαηηθή κέζνδν, όρη βέβαηα κε 

ηελ αθξηβή κνξθή πνπ παξνπζηάδεηαη ζηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε. Ζ παξνύζα έξεπλα 

επηρείξεζε ην ζρεδηαζκό δηδαθηηθήο παξέκβαζεο γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο 

Αμησκαηηθήο Θεκειίσζεο ηεο Γεσκεηξίαο από καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ. 

΢πγθεθξηκέλα, θεληξηθόο εξεπλεηηθόο ζηόρνο ηεο εξγαζίαο είλαη λα δηεξεπλεζεί ζε 

πνην βαζκό κηα θαηάιιειε δηδαθηηθή παξέκβαζε κπνξεί λα βειηηώζεη ηελ 

θαηαλόεζε ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηεο Γεσκεηξίαο θαη ηε 

ιεηηνπξγία ηεο απόδεημεο ζηε ζύλζεζε θαη νηθνδόκεζε απηνύ ηνπ εκπεηξηθνύ 

Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο.  

Ζ εξγαζία δνκείηαη ζε πέληε θεθάιαηα. ΢ην πξώην θεθάιαην, αξρηθά 

επηζεκαίλεηαη ε ζεκαζία ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο σο κνληέιν νξγάλσζεο κηαο 

Θεσξίαο. Αθνινπζνύλ αλαθνξέο ζρεηηθά κε ηα δνκηθά ζηνηρεία, ηελ απόδεημε θαη ην 

ξόιν απηώλ ζην αμησκαηηθό ζύζηεκα. Έπνληαη ε αλάιπζε ηνπ Duval (Boero, 2007) 

γηα ηε ιεηηνπξγία ελόο ζπιινγηζκνύ θαη ην θεθάιαην νινθιεξώλεηαη κε αλαθνξέο 

ζρεηηθά κε ηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο ζην πιαίζην 

ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο.  

΢ην δεύηεξν θεθάιαην δηαηππώλνληαη ν ζηόρνο θαη ηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα θαη 

απνζαθελίδεηαη ην ελλνηνινγηθό πιαίζην. Ζ πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ, ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ δείγκαηνο, ε εξεπλεηηθή δηαδηθαζία, ην εξγαιείν ηεο έξεπλαο θαη 

ε δηδαθηηθή παξέκβαζε πεξηγξάθνληαη ζην ηξίην θεθάιαην ηεο Μεζνδνινγίαο. Σα 

απνηειέζκαηά ηεο παξνπζηάδνληαη ζην ηέηαξην θεθάιαην. Ζ ζπδήηεζε θαη ηα 

ζπκπεξάζκαηα, ζηα νπνία απηά νδεγνύλ, αθνινπζνύλ ζην πέκπην θαη έθην θεθάιαην, 

αληίζηνηρα. Σέινο, έπεηαη ε βηβιηνγξαθία θαη ην παξάξηεκα. 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1
Ο

 

ΑΝΑ΢ΚΟΠΖ΢Ζ ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ΢ – ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΠΛΑΗ΢ΗΟ 

1.1 Ζ Δπθιείδεηα Γεσκεηξία σο κνληέιν νξγάλσζεο κηαο Θεσξίαο 

Θεκειηώδεο ραξαθηεξηζηηθό όισλ ησλ θιάδσλ-πεξηνρώλ ηεο καζεκαηηθήο 

δξαζηεξηόηεηαο είλαη ε ζπλερήο αλαδηνξγάλσζε θαη αλαδηάξζξσζε ησλ 
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Μαζεκαηηθώλ. Ζ Αμησκαηηθή Μέζνδνο απνηειεί ζεκαληηθό κέζν αλαδηνξγάλσζεο 

ηεο ππάξρνπζαο γλώζεο ζηα Μαζεκαηηθά θαη κέζν παξαγσγήο λέαο γλώζεο. (κε 

Δπθιείδεηεο Γεσκεηξίεο). Ζ ζπλεηζθνξά ηεο ζηελ αλάπηπμε ησλ Μαζεκαηηθώλ είλαη 

κεγάιε θαη ζπληζηά νπζηαζηηθό κέξνο ηεο ζύγρξνλεο καζεκαηηθήο ζθέςεο (De 

Villiers, 1986). Μπνξεί ε ηζηνξηθή βάζε ηεο κεζόδνπ λα βξίζθεηαη ζηνλ Αξηζηνηέιε, 

αιιά ε πξώηε εθαξκνγή ηεο ζπλαληάηαη ζηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε. Απηόο, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ Αμησκαηηθή Μέζνδν, νξγαλώλεη ηηο ππάξρνπζεο γεσκεηξηθέο 

γλώζεηο ζε έλα ζύζηεκα, ην πξώην καζεκαηηθό ζύζηεκα.  

Σν ζύζηεκα απηό ησλ αμησκάησλ θαη ε πξώηκε εθαξκνγή ηεο Αμησκαηηθήο 

Μεζόδνπ ζηα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε, ήηαλ ηξόπνο παξαγσγήο επηζηεκνληθήο γλώζεο 

γηα πνιινύο αηώλεο. Από ηνλ 13
ν
 σο ην 18

ν
 ζεκεηώλνληαη απόπεηξεο απόδεημεο ηνπ 

Δπθιείδεηνπ Αηηήκαηνο ηεο παξαιιειίαο. ΢ηηο αξρέο ηνπ 19
νπ

 αηώλα γίλεηαη ε 

αλαθάιπςε ηεο πξώηεο κε Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο. Αξθεηνί καζεκαηηθνί αξρίδνπλ 

λα ππνςηάδνληαη ηελ αλεμαξηεζία ηνπ 5
νπ

 αηηήκαηνο από ηα ππόινηπα, όπσο ν Gauss, 

Bolyaii θαη Lobachevsky. Ο ηειεπηαίνο, ζεσξείηαη ζεκειησηήο ηεο κε Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο. Ζ ζπκβνιή θαη ησλ δύν ζηελ αλάπηπμε ησλ κε Δπθιείδεησλ Γεσκεηξηώλ 

ζεσξείηαη ζεκαληηθή. (Αξγπξόπνπινο, 2016). Ζ αλαθάιπςε απηώλ ησλ Γεσκεηξηώλ 

είλαη θαζνξηζηηθή γηα ηε κνξθή ηεο Αμησκαηηθήο Μεζόδνπ θαη ηε θύζε ησλ 

Αμησκάησλ. ΢ηα ηέιε ηνπ 19
νπ

 αηώλα αξρέο ηνπ 20
νπ

 ε ζεκειίσζε ηεο Γεσκεηξίαο 

από ηνλ Hilbert θαζηεξώλεη ηελ επηθξάηεζε ηεο ηππηθήο Αμησκαηηθήο Μεζόδνπ. Ζ 

ρξήζε ηεο νπνίαο δηεπξύλεηαη θαη ζηνπο ππόινηπνπο ηνκείο ηεο καζεκαηηθήο 

επηζηήκεο. Από ηα παξαπάλσ είλαη νξαηή ε ζπκβνιή ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο 

ζηελ θαηνρύξσζε ηεο Αμησκαηηθήο κεζόδνπ  

Γηα πνιιά ρξόληα, ζηηο πεξηζζόηεξεο ρώξεο ηνπ θόζκνπ, ε Γεσκεηξία 

απνηεινύζε ην πξώην θαη ίζσο ην κνλαδηθό παξάδεηγκα ελόο καζεκαηηθνύ 

ζπζηήκαηνο πνπ ζπλαληνύζαλ νη καζεηέο ηεο Μέζεο Δθπαίδεπζεο. Παξαδνζηαθά, 

ήηαλ ν ηόπνο όπνπ νη καζεηέο εηζάγνληαλ ζηα ζεσξεηηθά καζεκαηηθά όρη κόλν κε ηε 

γλσξηκία ηνπο κε έλα ζύζηεκα, αιιά θαη γηαηί είραλ ηελ επθαηξία λα αηηηνινγνύλ, λα 

εκπιαθνύλ ζηε καζεκαηηθή ινγηθή θαη ην ζπιινγηζκό(Herbst, et. al., 2010).  

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία παξέρεη ηε δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο λα πξνζεγγίζνπλ κηα καζεκαηηθή ζεσξία, λα αληρλεύζνπλ ηνλ ηξόπν 

νξγάλσζεο ηεο καζεκαηηθήο γλώζεο ζε έλα ζύζηεκα. Σε ζπκβνιή ηεο Γεσκεηξίαο 

ζηελ θαηαλόεζε ηεο αλάπηπμεο καζεκαηηθώλ ζεσξηώλ αλαγλσξίδνπλ, όπσο 
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αλαθέξνπλ νη Herbst, θαη ζπλ. (2010), δηαθεθξηκέλνη καζεκαηηθνί όπσο ν Usiskin θαη 

ν Poincare. Ο Usiskin επηζεκαίλεη όηη ε Γεσκεηξία απνηειεί παξάδεηγκα ελόο 

καζεκαηηθνύ ζπζηήκαηνο αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ. Ο Poincare ηνλίδεη 

ηελ απιόηεηα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο πνπ ηελ θαζηζηά πην θαηαλνεηή από ηηο 

ππόινηπεο, αλ θαη θάζε Γεσκεηξία απνηειεί κηα καζεκαηηθή Θεσξία. 

Γηαρξνληθά νη εθπαηδεπηηθέο κεηαξξπζκίζεηο ζηελ καζεκαηηθή εθπαίδεπζε 

επέθεξαλ ζεκαληηθέο αιιαγέο ζηα Πξνγξάκκαηα ΢πνπδώλ δηεζλώο, εθηνπίδνληαο ην 

κάζεκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο από ηα Πξνγξάκκαηα αξθεηώλ ρσξώλ, όπσο ηεο 

Ακεξηθήο θαη ηεο Αγγιίαο. Γηαθεθξηκέλνη εξεπλεηέο απηώλ ησλ ρσξώλ, όπσο Harel 

(1999), Jahnke θαη Wambach, (2013) θαη Clark (2016),ζεσξνύλ αλαγθαία ηε 

δηδαζθαιία ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζηε Γεπηεξνβάζκηα Δθπαίδεπζε. Ο Harel 

(1999) κεηά από έξεπλα ζε θνηηεηέο ζπκπεξαίλεη όηη ζα ήηαλ πξνηηκόηεξν ε 

δηδαζθαιία ζηα θνιιέγηα λα μεθηλνύζε κε ηελ Αμησκαηηθή Δπθιείδεηα Γεσκεηξία θαη 

λα ζπλερηδόηαλ κε άιιεο Γεσκεηξίεο. Παξάιιεια, ζεσξεί επηηαθηηθή ηελ αλάγθε 

εηζαγσγήο ηνπ καζήκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζηα Πξνγξάκκαηα ΢πνπδώλ 

ηεο Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο. Γηαηί, ζην πιαίζην ηεο, ν καζεηήο κπνξεί λα έρεη 

κία πξώηε γλσξηκία θαη επαθή κε έλα παξαγσγηθό ζύζηεκα· ηελ ύπαξμε ηνπ νπνίνπ 

θαίλεηαη λα αγλννύλ εληειώο νη θνηηεηέο. Οη Jahnke θαη Wambach (2013) θξίλνπλ 

όηη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο πξέπεη λα ζρεδηάδνληαη 

δηδαθηηθέο παξεκβάζεηο κε ζέκα ηελ αμησκαηηθή νξγάλσζε, ώζηε νη καζεηέο λα είλαη 

ελήκεξνη γηα ηελ ύπαξμε ησλ αμησκάησλ, ηνπ ξόινπ ηνπο, αιιά θαη γηα ην πώο, 

εληέιεη, απνθαζίδνπλ νη καζεκαηηθνί πνηα αμηώκαηα ζα απνδερηνύλ. Κπξίσο ζην 

επίπεδν Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο, ε Γεσκεηξία ζε ζρέζε κε ηελ Άιγεβξα θαη 

ηελ Αλάιπζε, απνηειεί θαιύηεξν πιαίζην θαηαλόεζεο ηεο Αμησκαηηθήο Αλάπηπμεο 

κηαο Θεσξίαο (Clark, 2016). 

Παξόκνηεο ζέζεηο ππνζηεξίδνληαη θαη από έιιελεο επηζηήκνλεο, από ηνπο 

ζπληάθηεο ηόζν ηνπ πξνγξάκκαηνο ζπνπδώλ ηεο Α΄ Λπθείνπ πνπ εθαξκόδεηαη από ην 

2011 ζηα ζρνιεία ηεο Διιάδνο, όζν θαη ηνπ λένπ πξνγξάκκαηνο γηα ην Λύθεην πνπ 

ζπληάρζεθε ην 2015 ζην πιαίζην ηνπ πξνγξάκκαηνο «ΝΔΟ ΢ΥΟΛΔΗΟ (΢ρνιείν 21νπ 

αηώλα) – Νέν Πξόγξακκα ΢πνπδώλ». Δηδηθόηεξα, ζην πξώην αλαθέξεηαη όηη ε 

Θεσξεηηθή Γεσκεηξία κπνξεί λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα απνθηήζνπλ κηα αίζζεζε 

ηεο νηθνδόκεζεο κηαο Θεσξίαο (Φ.Δ.Κ. Β΄ 1168, ζ.16674). ΢ην δεύηεξν, σο έλαο από 

ηνπο δύν θύξηνπο ζηόρνπο ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζην Λύθεην, 
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θαζνξίδεηαη ε παξνπζίαζε ηεο Αμησκαηηθήο Θεκειίσζεο (σο ηξόπνπ νξγάλσζεο ηεο 

αλζξώπηλεο γλώζεο). Δπηπιένλ, σο έλαο από ηνπο βαζηθνύο ζθνπνύο ηεο 

Μαζεκαηηθήο Δθπαίδεπζεο αλαθέξεηαη ε κύεζε θαη ε αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο 

ζθέςεο. ΢ηα ραξαθηεξηζηηθά πνπ δηαθξίλνπλ ηνπο καζεηέο πνπ είλαη ηθαλνί γηα 

καζεκαηηθή ζθέςε ζεκεηώλεηαη θαη ε αλάπηπμε ηεο θαηαλόεζεο ηεο δηαθνξάο 

κεηαμύ ησλ νξηζκώλ, αμησκάησλ θαη ζεσξεκάησλ. Ζ θαηαλόεζε θαη αμηνιόγεζε 

κηαο ζεηξάο ινγηθώλ επηρεηξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ππνγξακκίδνληαη σο θύξηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ καζεηώλ πνπ είλαη ηθαλνί γηα καζεκαηηθό ζπιινγηζκό. Ζ 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία παξέρεη ην πιαίζην θαιιηέξγεηαο θαη αλάπηπμεο ησλ παξαπάλσ 

ραξαθηεξηζηηθώλ. 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία επηρεηξείηαη, κέζα από ην ζρεδηαζκό κηαο παξέκβαζεο, νη 

καζεηέο λα αληρλεύζνπλ ηε δνκή κηαο καζεκαηηθήο ζεσξίαο, ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο, εζηηάδνληαο ζηα δνκηθά ζηνηρεία ηεο. ΢ηελ παξάγξαθν πνπ αθνινπζεί 

παξνπζηάδνληαη νη ζέζεηο ζεκαληηθώλ εθπξνζώπσλ ηεο καζεκαηηθήο θνηλόηεηαο 

ζρεηηθά κε απηά. 

1.2 Παξνπζίαζε εξεπλεηηθώλ δεδνκέλσλ 

1.2.1 Αλαθνξέο ζηα δνκηθά ραξαθηεξηζηηθά θαη ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία 

ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο  

Γνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο 

΢ε θάζε Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα, ηα αμηώκαηα, νη νξηζκνί θαη ηα ζεσξήκαηα είλαη θύξηα 

ζηνηρεία ηνπ ζπζηήκαηνο. Κάζε ζύζηεκα πεξηέρεη επίζεο, έλα κηθξό αξηζκό 

απξνζδηόξηζησλ αξρηθώλ όξσλ. ΢ην ζύζηεκα απηό, γηα ην ζύλνιν ησλ αμησκάησλ 

πξέπεη λα ηθαλνπνηνύληαη θάπνηεο ηδηόηεηεο-αξρέο, όπσο ηεο ζπλέπεηαο, ηεο 

αλεμαξηεζίαο θαη ηεο πιεξόηεηαο. Οη ηδηόηεηεο-αξρέο ηεο ζπλέπεηαο ζρεηίδνληαη κε 

ηελ απαίηεζε ηεο κε ύπαξμεο ζην ζύζηεκα αληηθάζεσλ, δειαδή πξνηάζεσλ πνπ 

είλαη ηαπηόρξνλα αιεζήο θαη ςεπδήο. Ζ αξρή-ηδηόηεηα ηεο αλεμαξηεζίαο ζρεηίδεηαη 

κε ηελ κε ύπαξμε πεξηηηώλ αμησκάησλ ζε απηό. Γειαδή λα κελ ππάξρνπλ ζην 

ζύζηεκα αμηώκαηα πνπ κπνξεί λα απνδεηρζνύλ κε βάζε ηα ππόινηπα αμηώκαηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο. Ζ αξρή-ηδηόηεηα ηεο πιεξόηεηαο αθνξά ηε δπλαηόηεηα λα απνθαλνύκε 

γηα ηελ ηζρύ ή κε, θάζε πξόηαζεο, πνπ κπνξεί λα δηαηππσζεί κε ηνπο όξνπο θαη ηα 

αμηώκαηα ηνπ ζπζηήκαηνο. 

Απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ζε έλα Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα 



12 

  

Ζ δηαδηθαζία νξγάλσζεο ηεο γλώζεο ζε έλα ζύζηεκα ζπληειείηαη κε ηε βνήζεηα 

ηεο Αμησκαηηθήο Μεζόδνπ, θαη νλνκάδεηαη αμησκαηηθνπνίεζε. Με απηήλ, από έλα 

κηθξό αξηζκό αμησκάησλ παξάγνληαη όιεο νη πξνηάζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο. Ο De 

Villiers (1986) αλαθέξεηαη ζε δύν είδε αμησκαηηθνπνίεζεο, ηελ πεξηγξαθηθή 

(Descriptive Axiomatization) θαη ηελ επνηθνδνκεηηθή– θαηαζθεπαζηηθή (Constructive 

Axiomatization). Οη ιεηηνπξγίεο ηνπο είλαη δηαθνξεηηθέο, αιιά εμίζνπ ζεκαληηθέο. 

Κύξηα ιεηηνπξγία ηεο επνηθνδνκεηηθήο – θαηαζθεπαζηηθήο αμησκαηηθνπνίεζεο είλαη 

ε δεκηνπξγία λέαο γλώζεο. Έλα γλσζηό ζύλνιν αμησκάησλ, πνπ ηξνπνπνηείηαη κε 

αληηθαηάζηαζε, γελίθεπζε, αθαίξεζε ή πξνζζήθε αμησκάησλ ή ππνζπλόινπ 

αμησκάησλ, κπνξεί λα νδεγήζεη ζηελ παξαγσγή λέαο γλώζεο, όπσο ζηηο κε –

Δπθιείδεηεο Γεσκεηξίεο.  

Ο ηξόπνο αλάπηπμεο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο αληηζηνηρεί ζηελ πεξηγξαθηθή 

αμησκαηηθνπνίεζε, κέζσ ηεο νπνίαο επηηπγράλεηαη ε αλαδηνξγάλσζε ηεο ππάξρνπζαο 

καζεκαηηθήο γλώζεο. Μπνξεί κε ηελ πεξηγξαθηθή αμησκαηηθνπνίεζε λα κε 

παξάγεηαη λέα γλώζε, αιιά επηηεινύληαη ζεκαληηθέο ιεηηνπξγίεο. Μία από απηέο 

είλαη ν εληνπηζκόο ησλ θξπκκέλσλ ππνζέζεσλ-παξαδνρώλ δειαδή, ε αλαθάιπςε 

ζεσξεκάησλ πνπ ζηηο απνδείμεηο ηνπο ρξεζηκνπνηνύλ ππνζέζεηο-παξαδνρέο πνπ δελ 

πεξηιακβάλνληαη ζηα αμηώκαηα. Γηα παξάδεηγκα, νη παξαδνρέο πνπ εληνπίδεη ν Pasch 

ζηα ζηνηρεία ηνπ Δπθιείδε πνπ αθνξνύλ ηελ έλλνηα ηνπ «κεηαμύ». Μία εμίζνπ 

ζεκαληηθή ιεηηνπξγία ηεο αμησκαηηθνπνίεζεο είλαη ε αλαγλώξηζε ησλ θπθιηθώλ 

ζπιινγηζκώλ κε ζηόρν ηελ εμαζθάιηζε ηεο εγθπξόηεηαο ησλ εμαγόκελσλ 

απνηειεζκάησλ. Καηά ηελ παξαγσγηθή νξγάλσζε όισλ ησλ πξνηάζεσλ ζε έλα 

ζύζηεκα, νη απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο παξάγνληαη βάζε κόλν 

πξνηάζεσλ, πνπ έρνπλ ήδε απνδεηρζεί κε παξάιιειε ρξήζε ησλ νξηζκώλ θαη ησλ 

αμησκάησλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Αλ ζε θάπνηα απόδεημε ρξεζηκνπνηείηαη πξόηαζε πνπ 

απνδεηθλύεηαη ζηε ζπλέρεηα,(θαηλόκελν θπθιηθνύ ζπιινγηζκνύ), ε απόδεημε δελ 

είλαη έγθπξε. Ζ αμησκαηηθνπνίεζε κπνξεί λα ζπκβάιιεη ζε κία ζπλνιηθή αληίιεςε 

ελόο ζέκαηνο γηα παξάδεηγκα, ζηελ αληίιεςε ηεο δνκήο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 

σο ζώκα. Δπηπιένλ, κπνξεί λα νδεγήζεη ζε αλαθάιπςε ελαιιαθηηθώλ αλεμάξηεησλ 

ζπζηεκάησλ, πην νηθνλνκηθώλ, θνκςώλ θαη επέιηθησλ (πρ. ηα αμηώκαηα Bachman 

ζηελ πξνβνιηθή Γεσκεηξία). ΢εκαληηθόηαηε είλαη ε ζπλεηζθνξά θαη ρξήζε ηεο ζε 

εθαξκνγέο εθηόο ηεο καζεκαηηθήο επηζηήκεο, όπσο, ε αμηνπνίεζε ηεο Άιγεβξαο ηνπ 
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Boolean, ζηε κειέηε θαη αλάπηπμε ησλ ςεθηαθώλ ειεθηξνληθώλ θπθισκάησλ (De 

Villiers, 1986). 

Φύζε θαη ξόινο ησλ αμησκάησλ ζε έλα ζύζηεκα 

Σα αμηώκαηα ζε θάζε ζεσξία, γηα ηνπο καζεκαηηθνύο, είλαη απιά, ζπκβάζεηο. 

Πιένλ ζηελ επνρή καο, νη καζεκαηηθνί πηνζεηνύλ αμηώκαηα ή ππνζέζεηο θαη 

εξγάδνληαη κε απηά ρσξίο λα ηα ζεσξνύλ σο εκθαλείο ή απνιύησο αιεζείο. 

Δληνύηνηο, ν ππνζεηηθόο ραξαθηήξαο ησλ αμησκάησλ «παξακέλεη θξπκκέλνο από ηνπο 

πεξηζζόηεξνπο καζεηέο» όπσο αλαθέξεη ν Jahnke ην 2010 (Zaslavsky et al., 2011). 

Ίζσο ζηε Γεσκεηξία, ιόγσ ησλ πηζαλώλ ζπλδέζεσλ ησλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ 

κε ηα αληηθείκελα ηνπ πξαγκαηηθνύ θόζκνπ, λα παξαπνηείηαη ε αληίιεςε γηα ηε θύζε 

ησλ αμησκάησλ. Απηή ε ζύλδεζε όκσο δελ κπνξεί λα απνδείμεη ηηο ηδηόηεηεο ησλ 

ζρεκάησλ, όπσο ραξαθηεξηζηηθά επηζεκαίλεη ν Poincaré ην 2001, ν νπνίνο 

απνζαθελίδεη όηη ηα γεσκεηξηθά αμηώκαηα δελ είλαη νύηε ζπλζέζεηο πνπ πξνθύπηνπλ 

από ηε δηαίζζεζε (à priori), νύηε πεηξακαηηθά δεδνκέλα (Herbst et al., 2010).  

Σα αμηώκαηα θαηά ηνλ DeVilliers (1996), απνηεινύλ απαξαίηεηα ζεκεία 

εθθίλεζεο ("necessary starting points") ησλ καζεκαηηθώλ ζπζηεκάησλ. Δλώ ε 

Grigoriadou (2012) ππνζηεξίδεη όηη είλαη ηα βαζηθά δνκηθά ζηνηρεία ηεο Δπθιείδεηαο 

Γεσκεηξίαο. ΢ηεξηδόκελνη ζε απηά, όπσο θαη ζηνπο νξηζκνύο, κπνξνύκε λα 

παξάγνπκε άιιεο γεληθέο πξνηάζεηο (Jahnke&Wambach, 2013). Γηαθνξεηηθή, όπσο 

αλαθέξεη ν Dawkins ην 2014, είλαη ε άπνςε ηνπ Freudenthal ζρεηηθά κε ηα αμηώκαηα 

θαη ην ξόιν ηνπο ζηελ νξγάλσζε κηαο ζεσξίαο, ν νπνίνο ην 1973 επηζεκαίλεη όηη, 

ζηελ παξνπζίαζε ησλ επίζεκσλ καζεκαηηθώλ, νη θαζεγεηέο αληηκεησπίδνπλ ηα 

αμηώκαηα σο ζεκεία εθθίλεζεο (“starting points”), αιιά ν ίδηνο ζεσξεί όηη είλαη νη 

ηειεπηαίεο πηλειηέο (“final touches”) ζηελ νξγάλσζε κηαο καζεκαηηθήο ζεσξίαο. 

Φύζε θαη ξόινο ησλ νξηζκώλ ζε έλα ζύζηεκα 

΢ε θάζε ζύζηεκα νη νξηζκνί, όπσο θαη ηα αμηώκαηα, είλαη απζαίξεηεο ζπκβάζεηο. 

΢ηε Γεσκεηξία όκσο, πνπ νη έλλνηεο είλαη ηόζν βαζηά εκπεηξηθά ξηδσκέλεο, νη 

νξηζκνί ηείλνπλ λα κε είλαη θαη ηόζν απζαίξεηεο ζπκβάζεηο. Κάηη πνπ επηζεκαίλεη ν 

Poincaré ην 1968 κε ηε θξάζε «κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη νη αξρέο ηεο 

Γεσκεηξίαο είλαη κόλν ζπκβάζεηο· αιιά, απηέο νη ζπκβάζεηο δελ είλαη απζαίξεηεο, 

θαη αλ κεηαθεξζνύλ ζε έλαλ άιιν θόζκν (ηνλ νπνίν απνθαιώ κε Δπθιείδεην θαη πνπ 
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πξνζπαζώ λα θαληαζηώ) είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα ηηο αιιάμνπκε» (Mariotti& 

Fischbein, 1997). 

Ο Freudenthal ην 1973 απνθαιεί θαη ηνπο νξηζκνύο, «ηειεπηαίεο πηλειηέο» ζηελ 

νξγάλσζε κηαο Θεσξίαο, όπσο ηα αμηώκαηα, ζεκεηώλνληαο όηη νη πεξηζζόηεξνη 

νξηζκνί δελ είλαη πξνθαζνξηζκέλνη, αιιά δηακνξθώλνληαη εθ ησλ πζηέξσλ. Δπίζεο 

αλαθέξεη όηη κε ηνπο νξηζκνύο πεξηγξάθνληαη γλσζηά αληηθείκελα (DeVilliers,1998), 

ελώ γηα ηνπο Mariotti θαη Fischbein (1997), κε απηνύο εηζάγνληαη ηα αληηθείκελα ή ηα 

ζηνηρεία. Απηνί επηζεκαίλνπλ ηελ άπνςε ηνπ DeVilliers, όηη κέζσ ησλ νξηζκώλ 

ηαμηλνκνύληαη ηα γεσκεηξηθά αληηθείκελα, θαη ν νπνίνο ην 1998, πξνζδηνξίδεη ην 

ξόιν ησλ νξηζκώλ ρξεζηκνπνηώληαο ηελ έθθξαζε «ζπζηεκαηνπνίεζε ηεο 

ππάξρνπζαο γλώζεο».  

Καηά ηνλ Vinner (2002), κέζσ ησλ νξηζκώλ θαηαθηώληαη νη έλλνηεο, αθνύ 

ζπληεινύλ ζηε δηακόξθσζε ηεο εηθόλαο ηεο έλλνηαο, δειαδή, ηεο γλσζηηθήο δνκήο 

πνπ ζρεκαηίδεη ην άηνκν ζρεηηθά κε απηήλ. Αληηζηνίρσο, παξαλνήζεηο πνπ πεγάδνπλ 

από ηελ ζρεκαηηδόκελε εηθόλα ηεο έλλνηαο, κπνξνύλ λα απνζαθεληζηνύλ κε ηε 

βνήζεηα ησλ νξηζκώλ. Δπηπξόζζεηα, νη νξηζκνί, όπσο αλαθέξνπλ νη Zaslavsky θαη 

Shir (2005), δεκηνπξγνύλ ηηο βάζεηο γηα ηηο απνδείμεηο θαη ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ. 

Σέινο, νη ίδηνη επηζεκαίλνπλ όηη νη νξηζκνί δηεπθνιύλνπλ ηε δηαθίλεζε θαη 

επηθνηλσλία ησλ καζεκαηηθώλ ηδεώλ.  

Φύζε θαη ξόινο ησλ ζεσξεκάησλ ζε έλα ζύζηεκα 

΢ε ό,ηη αθνξά, εηδηθόηεξα, ζηα ζεσξήκαηα μερσξίδνπλ δύν νπηηθέο. Οη Mariotti 

θαη ζπλ. (1997) ζεσξνύλ όηη έλα «καζεκαηηθό ζεώξεκα» είλαη έλα ζύζηεκα πνπ 

απαξηίδεηαη από ηξία κέξε: κία δήισζε, κία απόδεημε θαη έλα «ζώκα ζεσξίαο» ή κηα 

«ζεσξία αλαθνξάο». Οπζηαζηηθά ην ηξίην απηό κέξνο, ην «ζώκα ζεσξίαο», απνηειεί 

ην ζεσξεηηθό πιαίζην, δειαδή ην ζύζηεκα ησλ αξρώλ, ησλ θαλόλσλ θαη ησλ 

ζπκπεξαζκάησλ ζην νπνίν έρεη λόεκα ε απόδεημε ηεο δήισζεο (Mariotti, 2000). Δλώ 

νη Jahnke &Wambach (2013) εθηηκνύλ όηη θάζε ζεώξεκα κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα 

πξόηαζε-δήισζε ηεο κνξθήο «εάλ- ηόηε». Γελ αλαθέξνληαη ζηελ εμσηεξηθή κνξθή 

ηνπ ζεσξήκαηνο, αιιά ζην γεγνλόο όηη ε αιήζεηα ελόο ζεσξήκαηνο εμαξηάηαη από 

ηελ αιήζεηα άιισλ δειώζεσλ. Έηζη θξίλνπλ όηη κε ηελ πξόηαζε-δήισζε ηεο κνξθήο 

«εάλ Α ηόηε Β», (είηε δειώλεηαη ξεηά είηε ππνλνείηαη), έλα καζεκαηηθό ζεώξεκα δελ 

αθνξά έλα «γεγνλόο Β», αιιά «ην ζπκπέξαζκα Β πνπ εμάγεηαη σο ζπλέπεηα ηεο 
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ππόζεζεο Α». Δπηζεκαίλνπλ όηη ε απόιπηε βεβαηόηεηα ησλ Μαζεκαηηθώλ δελ 

βξίζθεηαη ζηα γεγνλόηα, αιιά ζηα ζπκπεξάζκαηα. Σέινο, νη ίδηνη επηζεκαίλνπλ όηη ε 

θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ ησλ παξαδνρώλ, ησλ αμησκάησλ θαη ησλ ππνζέζεσλ είλαη 

ζεκαληηθή γηα λα θαηαλνήζεη θάπνηνο ηη είλαη απόδεημε. 

Παξάιιεια, ε νξγάλσζε, ε ηαμηλόκεζε, θαη ε παξαγσγηθή δηάηαμε, ηόζν ησλ 

ζεσξεκάησλ όζν θαη ησλ νξηζκώλ ζε έλα καζεκαηηθό ζύζηεκα δηεπθνιύλνπλ ηε 

κάζεζε· γηαηί ζπλδένπλ ινγηθά ηηο πξνεγνύκελεο άζρεηεο θαη κεκνλσκέλεο έλλνηεο 

θαη δειώζεηο. Δπνκέλσο, είλαη πην εύθνιν θάπνηνο λα ζπγθξαηήζεη ζηε κλήκε 

ζπλαθείο έλλνηεο. Δθηόο όκσο από ηνπο καζεζηαθνύο θαη παηδαγσγηθνύο ξόινπο, 

ζεκαληηθόο ξόινο, επηζηεκνινγηθήο θύζεσο, είλαη ν έιεγρνο ησλ αζπλεπεηώλ θαη ε 

απνθπγή θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ πνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ παξαπάλσ δηάηαμε 

(DeVilliers, 1986). 

Φύζε θαη ξόινο ηεο απόδεημεο ζε έλα ζύζηεκα 

΢ηελ Διιάδα, αιιά θαη παγθνζκίσο, ην ελδηαθέξνλ πνιιώλ εξεπλεηώλ 

επηθεληξώλεηαη ζηελ απόδεημε θαη ηνλ πνιπζρηδή ξόιν ηεο. ΢ηελ παξνύζα έξεπλα, ην 

ελδηαθέξνλ εζηηάδεηαη ζην ξόιν ηεο ζηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο ηεο 

Γεσκεηξίαο. Ο Balacheff, (2010) δειώλεη όηη ε «έλλνηα ηεο απόδεημεο» δελ είλαη 

απηόλνκε, αιιά άξξεθηα ζπλπθαζκέλε κε ηελ έλλνηα ηεο «επηθύξσζεο κηαο 

δήισζεο» θαη ηελ «έλλνηα κηαο ζεσξίαο». Κάηη πνπ, όπσο ν ίδηνο αλαθέξεη, έρεη 

ραξαθηεξηζηηθά πεξηγξαθεί θαη από ηελ ηηαιηθή ζρνιή θαη εηδηθόηεξα από ηνπο 

Mariotti ην 1997. Παξάιιεια, κε ηε θξάζε ηνπ «ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία δελ είλαη 

πεξηζζόηεξν αιεζήο από ηε Γεσκεηξία ηνπ Riemannian», νπζηαζηηθά πηνζεηεί ηελ 

άπνςε πνπ δηαηύπσζε ν Habermas ην1999. ΢ύκθσλα κε απηήλ, ν βαζηθόο ξόινο ηεο 

απόδεημεο δελ έγθεηηαη ζηελ απόδεημε ηεο αιήζεηαο κηαο δήισζεο, αιιά ζηελ 

απόδεημε ηεο εγθπξόηεηαο ηεο δήισζεο απηήο κέζα ζην θαζνξηζκέλν πιαίζην κηαο 

Θεσξίαο. Παξ’όια απηά, θαηά ηε δηδαζθαιία ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο, ν 

παξαπάλσ ξόινο ηεο απόδεημεο απνζησπείηαη θαη θαίλεηαη παξαδνζηαθά λα 

θαιιηεξγείηαη ε ηδέα όηη ε απόδεημε θαζηεξώλεη ηελ αιήζεηα (Zaslavsky et al, 2011). 

Σν 1976 o Bell δηαθξίλεη ηξεηο δηαηάζεηο ζην ξόιν ηεο απόδεημεο, ηεο 

επηβεβαίσζεο (“verification or justification”), ηεο δηαθώηηζεο (“illumination”), ηνλ 

νπνίν ν DeVilliers κεηνλνκάδεη ζε επεμήγεζε (“explanation”), θαη ηεο 

ζπζηεκαηνπνίεζεο (systematization) (Dawkins, 2014). ΢ηνπο παξαπάλσ ξόινπο, ην 
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1990, ν DeVilliers πξνζζέηεη άιινπο δύν, απηνύο ηεο αλαθάιπςεο (“discovery”) θαη 

ηεο επηθνηλσλίαο (“communication”). Οη πέληε απηνί δηαθνξεηηθνί ξόινη ζρεηίδνληαη 

κε πέληε δηαθνξεηηθέο ιεηηνπξγίεο ηεο απόδεημεο: ηεο αιήζεηαο-επηθύξσζεο κηαο 

δήισζεο, ηεο εμήγεζεο, δειαδή, γηαηί είλαη αιεζήο κηα δήισζε, ηεο νξγάλσζεο ζε 

έλα επξύηεξν παξαγσγηθό ζύζηεκα, ηεο αλαθάιπςεο ή εθεύξεζεο λέσλ επξεκάησλ 

θαη ηεο κεηαθνξάο καζεκαηηθήο γλώζεο (Hanna & Barbeau, 2010). ΢ε απηνύο, όπσο 

αλαθέξεη ν CadwalladerOlsker ην (2011) νη Auslander θαη Weber πξόζζεζαλ θαη ην 

ξόιν ηεο δηθαίσζεο ελόο νξηζκνύ (“justification of definitions”). Ο πξώηνο 

ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη σο παξάδεηγκα ην ζεώξεκα ησλ ελδηακέζσλ ηηκώλ πνπ 

δηθαηώλεη ηνλ νξηζκό ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Ο δεύηεξνο ζεκεηώλεη 

επηπιένλ όηη κέζσ ησλ απνδείμεσλ αλαδεηθλύνληαη ηερληθέο θαη κέζνδνη όπσο ηεο 

καζεκαηηθήο επαγσγήο ή ηεο άηνπνπ απαγσγήο. Δπηπιένλ, ν Weber αλαθέξεη όηη 

ζηόρνο θάπνησλ απνδείμεσλ είλαη λα δηεπθξηλίζνπλ ην ηξίην κέξνο ελόο ζεσξήκαηνο, 

όπσο πεξηγξάθεθε παξαπάλσ, θαηά ηνπο Mariotti θαη ζπλ. ην 1997, ιέγνληαο 

ραξαθηεξηζηηθά όηη «νη απνδείμεηο δηθαηώλνπλ ηε ρξήζε ελόο νξηζκνύ ή ηεο 

αμησκαηηθήο δνκήο (Dawkins, 2014). 

1.2.2. Γεδνκέλα γηα ηελ θαηαλόεζε ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ηε δνκή ηνπ 

αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο 

Ζ εκπεηξηθή πξνέιεπζε πνιιώλ ελλνηώλ ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο επεξεάδεη 

θαη δηακνξθώλεη ηηο αληηιήςεηο ζρεηηθά κε ηε θύζε ησλ αμησκάησλ θαη ησλ νξηζκώλ. 

Ζ αληίιεςε όηη ηα αμηώκαηα είλαη απηνλόεηεο αιήζεηεο ("self-evident truths) 

ηξνπνπνηήζεθε θαη άιιαμε κε ηελ αλαθάιπςε θαη απνδνρή ησλ κε Δπθιείδεησλ 

Γεσκεηξηώλ. Ωζηόζν απηή ηελ «θιαζηθή» άπνςε όηη, ηα αμηώκαηα απνηεινύλ 

πξνηάζεηο πνπ απνδερόκαζηε ρσξίο απόδεημε, γηαηί εθθξάδνπλ πξνθαλείο-

απηνλόεηεο αιήζεηεο, αληρλεύεη ζηηο αληηιήςεηο ησλ κηζώλ θνηηεηώλ, κειινληηθώλ 

θαζεγεηώλ καζεκαηηθώλ ζε έξεπλα πνπ δηεμάγεη ν DeVilliersην 1984. Παξόκνηεο 

αληηιήςεηο εκθαλίδνληαη αλάκεζα ζε θνηηεηέο θαη δαζθάινπο γηα ηνπο νξηζκνύο. Οη 

νπνίνη, όπσο πξνθύπηεη από ηηο αλαθνξέο ησλ Linchevski, Vinner θαη Karsenty 

(1992), δελ θαίλεηαη λα αληηιακβάλνληαη όηη νη νξηζκνί ζηα καζεκαηηθά είλαη 

απζαίξεηνη. Ούηε θαηαιαβαίλνπλ όηη νη νξηζκνί νθείινπλ λα είλαη νηθνλνκηθνί, 

δειαδή λα κελ πεξηέρνπλ πεξηηηέο πιεξνθνξίεο (DeVilliers, 1986, 1998). 

Μεγάινο αξηζκόο εξεπλώλ ζε παγθόζκην επίπεδν εζηηάδεη ζηηο δπζθνιίεο 

θαηαλόεζεο πνπ ζπλαληνύλ νη καζεηέο ζην κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο θαη ζηηο 
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δηαδηθαζίεο ηεο. Ο Nikoloudakis (2010) αλαθέξεη πιήζνο εξεπλώλ πνπ θαηαγξάθνπλ 

ηηο δπζθνιίεο απηέο (VanHieles, 1986; Hoffer, 1981; Usiskin 1982;1987; Burger and 

Shaughnessy, 1986; Crowley 1987; Fuys, Geddes, and Tischler 1988; Gutierrez, 

Jaime, and Fortuny 1991; Mason 1997; Wirszup, 1976). Παξόκνηεο έξεπλεο 

δηεμάγνληαη θαη ζηελ Διιάδα, όπσο ηνπ Εάρνπ ην (2000) θαη ηνπ Σδίθα ην (2005) 

(όπσο αλαθ. ζην Ηγγιέδνπ, 2014). 

Σν 1984 νη Human θαη ζπλ. ζε κειέηε δηαπηζηώλνπλ όηη νη καζεηέο πνπ 

δηδάζθνληαη ηε Γεσκεηξία κε παξαδνζηαθέο δηδαθηηθέο πξνζεγγίζεηο, εκθαλίδνπλ 

δπζθνιίεο ζηε δηάθξηζε κεηαμύ ησλ αμησκάησλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ. Αδπλαηνύλ λα 

αληηιεθζνύλ ηελ αλάγθε απνδνρήο θάπνησλ πξνηάζεσλ σο αμηώκαηα, κέζσ ησλ 

νπνίσλ ζηε ζπλέρεηα κπνξνύλ λα απνδεηρηνύλ ηα ζεσξήκαηα ηεο Γεσκεηξίαο. 

(DeVilliers, 1986). Αξγόηεξα, ην 1986, ν Schoenfeld θαηαγξάθεη ηηο δπζθνιίεο ησλ 

καζεηώλ ζηελ θαηαλόεζε ηεο θύζεο ηεο απόδεημεο. Σέινο, ην 1990 νη Hershkowitz 

θαη ζπλ. ζε επηζθόπεζε εξεπλώλ, παξνπζηάδνπλ ηηο δπζθνιίεο πνπ εκθαλίδνπλ νη 

καζεηέο ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ελόο καζεκαηηθνύ 

ζπζηήκαηνο (όπσο αλαθ. ζην Ηγγιέδνπ, 2014). 

Μεκνλσκέλα θάπνηνη εξεπλεηέο, αιιά θαη νξγαλσκέλεο νκάδεο επηζηεκόλσλ 

ζρεδηάδνπλ θαη πινπνηνύλ δηδαθηηθέο παξεκβάζεηο πνπ ζηνρεύνπλ ζηελ αλάδεημε θαη 

θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ ζηε Γεσκεηξία. 

Έηζη, ην 1977 νκάδα εξεπλεηώλ από ην παλεπηζηήκην ηνπ Stellenbosch δηεμάγεη 

επξεία έξεπλα, ην πείξακα ηνπ USEME, κε δύν θύξηνπο ζηόρνπο: Σελ αλάπηπμε ηεο 

ηθαλόηεηαο θαηαζθεπήο νηθνλνκηθώλ νξηζκώλ γηα γεσκεηξηθέο έλλνηεο θαη ηεο 

θαηαλόεζεο ηεο θύζεο θαη ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη απόδεημεο 

(DeVilliers, 1996, 1998). Σν 2000, ν Θσκαΐδεο ζρεδηάδεη παξέκβαζε θαη εμεηάδεη ηελ 

αλαγλσζηηθή ηθαλόηεηα καζεηώλ ζηελ θαηαλόεζε βαζηθώλ αξρώλ ηεο αλάπηπμεο ηεο 

αμησκαηηθήο ζεσξίαο (Θσκαΐδεο, 2000). Σν 2012, ε Grigoriadou ζηελ δηδαθηνξηθή 

ηεο δηαηξηβή αλαπηύζζεη δηδαζθαιία ηξηώλ ζηαδίσλ. ΢ηόρνο ηνπ ηξίηνπ ζηαδίνπ είλαη 

ε θαηαλόεζε ηεο αλάγθεο ύπαξμεο ησλ αμησκάησλ-ζεσξεκάησλ (Grigoriadou, 2012). 

Ζ κεζνδνινγία θαη ηα εξγαιεία πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηηο πξναλαθεξζείζεο 

παξεκβάζεηο είλαη δηαθνξεηηθέο. ΢ην πείξακα USEME ρξεζηκνπνηείηαη ε 

θαζνδεγνύκελε αλαθάιπςε κε ηε βνήζεηα θαηάιιεια δηακνξθσκέλσλ αζθήζεσλ- 

έξγσλ. Μηθηή κέζνδνο κε παξαδνζηαθή δηδαζθαιία, ζπδήηεζε θαη εξγαζία ζε νκάδεο 
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εθαξκόδεη ν Θσκαΐδεο (2000), ελώ ε Grigoriadou(2012) επηρεηξεί επίηεπμε ησλ 

ζηόρσλ ηεο κέζα από δηαινγηθή ζπδήηεζε.  

Αλαιπηηθόηεξα, ζηελ πξώηε παξέκβαζε, ζην πείξακα ηνπ USEME, δόζεθε κηα 

ζεηξά αζθήζεσλ ζηνπο καζεηέο πνπ νδεγνύζαλ ζε θπθιηθά επηρεηξήκαηα. Ζ 

αλαγλώξηζε απηήο ηεο θπθιηθόηεηαο, πνπ ήηαλ πνιύ δύζθνιε γηα αξθεηνύο καζεηέο, 

πξνζπειάζηεθε κέζα από πνιπάξηζκεο αζθήζεηο-δνθηκέο θαη ζρεηηθέο ππνδείμεηο. 

Σειηθά, νη καζεηέο δηαπίζησζαλ όηη, όζν θαη αλ πξνζπαζνύλ, δελ κπνξνύλ λα 

απνδείμνπλ όιεο ηηο πξνηάζεηο ζε έλα ζύζηεκα, ρσξίο λα ππνπέζνπλ ζε θπθιηθό 

ζπιινγηζκό. Γειαδή, θαηαλόεζαλ όηη είλαη αλαγθαία ε απνδνρή αλαπόδεηθηα 

θάπνησλ πξνηάζεσλ σο ζεκεία εθθίλεζεο. Δπηπιένλ, δηαπηζηώζεθε όηη νη καζεηέο 

αλέπηπμαλ βαζύηεξε θαηαλόεζε ηεο θύζεο ησλ αμησκάησλ θαη ηθαλόηεηα 

αλαγλώξηζεο θπθιηθώλ θαη κε έγθπξσλ ζπιινγηζκώλ (DeVilliers, 1996). 

Αληηζηνίρσο γηα ηνπο νξηζκνύο, δόζεθε νκάδα αζθήζεσλ πνπ βνεζνύζε ηνπο 

καζεηέο λα αληηιεθζνύλ όηη, αλ θαη κία έλλνηα κπνξεί λα νξηζηεί κε δηαθνξεηηθνύο 

ελαιιαθηηθνύο ηξόπνπο, είλαη ζεκαληηθό λα νξηζηεί κε ηνλ πην νηθνλνκηθό ηξόπν θαη 

παξάιιεια λα νδεγεί ζε ζύληνκεο απνδείμεηο ησλ ηδηνηήησλ. Δπίζεο, δεηήζεθε ε 

θαηαζθεπή νξηζκώλ. Ζ πεηξακαηηθή νκάδα εκθάληζε πςειόηεξα πνζνζηά επηηπρίαο 

ζηελ θαηαζθεπή νξζώλ θαη νηθνλνκηθώλ νξηζκώλ (DeVilliers, 1998). 

Ζ δεύηεξε παξέκβαζε, ηνπ Θσκαΐδε, αθνξνύζε ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ 

επζεηώλ θαη απνηεινύληαλ από ηέζζεξηο θάζεηο. ΢ηελ πξώηε αθνινπζήζεθε 

παξαδνζηαθνύ ηύπνπ δηδαζθαιία, ζηελ νπνία παξνπζηάζηεθαλ ν νξηζκόο ηεο 

παξαιιειίαο, ην Δπθιείδεην αίηεκα θαη νη απνδείμεηο θάπνησλ ζεσξεκάησλ ύπαξμεο. 

΢ηε δεύηεξε, κε ρξήζε ηζηνξηθνύ ζεκεηώκαηνο πξνθιήζεθε ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηε 

θύζε ησλ αμησκάησλ. ΢ηελ ηξίηε θάζε, αλαγλώζηεθαλ θαη ζρνιηάζηεθαλ νη 

απνδείμεηο θάπνησλ ζεσξεκάησλ. ΢ηελ ηειεπηαία θάζε, δεηήζεθε από ηνπο καζεηέο 

πνπ εξγάδνληαλ ζε νκάδεο, λα απνδείμνπλ θάπνηα ηδηόηεηα- πόξηζκα. Παξαηεξήζεθε 

όηη, αλ θαη νη καζεηέο αλαπηύζζνπλ επηρεηξήκαηα θαη είλαη ζε ζέζε λα παξάγνπλ 

απνδεηθηηθνύο ζπιινγηζκνύο, εληνύηνηο, ζπρλά εκθαλίζηεθαλ θαηλόκελα «θαύινπ 

θύθινπ», δειαδή θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ. Γηαπηζηώζεθε, ινηπόλ, όηη νη καζεηέο 

αληηκεησπίδνπλ δπζθνιίεο ζηελ θαηαλόεζε ηεο παξαγσγηθήο δηάηαμεο ησλ 

πξνηάζεσλ ζην αμησκαηηθό ζύζηεκα (Θσκαΐδεο, 2000). 

Σέινο, ζηελ ηξίηε παξέκβαζε, ηεο Grigoriadou (2012), ε δεκηνπξγία ελόο 

«ράξηε» πνπ πεξηείρε όιεο ηηο πξνηάζεηο ηηο νπνίεο είραλ απνδείμεη νη καζεηέο, θαζώο 
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θαη ν ζρεδηαζκόο θαη ε ζύλδεζε ησλ ζρέζεσλ θάζε πξόηαζεο κε ηηο πξνεγνύκελεο 

πξνηάζεηο, έδσζε ην έλαπζκα γηα ηελ αξρή κηαο ζπδήηεζεο. Με θαηάιιειεο 

εξσηήζεηο πξνο ηνπο καζεηέο, απηνί άξρηζαλ λα αληηιακβάλνληαη κέζσ κηαο 

«δηαδηθαζίαο πξνο ηα πίζσ», όηη ππάξρνπλ θάπνηεο πξνηάζεηο, δειαδή ηα αμηώκαηα, 

από ηηο νπνίεο πξνέξρνληαη όιεο νη ππόινηπεο πξνηάζεηο. (Grigoriadou, 2012). 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηνπλ ηξία βαζηθά ζπκπεξάζκαηα: Πξώηνλ, ε 

Δπθιείδεηα Γεσκεηξία απνηειεί έλα από ηα πην απιά κνληέια δηδαζθαιίαο κηαο 

ζεσξίαο. Γεύηεξνλ, ε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, ησλ 

νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζε κία καζεκαηηθή ζεσξία απνηεινύλ 

νπζηαζηηθά δεηήκαηα ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο. Σξίηνλ, ελαιιαθηηθέο 

πξνζεγγίζεηο ζηε δηδαζθαιία ζα κπνξνύζαλ λα επηθέξνπλ κεηαβνιέο ζε δεηήκαηα 

αληίιεςεο θαη θαηαλόεζεο απηώλ ησλ ξόισλ. Απηά ηα ζπκπεξάζκαηα ζε ζπλδπαζκό 

κε ην γεγνλόο όηη ην κάζεκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο δηδάζθεηαη ζηηο δύν πξώηεο 

ηάμεηο ηνπ Λπθείνπ ζηα ζρνιεία ζηελ Διιάδα, δηακνξθώλνπλ ηηο πξνϋπνζέζεηο θαη 

αηηηνινγνύλ ηελ αλάγθε ζρεδηαζκνύ δηδαθηηθώλ εξεπλεηηθώλ παξεκβάζεσλ, όπσο ε 

παξνύζα· παξεκβάζεηο δειαδή, πνπ δηαπξαγκαηεύνληαη δεηήκαηα ζρεηηθά κε ηε 

δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. Αξσγόο ζε απηή ηελ πξνζπάζεηα είλαη ε 

γλσζηηθή αλάπηπμε ηεο ιεηηνπξγίαο ελόο ζπιινγηζκνύ πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ 

ελόηεηα πνπ αθνινπζεί. 

Αλάιπζε ηνπ Duval γηα ηε ιεηηνπξγία ελόο ζπιινγηζκνύ 

Ο Duval (όπσο αλαθ. ζην Boero, 2007) παξνπζηάδεη ηε ζεώξεζή ηνπ γηα ηελ 

αλάιπζε ηεο γλσζηηθήο πνιππινθόηεηαο ηεο ιεηηνπξγίαο ελόο ζπιινγηζκνύ. ΢ε 

απηήλ αλαπηύζζεη ηηο ελλνηνινγηθέο δηαζηάζεηο κηαο πξόηαζεο. Αλαγλσξίδεη ηξεηο 

δηαζηάζεηο, ην πεξηερόκελν (“content”), ηελ εγθπξόηεηα (“value”) θαη ηε ζέζε 

(“status”) ηεο πξόηαζεο. ΢ρεηηθά κε ηελ πξώηε δηάζηαζε, ηνπ πεξηερνκέλνπ, 

δηαθξίλεη ην πεξηερόκελν κηαο πξόηαζεο ζε πεξηερόκελν πεξηγξαθήο (“report”), όπσο 

πξνθύπηεη κέζα από ηελ παξαηήξεζε ησλ αληηθεηκέλσλ ή ησλ θαηαζηάζεσλ, θαη ζε 

ζεσξεηηθό πεξηερόκελν(“theoretical”). Σε δεύηεξε δηάζηαζε, ηεο εγθπξόηεηαο ηε 

δηαρσξίδεη ζε: επηζηεκνινγηθή εγθπξόηεηα (“epistemic” ), ζε ινγηθή αιήζεηα 

(“logical truth”) θαη επηθνηλσληαθή (“communication”). Τπνζηεξίδεη όηη ε ζύλδεζε 

αλάκεζα ζηελ επηζηεκνινγηθή εγθπξόηεηα θαη ηελ ινγηθή αιήζεηα απνηειεί 

θαζνξηζηηθό ζεκείν γηα ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία θαη ηελ θαηαλόεζε γηα ην πώο 

ιεηηνπξγεί ε απόδεημε ζηα Μαζεκαηηθά.  
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Ωο ζέζε (“status”) ηεο πξόηαζεο νξίδεη ηελ εηδηθή ιεηηνπξγία πνπ έρεη θάζε 

πξόηαζε ζε ζρέζε κε άιιεο πξνηάζεηο ζε έλαλ ζπιινγηζκό ή κηα απόδεημε. 

Γηαρσξίδεη απηόλ ηνλ ξόιν θάζε πξόηαζεο ζε δύν επίπεδα. ΢ην ηνπηθό επίπεδν 

νξγάλσζεο κηαο πξόηαζεο πνπ απνθαιεί ιεηηνπξγηθή ζέζε (“operating status”) θαη 

ζην αλώηεξν επίπεδν νξγάλσζεο πνπ απνθαιεί ζεσξεηηθή ζέζε (“theoretical 

status”). Σν ηνπηθό αλαθέξεηαη ζην πηζαλό ξόιν πνπ κπνξεί λα έρεη κία πξόηαζε ζε 

έλα ζπιινγηζκό. Σν ζεσξεηηθό ζην ξόιν πνπ κπνξεί λα έρεη κία πξόηαζε ζην πιαίζην 

κηαο ζεσξίαο θαη ζηελ νξγάλσζε απηήο κέζα ζε έλα ζύλνιν πξνηάζεσλ όπσο 

αμίσκα, νξηζκόο ζεώξεκα θαη εηθαζία. 

Γηα ηνλ Duval, θάζε παξαγσγηθόο ζπιινγηζκόο έρεη δύν επίπεδα νξγάλσζεο. Σν 

πξώην επίπεδν, πνπ νλνκάδεη απιό παξαγσγηθό βήκα (“level of a deduction step”), 

αθνξά ζηελ νξγάλσζε ησλ πξνηάζεσλ κέζα ζε απηό. Κάζε ηέηνην απιό βήκα 

ραξαθηεξίδεηαη από ηξία κέξε: ηελ «πξνϋπόζεζε-ππόζεζε» (“premise”), ην 

«ζπκπέξαζκα» (“conclusion”) θαη ηελ «ηξίηε δήισζε» (“third statement”). ΢ε θάζε 

ηέηνην βήκα, θάζε πξόηαζε ιεηηνπξγεί κε έλαλ από ηνπο παξαπάλσ ηξεηο ηξόπνπο. 

Πξνθαλώο, ην πξώην επίπεδν κπνξεί λα απνηεινύλ έλα ή πεξηζζόηεξα απιά βήκαηα. 

Ζ νξγάλσζε απηώλ ησλ βεκάησλ γίλεηαη ζε έλα δεύηεξν επίπεδν. Κάπνηα από ηα 

ζπκπεξάζκαηα ησλ πξνεγνύκελσλ βεκάησλ ζπλζέηνπλ ηελ ππόζεζε ελόο επόκελνπ 

βήκαηνο. Οπόηε, ε αλάπηπμε θαη ε ζύλδεζε ησλ πξνηάζεσλ ζην ζπιινγηζκό θαη ηε 

δεκηνπξγία, ηειηθά, ηεο απόδεημεο δελ είλαη γξακκηθή, αιιά δελδξνεηδήο (“tree like”), 

(Boero, 2007). 

Τπό ην πξίζκα ηεο αλάιπζεο ηνπ Duval ζα δηεξεπλεζεί ν ξόινο ησλ πξνηάζεσλ 

ζηε ζπγθεθξηκέλε έξεπλα. Παξάιιεια, ε θαηαγξαθή ησλ δπζθνιηώλ πνπ 

αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο, όηαλ πξνζπαζνύλ λα θαηαζθεπάζνπλ απνδείμεηο κέζα ζε 

απηό ην ζύζηεκα είλαη έλαο από ηνπο επηκέξνπο ζηόρνπο ηεο έξεπλαο. ΢ηελ επόκελε 

ελόηεηα παξνπζηάδνληαη ζρεηηθέο αλαθνξέο. 

Αλαθνξά ζηελ απόδεημε θαη ζηηο δπζθνιίεο θαηαζθεπήο ηεο ζην πιαίζην ηνπ 

αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο 

Ζ θαηαλόεζε ηεο θύζεο θαη ηεο δνκήο ή ε αλαπαξαγσγή θαη ε θαηαζθεπή ηεο 

απόδεημεο ζπγθεληξώλεη ην ελδηαθέξνλ πνιιώλ εξεπλεηώλ. ΢ε ό,ηη αθνξά ζηε θύζε 

ηεο απόδεημεο νη Raman (2003) θαη Ηγγιέδνπ (2014) αλαθαινύλ ηα δεδνκέλα πνιιώλ 

εξεπλώλ (Schoenfeld, 1986;Chazan,1993;Moore, 1994), πνπ δείρλνπλ όηη πνιινί 
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καζεηέο αιιά θαη θνηηεηέο αληηκεησπίδνπλ δπζθνιίεο ζην λα θαηαλνήζνπλ ηε θύζε 

ηεο απόδεημεο. Δλώ, ν Raman (2003) επηζεκαίλεη όηη νη έξεπλεο ησλ Simon ην 1996 

θαη Knuth ην 2002 αλαδεηθλύνπλ όηη ην πξόβιεκα ππάξρεη θαη εκθαλίδεηαη 

αληίζηνηρα ηόζν ζε θνηηεηέο, κειινληηθνύο δάζθαινπο, όζν θαη ζε έκπεηξνπο 

θαζεγεηέο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο. ΢ρεηηθά κε ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, 

ν Nikoloudakis (2010) αλαθέξεη όηη πνιινί εξεπλεηέο, (Senk, 1985;Schoenfeld, 1985; 

Martin&Harel,1989; Harel&Sowder, 1998),δηαπηζηώλνπλ θαη θαηαγξάθνπλ ηε 

δπζθνιία ησλ καζεηώλ θαηά ηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο. Δπηπιένλ, πξνζζέηεη όηη, 

ζύκθσλα κε ηα επξήκαηα άιισλ εξεπλεηώλ, (Burger&Shaughnessy,1986;Hoffer, 

1983; Wirszup, 1976), νη καζεηέο ζπλαληνύλ πξνβιήκαηα θαη θαηά ηελ αλαπαξαγσγή 

ησλ απνδείμεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ παξνπζηάδνληαη ζηα βηβιία ηνπο. Δλώ, νη 

Miyazaki θαη ζπλ. (2016), ζηελ πξόζθαηε έξεπλά ηνπο εζηηάδνπλ ζηελ θαηαλόεζε 

ηεο δνκήο ηεο απόδεημεο, αθνύ ηα δεδνκέλα από πξνεγνύκελεο κειέηεο δείρλνπλ όηη 

απνηειεί πξνϋπόζεζε γηα ηελ θαηαλόεζε θαη ηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο.  

΢ύκθσλα κε ηνλ Duval (όπσο αλαθ. ζην Boero, 2007), γηα λα θαηαλνήζεη 

πξαγκαηηθά έλαο καζεηήο ηελ απόδεημε, ρξεηάδεηαη πξώηνλ, λα θαηαλνήζεη ηε 

ιεηηνπξγηθή ζέζε ησλ πξνηάζεσλ κέζα ζε θάζε βήκα ηνπ ζπιινγηζκνύ, ε νπνία 

πεξηγξάθεθε αλαιπηηθά ζε πξνεγνύκελε ελόηεηα. Ηδηαίηεξα ζεκαληηθή είλαη ε 

θαηαλόεζε ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ ζεσξήκαηνο κέζα ζε θάζε βήκα ηνπ ζπιινγηζκνύ. 

Γηαηί, πνιιέο θνξέο νη καζεηέο, αληηκεησπίδνπλ έλα ζεώξεκα σο έλαλ ηζρπξηζκό. 

΋κσο ην ζεώξεκα, αθνξά κηα δηκεξή ζρέζε, ηεο κνξθήο «εάλ– ηόηε» (“if-then”), πνπ 

ην ζπκπέξαζκά ηεο ηζρύεη, κόλν αλ, πιεξνύληαη όιεο νη πξνϋπνζέζεηο. Σα παξαπάλσ 

ζεκεία, όπσο αλαθέξεη, είλαη θξίζηκα θαη ε κε θαηαλόεζή ηνπο, δεκηνπξγνύλ πνιιέο 

παξαλνήζεηο θαη δπζθνιίεο ζηνπο καζεηέο. Ωο απνηέιεζκα, πξνζζέηεη, όηη 

αλακεηγλύνπλ ηελ ππόζεζε πνπ δίλεηαη κε ην ζπκπέξαζκα κηαο δήισζεο, ή ζπγρένπλ 

κία δήισζε κε ηελ αληίζηξνθε ηεο, ή δελ ειέγρνπλ αλ ηζρύνπλ όιεο νη πξνϋπνζέζεηο 

ελόο ζεσξήκαηνο. 

Γεύηεξνλ, ν καζεηήο, γηα λα θαηαλνήζεη ηελ απόδεημε, ρξεηάδεηαη λα θαηαλνήζεη 

ηε ζύλδεζε ησλ βεκάησλ ζην δεύηεξν επίπεδν. Ζ κε θαηαλόεζε απηήο ηεο ζύλδεζεο, 

ηδηαίηεξα, ε κεηαηξνπή ηνπ ζπκπεξάζκαηνο ελόο πξνεγνύκελνπ βήκαηνο ηνπ πξώηνπ 

επηπέδνπ ζε ππόζεζε, ζε έλα βήκα ηνπ δεύηεξνπ επηπέδνπ, είλαη έλα πνιύ θξίζηκν 

ζεκείν. Γηαηί ε αδπλακία δηάθξηζεο απηήο ηεο αιιαγήο, ηνπ ξόινπ κηαο πξόηαζεο, 

από ην έλα επίπεδν ζην άιιν, αθελόο, είλαη πεγή δπζθνιηώλ θαη παξαλνήζεσλ· 
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αθεηέξνπ, δελ επηηξέπεη ηελ επηθάιπςε ησλ βεκάησλ κεηαμύ ησλ επηπέδσλ κε 

ζπλέπεηα ηελ εκθάληζε θελώλ (“gap”) ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία (Boero, 2007). 

΋πσο αλαθέξνπλ νη Miyazaki θαη ζπλ. (2016), έλα δήηεκα ζεκαληηθό ζην νπνίν 

θαη εζηηάδνπλ, είλαη ε απνδνρή ησλ θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ από ηνπο καζεηέο. 

Μειεηνύλ επεηζόδηα ζηα νπνία καζεηέο ελόο ζρνιείνπ Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο 

ζηελ Ηαπσλία ζην κάζεκα ηεο Γεσκεηξίαο αλαπηύζζνπλ ζπδήηεζε γηα ηελ 

εγθπξόηεηα ζπιινγηζκώλ πνπ πεξηέρνπλ θπθιηθνύο ζπιινγηζκνύο (“logical 

circularity”). Θεσξνύλ όηη ε ηθαλόηεηα ησλ καζεηώλ λα αλαγλσξίδνπλ έλαλ θπθιηθό 

ζπιινγηζκό είλαη έλα δήηεκα, ην νπνίν δελ έρεη δηεξεπλεζεί αξθεηά· ζέκα πνπ, όπσο 

αλαθέξνπλ, αλαθηλνύλ ζε κειέηε ηνπο ην 2008 θαη νη Hanna θαη DeVilliers. 

΢ηα Μαζεκαηηθά, ρξεζηκνπνηνύληαη δηάθνξεο κνξθέο αλαπαξαζηάζεσλ ησλ 

ζεσξεηηθώλ ελλνηώλ· ηδηαίηεξα ζηε Γεσκεηξία, νη έλλνηεο απνδίδνληαη κε ηε βνήζεηα 

ζρεκάησλ. ΢ηελ πξνζπάζεηα απόδεημεο κίαο πξόηαζεο ζηε Γεσκεηξία, δπζθνιίεο 

κπνξεί λα πεγάδνπλ από ηε δηαρείξηζε ηνπ ζρήκαηνο. ΢πρλά, ην ζρήκα εληζρύεη ηελ 

νπηηθή δηαίζζεζε θαη κπνξεί λα ζηαζεί εκπόδην ζηελ αλάπηπμε ηνπ γεσκεηξηθνύ 

ζπιινγηζκνύ (Mesquita, 1998). Δπηπιένλ, νη καζεηέο, θαηά ηνπο Yang θαη Lin 

(2008),εζηηάδνπλ ζηελ νπηηθνπνίεζε, πηζηεύνπλ ζε ό,ηη βιέπνπλ· επαιεζεύνληαο 

έηζη ηε ξήζε ηνπ Schoenfeld γηα ηνπο καζεηέο “seeing is believing”, πνπ δηαπηζηώλεη 

όηη, γηα ηνπο καζεηέο, ε θαηαζθεπή ππεξηζρύεη ηεο επηθύξσζεο. ΢πλαθή 

ζπκπεξάζκαηα, ζύκθσλα κε ηνπο Sinclair θαη ζπλ. (2016), δηαπηζηώλνπλ νη Gal θαη 

Linchevski ην 2010. Απηνί ηνλίδνπλ όηη ε νπηηθή αληίιεςε κπνξεί λα είλαη 

αλεπαξθήο, αθνύ νη καζεηέο κέλνπλ πξνζθνιιεκέλνη ζηελ πξώηε καηηά κηαο 

γεσκεηξηθήο κνξθήο. Παξάιιεια, κπνξεί λα εκπνδίζεη ηε ρξήζε θαη αλάπηπμε 

ελλνηώλ θαη ηδηνηήησλ. ΢πλεπώο, θαη ηελ αλάπηπμε ελόο ζπιινγηζκνύ. 

Ο Harel (1999), ζε έξεπλά ηνπ ζε θνηηεηέο, δηαπηζηώλεη ηε δπζθνιία απηώλ λα 

ρεηξηζηνύλ ζπκβνιηθά ζρήκαηα (“sympolic figures”) ζε αθεξεκέλεο αιγεβξηθέο 

δνκέο. Τπνζηεξίδεη όηη ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία απνηειεί εμαηξεηηθό πιαίζην γηα λα 

δεη θάπνηνο όηη ηα ζπκβνιηθά ζρήκαηα είλαη αλαπαξαζηάζεηο ηεο πξαγκαηηθόηεηαο 

θαη όρη ε ίδηα ε πξαγκαηηθόηεηα. ΢πγθεθξηκέλα, αλαθέξεη όηη νη καζεηέο γηα λα 

απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε «αλ νη εληόο ελαιιάμ γσλίεο δύν επζεηώλ ηνπ επηπέδνπ είλαη 

ίζεο ηόηε νη επζείεο είλαη παξάιιειεο», ρξεηάδεηαη, δνπιεύνληαο κε ηελ «εηο άηνπνλ 

απαγσγή», λα ππνζέζνπλ όηη νη επζείεο ηέκλνληαη. Οπόηε ην ζρήκα πνπ πξνθύπηεη, 
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ζπλήζσο, πξνθαιεί ηδηαίηεξε δπζθνιία· έξρεηαη ζε ζύγθξνπζε κε ηελ εηθόλα ηεο 

επζείαο γξακκήο πνπ έρνπλ ζρεκαηίζεη. ΋κσο έηζη, ζα αξρίζνπλ λα ζπλεηδεηνπνηνύλ 

όηη ην ζρήκα είλαη αλαπαξάζηαζε κηαο ππνζεηηθήο ρσξηθήο θαηάζηαζεο. Θεσξεί, 

ινηπόλ, αλαγθαία ηελ επαλαθνξά ηεο δηδαζθαιίαο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο ζηα 

Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο ηεο ρώξαο ηνπ. Δπηπιένλ, 

ππνγξακκίδεη όηη ε γεσκεηξία ησλ δύν ή ηξηώλ δηαζηάζεσλ κπνξεί λα βνεζήζεη 

θάπνηνλ, σο έλα ελδηάκεζν ζηάδην, λα πεξάζεη ζε έλα πξνρσξεκέλν αλώηαην επίπεδν 

καζεκαηηθήο ζθέςεο· ηδηαίηεξα, λα απνθηήζεη αληίιεςε ηεο δνκήο ηεο απόδεημεο 

(Harel, 1999). 

Πέξα από ηηο δπζθνιίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ζρήκα, ζεκαληηθά εκπόδηα 

εκθαλίδνληαη, όηαλ ε απόδεημε θάπνηαο πξόηαζεο γίλεηαη κε ηε κέζνδν ηεο 

«απαγσγήο ζε άηνπν». ΟηTall θαη ζπλ. (2011), επηζεκαίλνπλ πιήζνο εξεπλώλ, 

(Antonini, 2001; Epp, 1998; Leron, 1985; Reid and Dobbin,1998; Tall,1979), πνπ 

αλαδεηθλύνπλ ηηο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο κε απηήλ ηελ 

απνδεηθηηθή κέζνδν. Δπίζεο, αλαθέξνπλ όηη, ηόζν ε θύζε όζν θαη ν ηξόπνο 

απόδεημεο κε ηε ζπγθεθξηκέλε κέζνδν, εγείξνπλ πξνβιήκαηα θαη δπζθνιίεο. Γηαηί, 

γηα λα απνδείμεη θάπνηνο ηελ ηζρύ κηαο πξόηαζεο, ππνζέηεη όηη ε πξόηαζε δελ ηζρύεη 

θαη πξνζπαζεί λα νδεγεζεί ζε κία αληίθαζε, ώζηε ηειηθά λα απνδερηεί απηήλ ηελ 

πξόηαζε. Αλ θαη, όπσο ζεκεηώλεη ν Freudenthal ην 1973, αθόκε θαη κηθξά παηδηά, 

παξάγνπλ θαη ρξεζηκνπνηνύλ απζόξκεηα ζπιινγηζκνύο κε δνκή παξόκνηα κε απηή 

ηεο «εηο άηνπνπ απαγσγήο». Γηα παξάδεηγκα, δειώζεηο ηεο κνξθήο «ν Πέηξνο είλαη 

ζην ζπίηη, δηόηη, αλ δελ ήηαλ, ε πόξηα δελ ζα ήηαλ θιεηδσκέλε»(“Peter is at home 

since otherwise the door would not be locked”, Tall et al. 2011). Οη Antonini θαη 

Mariotti (2006), δειώλνπλ πσο ε ηθαλόηεηα ησλ κηθξώλ παηδηώλ θαη γεληθόηεξα ησλ 

καζεηώλ λα παξάγνπλ παξόκνηεο δειώζεηο επηζεκαίλεηαη θαη από πνιινύο άιινπο 

εξεπλεηέο εθηόο από ηνλ Freudenthal (Thompson, 1996; Reid&Dobbin, 1998; 

Antonini, 2003a, Antonini, 2003b). 

Σα δεδνκέλα πνιιώλ εξεπλώλ, όπσο αλαθέξνπλ νη Antonini θαη Mariotti (2016), 

ζπγθιίλνπλ ζην ζπκπέξαζκα όηη νη καζεηέο ζπλαληνύλ πεξηζζόηεξεο δπζθνιίεο κε 

ηηο έκκεζεο απνδείμεηο από ό,ηη κε ηηο άκεζεο· δπζθνιίεο, πνπ παξνπζηάδνληαη ζε όιν 

ην θάζκα ηεο εθπαίδεπζεο, ζε καζεηέο, αιιά θαη ζε θνηηεηέο. Αλαθέξνπλ όηη, θαηά 

ηελ άπνςε θάπνησλ εξεπλεηώλ, (Thompson, 1996; Antonini, 2003a; Wu Yu, 2003), 

απηέο, πεγάδνπλ από ηελ άξλεζε κηαο δήισζεο πνπ απαηηείηαη ζε απηό ην είδνο ησλ 
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απνδείμεσλ, ηεο «απαγσγήο ζε άηνπν». Δπηπιένλ, αλαθέξνπλ ηελ άπνςε ηνπ Leron, 

πνπ ην 1985, δειώλεη όηη νη γλσζηηθέο απαηηήζεηο θαηά ηελ πνξεία απηνύ ηνπ είδνπο 

ησλ απνδείμεσλ είλαη πςειέο. Γηαηί, ε άξλεζε ηεο πξόηαζεο πνπ ζέινπλ λα 

απνδείμνπλ, νδεγεί ζηελ απνδνρή κηαο ιαλζαζκέλεο ππόζεζεο θαη κε βάζε απηήλ 

επηρεηξεκαηνινγνύλ. Έηζη, αλαπηύζζνπλ έλα ζπιινγηζκό, εξγάδνληαη ζε έλα «θόζκν 

αδύλαην», (“false, impossible world”), θαηαιήγνπλ ζε κηα αληίθαζε θαη ζην ηέινο 

θαινύληαη λα απνξξίςνπλ απηόλ ηνλ «θόζκν». Ωο ζπλέπεηα, νη καζεηέο αηζζάλνληαη 

δπζαξεζηεκέλνη θαη εμαπαηεκέλνη. ΢ην ίδην ζπκπέξαζκα κε ηνλ Leron, θαηαιήγνπλ 

θαη νη ίδηνη ζηελ έξεπλά ηνπο.  

Ζ παξαπάλσ ζπλνπηηθή παξνπζίαζε ζα είλαη αξσγόο θαηά ηελ θαηαγξαθή ησλ 

δπζθνιηώλ πνπ ζα αληηκεησπίζνπλ νη καζεηέο, θαηά ηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο, 

ζηε δηάξθεηα ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο.  

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2
Ο

 

΢ΣΟΥΟ΢ ΚΑΗ ΔΡΤΝΖΣΗΚΑ ΔΡΧΣΖΜΑΣΑ 

Ζ Αμησκαηηθή Θεώξεζε απνηειεί ηξόπν νξγάλσζεο ηεο Μαζεκαηηθήο 

Γλώζεο. Οη νξηζκνί, ηα αμηώκαηα θαη ηα ζεσξήκαηα απνηεινύλ θύξηα ζπζηαηηθά 

ελόο Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο θαη ε απόδεημε θαηέρεη θεληξηθό ξόιν ζε απηό. Σν 

ελδηαθέξνλ ηεο έξεπλαο εζηηάδεηαη ζην ξόιν ησλ παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθώλ. Σν 

κάζεκα ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο παξέρεη ηε δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο λα 

γλσξίζνπλ έλα Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα ζην νπνίν ηα αμηώκαηα θαη νη πξσηαξρηθέο 

έλλνηεο ππαγνξεύνληαη από ηε θπζηθή εκπεηξία. Τπό απηό ην πξίζκα ζα 

απνζαθεληζηνύλ νη έλλνηεο πνπ εκπιέθνληαη ζηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα. ΋κσο, γηα 

ηηο αλάγθεο ηεο έξεπλαο θαη γηα λα κε δεκηνπξγεζεί ζύγρπζε κε ηελ νξνινγία 

αλάκεζα ζηνπο καζεηέο, πηνζεηείηαη ε νλνκαζία ζεώξεκα γηα θάζε πξόηαζε πνπ 

κπνξεί λα απνδεηρηεί (ζπκπεξηιακβάλνληαη ζεσξήκαηα θαη πνξίζκαηα). 

΢ηόρνο ηεο παξνύζαο έξεπλαο είλαη ν ζρεδηαζκόο θαη ε πινπνίεζε κηαο 

δηδαθηηθήο παξέκβαζεο ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ γηα λα πξνζεγγίζνπλ 

νη καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ ηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο ζηελ Δπθιείδεηα 

Γεσκεηξία. ΢πγθεθξηκέλα, δηεξεπλάηαη ε θαηαλόεζε πνπ έρνπλ γηα ηε ιεηηνπξγία ησλ 

δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, πξηλ θαη κεηά ηε παξέκβαζε. Δηδηθόηεξα 

επηρεηξείηαη λα δνζνύλ απαληήζεηο ζηα παξαθάησ εξσηήκαηα: 
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1) Πσο αληηιακβάλνληαη νη καζεηέο ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ 

ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο πξηλ θαη 

κεηά ηε δηδαθηηθή παξέκβαζε; 

2) Πσο αμηνπνηνύλ νη καζεηέο ηα αμηώκαηα, ηνπο νξηζκνύο θαη ηα ζεσξήκαηα 

ζηηο απνδείμεηο πξηλ θαη κεηά ηε δηδαθηηθή παξέκβαζε; 

3) Πνηεο δπζθνιίεο αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηελ θαηαζθεπή ησλ 

απνδείμεσλ ησλ πξνηάζεσλ ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ;  

Γηα ην ξόιν ησλ πξνηάζεσλ ζην αμησκαηηθό ζύζηεκα πιαίζην αλαθνξάο 

απνηειεί ε αλάιπζε ηνπ Dyval (Boero, 2007) γηα ηε ιεηηνπξγία ελόο ζπιινγηζκνύ. 

Απηόο δηαρσξίδεη ην ξόιν ηεο θάζε πξόηαζεο ζε δύν επίπεδα νξγάλσζεο ,ζην 

αλώηεξν πνπ νλνκάδεη ζεσξεηηθή ζέζε θαη ζην ηνπηθό πνπ νλνκάδεη ιεηηνπξγηθή 

ζέζε. Αλαθέξεηαη δηεμνδηθά ζηηο ιεηηνπξγίεο ησλ πξνηάζεσλ ζην ηνπηθό επίπεδν 

νξγάλσζεο ελόο ζπιινγηζκνύ, νη νπνίεο παξνπζηάζηεθαλ ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην. Ο παξαπάλσ δηαρσξηζκόο γηα ην ξόιν ησλ πξνηάζεσλ θαη ε αλάιπζε ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηνπο ζε έλα ζπιινγηζκό, εμππεξεηνύλ ηηο αλάγθεο ηεο έξεπλαο θαη 

πηνζεηνύληαη ζηελ παξνύζα κειέηε γηα ηε δηακόξθσζε ησλ ιεηηνπξγηθώλ νξηζκώλ 

ηεο έξεπλαο. ΢πγθεθξηκέλα: 

- «ιεηηνπξγηθόο ξόινο-ζέζε» κηαο πξόηαζεο ζηελ παξαγσγηθή νξγάλσζε κηαο 

απόδεημεο νλνκάδεηαη ε εηδηθή ιεηηνπξγία πνπ κπνξεί λα επηηειεί θάζε πξόηαζε ζε 

θάζε απιό παξαγσγηθό βήκα ηεο απόδεημεο σο πξνϋπόζεζε-ππόζεζε, ζπκπέξαζκα ή 

ηξίηε δήισζε. 

- «ζεσξεηηθόο ξόινο-ζέζε» κηαο πξόηαζεο νλνκάδεηαη ε εηδηθή ιεηηνπξγία πνπ 

κπνξεί λα επηηειεί θάζε πξόηαζε ζηελ νξγάλσζε ηεο πξόηαζεο ζε έλα ζύλνιν 

πξνηάζεσλ ζην πιαίζην ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο.  

΢ην δηάγξακκα1 πνπ αθνινπζεί ζηελ επόκελε ζειίδα, παξνπζηάδεηαη κε ηε 

βνήζεηα ελόο παξαδείγκαηνο, έλα απιό παξαγσγηθό-ζπιινγηζηηθό βήκα κε ζηόρν λα 

απνζαθεληζηνύλ νη ηξείο απηέο εηδηθέο ιεηηνπξγίεο ησλ πξνηάζεσλ ζε αληηζηνηρία κε 

ηα δηαγξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηεί Dyval (Boero, 2007) γηα ηε ιεηηνπξγηθή ζέζε κηαο 

πξόηαζεο ζε ηνπηθό επίπεδν. 
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Γηάγξακκα 1.Οη εηδηθέο ιεηηνπξγίεο ησλ πξνηάζεσλ ζε έλα απιό ζπιινγηζηηθό βήκα. 

΢ρεηηθά κε ην ζεσξεηηθό ξόιν- ζέζε ησλ αμησκάησλ, ν DeVilliers (1996) 

αλαθέξεη όηη ηα αμηώκαηα είλαη απαξαίηεηα ζεκεία εθθίλεζεο ζε έλα καζεκαηηθό 

ζύζηεκα (“necessary starting points”). Δλώ νη Jahnke θαη Wambach (2013) 

ππνζηεξίδνπλ όηη ηα αμηώκαηα είλαη γεληθέο πξνηάζεηο θαη εμαηηίαο απηνύ κπνξνύκε 

λα παξάγνπκε άιιεο γεληθέο πξνηάζεηο από απηέο. ΢ύκθσλα κε ηηο ζέζεηο ησλ 

παξαπάλσ θαη γηα ην ζθνπό ηεο έξεπλαο ν ζεσξεηηθόο ξόινο ησλ αμησκάησλ 

εμεηάδεηαη ζηηο αθόινπζεο δύν δηαζηάζεηο: 

 ν ξόινο ηνπο σο απαξαίηεηα ζεκεία εθθίλεζεο κε ζηόρν ηελ απνθπγή 

θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ-θαύινπ θύθινπ (ηε ρξήζε κηαο πξόηαζεο ζηελ 

απόδεημε ελόο ζεσξήκαηνο θαη απόδεημε ηεο αληίζηνηρεο πξόηαζεο κε ηε 

βνήζεηα ηνπ πξνεγνύκελνπ ζεσξήκαηνο) 

 ν ξόινο ηνπο σο ζεκέιηα πάλσ ζηα νπνία ζηεξίδεηαη ε παξαγσγή ησλ 

ππνινίπσλ πξνηάζεσλ. 

Ο Freudenthal, όπσο αλαθέξεη ν DeVilliers (1998), ζηελ πεξηγξαθηθή δηαδηθαζία 

ζεζκνζέηεζεο ελόο νξηζκνύ ππνζηεξίδεη όηη έλαο νξηζκόο πεξηγξάθεη ζπλνπηηθά έλα 

ήδε γλσζηό αληηθείκελν μερσξίδνληαο θάπνηεο ραξαθηεξηζηηθέο ηδηόηεηεο. Οη 

Mariotti θαη Fischbein (1997) δειώλνπλ όηη κέζσ ησλ νξηζκώλ εηζάγεηαη έλα 

αληηθείκελν ή έλα ζηνηρείν. Παξάιιεια ζεκεηώλνπλ όηη, θαηά ηνλ DeVilliers, νη 

νξηζκνί παξάγνπλ ηαμηλνκήζεηο ησλ γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ κε βάζε θαιά 

νξηζκέλεο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο απηώλ. Ο DeVilliers (1998) ρξεζηκνπνηεί ηνλ όξν 

ζπζηεκαηνπνίεζε ηεο ππάξρνπζαο γλώζεο πξνζδηνξίδνληαο ηνλ ξόιν ησλ νξηζκώλ. 

πξνϋπόζεζε-ππόζεζε: 

΢ ζεκείν ηνπ επηπέδνπ κε ΢Α=΢Β θαη Ο κέζν
ηνπ ΑΒ

ζπκπέξαζκα

αλ έλα ζεκείν ΢ ηζαπέρεη από ηα άθξα ελόο
επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ αλήθεη ζηε
κεζνθάζεην ηνπ ΑΒ

ηξίηε δήισζε

ε επζεία ΢Ο είλαη θάζεηε ζηελ επζεία ΑΒ
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Δλώ νη Jahnke θαη Wambach (2013) ζεκεηώλνπλ όηη νη νξηζκνί είλαη γεληθέο 

πξνηάζεηο από ηηο νπνίεο παξάγνληαη άιιεο γεληθέο πξνηάζεηο. ΢πγθεληξώλνληαο ηηο 

ζέζεηο ησλ πξνεγνύκελσλ εξεπλεηώλ ζρεηηθά κε ην ζεσξεηηθό ξόιν ησλ νξηζκώλ, ν 

ζεσξεηηθόο ξόινο ησλ νξηζκώλ εμεηάδεηαη ζηηο νη αθόινπζεο ηξεηο δηαηάζεηο: 

  σο ζεκέιηα, βάζεηο λέσλ νξηζκώλ θαη λέσλ ηδηνηήησλ 

 σο πεξηγξαθή-εηζαγσγή ελόο γλσζηνύ γεσκεηξηθνύ αληηθεηκέλνπ  

 ζηε δεκηνπξγία ηαμηλόκεζεο κε ζηόρν ηε ζπζηεκαηνπνίεζε κε παξαγσγηθό 

ηξόπν ησλ λέσλ ηδηνηήησλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηηο ηδηόηεηεο πνπ πεξηγξάθνπλ 

ηελ έλλνηα πνπ νξίδεηαη. 

΢ε όηη αθνξά ζηελ ηξίηε δηάζηαζε ηεο ηαμηλόκεζεο αθνινπζεί δηεπθξηληζηηθό 

παξάδεηγκα. Δίλαη γλσζηό όηη, δηαθνξεηηθνί νξηζκνί παξάγνπλ δηαθνξεηηθέο 

ηαμηλνκήζεηο. Οη νξηζκνί γηα ηα ηεηξάπιεπξα, πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη από ηελ 

θνηλόηεηα ησλ καζεκαηηθώλ ζήκεξα, παξάγνπλ ηε ζύγρξνλε ηαμηλόκεζε ησλ 

ηεηξαπιεύξσλ όπσο παξνπζηάδεηαη ζην δηάγξακκα 2. ΢ηελ ηζηνξία ηεο Γεσκεηξίαο 

έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί δηάθνξεο ηαμηλνκήζεηο, όπσο ε ηαμηλόκεζε ησλ ηεηξαπιεύξσλ 

θαηά ηνλ Πνζεηδώλην θαη ηνλ Ήξσλα ζην δηάγξακκα 3, (Αξγπξόπνπινο θαη ζπλ. 

2016). 

 Γηάγξακκα 3:Ζ ζύγρξνλε ηαμηλόκεζε ησλ ηεηξαπιεύξσλ. 

ΣΔΣΡΑΠΛΔΤΡΟ

επίπεδν

θπξηό

παξαιιειόγξακκν

νξζνγώλην 
παξαιιειόγξακκν 

ξόκβνο

ηεηξάγσλν

κε θπξηό

ζηξεβιό



28 

  

 

Γηάγξακκα 3:Ζ ηαμηλόκεζε ησλ ηεηξαπιεύξσλ θαηά ηνλ Πνζεηδώλην θαη ηνλ Ήξσλα 

 Ζ ζύγρξνλε ηαμηλόκεζε (δηάγξακκα 2) είλαη πην ιεηηνπξγηθή θαη νηθνλνκηθή. 

Γηα παξάδεηγκα όιεο νη ηδηόηεηεο πνπ απνδεηθλύνληαη γηα ην νξζνγώλην θαη ηνλ 

ξόκβν είλαη θαη ηδηόηεηεο θαη ηνπ ηεηξαγώλνπ. Δλώ, ζηελ ηαμηλόκεζε θαηά ηνλ 

Πνζεηδώλην θαη ηνλ Ήξσλα (δηάγξακκα 3) νη ηδηόηεηεο ησλ δηαγσλίσλ, ρξεηάδεηαη λα 

απνδεηρηνύλ ρσξηζηά ηόζν γηα ην ξόκβν όζν θαη γηα ην ηεηξάγσλν. 

Ζ ζπζηεκαηνπνίεζε θαη ε αμησκαηηθνπνίεζε πεξηιακβάλνπλ ηε ινγηθή 

παξαγσγηθή δηάηαμε αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ Ζ δηάηαμε απηή επηηξέπεη 

ηε ζύλδεζε ησλ άζρεησλ, αξρηθά, ζεσξεκάησλ. Μηα ηέηνηα δηάηαμε, ζύκθσλα κε ηνλ 

Freudenthal, όπσο αλαθέξεη ν DeVilliers, (1986) επηηξέπεη κηα πςειή θαη 

νινθιεξσκέλε θαηαλόεζε ελόο ζέκαηνο. Παξάιιεια απηή ε δηάηαμε, ζύκθσλα κε 

ηνλ DeVilliers (1986) παξέρεη ηε δπλαηόηεηα λα ειεγρζνύλ ηπρόλ αζπλέπεηεο θαη 

θπθιηθνί ζπιινγηζκνί κεηαμύ ησλ ζεσξεκάησλ. ΢ηελ παξνύζα έξεπλα πηνζεηνύληαη 

νη πξνεγνύκελεο απόςεηο αιιά ηξνπνπνηνύληαη ακπδξά γηα ηηο αλάγθεο ηεο έξεπλαο. 

Έηζη, ν ζεσξεηηθόο ξόινο ησλ ζεσξεκάησλ εμεηάδεηαη σο πξνο ηηο αθόινπζεο δύν 

δηαηάζεηο: 

 ε δηάηαμε κε ζηόρν ηελ νξγάλσζε θαη ηε ζύλδεζε ησλ ζεσξεκάησλ. 

 ε δηάηαμε κε ζηόρν ηνλ έιεγρν θαη ηελ απνθπγή θπθιηθόηεηαο κεηαμύ 

απηώλ. 

Ο πνιπδηάζηαηνο ξόινο ηεο απόδεημεο ηνλίδεηαη ηδηαίηεξα ζηελ βηβιηνγξαθία θαη 

ζπδεηήζεθε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. Ο Dawkins (2014) παξνπζηάδεη ηελ άπνςε 

ηνπBell ζρεηηθά κε ην ξόιν ησλ απνδείμεσλ, ν νπνίνο ην 1976 πξνζδίδεη ηξεηο 

ΣΔΣΡΑΠΛΔΤΡΑ

παξαιιειόγξακκα

νξζνγώλην

ηεηξάγσλν εηεξνκήθεο

κε νξζνγώλην

ξόκβνο ξνκβνεηδέο

κε παξαιιειόγξακκα

ηξαπεδνεηδέο
ηξαπέδην

ηζνζθειέο 
ηξαπέδην

ζθαιελό 
ηξαπέδην
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δηαζηάζεηο ζηνλ ξόιν ηεο απόδεημεο εθ ησλ νπνίσλ νη δύν, σο ην κέζν επηβεβαίσζεο 

θαη σο ην κέζν ζπζηεκαηνπνίεζεο, θξίλεηαη όηη θαιύπηνπλ ηηο αλάγθεο απηήο ηεο 

έξεπλαο. Με ηνλ όξν επηβεβαίσζε αλαθέξεηαη ζηνλ έιεγρν αιήζεηαο-επηθύξσζεο 

κηαο δήισζεο. Παξάιιεια ν όξνο ζπζηεκαηνπνίεζε πεξηιακβάλεη ηελ νξγάλσζε 

όισλ ησλ αλεμάξηεησλ πξνηάζεσλ κέζα ζε έλα ζύζηεκα κε ινγηθή ζεηξά ώζηε λα 

απνθεπρζνύλ θαηλόκελα θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ (θαύινπ θύθινπ). Δλδέρεηαη, θαηά 

ηελ δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο, λα αλαδεηρζνύλ από ηνπο καζεηέο δηαθνξεηηθέο 

δηαζηάζεηο ηνπ ξόινπ ηεο απόδεημεο νη νπνίεο αλ πξνθύςνπλ ζα παξνπζηαζηνύλ ζηα 

απνηειέζκαηα. Θεσξείηαη όηη νη παξαπάλσ δύν ξόινη ηεο απόδεημεο ζρεηίδνληαη κε 

ηε δηάξζξσζε ηεο δνκήο ελόο αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. Γη҆ απηό, εμεηάδεηαη ν ξόινο 

ηεο απόδεημεο σο πξνο ηηο αθόινπζεο δύν δηαζηάζεηο: 

 σο κέζσ ζπζηεκαηνπνίεζεο όισλ ησλ πξνηάζεσλ ζε έλα ζύζηεκα κε ζηόρν 

ηελ απνθπγή θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ 

 σο κέζν επηβεβαίσζεο-επηθύξσζεο ηεο αιήζεηαο κηαο πξόηαζεο ζην 

αμησκαηηθό ζύζηεκα. 

΢ην ζεσξεηηθό πιαίζην ηεο έξεπλαο, παξνπζηάζηεθε αλαιπηηθά ε ζεώξεζε 

ηνπDuvalγηα ηε δνκή ηεο απόδεημεο θαη ηε ιεηηνπξγία ησλ πξνηάζεσλ ζε απηή 

(Boero, 2007).Ο νπνίνο ππνζηεξίδεη, όηη ε νξγάλσζε θαη αλάπηπμε ησλ πξνηάζεσλ 

ζηε δόκεζε κηαο απόδεημεο ή ελόο ζπιινγηζκνύ, είλαη δελδξνεηδήο (“tree 

like”).Παξόκνηα είλαη θαη ε άπνςε ησλMiyazaki θαη ζπλ. (2016), πνπ ζεσξνύλ ηε 

δνκή ηεο απόδεημεο σο έλα δίθηπν πξνηάζεσλ αλάκεζα ζε ππνζέζεηο θαη 

ζπκπεξάζκαηα. ΢ηελ παξνύζα έξεπλα πηνζεηείηαη ε ζέζε ηνπ Duval γηα ηε δνκή κηαο 

απόδεημεο. Έηζη ζεσξείηαη όηη: 

- ε δνκή ηεο απόδεημεο είλαη δελδξνεηδήο θαη ε νξγάλσζε ησλ πξνηάζεσλ 

γίλεηαη αξρηθά ζε έλα πξώην επίπεδν ζε απιά παξαγσγηθά-ζπιινγηζηηθά 

βήκαηα, ηα νπνία ζπλδένληαη θαη νξγαλώλνληαη ζε έλα δεύηεξν επίπεδν 

ζε λέα βήκαηα αληίζηνηρεο δνκήο κε ηα απιά βήκαηα 

΢ην δηάγξακκα 4 πνπ έπεηαη, παξνπζηάδεηαη κέζσ ελόο παξαδείγκαηνο ε 

δελδξνεηδήο δνκή ηεο απόδεημεο ζηα δύν επίπεδα (κε ζπκπαγή ζηέι γξακκή ην πξώην 

επίπεδν νξγάλσζεο, κε ζηξνγγπιή ζηέι θνπθίδα ην δεύηεξν επίπεδν νξγάλσζεο). Ζ 

δνκή ελόο απινύ βήκαηνο παξνπζηάζηεθε ζην δηάγξακκα 1. 
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Παξάδεηγκα:αλ γηα ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί ηζρύνπλ: 𝛧𝛢𝛣 = 𝛢𝛣𝛤 , Γ θνηλό κέζν 

ησλ ηκεκάησλ ΑΓ, ΒΖ λα δείμεηε όηη ηα ζεκεία Ε, Α, Ζ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Απόδεημε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηάγξακκα 4: ε δελδξνεηδήο δνκή κηαο απόδεημεο ζε δύν επίπεδα 

 

 

 

 

 

πξνϋπόζεζε-ππόζεζε:

ΑΓ, ΒΖ δηαγώληνη ηνπ ηεηξαπιεύξνπ 

ΑΖΓΒ θαη έρνπλ θνηλό κέζν ην Γ

ζπκπέξαζκα

αλ  νη δηαγώληνη  ΑΓ, ΒΖ ηνπ 
ηεηξαπιεύξνπΑΖΒΓ δηρνηνκνύληαη 
ηόηε ην ηεηξάπιεπξν ΑΖΓΒ είλαη 

παξαιιήιόγξακκν 

ηξίηε δήισζε

ΑΖ, ΒΓ παξάιιειεο   

 

 

 

πξνϋπόζεζε-ππόζεζε: 

νη γσλίεο ΕΑΒ, ΑΒΓ είλαη εληόο 
ελαιιάμ ησλ επζεηώλ ΑΕ θαη ΒΓπνπ 
ηέκλνληαη από ηελ ΑΒ θαη είλαη ίζεο

ζπκπέξαζκα

αλ νη εληόο ελαιιάμ γσλίεο ΕΑΒ, 
ΑΒΓ ησλ επζεηώλ ΑΕ, ΒΓ πνπ 
ηέκλνληαη από ηελ επζεία ΑΒ 

είλαη ίζεο ηόηε νη επζείεο ΑΕ , ΒΓ 
είλαη παξάιιειεο

ηξίηε δήισζε

ΑΕ, ΒΓ παξάιιειεο

ζπκπέξαζκα

από ην ζεκείν Α εθηόο ηεο 
επζείαο ΒΓ δηέξρεηαη κόλν κία 
επζεία παξάιιειε πξνο απηήλ.

ηξίηε δήισζε

ηα ζεκεία Ζ, Α, Ε είλαη 
ζπλεπζεηθά

Γ

ΗΑ

Β Γ

Ζ
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Έλα ζέκα πνπ βξίζθεηαη ζην ελδηαθέξνλ ηεο επηζηεκνληθήο θνηλόηεηαο εδώ θαη 

πνιιά ρξόληα κε πνιπάξηζκα επξήκαηα είλαη νη δπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηελ 

θαηαζθεπή απόδεημεο. ΢ρεηηθή θαη εθηελή αλαθνξά έγηλε ζε ελόηεηα ηνπ 

πξνεγνύκελνπ θεθαιαίνπ. Σν ηξίην εξώηεκα απηήο ηεο εξγαζίαο εζηηάδεη ζηηο 

δπζθνιίεο πνπ ζα ζπλαληήζνπλ νη καζεηέο ζηε πξνζπάζεηά ηνπο λα απνδείμνπλ 

θάπνηα από ηα ζεσξήκαηα ηεο ελόηεηαο «παξάιιειεο επζείεο» ζην πιαίζην ηνπ 

αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. Οη αλάγθεο ηεο έξεπλαο επηθεληξώλνληαη ζηελ αλαδήηεζε 

θαη θαηαγξαθή ησλ δπζθνιηώλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ 

ζπζηήκαηνο. Δηδηθόηεξα, ζηηο δπζθνιίεο πνπ πξνθύπηνπλ ζε ζρέζε κε ηελ θαηαλόεζε 

ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ (όπσο νξίζηεθαλ παξαπάλσ) 

θαη ηε ρξήζε ηνπο ζηελ νξγάλσζε κηαο απόδεημεο. Δπηπιένλ, αλακέλνληαη δπζθνιίεο 

πνπ πεγάδνπλ από ηελ «εηο άηνπν απαγσγή», ην είδνο ηεο κεζόδνπ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα απνδεηρζνύλ πνιιά από ηα ζεσξήκαηα ηεο ελόηεηαο 

«παξάιιειεο επζείεο». Σέινο, αλακέλνληαη δπζθνιίεο πνπ πξνθύπηνπλ από ην 

ρεηξηζκό ηνπ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ. Οη Yang θαη Lin (2008) επηζεκαίλνπλ όηη νη 

καζεηέο εζηηάδνπλ ζπρλά ζηελ νπηηθνπνίεζε, πηζηεύνπλ ζε ό,ηη βιέπνπλ 

επαιεζεύνληαο έηζη ηε γλσζηή ξήζε ηνπ Schoenfeld “seeing is believing”. Αξρηθά ην 

πιαίζην αλαθνξάο ηεο έξεπλαο γηα ηηο δπζθνιίεο θαζνξίδεηαη από απηέο ηηο ηξεηο 

θαηεγνξίεο δπζθνιηώλ. Δλδέρεηαη θαηά ηε δηδαθηηθή παξέκβαζε λα παξαηεξεζνύλ 

θαη άιιεο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο θαη ζπληζηνύλ λέεο θαηεγνξίεο, 

νη νπνίεο ζα αλαδηνξγαλσζνύλ θαη ζα παξνπζηαζηνύλ ζηα απνηειέζκαηα ηεο 

έξεπλαο. 

΋πσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, ε δηεξεύλεζε ηεο θαηαλόεζεο ησλ καζεηώλ γηα ηα 

δνκηθά ζηνηρεία ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο ηεο Δπθιείδεηαο Γεσκεηξίαο είλαη ζην 

επίθεληξν ηεο παξνύζαο κειέηεο. ΢ηηο παξαγξάθνπο πνπ αθνινπζνύλ, 

παξνπζηάδνληαη θάπνηεο απόςεηο θαη ζεσξίεο ζρεηηθά κε ην πώο νξίδεηαη ε 

θαηαλόεζε από δηάθνξνπο εξεπλεηέο θαη δηαηππώλνληαη νη αληίζηνηρνη ιεηηνπξγηθνί 

νξηζκνί. 

Ζ Βνζληάδνπ (2001) αλαθέξεη όηη ηα ζύγρξνλα Αλαιπηηθά Πξνγξάκκαηα 

΢πνπδώλ, ηείλνπλ λα εζηηάδνπλ ζηελ θαηαλόεζε θαη ζηε ζθέςε. Δμάιινπ, ε γλώζε 

πνπ θαηαλνείηαη, δηαηεξείηαη ζηε κλήκε, κπνξεί λα αλαθιεζεί εύθνια από απηήλ θαη 

λα εθαξκνζηεί ζε άιιεο θαηαζηάζεηο. Δπηζεκαίλεη όηη ε δηδαζθαιία κε ζηόρν ηελ 

θαηαλόεζε, δεηνύκελν από θάζε εθπαηδεπηηθό, πξνϋπνζέηεη κηα δηδαζθαιία θαηά ηελ 
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νπνία δεηνύληαη εμεγήζεηο, παξαδείγκαηα, εληνπηζκόο νκνηνηήησλ, δηαθνξώλ θαη 

εμαγσγή γεληθεύζεσλ. Δπίζεο, ε ζπδήηεζε, ηόζν αλάκεζα ζηνπο καζεηέο όζν θαη 

κεηαμύ απηώλ θαη ηνπ εθπαηδεπηηθνύ, ε δηαηύπσζε-έθθξαζε ησλ ζθέςεσλ θαη ησλ 

δξάζεσλ ηνπο, επλννύλ ηελ θαηαλόεζε (Βνζληάδνπ, 2001). Με ηελ παξαπάλσ άπνςε 

ζπκθσλνύλ θαη νη ζπληάθηεο ηνπ Πξνγξάκκαηνο ΢πνπδώλ γηα ην Λύθεην (ζην 

πιαίζην ηνπ πξνγξάκκαηνο «ΝΔΟ ΢ΥΟΛΔΗΟ (΢ρνιείν 21νπ αηώλα) – Νέν 

Πξόγξακκα ΢πνπδώλ»), νη νπνίνη ζεσξνύλ αζαθή ηελ έθθξαζε «ν καζεηήο έρεη, (ή 

πξέπεη λα) θαηαλνήζεη…». Γη' απηό, θαζνξίδνπλ κηα ζεηξά από ελέξγεηεο, όπσο: 

εμεγήζεηο, ρξήζε ζπιινγηζκώλ θαη επηρεηξεκάησλ, εξκελείεο κε πνιιαπινύο 

ηξόπνπο, εθαξκνγέο, θξηηηθέο ζεσξήζεηο κηαο θαηάζηαζεο-ελόο θαηλνκέλνπ θ.α., πνπ 

ε πξαγκαηνπνίεζή ηνπο ζπλεπάγεηαη ηελ νπζηαζηηθή θαηαλόεζε. 

Οη εθθάλζεηο ηεο έλλνηαο θαηαλόεζεο είλαη πνιιέο, κε ζπλέπεηα ηελ αλάπηπμε 

δηαθόξσλ ζεσξηώλ κε ζηόρν ηελ πεξηγξαθή ηεο. Γύν από ηηο πην ζύγρξνλεο Θεσξίεο 

γηα ηελ θαηαλόεζε πνπ δηαηππώζεθαλ ην 2005, παξνπζηάδεη ε Κνιέδα (2013). Δίλαη 

ε ζεσξία ησλ Kalantzis θαη Cope θαη ησλ Wiggins θαη Tighe. Οη πξώηνη αλαθέξνληαη 

ζε επηά «δηαδηθαζίεο γλώζεηο»(“knowledge processes”), ηηο εμήο: βηώλνληαο ην 

γλσζηό, βηώλνληαο ην λέν, ελλνηνιόγεζε κε νλνκαηνπνίεζε, ελλνηνιόγεζε κε 

ζεσξεηηθνπνίεζε, θξηηηθή αλάιπζε, άκεζε εθαξκνγή θαη δεκηνπξγηθή εθαξκνγή. Ο 

ζρεδηαζκόο θαη ε εθαξκνγή δξαζηεξηνηήησλ γηα θάπνην ζέκα, πνπ ελεξγνπνηνύλ ηηο 

παξαπάλσ δηαδηθαζίεο γλώζεσλ, ζπλεπάγνληαη ηελ θαηαλόεζή ηνπο. Ολνκάδνπλ ηε 

ζεσξία ηνπο «Μάζεζε κέζσ ΢ρεδηαζκνύ». 

«Καηαλόεζε κέζσ ζρεδηαζκνύ» (“Understanding by design”) απνθαινύλ ηε 

ζεσξία ηνπο, νη Wiggins θαη Tighe (2005). ΢ε απηήλ, δηαθξίλνπλ έμη πξόζσπα γηα ηελ 

θαηαλόεζε (“the six facets of understanding”):ηεο εμήγεζεο, ηεο εξκελείαο, ηεο 

εθαξκνγήο, ηεο πξννπηηθήο, ηεο ελζπλαίζζεζεο θαη ηεο απηνγλσζίαο. Δλδεηθηηθέο 

ελέξγεηεο πνπ πεξηγξάθνπλ, αληηζηνίρσο, θαζέλα από ηα έμη πξόζσπα είλαη νη εμήο: ε 

δπλαηόηεηα θάπνηνπ λα δίλεη αηηηνινγεκέλεο εμεγήζεηο, λα πεξηγξάθεη θαη λα 

ρξεζηκνπνηεί πνηθίινπο θαη δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο έλα ζέκα, λα εθαξκόδεη ηηο 

γλώζεηο ηνπ ζε γλσζηέο θαη άγλσζηεο θαηαζηάζεηο, λα εμεηάδεη κε θξηηηθή καηηά κηα 

θαηάζηαζε, λα δηεξεπλά ηηο νπηηθέο ησλ άιισλ γηα ην ίδην δήηεκα θαη λα αλαγλσξίδεη 

ηηο αδπλακίεο θαη παξαλνήζεηο ηνπ ζρεηηθά κε έλα ζέκα (Κνιέδα 2013).  
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Ζ Θεσξία ησλ «έμη πξνζώπσλ», ησλ Wiggins θαη Tighe, αμηνπνηήζεθε ζηελ 

παξνύζα έξεπλα γηα ηελ αλάιπζε ησλ δηαζηάζεσλ ηεο έλλνηαο «θαηαλόεζεο». 

΢πγθεθξηκέλα, εμεηάδεηαη ε θαηαλόεζε πνπ έρνπλ νη καζεηέο γηα ην ξόιν αμησκάησλ, 

ησλ νξηζκώλ ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ 

΢πζηήκαηνο, σο πξνο ηηο εμήο ηξεηο δηαζηάζεηο ηεο έλλνηαο ηεο θαηαλόεζεο: 

 ε εξκελεία ηνπ ξόινπ ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ όπσο παξνπζηάδνληαη κέζα 

από ηηο πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ, ιεθηηθέο ή κε παξαδείγκαηα ή κε 

νπνηαδήπνηε κνξθή αλαπαξάζηαζεο (δηάζηαζε εξκελείαο) 

 ε απόδνζε αηηηνινγεκέλσλ εμεγήζεσλ γηα ηελ ύπαξμε ή όρη θελώλ ζε κηα 

απόδεημε, ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε ην ηξόπν ρξήζεο ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ 

ζηηο αληίζηνηρεο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο (δηάζηαζε εμήγεζεο). 

 ε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ ζηελ νξγάλσζε κηαο 

απόδεημεο(δηάζηαζε ηεο εθαξκνγήο) 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3
Ο 

ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΑ 

3.1  Πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ, ηνπ δείγκαηνο θαη ηεο δηεξεπλεηηθήο 

δηαδηθαζίαο 

΢ηελ παξνύζα έξεπλα κειεηήζεθε ε βειηίσζε ζηελ θαηαλόεζε πνπ 

παξνπζηάδνπλ νη καζεηέο κεηά από παξέκβαζε γηα ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ, 

ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. Ζ 

πξνζέγγηζε απηήο ηεο κειέηεο έγηλε κέζσ θαηάιιεινπ δηδαθηηθνύ ζρεδηαζκνύ. 

Πεξηειάκβαλε κηα δηδαθηηθή παξέκβαζε θαη ηελ αμηνιόγεζε ηεο θαηαλόεζεο πνπ 

έρνπλ νη καζεηέο ηόζν γηα ην ξόιν ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο, όζν 

θαη ησλ δπζθνιηώλ πνπ αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ζηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο. Ο 

δηδαθηηθόο ζρεδηαζκόο αθνξνύζε ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ. 

Δπηιέρηεθε, γηαηί ζηηο πεξηζζόηεξεο απνδείμεηο ησλ ηδηνηήησλ ησλ παξαιιήισλ 

επζεηώλ ρξεζηκνπνηνύληαη ηόζν ηα αμηώκαηα όζν θαη αξθεηέο από ηηο πξνηάζεηο πνπ 

απνδεηθλύνληαη ζηελ ίδηα ελόηεηα. Δπνκέλσο, ζηελ ζπγθεθξηκέλε ελόηεηα 

αλαδεηθλύεηαη ν παξαγσγηθόο ηξόπνο νξγάλσζεο ησλ πξνηάζεσλ θαη ν ξόινο ηνπο, 

ηδηαίηεξα ησλ αμησκάησλ. 
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Ζ έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε θαηά ην ζρνιηθό έηνο 2016-2017 ζε δεκόζην 

ζρνιείν ηεο Γπηηθήο Θεζζαινλίθεο, ζην 1
ν
 Γ.Δ.Λ ΢ηαπξνύπνιεο. ΢πκκεηείραλ 

43καζεηέο δύν ηκεκάησλ ηεο Α΄ Λπθείνπ (μεθίλεζαλ 44 καζεηέο αιιά ζηε 

δηεμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ ζπκπεξηιήθζεθαλ ηα δεδνκέλα από ηνπο 43 καζεηέο, 

θαηλόκελν πνπ ζα εμεγεζεί ζηνπο πεξηνξηζκνύο ηεο έξεπλαο, ζηελ ελόηεηα ηεο 

ζπδήηεζεο). Οη καζεηέο ησλ δύν ηκεκάησλ πξνέξρνληαλ από ηξία δηαθνξεηηθά 

Γπκλάζηα ηεο πεξηνρήο. Έηζη, ιήθζεθαλ ηα απαξαίηεηα κέηξα, πνπ ζα πεξηγξαθνύλ 

ζηελ ελόηεηα ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο ώζηε νη καζεηέο λα έρνπλ ζην βαζκό πνπ 

απηό είλαη δπλαηό, ηα ίδην γλσζηηθό ππόβαζξν. Ζ παξέκβαζε πξαγκαηνπνηήζεθε, ζε 

8 δηδαθηηθέο ώξεο ζην έλα ηκήκα, ζε 9 ζην άιιν θαη ζε δηάζηεκα πεξίπνπ ηξηώλ 

εβδνκάδσλ. 

Ζ εξεπλεηηθή δηαδηθαζία δηαρσξίδεηαη ζε 4 θάζεηο. ΢ηελ 1
ε
 θάζε ηεο έξεπλαο 

έγηλε πηινηηθή εθαξκνγή ηνπ πξώηνπ δνθηκίνπ (pretest). Γόζεθε πξνο ζπκπιήξσζε 

ζε 15 καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ πνπ θνηηνύζαλ ζηα ηκήκαηα πνπ δε ζπκκεηείραλ ζηελ 

παξέκβαζε. Οη απαληήζεηο ησλ 15 καζεηώλ νδήγεζαλ ζηε βειηίσζε ησλ 

εθθξαζηηθώλ κέζσλ, ζηελ ηξνπνπνίεζε ηνπ ηξόπνπ παξνπζίαζεο θάπνησλ 

δξαζηεξηνηήησλ θαη ζηελ ηειηθή δηακόξθσζε ηνπ αληίζηνηρνπ δνθηκίνπ. Δπηπιένλ 

δηαπηζηώζεθε όηη ν απαηηνύκελνο ρξόλνο ζπκπιήξσζεο ηνπ δνθηκίνπ θπκαίλεηαη από 

60 έσο 90 ιεπηά, δηαθνξεηηθόο γηα θάζε καζεηή. ΢ηελ 2
ε
 θάζε ηεο έξεπλαο νη 

καζεηέο ησλ δύν ηκεκάησλ πνπ ζα ζπκκεηείραλ ζηε παξέκβαζε, θιήζεθαλ λα 

ζπκπιεξώζνπλ ην πξώην δνθίκην (pretest), ζε δύν ζπλερόκελεο δηδαθηηθέο ώξεο ησλ 

45 ιεπηώλ, εληόο ηνπ ζρνιείνπ κε παξνπζία ηεο θαζεγήηξηαο-εξεπλήηξηαο. Ζ 

παξέκβαζε δηεμήρζε ζηελ 3
ε
 θάζε ηεο έξεπλαο, δύν βδνκάδεο πεξίπνπ κεηά ηελ 2

ε
 

θάζε. ΢ην έλα ηκήκα δηήξθεζε 8 ώξεο, ζην άιιν 9 θαη αλαιύεηαη δηεμνδηθά ζε 

επόκελε ελόηεηα. ΢ηελ 4
ε
 θαη ηειεπηαία θάζε ηεο έξεπλαο, πεξίπνπ έμη βδνκάδεο 

κεηά ηε παξέκβαζε, δόζεθε γηα ζπκπιήξσζε ην δεύηεξν δνθίκην (posttest). Γηα ηηο 

απαληήζεηο δηαηέζεθε ίδηνο ρξόλνο κε ην πξνεγνύκελν δνθίκην θαη ζπκπιεξώζεθε 

επίζεο κε ηε παξνπζία ηεο θαζεγήηξηαο-εξεπλήηξηαο. Σν ρξνληθό δηάζηεκα πνπ 

κεζνιάβεζε από ηελ εθαξκνγή ηνπ πξώηνπ δνθηκίνπ έσο ηε ζπκπιήξσζε ηνπ 

δεύηεξνπ, ήηαλ πεξίπνπ 9 κε 10 βδνκάδεο. ΢ηελ επόκελε ππνελόηεηα πεξηγξάθνληαη 

ηα δύν δνθίκηα. 

3.2  Αλάιπζε ησλ εξεπλεηηθώλ εξγαιείσλ 
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Γηα ηε κέηξεζε ηεο θαηαλόεζεο ζρεηηθά κε ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, ησλ 

νξηζκώλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο 

θαηαζθεπάζηεθαλ δύν εξεπλεηηθά εξγαιεία ηα δύν δνθίκηα πνπ έρνπλ παξόκνηα δνκή 

θαη απνηεινύληαη από 4 κέξε ην θαζέλα. Σα δνθίκηα νξγαλώζεθαλ ζε δύν άμνλεο 

εξσηεκάησλ ζε αληηζηνηρία κε ηα δύν εξεπλεηηθά εξσηήκαηα. 

 ν πξώηνο άμνλαο εξσηεκάησλ αθνξά ηελ θαηαλόεζε πνπ έρνπλ νη 

καζεηέο θαη εηδηθόηεξα, ην πσο εξκελεύνπλ ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, ησλ 

νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ζην αμησκαηηθό ζύζηεκα. 

 ν δεύηεξνο άμνλαο εξσηεκάησλ αθνξά ηελ αμηνπνίεζε ησλ παξαπάλσ 

ζηνηρείσλ ζηηο απνδείμεηο. 

Σν πεξηερόκελν ηνπ πξώηνπ άμνλα πεξηιακβάλεη εξσηήζεηο (αληηζηνηρνύλ ζην 1
ν 

θαη ζην 2
ν
κέξνο ησλ δνθηκίσλ), πνπ αθνξνύλ ηελ πεξηγξαθή ησλ ξόισλ ησλ 

αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο θαη δηάθξηζε απηώλ 

ησλ ζηνηρείσλ. Αλαιπηηθόηεξα ζην 1
ν
 κέξνο ησλ δύν δνθηκίσλ, πνπ είλαη αθξηβώο 

ίδην θαη ζηα δύν, δεηείηαη από ηνπο καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ κε ιόγηα ή κε 

παξάδεηγκα ηη είλαη αμίσκα θαη πνηνο ν ξόινο ηνπ (αληίζηνηρα νξηζκόο-ζεώξεκα-

απόδεημε). ΢ην 2
ν
κέξνο ησλ δύν δνθηκίσλ, δίλνληαη δεθαέμη ίδηεο πξνηάζεηο θαη 

δεηείηαη λα ραξαθηεξηζηνύλ σο πξνο ην είδνο ηνπο. Αλ θαη ην ρξνληθό δηάζηεκα 

αλάκεζα ζηελ εθαξκνγή ησλ δύν δνθηκίσλ ήηαλ 9 βδνκάδεο, αξθεηό γηα λα κε 

ζπκνύληαη νη καζεηέο πνηεο πξνηάζεηο είραλ δεηεζεί λα ραξαθηεξηζηνύλ ζην πξώην 

δνθίκην, εληνύηνηο γηα λα κεησζεί ε πηζαλόηεηα λα ζπκπιεξσζεί ην δεύηεξν δνθίκην 

από κλήκεο, έγηλαλ θάπνηεο αιιαγέο ζην ηξόπν νξγάλσζεο ησλ πξνηάζεσλ ζε απηό 

ην κέξνο ηνπ δνθηκίνπ. Έηζη, νη 16 πξνηάζεηο, πνπ δεηήζεθαλ γηα ραξαθηεξηζκό ζην 

δεύηεξν δνθίκην, ηνπνζεηήζεθαλ ζε δηαθνξεηηθή ζεηξά ζε ζρέζε κε ηε ζεηξά πνπ 

ηνπνζεηήζεθαλ ζην πξώην δνθίκην. Παξάιιεια, γηα θαζεκία από ηηο 16 πξνηάζεηο 

ηνπ δεύηεξνπ δνθηκίνπ, ρξεζηκνπνηήζεθαλ δηαθνξεηηθά γξάκκαηα, γηα ηελ 

αλαπαξάζηαζε ησλ καζεκαηηθώλ αληηθεηκέλσλ πνπ πεξηγξάθνληαη ζε απηέο, από 

απηά, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα θάζε πξόηαζε ζην πξώην δνθίκην. Γηα παξάδεηγκα, 

ν νξηζκόο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ πνπ δόζεθε γηα ραξαθηεξηζκό ζην πξώην 

δνθίκην ήηαλ ε 1
ε
 πξόηαζε ζηε ζεηξά ησλ 16 πξνηάζεσλ, πνπ δόζεθαλ γηα 

ραξαθηεξηζκό θαη κε ηε κνξθή: «Αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε βάζε ηελ 

πιεπξά ΒΓ ηόηε ΑΒ=ΑΓ». ΢ην δεύηεξν δνθίκην, ν ίδηνο νξηζκόο, ήηαλ ε 7
ε
 πξόηαζε 

ζηε ζεηξά ησλ 16 πξνηάζεσλ θαη κε ηελ εμήο κνξθή: «Αλ ην ηξίγσλν ΕΖΘ είλαη 
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ηζνζθειέο κε βάζε ηελ πιεπξά ΖΘ ηόηε ΕΖ=ΕΘ». Ζ πεξηγξαθή ησλ ξόισλ ησλ 

αμησκάησλ ησλ νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο, θαζώο θαη ε δηάθξηζε 

απηώλ ησλ ζηνηρείσλ ζρεηίδνληαη κε ηελ θαηαλόεζε πνπ έρνπλ νη καζεηέο γηα απηά 

ηα ζηνηρεία θαη ζπγθεθξηκέλα κε ηε δηάζηαζε ηεο εξκελείαο (ε πξώηε από ηηο 

δηαζηάζεηο ηεο έλλνηαο θαηαλόεζεο όπσο νξίζηεθαλ ζην ελλνηνινγηθό πιαίζην). 

Σν πεξηερόκελν ηνπ δεύηεξνπ άμνλα πεξηιακβάλεη εξσηήζεηο (αληηζηνηρνύλ ζην 

3
ν
 θαη ζην 4

ν
 κέξνο ησλ δνθηκίσλ),πνπ εμεηάδνπλ ην πώο νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ 

ηα αμηώκαηα, ηνπο νξηζκνύο θαη ηα ζεσξήκαηα ζηηο απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο. 

Δηδηθόηεξα, σο πξνο ην 3
ν
 κέξνο ηα δύν δνθίκηα παξνπζηάδνπλ ηελ ίδηα δνκή αιιά 

ζην θαζέλα ρξεζηκνπνηνύληαη δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα-αζθήζεηο. ΢πγθεθξηκέλα ζην 

3
ν
 κέξνο ησλ δνθηκίσλ, παξνπζηάδνληαη ζε δύν ζέκαηα, δύν απνδείμεηο κε ηε βνήζεηα 

αξηζκεκέλσλ βεκάησλ. Ζ απόδεημε ζην 1
ν
 ζέκα είλαη πιήξεο ελώ ε απόδεημε ζην 2

ν
 

ειιηπήο. Ζ δπλαηόηεηα λα αληηιεθζεί ν καζεηήο αλ ππάξρνπλ θελά ή όρη ζε κηα 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, ν αθξηβήο πξννξηζκόο ηεο ζέζεο απηώλ, ε αλαγλώξηζε ηνπ 

είδνπο ηεο πξόηαζεο πνπ ιείπεη θαη ε αθξηβήο δηαηύπσζε απηήο δείρλνπλ αλ ν 

καζεηήο είλαη ζε ζέζε λα δώζεη εμεγήζεηο. Απηέο νη εμεγήζεηο αλ ππάξρνπλ, 

αλαδεηθλύνπλ ην βαζκό θαηαλόεζεο πνπ έρεη ν καζεηήο γηα ην ξόιν ηεο πξόηαζεο 

ζηελ απόδεημε. Ζ ρξήζε θαη ε θαηάιιειε αμηνπνίεζε ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ 

θαη ησλ ζεσξεκάησλ από ηνπο καζεηέο, γηα λα αηηηνινγήζνπλ-εμεγήζνπλ αλ κηα 

απόδεημε είλαη πιήξεο ή όρη ζρεηίδεηαη κε ηε δηάζηαζε ηεο εμήγεζεο (ε δεύηεξε από 

ηηο δηαζηάζεηο ηεο έλλνηαο θαηαλόεζεο όπσο νξίζηεθαλ ζην ελλνηνινγηθό πιαίζην). 

΢ην 4
ν
 κέξνο ησλ δνθηκίσλ, νη καζεηέο θαινύληαη λα ηνπνζεηήζνπλ ζηε ζσζηή 

ζεηξά ηηο πξνηάζεηο πνπ ζπληζηνύλ κία απόδεημε. Απηέο κπνξεί λα είλαη έλαο νξηζκόο, 

έλα αμίσκα, έλα ζεώξεκα ή κηα ηξίηε πξόηαζε. Ζ εύξεζε ηεο ζσζηήο δηαδνρήο 

δείρλεη όηη ν καζεηήο όρη κόλν γλσξίδεη ηε ιεηηνπξγία ησλ πξνηάζεσλ αιιά κπνξεί 

θαη λα εθαξκόδεη απηή ηε γλώζε ζε λέεο θαηαζηάζεηο. Αθνύ, γηα λα ηηο ηνπνζεηήζεη 

ζηε ζσζηή ζεηξά, πξέπεη λα αληηιεθζεί πνηεο από απηέο είλαη ππόζεζε, πξνϋπόζεζε ή 

ζπκπέξαζκα, δειαδή λα έρεη βαζύηεξε θαηαλόεζε ηνπ ιεηηνπξγηθνύ ξόινπ ησλ 

πξνηάζεσλ ζε κηα απόδεημε. Ζ ρξήζε θαη ε θαηάιιειε αμηνπνίεζε ησλ αμησκάησλ, 

ησλ νξηζκώλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ γηα λα νξγαλώζνπλ κηα απόδεημε ζρεηίδεηαη κε ηε 

δηάζηαζε ηεο εθαξκνγήο (ε ηξίηε από ηηο δηαζηάζεηο ηεο έλλνηαο θαηαλόεζεο όπσο 

νξίζηεθαλ ζην ελλνηνινγηθό πιαίζην). 
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Σα δνθίκηα απνηέιεζαλ ηα εξγαιεία ζπγθέληξσζεο δεδνκέλσλ γηα ηελ εμαγσγή 

απνηειεζκάησλ θαη ζπκπεξαζκάησλ ζρεηηθά κε ηα δύν πξώηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα 

ηεο κειέηεο. Γηα ηε ζπιινγή δεδνκέλσλ ζρεηηθά κε ην 3
ν
 εξεπλεηηθό εξώηεκα έγηλε 

αμηνπνίεζε ηόζν ησλ θύιισλ εξγαζίαο κε ηίηιν «ζπκπιεξώλνληαο ην 

ζπιινγηζκό…» (3
ν
 θύιιν εξγαζίαο) όζν θαη ησλ ζεκεηώζεσλ πνπ θαηαγξάθεθαλ 

θαηά ηελ εθαξκνγή ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο 3
εο

 ελόηεηαο ηεο δηδαθηηθήο 

παξέκβαζεο πνπ πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζηελ επόκελε ελόηεηα. 

Δγθπξόηεηα θαη αμηνπηζηία 

 Ζ νξγάλσζε ησλ εξγαιείσλ κέηξεζεο, ησλ δύν δνθηκίσλ ζε δύν άμνλεο 

εξσηεκάησλ, ζε αληηζηνηρία κε ηα δύν πξώηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα, πνπ 

παξνπζηάζηεθε ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο, θαζώο θαη ε ζύλδεζε ηνπ 

πεξηερνκέλνπ ησλ εξσηήζεσλ πνπ πεξηιακβάλεη ν θάζε άμνλαο εξσηεκάησλ κε ηνπο 

νξηζκνύο ησλ ελλνηώλ θαη ησλ δηαζηάζεσλ ηνπο όπσο νξίζηεθαλ ζην ελλνηνινγηθό 

πιαίζην ζεσξείηαη όηη, δηαζθαιίδεη ηελ εγθπξόηεηα πεξηερνκέλνπ ησλ εξγαιείσλ 

κέηξεζεο, όπσο θαη ηελ εγθπξόηεηα ελλνηνινγηθήο θαηαζθεπήο. Σν δηάγξακκα 4 πνπ 

αθνινπζεί ζηελ επόκελε ζειίδα, παξνπζηάδεη ηελ αλάιπζε ηεο δνκήο ησλ εξγαιείσλ 

θαη ηηο ζπλδέζεηο-αληηζηνηρίεο εξεπλεηηθώλ εξσηεκάησλ-αμόλσλ εξσηεκάησλ-

δηαζηάζεσλ νξηζκώλ. 

Δπηπξόζζεηα, ε νξγάλσζε ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο, 

(παξνπζηάδεηαη ζηελ ελόηεηα πνπ αθνινπζεί) θαη ε αλάιπζε ησλ απνηειεζκάησλ 

(πηλ 1) ζε αληηζηνηρία κε ηνπο νξηζκνύο, εληζρύνπλ ηελ εγθπξόηεηα ηεο έξεπλαο. 

Ζ πηινηηθή εθαξκνγή ηνπ δνθηκίνπ, ε ζπκπιήξσζε ησλ δνθηκίσλ εληόο ηνπ ζρνιείνπ, 

κε παξνπζία ηεο εξεπλήηξηαο-εθπαηδεπηηθνύ, όπσο θαη ην πεξηερόκελν θαη ν ηξόπνο 

γξαθήο ησλ εξσηήζεσλ εληζρύνπλ ηελ αμηνπηζηία ησλ εξεπλεηηθώλ εξγαιείσλ, 

(δνθηκίσλ), ηεο έξεπλαο. Δπηπιένλ ε ιεπηνκεξήο παξνπζίαζε πνιιώλ απηνύζησλ 

πεξηγξαθώλ ησλ καζεηώλ, νη θσηνγξαθίεο από ηα έξγα ησλ καζεηώλ θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο παξέκβαζεο θαη ηα θύιια εξγαζίαο (θεθάιαην απνηειεζκάησλ) 

εμαζθαιίδνπλ ηελ εκπηζηνζύλε ζρεηηθά κε ηελ αιήζεηα ησλ δεδνκέλσλ. Σα 

παξαπάλσ, ζεσξείηαη όηη, ζπκβάιινπλ ζηελ αμηνπηζηία ηεο έξεπλαο. 
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Γηάγξακκα 4: Αλάιπζε ηεο δνκήο ηνπ εξγαιείνπ θαη ζύλδεζε ηνπ κε ηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα 

θαη ηνπο νξηζκνύο ησλ ελλνηώλ θαη ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ. 

 

3.3 Οξγάλσζε ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο. 

Πξηλ από ηελ πινπνίεζε ηεο ζρεδηαζκέλεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο, πξνεγήζεθε 

ε ζύληνκε δηδαζθαιία ηνπ δεύηεξνπ θεθαιαίνπ ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ ηεο 

Γεσκεηξίαο Α΄ Λπθείνπ, «ηα βαζηθά γεσκεηξηθά ζρήκαηα». Γηαηί, ππήξραλ καζεηέο, 

πνπ δελ είραλ δηδαρζεί ζην Γπκλάζην, όιεο ηηο απαξαίηεηεο θαη πξνβιεπόκελεο 

γεσκεηξηθέο έλλνηεο, νξηζκνύο θαη ηδηόηεηεο. Οη πεξηζζόηεξεο από απηέο 

1ν εξεπλεηηθό εξώηεκα

Πσο αληηιακβάλνληαη νη καζεηέο ην ξόιν ησλ 
αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ 

θαη ηεο απόδεημεο ζηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ 
΢πζηήκαηνο

1νο άμνλαο εξσηεκάησλ ησλ δνθηκίσλ

αθνξά ηελ θαηαλόεζε πνπ έρνπλ νη καζεηέο 
γηα ην ξόιν απηώλ ησλ ζηνηρείσλ

πεξηερόκελν εξσηήζεσλ ηνπ άμνλα

εξσηήζεηο

πεξηγξαθήο ηνπ 
ξόινπ  απηώλ ησλ 

ζηνηρείσλ ζηνηρείσλ 

ζύδεζε κε νξηζκό   
ηεο έλλνηαο 
θαηαλόεζεο

δηάζηαζε εξκελείαο

εξσηήζεηο

δηάθξηζεο απηώλ 
ησλ ζηνηρείσλ 

2ν εξεπλεηηθό εξώηεκα

Πσο αμηνπνηνύλ νη καζεηέο ηα αμηώκαηα, 
ηνπο νξηζκνύο θαη ηα ζεσξώκαηα ζηηο 

απνδείμεηο πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε;

2νο άμνλαο εξσηεκάησλ ησλ δνθηκίσλ

αθνξά  ρξήζε απηώλ ησλ πξνηάζεσλ ζηηο 
απνδείμεηο

πεξηερόκελν εξσηήζεσλ ηνπ άμνλα

εξσηήζεηο

αμηνπνίεζε απηώλ 
ησλ ζηνηρείσλ γηα 

αηηηνινγεζεί αλ κηα 
απόδεημε είλαη 
πιήξεο ή όρη 

ζύλδεζε κε νξηζκό 
ηεο έλλνηαο 
θαηαλόεζε

δηάζηαζε εμήγεζεο

εξσηήζεηο

αμηνπνίεζε απηώλ 
ησλ ζηνηρείσλ ζηελ 

νξγάλσζε ηεο 
απόδεημεο

ζύλδεζε κε νξηζκό 
ηεο έλλνηαο 
θαηαλόεζε

δηάζηαζε εθαξκνγήο
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εκπεξηέρνληαη ζην δεύηεξν απηό θεθάιαην ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ. Με ζηόρν, όινη νη 

καζεηέο λα ζπκκεηέρνπλ ελεξγά θαη ππό ίζνπο όξνπο, ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο 

ζπγθεθξηκέλεο παξέκβαζεο, θξίζεθε αλαγθαία ε ζύληνκε δηδαζθαιία απηνύ ηνπ 

θεθαιαίνπ, παξόιν πνπ ην αληίζηνηρν θεθάιαην δελ εκπεξηέρεηαη ζηελ δηδαθηέα ύιε 

ηνπ καζήκαηνο. 

΢ηε δηάξθεηα ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο ηα παηδηά εξγάζηεθαλ ζε νκάδεο θαη 

ελεπιάθεζαλ ζε παηγληώδεηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ νκαδνπνηνύληαη ζε ηέζζεξηο 

ελόηεηεο. Οη ηξεηο από ηηο ελόηεηεο δξαζηεξηνηήησλ, 1
ε
, 2

ε
 θαη 4

ε
, βξίζθνληαη ζε 

αληηζηνηρία κε ηα δύν πξώηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα ηεο έξεπλαο. Αθνξνύλ, ζηελ 

θαηαλόεζε ιεηηνπξγηθνύ θαη ζεσξεηηθνύ ξόινπ, ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ 

ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο όπσο θαη ζηελ αμηνπνίεζε απηώλ ησλ ζηνηρείσλ ζηελ 

απόδεημε. Ζ 3
ε
 ελόηεηα δξαζηεξηνηήησλ αθνξά ζηηο δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ 

νη καζεηέο ζηελ θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο αιιά, ζπλδέεηαη θαη κε ηε ρξήζε ησλ 

παξαπάλσ ζηνηρείσλ κέζα ζηελ απόδεημε. Δπνκέλσο νη δξαζηεξηόηεηεο ηεο 

αληίζηνηρεο ελόηεηαο ζπλδένληαη ηόζν ην ηξίην εξεπλεηηθό εξώηεκα όζν θαη κε ην 

δεύηεξν. 

Αλαιπηηθόηεξα, ζηελ 1
ε 

ελόηεηα δξαζηεξηνηήησλ κε ηίηιν «ραξαθηεξίδνληαο 

πξνηάζεηο» (1
ν
 θύιιν εξγαζίαο) παξνπζηάδνληαη νη απνδείμεηο 2 πξνηάζεσλ. Οη 

πξνηάζεηο πνπ ζπληζηνύλ θάζε απόδεημε είλαη γξακκέλεο θαη ηνπνζεηεκέλεο κέζα 

ζην θείκελν ζε πιαίζηα. Κάζε νκάδα ραξαθηήξηδε ηηο πξνηάζεηο (θαηά ηε θξίζε ησλ 

κειώλ ηεο) θαη ηηο αληέγξαθε ζε θαξηέιεο δηαθνξεηηθώλ ρξσκάησλ. ΢ηηο θίηξηλεο ηα 

αμηώκαηα, ζηηο ξνδ-κσβ ηνπο νξηζκνύο, ζηηο ζαιαζζί ηα ζεσξήκαηα θαη ζηηο 

πξάζηλεο ηηο άιιεο (ηξίηεο) πξνηάζεηο. ΢ηε ζπλέρεηα ηνπνζεηνύζαλ ζε έλα ραξηόλη ηηο 

θαξηέιεο ζηε ζεηξά όπσο παξνπζηαδόηαλ ζην θύιιν εξγαζίαο. Έηζη, ε απόδεημε θάζε 

δξαζηεξηόηεηαο ήηαλ κηα ζύλζεζε, έλα θνιάδ από θαξηέιεο δηαθνξεηηθώλ ρξσκάησλ, 

όπνπ ην θάζε ρξώκα δήισλε ην είδνο ηεο θάζε πξόηαζεο. ΢ην ηέινο θάζε 

δξαζηεξηόηεηαο ην έξγν θάζε νκάδαο θσηνγξαθηδόηαλ θαη αλαξηηόληαλ ζηελ e-class. 

΋ηαλ όιεο νη νκάδεο νινθιήξσζαλ ηηο δξαζηεξηόηεηεο ηνπ θύιινπ εξγαζίαο, 

αθνινύζεζε ζπδήηεζε ζηελ ηάμε ζηελ νπνία εμέθξαζαλ ηελ άπνςε ηεο νκάδαο 

(ηαπηόρξνλα ζηνλ πίλαθα πξνβάιινληαλ ην θύιιν εξγαζίαο). Ζ εθπαηδεπηηθόο κε 

θαηάιιειεο εξσηήζεηο θαηεύζπλε ηε ζπδήηεζε θαη ζπλαπνθάζηζαλ -ζε κε ηνπο 

καζεηέο γηα ηνπο ηειηθνύο ραξαθηεξηζκνύο. Οη καζεηέο είραλ πξόζβαζε ζην έξγν ηεο 

νκάδαο ηνπο αιιά θαη ζηα έξγα όισλ ησλ νκάδσλ ηεο ηάμεο θαζώο θαη ζηηο ζσζηέο 
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απαληήζεηο θάζε δξαζηεξηόηεηαο, αθνύ όιν ην πιηθό αλαξηηόληαλ ζηελ e-class κεηά 

ηελ πεξάησζε ηνπ αληίζηνηρνπ καζήκαηνο. Ζ ζπλερήο ελαιιαζζόκελε ρξήζε ησλ 

πξνηάζεσλ απηώλ ζην ρηίζηκν ελόο απνδεηθηηθνύ ζπιινγηζκνύ ζηόρεπαλ ηόζν ζηελ 

αλάδεημε ηνπ ιεηηνπξγηθνύ ξόινπ ησλ πξνηάζεσλ απηώλ ζηελ απόδεημε κηαο 

πξόηαζεο όζν θαη ζηελ ελίζρπζε ηεο ηθαλόηεηαο δηάθξηζεο ησλ παξαπάλσ 

πξνηάζεσλ (δηάζηαζε εξκελείαο). 

Πξηλ ηε 2
ε
 ελόηεηα δξαζηεξηνηήησλ κεζνιάβεζε ε ππελζύκηζε θαη 

αλαδηαηύπσζε ησλ νξηζκώλ ησλ εληόο ελαιιάμ γσληώλ, εληόο εθηόο θαη επί ηα απηά 

θαη ησλ εληόο θαη επί ηα απηά γσληώλ, ηνπο νπνίνπο είραλ ζπλαληήζεη ζηελ Α΄ 

Γπκλαζίνπ. 

΢ηε 2
ε 

ελόηεηα δξαζηεξηνηήησλ κε ηίηιν «αλαδεηώληαο ηε ζσζηή ζεηξά» (2
ν
 

θύιιν εξγαζίαο), θάζε νκάδα δνθηκάδεη λα βάιεη ηηο πξνηάζεηο πνπ είλαη αλαγθαίεο 

γηα κηα απόδεημε ζηε ζσζηή δηαδνρή. Γίλνληαη όιεο νη πξνηάζεηο πνπ είλαη 

απαξαίηεηεο γηα ηελ πιήξε απόδεημε κηαο πξόηαζεο, ηππσκέλεο ζε θαξηέιεο 

δηαθνξεηηθώλ ρξσκάησλ. Ζ επηινγή ηεο ζέζεο ηεο πξόηαζεο ζηελ απόδεημε ζηνρεύεη 

λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο όρη κόλν λα αλαγλσξίζνπλ ηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν ηεο θάζε 

πξόηαζεο, αιιά λα αξρίζνπλ λα ρξεζηκνπνηνύλ ηηο πξνηάζεηο απηέο σο εξγαιεία. Ζ 

ζσζηή ρξήζε ησλ εξγαιείσλ πξνϋπνζέηεη βαζύηεξε θαηαλόεζε γηα ην ξόιν πνπ 

κπνξεί λα έρεη κία πξόηαζε σο ππόζεζε, πξνϋπόζεζε ή ζπκπέξαζκα κέζα ζε έλαλ 

ζπιινγηζκό θαη εθαξκνγή ησλ γλώζεσλ απηώλ ζε κία απόδεημε. (δηάζηαζε 

εθαξκνγήο). Παξάιιεια, επεηδή ην ρξώκα ηεο θαξηέιαο θαζνξίδεη ην είδνο ηεο 

πξόηαζεο, ελδέρεηαη λα εληζρπζεί θαη ε ηθαλόηεηα δηάθξηζεο ησλ πξνηάζεσλ 

(δηάζηαζε εξκελείαο). 

Πξηλ ηελ ελαζρόιεζε ησλ καζεηώλ κε ηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο 3
εο 

ελόηεηαο κε 

ηίηιν «ζπκπιεξώλνληαο ην ζπιινγηζκό…» (3
ν
 θύιιν εξγαζίαο) έγηλε αλαθνξά ζην 

Δπθιείδεην αίηεκα ηεο παξαιιειίαο. 

Ζ 3
ε
 ελόηεηα πεξηιακβάλεη 4 δξαζηεξηόηεηεο. ΢ε θάζε δξαζηεξηόηεηα δίλνληαη 

θάπνηα αξρηθά βήκαηα θαη θάζε νκάδα θαιείηαη λα ζπλερίζεη θαη λα νινθιεξώζεη ην 

ζπιινγηζκό. Σα βήκαηα απηά είλαη πεξηζζόηεξα ζηελ 1
ε
 δξαζηεξηόηεηα θαη 

κεηώλνληαη ζηαδηαθά ζηηο επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο (θζίλνπζα θαζνδήγεζε). ΢ρήκα 

δίλεηαη κόλν ζηελ 1
ε
 δξαζηεξηόηεηα. Δπηπιένλ ζην ηέινο ηνπ θύιινπ εξγαζίαο 

δίλνληαη γξακκέλα θαη ηνπνζεηεκέλα κέζα ζε πιαίζηα ηα ζεσξήκαηα, νη νξηζκνί θαη 
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ηα αμηώκαηα πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ από ηηο νκάδεο. ΢ε θαζεκία από ηηο 4 

δξαζηεξηόηεηεο δεηείηαη ε απόδεημε 4 πξνηάζεσλ πνπ ζην ζρνιηθό βηβιίν 

αλαθέξνληαη σο ηδηόηεηεο ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ.  

Μπνξεί θάζε νκάδα λα είρε ζηε δηάζεζε ηεο όια ηα εξγαιεία γηα ηελ δεκηνπξγία 

ησλ απνδείμεσλ ησλ 4 ηδηνηήησλ, αιιά γηα ηελ θαηαζθεπή θαη ζπκπιήξσζε ηνπ 

ζπιινγηζκνύ δελ αξθεί απιά ε επηινγή ηεο θαηάιιειεο πξόηαζεο· ρξεηάδνληαη 

αηηηνινγεκέλεο εμεγήζεηο γηα ην πώο ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη πξνηάζεηο απηέο, ώζηε 

λα θαηαιήμνπλ ζε έλα ζπιινγηζκό πνπ δελ ζα παξνπζηάδεη θελά ζηελ νξγάλσζε. 

(δηάζηαζε ηεο εμήγεζεο). Οη δπζθνιίεο θαη ηα εκπόδηα πνπ ζπλάληεζαλ νη νκάδεο 

θαηαγξάθεθαλ θαη παξνπζηάδνληαη ζηελ αληίζηνηρε ππνελόηεηα κε ηα απνηειέζκαηα.  

΢ηελ 4
ε 

ελόηεηα κε ηίηιν «ραξηνγξαθώληαο ηηο ζπλδέζεηο ησλ πξνηάζεσλ» (4
ν
 

θύιιν εξγαζίαο) ε δξαζηεξηόηεηα ηεο ελόηεηαο ζηνρεύεη ζηελ αλίρλεπζε ηνπ 

ζεσξεηηθνύ ξόινπ ησλ αμησκάησλ-νξηζκώλ-ζεσξεκάησλ. Γίλνληαη ηππσκέλα ζε 

θαξηέιεο ησλ ηξηώλ ρξσκάησλ ηα αμηώκαηα, νη νξηζκνί θαη ηα ζεσξήκαηα πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ. Κάζε νκάδα ηνπνζεηεί ηηο 

θαξηέιεο ζε ραξηόλη θαη πξνζπαζεί λα ζπλδέζεη κε γξακκέο ηηο πξνηάζεηο ώζηε λα 

θαίλεηαη πνηεο από απηέο ζπκκεηείραλ ζηελ απόδεημε ησλ ζεσξεκάησλ ηεο ελόηεηαο. 

΢ε απηήλ ηε δξαζηεξηόηεηα επηηξέπεηαη ε ρξήζε ηνπ ζρνιηθνύ βηβιίνπ, όπσο θαη ε 

ρξήζε όισλ ησλ πξνεγνύκελσλ θύιισλ εξγαζίαο.  

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4
Ο

 

ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ  

΢ην θεθάιαην απηό παξνπζηάδνληαη ζε ηξεηο ελόηεηεο ηα απνηειέζκαηα ηεο 

έξεπλαο.  

4.1  Δμέιημε ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο 

«Υαξαθηεξίδνληαο πξνηάζεηο» 

Ζ ελαζρόιεζε ησλ καζεηώλ κε ηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο ελόηεηαο ππξνδόηεζε 

έλα δηάινγν κε αξθεηέο ζπγθξνύζεηο αλάκεζα ζηα κέιε ηεο θάζε νκάδαο γηα ην ηη 

είλαη νξηζκόο, αμίσκα θαη ζεώξεκα. 

΢ηελ 1
ε
 δξαζηεξηόηεηα δίλνληαλ έλα ηζνζθειέο ηξίγσλν ΑΒΓ κε βάζε ηελ 

πιεπξά ΒΓ θαη Γ, Δ, Μ ηα κέζα ησλ πιεπξώλ ΑΒ, ΑΓ θαη ΒΓ αληίζηνηρα. Γίλνληαλ 

επίζεο όιεο νη πξνηάζεηο ηνπνζεηεκέλεο ζηε ζσζηή ζεηξά από ηηο νπνίεο 
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ζπλεπάγεηαη όηη ε ΑΜ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΔ. Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθέο 

θσηνγξαθίεο πνπ παξνπζηάδνπλ ηηο δξάζεηο θαη ηα έξγα ησλ καζεηώλ. 

 

 

  

  

 

 

 

 

Φσηνγξαθία 1: ραξαθηεξηζκόο ησλ πξνηάζεσλ θαη αληηγξαθή ζε θαξηέιεο ησλ 4 

ρξσκάησλ από καζεηέο κηαο νκάδαο 

 

 

 

 

 

 

 

 

Φσηνγξαθία 2: Σνπνζέηεζε ησλ θαξηειώλ ζηε ζεηξά από καζεηέο θάπνηαο νκάδαο 

΢ηηο επόκελεο 4 θσηνγξαθίεο παξνπζηάδνληαη νη επηινγέο ησλ δηαθνξεηηθώλ 

ρξσκάησλ γηα ηηο ίδηεο πξνηάζεηο εκθαλίδνληαο ηηο δηαθνξνπνηήζεηο ηεζζάξσλ 

νκάδσλ σο πξνο ηνπο ραξαθηεξηζκνύο ησλ πξνηάζεσλ. 
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Φσηνγξαθία 3:Υαξαθηεξηζκόο  Φσηνγξαθία 4: Υαξαθηεξηζκόο 

ησλ πξνηάζεσλ από κηα νκάδα  ησλ πξνηάζεσλ από κηα δεύηεξε νκάδα 
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Φσηνγξαθία 5: Υαξαθηεξηζκόο  Φσηνγξαθία 6: Υαξαθηεξηζκόο 

ησλ πξνηάζεσλ από κηα ηξίηε νκάδα  ησλ πξνηάζεσλ από κηα ηέηαξηε νκάδα 

«Αλαδεηώληαο ηε ζσζηή ζεηξά» 
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΢ηελ ελόηεηα απηή δόζεθαλ 3 δξαζηεξηόηεηεο. Ζ κία αθνξνύζε ηελ απόδεημε 

ηεο πξόηαζεο όηη, αλ νη εληόο ελαιιάμ γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ δύν επζείεο 

ηεκλόκελεο από ηξίηε είλαη ίζεο, ηόηε νη επζείεο είλαη παξάιιειεο. Ζ άιιε ζρεηηδόηαλ 

κε ηελ ύπαξμε θαη θαηαζθεπή επζείαο πνπ δηέξρεηαη από έλα ζεκείν Α θαη είλαη 

παξάιιειε πξνο δεδνκέλε επζεία ε. Ζ ηειεπηαία δξαζηεξηόηεηα ηεο ελόηεηαο 

αλαθεξόηαλ ζηελ παξαιιειία δύν δηαθνξεηηθώλ επζεηώλ, όηαλ απηέο είλαη θάζεηεο 

ζε κία ηξίηε επζεία ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο. Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε 

ζηελ ηάμε ήηαλ παξόκνηα κε απηήλ ηεο πξνεγνύκελεο ελόηεηαο κόλν πνπ ν ρξόλνο 

πνπ δηαηέζεθε ζην ηέινο γηα ζπδήηεζε ζηελ ηάμε ζρεηηθά κε ηελ αηηηνιόγεζε ησλ 

ζσζηώλ επηινγώλ ήηαλ ιίγνο. (πεξηνξηζκνύο έξεπλαο) . ΢ηε ζπλέρεηα παξαηίζεληαη 

ελδεηθηηθέο θσηνγξαθίεο ησλ έξγσλ ησλ καζεηώλ. ΢ε απηέο δηαθξίλνληαη θάπνηεο από 

ηηο δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ νκάδσλ ζηηο 3 δξαζηεξηόηεηεο ηεο ελόηεηαο. 

Φσηνγξαθία7: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ δύν 

επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο» 

Φσηνγξαθία 8: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο δεύηεξεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο 

πξόηαζεο «αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο, ηόηε 

είλαη παξάιιειεο» 
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Φσηνγξαθία 9: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο ηξίηεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο 

«αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο, ηόηε είλαη 

παξάιιειεο» 

 

Φσηνγξαθία 10: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο 

«Έζησ επζεία ε θαη Α έλα ζεκείν εθηόο ηεο επζείαο. Να δείμεηε όηη ππάξρεη επζεία ε πνπ 

δηέξρεηαη από ην Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ε» 

 



47 

  

 

Φσηνγξαθία 11: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο δεύηεξεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο 

πξόηαζεο «Έζησ επζεία ε θαη Α έλα ζεκείν εθηόο ηεο επζείαο. Να δείμεηε όηη ππάξρεη επζεία ε 

πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ε» 

 

 

Φσηνγξαθία 12: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο ηξίηεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο 

πξόηαζεο «Έζησ επζεία ε θαη Α έλα ζεκείν εθηόο ηεο επζείαο. Να δείμεηε όηη ππάξρεη επζεία ε 

πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ε» 
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Φσηνγξαθία 13: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «δύν 

επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο» 

 

 

 

Φσηνγξαθία 14: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο δεύηεξεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο 

πξόηαζεο «δύν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη κεηαμύ ηνπο 

παξάιιειεο» 
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Φσηνγξαθία 15: Ζ ζσζηή ζεηξά θαηά ηελ θξίζε κηαο ηξίηεο νκάδαο ζηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «δύν 

επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο» 

«Υαξηνγξαθώληαο ηηο ζπλδέζεηο ησλ πξνηάζεσλ» 

Ο βαζκόο δπζθνιίαο ηεο δξαζηεξηόηεηαο, ν ιίγνο ρξόλνο πνπ είρε ζηε δηάζεζή 

ηεο θάζε νκάδα, (κία δηδαθηηθή ώξα) θαη ν κεγάινο αξηζκόο ησλ πξνηάζεσλ πνπ 

είραλ λα δηαρεηξηζηνύλ νη νκάδεο, δξνπλ αλαζηαιηηθά ζηελ επίηεπμε ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο θαη ζα πξέπεη λα ιεθζνύλ ππόςε ζηνλ αλαζρεδηαζκό ησλ θύιισλ 

εξγαζίαο. Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθέο θσηνγξαθίεο πνπ παξνπζηάδνπλ ηηο ζπλζέζεηο 

θάπνησλ νκάδσλ. 

 

Φσηνγξαθία 16: Πξνζπάζεηα ραξηνγξάθεζεο ησλ ζπλδέζεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο απνδείμεηο 

ησλ πξνηάζεσλ ζηελ ελόηεηα «παξαιιήισλ επζεηώλ»  
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Φσηνγξαθία 17: Πξνζπάζεηα ραξηνγξάθεζεο ησλ ζπλδέζεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο 

απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ζηελ ελόηεηα «παξαιιήισλ επζεηώλ»  

 

Φσηνγξαθία 18: Πξνζπάζεηα ραξηνγξάθεζεο ησλ ζπλδέζεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο 

απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ζηελ ελόηεηα «παξαιιήισλ επζεηώλ» 
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Φσηνγξαθία 19: Πξνζπάζεηα ραξηνγξάθεζεο ησλ ζπλδέζεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο 

απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ζηελ ελόηεηα «παξαιιήισλ επζεηώλ» 

 

Φσηνγξαθία 20: Πξνζπάζεηα ραξηνγξάθεζεο ησλ ζπλδέζεσλ ησλ πξνηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηηο 

απνδείμεηο ησλ πξνηάζεσλ ζηελ ελόηεηα «παξαιιήισλ επζεηώλ» 

4.2.  Παξνπζίαζε επξεκάησλ γηα ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ, 

ζεσξεκάησλ θαη απόδεημεο ζηε δνκή ηεο Γεσκεηξίαο  

΢ε απηήλ ελόηεηα ηα απνηειέζκαηα πξνέθπςαλ από ηε ζπιινγή ησλ απαληήζεσλ 

ησλ καζεηώλ/ηξηώλ ζηα δύν δνθίκηα, πξηλ θαη κεηά από ηε δηδαθηηθή παξέκβαζε. Ζ 

απνθσδηθνπνίεζε θαη θαηαλνκή ησλ απαληήζεσλ έγηλε κε βάζε ηε ζρέζε θαη 

αληηζηνηρία ησλ δηαζηάζεσλ ησλ εκπιεθόκελσλ ελλνηώλ, όπσο απηέο νξίδνληαη θαη 

απνζαθελίδνληαη ζην ελλνηνινγηθό πιαίζην ζηελ αληίζηνηρε ελόηεηα. Ο πίλαθαο 1 

πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδεη απηή ηελ αλάιπζε: 

 



52 

  

ΠΗΝΑΚΑ΢ 1:Αληηζηνηρίεο δηαζηάζεσλ ησλ εκπιεθόκελσλ ελλνηώλ ζηα εξεπλεηηθά 

εξσηήκαηα κε ζηόρν ηελ απνθσδηθνπνίεζε θαη θαηαλνκή ησλ δεδνκέλσλ 

ΓΗΑ΢ΣΑ΢΢ΔΗ΢ 

ΚΑΣΑΝΟΖ΢Ζ΢ 

1νο άμνλαο: 

εξσηήζεηο ζρεηηθέο 

κε ηελ εξκελεία 

 

 

 

 

 

 

 

2νο άμνλαο: 

εξσηήζεηο ζρεηηθέο 

κε ηελ εμήγεζε 

 

 

 

 

3νοάμνλαο: 

εξσηήζεηο ζρεηηθέο 

κε ηελ εθαξκνγή 

 

 

 

 
 

 

δηαζηάζεηο γηα ην ξόιν 
ησλ αμησκάησλ

ζεσξεηηθό

απαξαίηεηα ζεκεία 
εθθίλεζεο        

(απνθπγή θπθιηθώλ 
ζπιινγηζκώλ -θαύινπ 

θύθινπ)

ζεκέιηα

ιεηηνπξγηθό 

εξγαιεία αλάπηπμεο 
πξνϋπόζεζε, 

ζπκπέξαζκα ή κηα ηξίηε 
δήισζε-

δηαζηάζεηο γηα ην ξόιν 
ησλ νξηζκώλ 

ζεσξεηηθό

ζεκέιηα

πεξηγξαθή-εηζαγσγή 
ελόο γλσζηνύ 
γεσκεηξηθνύ 
αληηθεηκέλνπ

ηαμηλόκεζε

πξνο εμάιεηςε ησλ 
θπθιηθώλ ζπιινγηζκώλ 

(θαύινπ θύθινπ)

ιεηηνπξγηθό 

εξγαιεία αλάπηπμεο 
πξνϋπόζεζε, 

ζπκπέξαζκα ή κηα ηξίηε 
δήισζε-

δηαζηάζεηο γηα ην ξόιν 
ησλ ζεσξεκάησλ 

ζεσξεηηθό

ε δηάηαμε κε ζηόρν ηελ 

νξγάλσζε, ζύλδεζε ησλ 
ζεσξεκάησλ 

δηάηαμε κε ζηόρν ηνλ 
έιεγρν θαη ηελ απνθπγή 

θπθιηθόηεηαο κεηαμύ 
ησλ ζεσξεκάησλ 

ιεηηνπξγηθό 

εξγαιεία αλάπηπμεο 
(πξνϋπόζεζε, 

ζπκπέξαζκα ή κηα ηξίηε 
δήισζε)

δηαζηάζεηο γηα ην ξόιν ησλ 
απνδείμεσλ

κέζν επηβεβαίσζεο 

( ζσζηή, νξζή, αιεζή, έγθπξε)

κέζν ζπζηεκαηνπνίεζεο

(νξγάλσζε όισλ ησλ 
πξνηάζεσλ γηα απνθπγή 
θπθιηηθώλ ζπιινγηζκώλ)
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4.2.1 . Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην αμίσκα  

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ αμηώκαηνο πξηλ από ηελ παξέκβαζε 

΢ηελ εξώηεζε πνπ αθνξά ηη ζεσξνύλ νη καζεηέο όηη είλαη αμίσκα, 5 απαληήζεηο 

ζηηο 43 ραξαθηεξίζηεθαλ σο ζσζηέο(πρ. «ζπκβάζεηο ησλ επηζηεκόλσλ») ή ζρεδόλ 

ζσζηέο (πρ. «δερόκαζηε, θαίλνληαη αιεζείο αιιά δελ κπνξνύλ λα απνδεηρηνύλ»). 

Απαληήζεηο ζηηο νπνίεο δηλόηαλ ζσζηή πεξηγξαθή αιιά ιάζνο παξάδεηγκα ή 

ζεκεησλόηαλ ε έθθξαζε «δελ έρεη απνδεηρζεί αθόκα» εθηηκήζεθαλ σο κεξηθώο 

ζσζηέο. Σέηνηεο απαληήζεηο παξνπζίαζαλ 10 καζεηέο ζηνπο 43. Με θαηαλόεζε ηεο 

ζεκαζίαο πξνθύπηεη από 9 απαληήζεηο ζε ζύλνιν 43, ελώ 17 καζεηέο ζηνπο 43 είηε 

δελ ζπκπιήξσζαλ ηίπνηα είηε απάληεζαλ δε γλσξίδσ. Παξαηίζεληαη ελδεηθηηθέο 

απαληήζεηο καζεηώλ αλά θαηεγνξία. (΢ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ δηνξζώζεθαλ 

κόλν ηα νξζνγξαθηθά ιάζε). 

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο: 

…είλαη θάηη πνπ δελ έρεη απόδεημε αιιά είλαη θάηη ζαλ ζπκθσλία πνπ γίλεηαη γηα 

δηεπθόιπλζε ζηε Γεσκεηξία 

…αμίσκα είλαη θάηη πνπ δερόκαζηε αιιά δελ απνδεηθλύεηαη 

…κηα πεξίπησζε πνπ απνδερηήθαλε θάπνηνη επηζηήκνλεο 

…είλαη θάπνηεο αιήζεηεο, θάπνηα πξάγκαηα πνπ δερόκαζηε ρσξίο απόδεημε 

Μεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο: 

… είλαη όηαλ απνδερόκαζηε όηη θάηη ηζρύεη ( πρ ην ζεκείν δελ έρεη δηαζηάζεηο) 

…είλαη κηα ζέζε ηελ νπνία δελ έρνπκε απνδείμεη, κηα ηδηόηεηα πνπ δίλεηαη ζε έλαλ όξν 

ηεο Γεσκεηξίαο 

…είλαη θάπνηα πξάγκαηα πνπ ζεσξνύληαη δεδνκέλα ρσξίο λα απνδείμνπκε θάηη  

…είλαη θάπνηνη θαλόλεο πνπ δελ κπνξεί θαλείο λα ηνπο ακθηζβεηήζεη θαη δελ ππάξρνπλ 

εμαηξέζεηο 

…είλαη νη  «ζεσξίεο» πνπ δελ έρνπλ απνδεηρζεί 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 

…είλαη όηαλ έρνπκε έλαλ νξηζκό θαη καο βνεζάεη λα θαηαιήμνπκε ζε έλα ζπκπέξαζκα 

…ην απνδερόκαζηε όπσο είλαη 
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…είλαη όηαλ πηζηεύνκε όηη θάηη ηζρύεη δειαδή αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε 

βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ ηόηε ΑΒ=ΑΓ 

…είλαη ζεσξίεο πνπ δελ έρνπλ απνδεηρζεί αθόκε θαη δελ έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία   

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ αμηώκαηνο κεηά από ηελ παξέκβαζε 

Μεηά ηελ παξέκβαζε ε θαηαλνκή ησλ απαληήζεσλ ζηελ εξώηεζε ζρεηηθά κε ην 

ηη είλαη αμίσκα δηαθνξνπνηείηαη.. Από ηηο 43 νη 27 εληάζζνληαη ζηελ θαηεγνξία 

«ζσζηέο ή ζρεδόλ ζσζηέο», 9 ζηελ θαηεγνξία «κεξηθώο ζσζηέο», 3 ραξαθηεξίδνληαη 

σο «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη 4 απαληήζεηο ζηελ θαηεγνξία «δελ 

μέξσ/θελό». 

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο: 

…είλαη κία πξόηαζε πνπ ζπκθσλνύλ όινη νη επηζηήκνλεο πσο ηζρύεη, 

…είλαη θάηη πνπ δερόκαζηε όηη ηζρύεη ρσξίο λα ρξεηάδεηαη απόδεημε,  

…ηζρπξηζκνί πνπ δερόκαζηε σο αιεζείο αιιά δελ κπνξνύκε λα απνδείμνπκε. 

…είλαη θάηη πνπ ηζρύεη ρσξίο λα ρξεηαζηεί λα ην απνδείμσ, δειαδή δερόκαζηε όηη ηζρύεη  

…είλαη κηα πξόηαζε ε νπνία αλαθέξεηαη ζε έλαλ θαλόλα πνπ δελ απνδεηθλύεηαη, αιιά 

όκσο ηνλ δερόκαζηε σο αιεζή 

Μεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο: 

…είλαη θάηη ην νπνίν απιώο ηζρύεη αιιά δελ κπνξνύκε λα ην απνδείμνπκε (θαη απιώο ην 

απνδερόκαζηε) 

…είλαη έλαο όξνο ηνλ νπνίν δελ κπνξνύκε λα ηνλ απνδείμνπκε αιιά όινη γλσξίδνπκε όηη 

ηζρύεη θαη αιεζεύεη 

…ην αμίσκα δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί 

…αμίσκα είλαη ιόγηα ηα νπνία έρνπλ εηπσζεί γηα ην ζρήκα ή γηα ηηο επζείεο, ηηο γσλίεο θ.η. 

ι.. θαη δελ έρνπλ απνδεηρζεί ή αιεζεπηεί. (ιέμε πνπ έπιαζε ν καζεηήο) 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 

…είλαη έλαο θαλόλαο πνπ δερόκαζηε. ΢πλήζσο όρη κε ηε ινγηθή 

…είλαη κηα πξόηαζε πνπ δελ νξίδεηαη ή πνπ δελ είλαη θαλόλαο 

…είλαη κηα απόδεημε ε νπνία δελ κπνξνύκε λα απνδείμνπκε αλ ηζρύεη 
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…είλαη όηαλ θάηη είλαη απνδεδεηγκέλν θαη δελ κπνξνύκε λα ην ακθηζβεηήζνπκε ή λα 

δηαθσλήζνπκε 

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ αμηώκαηνο  

΢πγθξίλνληαο ηηο πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ γηα ην ηη είλαη αμίσκα, πξηλ θαη κεηά 

από ηελ παξέκβαζε, παξαηεξνύληαη ζεκαληηθέο κεηαβνιέο αλάκεζα ζηηο θαηεγνξίεο 

ησλ απαληήζεσλ. Απμάλνληαη θαηά 22 νη απαληήζεηο πνπ εληάζζνληαη ζηελ 

θαηεγνξία «ζσζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο». Ζ αύμεζε πξνήιζε από ηε 

κεηαθίλεζε ησλ 9 καζεηώλ από ηε θαηεγνξία «κεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο» θαη 13 

καζεηώλ από ηηο θαηεγνξίεο «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «δελ μέξσ /θελό». Αλ 

θαη ν αξηζκόο ησλ απαληήζεσλ ζηελ θαηεγνξία «κεξηθώο ζσζηέο» δε θαίλεηαη λα 

ηξνπνπνηείηαη αθνύ από 10 αιιάδεη ζε 9· παξ’όια απηά, νη 8 από ηηο 9 πξνέξρνληαη 

από κεηαθίλεζε καζεηώλ από ηηο θαηεγνξίεο «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «δελ 

μέξσ /θελό». Δπηπιένλ, κεηά ηε παξέκβαζε θαλείο καζεηήο δελ απαληά κε ηε 

βνήζεηα κόλν θάπνηνπ παξαδείγκαηνο. 

Ο πίλαθαο 2 πνπ αθνινπζεί ζπλνςίδεη ηηο 43 απαληήζεηο ζην ηη είλαη αμίσκα πξηλ 

θαη κεηά ηελ παξέκβαζε θαη θάλεη νξαηέο θάπνηεο από ηηο κεηαβνιέο πνπ 

αλαθέξζεθαλ: 

ΣΗ ΔΗΝΑΗ ΑΞΗΩΜΑ  ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο 5 27 

Μεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο 10 9 

Απαληήζεηο κε παξάδεηγκα 2  

Με θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 9 3 

 Γελ μέξσ/θελό 17 4 

Πίλαθαο 2: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ αμηώκαηνο 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ αμηώκαηνο πξηλ από ηελ παξέκβαζε 

Οη απαληήζεηο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ξόιν ησλ αμησκάησλ θαηαλέκνληαη ζε 

θαηεγνξίεο κε βάζε ηελ αλαθνξά ηνπο ζην «ζεσξεηηθό» ή ζην «ιεηηνπξγηθό ξόιν» 

απηώλ. ΢ε ζύλνιν 43 καζεηώλ κόλν έλαο αλαγλώξηζε ην ζεσξεηηθό ξόιν ησλ 

αμησκάησλ σο ζεκέιηα. Σν ιεηηνπξγηθό ξόιν δηαθξίλνπλ 10 από ηνπο 43. Από απηνύο, 
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νη 7 εζηηάδνπλ ζηε ρξήζε ηνπο ζηε ιύζε ησλ αζθήζεσλ («ζύλδεζε κε αζθήζεηο») θαη 

νη 3 αλαθέξνληαη ζηε γεληθή ρξήζε ηνπο κέζα ζε νπνηαδήπνηε απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία ή πξόβιεκα («γελίθεπζε»). Γπζθνιίεο λα αληηιεθζνύλ θάπνην ξόιν («κε 

θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ») παξνπζηάδνπλ 10 καζεηέο ζηνπο 43, ελώ 22 ζηνπο 43 

αδπλαηνύλ λα δώζνπλ πεξηγξαθή ζρεηηθά κε ην πώο ιεηηνπξγεί ην αμίσκα. 

Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθέο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ αλά θαηεγνξία. 

Απάληεζε κε αλαθνξά ζην ζεσξεηηθό ξόιν: 

...ιεηηνπξγεί σο θάηη ην ζίγνπξν πνπ κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα πξνβνύκε ζε 

λέα απνηειέζκαηα θαη ζπκπεξάζκαηα, 

Απαληήζεηο πνπ γεληθεύνπλ ηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν: 

…καο βνεζάλε λα πξνρσξήζνπκε ηα πξνβιήκαηά καο 

…είλαη λα καο βνεζάεη ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ 

…είλαη ε δηεπθόιπλζε 

Απαληήζεηο πνπ ζπλδένπλ ηνλ ιεηηνπξγηθνύ ξόιν κε ηηο αζθήζεηο: 

…καο δηεπθνιύλεη ζηε ιύζε κηαο άζθεζεο 

…βνεζάεη λα ππνινγίδνληαη πην γξήγνξα νη αζθήζεηο 

…λα καο βνεζήζεη λα ιύζνπκε κε πην γξήγνξν ηξόπν ηηο αζθήζεηο 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ: 

…λα βνεζήζεη ηνλ καζεηή λα θαηαλνήζεη ηελ άζθεζε ρξεζηκνπνηώληαο όξνπο θαη 

αξθεηά παξαδείγκαηα 

...λα δίλεη ιίγεο παξαπάλσ ιεπηνκέξεηεο γηα ην νπνηνδήπνηε ζρήκα έρνπκε κπξνζηά καο 

…είλαη λα δείμνπκε ζηνλ άιινλ κε βήκαηα όηη θάηη δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί 

… είλαη λα καο δείρλνπλ έλα ζπγθεθξηκέλν θαη απνδεδεηγκέλν όξν ζηελ γεσκεηξία πρ. νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη θάζεηεο 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ αμηώκαηνο κεηά από ηελ παξέκβαζε 

Μεηά ηελ παξέκβαζε ζεκεηώζεθαλ ζεκαληηθέο κεηαβνιέο. ΢σζηέο απαληήζεηο 

έδσζαλ 31 καζεηέο ζηνπο 43, κε 3 λα αλαθέξνληαη ζην ζεσξεηηθό ξόιν ηνπ 

αμηώκαηνο, σο ζεκέιην θαη 28 ζην ιεηηνπξγηθό ξόιν. Από ηηο 28 πεξηγξαθέο νη 17 

ζπλδένπλ ην ιεηηνπξγηθό ξόιν κόλν κε ηηο αζθήζεηο θαη 11 δηαθξίλνπλ ηε γεληθόηεξε 
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ρξήζε ηνπ. 5 καζεηέο θαίλεηαη λα κε θαηαλννύλ ην ξόιν, ελώ 7 καζεηέο δελ έδσζαλ 

θακία πεξηγξαθή. Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθέο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ αλά θαηεγνξία: 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζην ζεσξεηηθό ξόιν: 

...απνηεινύλ ηα ζεκέιηα, πάλσ ζηα νπνία ρηίδεηαη θαη αλαπηύζζεηαη ε Γεσκεηξία, 

...ηα αμηώκαηα είλαη ε βάζε πνιιώλ ζεσξεκάησλ, 

…από ηα αμηώκαηα βγαίλνπλ ηα ζεσξήκαηα 

Απαληήζεηο πνπ γεληθεύνπλ ηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν: 

…καο βνεζάεη λα θηάζνπκε ζηελ απόδεημε κε ηε βνήζεηα ησλ νξηζκώλ θαη ησλ 

ζεσξεκάησλ 

…ην ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα καο βνεζήζεη λα απνδείμνπκε θάηη άιιν πνπ ζέινπκε 

…λα καο βνεζήζεη ζε κηα απόδεημε 

…βνεζνύλ λα πξνρσξήζνπκε ηελ δηαδηθαζία επίιπζεο ελόο πξνβιήκαηνο ώζηε λα 

θαηαιήμνπκε ζε έλα απνηέιεζκα ζε κία απόδεημε  

…ρξεζηκνπνηνύληαη ζηηο απνδείμεηο θαη ηηο ιύζεηο ησλ αζθήζεσλ θαη καο βνεζνύλ λα 

θηάζνπκε ζε έλα ηειηθό απνηέιεζκα 

Απαληήζεηο πνπ ζπλδένπλ ηνλ ιεηηνπξγηθνύ ξόιν κε ηηο αζθήζεηο: 

….καο βνεζνύλ γηαηί είλαη νη βάζεηο ή ζεκαληηθά ζηνηρεία γηα ηε ιύζε κηαο άζθεζεο  

…καο βνεζάεη δηόηη ζε θάπνηα άζθεζε κπνξνύκε λα δερηνύκε όηη θάηη ηζρύεη 

…θαιύπηεη θάπνηα θελά έηζη ώζηε λα ιπζεί κηα άζθεζε 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ: 

…καο βνεζάεη λα ιύζνπκε θάπνηα δεηήκαηα γηα ηα νπνία δελ ππάξρεη απόδεημε ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπο 

…καο βνεζάεη ζην λα κε ρξεηάδεηαη λα απνδείμνπκε θάηη θαη έηζη μέξνπκε πσο είλαη 

ζσζηό θαη ηζρύεη απηό πνπ καο δείρλεη  

…καο βνεζάεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλλνηεο πνπ δελ κπνξνύκε λα απνδείμνπκε 

…λα βνεζήζεη ηνλ καζεηή λα θαηαλνήζεη εύθνια θαη γξήγνξα απηήλ ηελ έλλνηα ζπλήζσο 

κέζα ζε κία απόδεημε 

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ αμηώκαηνο 
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Μειεηώληαο θαλείο ηηο πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ αμηώκαηνο πξηλ 

θαη κεηά ηελ παξέκβαζε δηαθξίλεη αξθεηέο κεηαβνιέο. Αξρηθά, ζρεδόλ ηα 2/3 ησλ 

καζεηώλ αδπλαηνύλ λα πεξηγξάςνπλ νπνηνδήπνηε ιεηηνπξγία ησλ αμησκάησλ. 

Πεξίπνπ ίδην πνζνζηό καζεηώλ κεηά ηελ παξέκβαζε, απνδίδνπλ ηθαλνπνηεηηθέο 

πεξηγξαθέο ηδηαηηέξσο γηα ηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν, κε ζεκαληηθή αύμεζε ηνπ αξηζκνύ 

ησλ καζεηώλ (θαηά 18) πνπ αληηιακβάλνληαη απηό ην ξόιν. Παξάιιεια, απμάλεη 

θαηά 7 ν αξηζκόο ησλ καζεηώλ πνπ αλαπηύζζνπλ πην δηεπξπκέλε αληίιεςε γηα ηε 

ιεηηνπξγία ησλ αμησκάησλ («γελίθεπζε»). 

Αθνινπζεί ν πίλαθαο 3 πνπ παξνπζηάδεη ηελ θαηαλνκή ησλ απαληήζεσλ ζην 

πνηνο είλαη ν ξόινο ηνπ αμηώκαηνο, 43 καζεηώλ πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε: 

ΡΟΛΟ΢ ΣΟΤ ΑΞΗΩΜΑΣΟ΢ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζην ζεσξεηηθό ξόιν (ζεκέιην- 

βάζε- εθθίλεζε) 
1 3 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζην ιεηηνπξγηθό ξόιν 10 28 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 10 5 

Γελ μέξσ/θελό 22 7 

Πίλαθαο 3: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ αμηώκαηνο. 

 

4.2.2  Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηνλ νξηζκό 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Γηα ηελ επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ ζρεηηθά κε ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ 

δηακνξθώζεθαλ ηέζζεξηο βαζηθέο θαηεγνξίεο: «απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη», 

«απαληήζεηο κόλν κε παξάδεηγκα», «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «δελ 

μέξσ/θελό».  

΢ηελ πξώηε θαηεγνξία εληάζζνληαη νη απαληήζεηο πνπ αλαθέξνπλ όηη ν νξηζκόο 

πεξηγξάθεη, εξκελεύεη, εθθξάδεη ηε ζεκαζία θαη εμεγεί έλα αληηθείκελν, (όπσο 

πξνθύπηεη από ηα ζπκθξαδόκελα ε ιέμε «εμεγεί» ρξεζηκνπνηείηαη από ηα παηδηά κε 

ηελ έλλνηα όηη δηεπθξηλίδεη ηε ζεκαζία, ηελ έλλνηα). Κάπνηνη καζεηέο εθηόο από ηηο 

ιεθηηθέο πεξηγξαθέο θάλνπλ ηαπηόρξνλα θαη ρξήζε παξαδείγκαηνο, νπόηε νη 
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απαληήζεηο ηνπο εληάρζεθαλ ζε απηήλ ηελ θαηεγνξία. ΢ηε δεύηεξε θαηεγνξία 

ππάγνληαη όζνη απαληνύλ κε ρξήζε κόλν παξαδείγκαηνο. 

΢ηελ θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» εληάζζνληαη νη ιαλζαζκέλεο 

αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ Οη πεξηζζόηεξεο από απηέο νκαδνπνηνύληαη ζε 3 βαζηθέο 

ππνθαηεγνξίεο. Πνιινί καζεηέο αλαθέξνπλ όηη ν νξηζκόο είλαη κηα ζεσξία, έλαο 

θαλόλαο πνπ πξέπεη λα κάζνπλ («ζεσξία-θαλόλαο γηα εθκάζεζε»). Αξθεηνί 

δπζθνιεύνληαη λα μερσξίζνπλ ηνπο νξηζκνύο από ηα ζεσξήκαηα, ηηο απνδείμεηο θαη 

ηηο ηξίηεο πξνηάζεηο («δπζθνιία ζηε δηάθξηζε πξνηάζεσλ») Σέινο θάπνηνη 

επηζεκαίλνπλ ηε κόληκε ηζρύ ελόο νξηζκνύ («αλαθνξά ζηελ ηζρύ ηνπ νξηζκνύ»). 

Οη απαληήζεηο ησλ καζεηώλ θαηαλέκνληαη ζηηο παξαπάλσ ηέζζεξηο βαζηθέο 

θαηεγνξίεο σο εμήο: 18 ζε ζύλνιν 43 ζηελ πξώηε, 1 ζηε δεύηεξε, 21 ζηελ ηξίηε θαη 3 

ζηελ θαηεγνξία «δελ μέξσ/θελό». Αθνινπζεί ε παξάζεζε αλά θαηεγνξία θάπνησλ 

απαληήζεσλ: 

Απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη έλα αληηθείκελν: 

…εξκελεύεη θάηη κε ζαθήλεηα θαη ρσξίο πεξηζώξην ακθηζβήηεζεο, όηαλ δείρλσ ηελ 

πξαγκαηηθή ηνπ «θύζε» 

…είλαη ε αθξηβήο δηαθνξεηηθή ηνπνζέηεζε γηα θάζε όξν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ 

γεσκεηξία  

…είλαη ε έθθξαζε ελόο αληηθεηκέλνπ, κε ην νπνίν αζρνιείηαη ε Γεσκεηξία πνπ είλαη 

επηζηεκνληθά δεθηή θαη εθθξάδεηαη κε πιεξόηεηα 

…είλαη νη πιεξνθνξίεο γηα θάπνην ζρήκα θαη γηα θάπνην ζεώξεκα πνπ δελ αιιάδνπλ πνηέ 

…καο δείρλεη ην ηη είλαη ην ζρήκα, από ηη απνηειείηαη θηι. 

…είλαη ε εξκελεία ελόο αληηθεηκέλνπ. ΢ηελ Γεσκεηξία πξνζπαζνύκε κε ηνπο νξηζκνύο λα 

δώζνπκε κηα εξκελεία ή λα δηεπθξηλίζνπκε έλα ζρήκα, κηα επζεία θηι 

…νξηζκόο είλαη ε έλλνηα ελόο πξάγκαηνο πνπ αθνξά ηελ Γεσκεηξία κε ιόγηα 

…είλαη ε πεξηγξαθή ησλ όξσλ ζηελ γεσκεηξία 

...είλαη ε πεξηγξαθή θαη ε νξηνζέηεζε θάπνησλ πξαγκάησλ 

…είλαη ε εμήγεζε ελόο γεσκεηξηθνύ όξνπ 

Απαληήζεηο πνπ ζπκπιεξώλνληαη κε παξάδεηγκα: 

…είλαη κηα πξόηαζε ή θείκελν πνπ καο εμεγεί έλα ζέκα. Ο νξηζκόο ηνπ ηζνπιεύξνπ ηξηγώλνπ 

είλαη Ηζόπιεπξν ηξίγσλν είλαη ην ηξίγσλν πνπ έρεη 3 πιεπξέο ίζεο θαη γσλίεο ηνπ ίζεο 
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…είλαη ε ζεκαζία ησλ όξσλ π.ρ. ηζνζθειέο ηξίγσλν είλαη ην ηξίγσλν πνπ έρεη δύν ζθέιε ίζα 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο: 

΢ε απηή ηελ θαηεγνξία, όπσο αλαθέξζεθε, νη απαληήζεηο νκαδνπνηνύληαη ζε 

ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ ηνλ νξηζκό σο κηα «ζεσξία- θαλόλα γηα εθκάζεζε»: 

…είλαη κηα ζηάληαξ ζεσξία πνπ πξέπεη λα κάζνπκε όπσο είλαη 

…ε ζεσξία πνπ πξέπεη λα μέξεη θάπνηνο ώζηε λα ιύζεη κηα άζθεζε 

…ε ζεσξία ηεο Γεσκεηξίαο δειαδή ηα ζηνηρεία ηεο 

…είλαη έλαο θαλόλαο 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ «δπζθνιία ζηε δηάθξηζε πξνηάζεσλ»: 

…είλαη ζαλ ην ζεώξεκα λνκίδσ πρ νη επζείεο ε1,ε2 είλαη θάζεηεο 

…είλαη ε αθξηβήο ζεκαζία νπνηνπδήπνηε ζεσξήκαηνο 

…νξηζκόο δηθαηνινγεί, εμεγεί έλα ζεώξεκα  

…είλαη όηαλ πξνζπαζνύκε λα εμεγήζνπκε δηάθνξα πξάγκαηα ζηα καζεκαηηθά 

…είλαη ε ζύλνςε κηαο απόδεημεο πνπ ηζρύεη πάλα θαη βνεζάεη ηνλ καζεηή λα θαηαλνήζεη 

θαιύηεξα ην ζέκα ηνπ  

…είλαη ε επεμήγεζε θάπνηνπ θαλόλα  ζπλήζσο κε βάζε ηε ινγηθή  

Απαληήζεηο πνπ εκθαλίδνπλ «αλαθνξά ζηελ ηζρύ ηνπ νξηζκνύ»: 

…είλαη θάπνηεο πξνηάζεηο πνπ νξίδνπλ θάηη κόληκν 

…είλαη θάηη πνπ ηζρύεη πάληα 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ κεηά ηελ παξέκβαζε 

΢ηελ εξώηεζε ηη είλαη νξηζκόο, 20 από ηηο 43 απαληήζεηο ζπλδένληαη κε ηελ 

θαηεγνξία «απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη». Έλαο καζεηήο θάλεη ρξήζε κόλν 

παξαδείγκαηνο, ελώ 20 καζεηέο θαίλεηαη λα κε θαηαλννύλ ηε ζεκαζία ηνπ νξηζκνύ. 

Παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθά θάπνηεο απαληήζεηο καζεηώλ: 

Απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη έλα αληηθείκελν: 

...ην ζύλνιν ησλ βαζηθώλ αξρηθώλ ηδηνηήησλ πνπ εξκελεύνπλ έλα θαηλόκελν, έλα κέξνο ή 

έλαλ θιάδν ηεο 

…κηα πξόηαζε πνπ ζνπ εμεγεί κε ιόγηα ηη είλαη κηα έλλνηα 
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…είλαη ν πιήξεο ραξαθηεξηζκόο ελόο αληηθεηκέλνπ ηεο Γεσκεηξίαο 

…ε επεμήγεζε ελόο θαηλνκέλνπ. Ζ ζεκαζία ηνπ 

…ν νξηζκόο πιαηζηώλεη, νξηνζεηεί ηα «αληηθείκελα» ηεο Γεσκεηξίαο 

…κε ηνλ νξηζκό μερσξίδνπκε ηα πξάγκαηα. Γίλνπκε δειαδή ζην θαζέλα κηα ηδηόηεηα έηζη 

ώζηε λα δηαθέξεη ην έλα από ην άιιν 

…εμεγεί κε ιόγηα ηη είλαη ην ζρήκα 

…είλαη κηα έθθξαζε πνπ απαληάεη ζην ηη είλαη θάηη 

Απαληήζεηο πνπ ζπκπιεξώλνληαη κε παξάδεηγκα: 

..είλαη δύν νη πεξηζζόηεξεο πξνηάζεηο νη νπνίεο ιέλε ηη είλαη ην αληηθείκελν κε ην νπνίν 

αζρνινύκαζηε π.ρ. ν νξηζκόο ηνπ θύθινπ καο ιέεη ηη είλαη ν θύθινο 

…ν νξηζκόο ηνπ ηξηγώλνπ καο δίλεη λα θαηαλνήζνπκε ηη είλαη ην ηξίγσλν θαη από ηη 

απνηειείηαη 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζεο ηεο ζεκαζίαο: 

΢ηηο απαληήζεηο πνπ ζπγθεληξώζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα δύν θπξίσο ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ ηνλ νξηζκό σο κηα «ζεσξία- θαλόλα γηα εθκάζεζε»: 

…είλαη έλα θνκκάηη ηνπ βηβιίνπ ην νπνίν δελ κπνξνύκε λα ην αιιάμνπκε  

…είλαη θαλόλαο 

…είλαη αθεξεκέλεο έλλνηεο πνπ αλαγθαζηηθά ιεηηνπξγνύκε 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ «δπζθνιία ζηε δηάθξηζε πξνηάζεσλ»: 

…είλαη κία πξόηαζε γηα ηελ νπνία έρνπκε ζπκθσλήζεη όινη καδί όηη ηζρύεη θαη ηελ 

καζαίλνπκε απηνύζηα 

…είλαη έλαο θαλόλαο ηνλ νπνίν δελ κπνξνύκε λα ηνλ αιιάμνπκε θαη είλαη θάηη πνπ καο 

βνεζάεη ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ζεσξήκαηνο 

…είλαη κηα πξόηαζε, κηα έλλνηα πνπ είκαζηε ζίγνπξνη όηη ηζρύεη θαη έρνπκε ηε 

δπλαηόηεηα λα ηελ απνδείμνπκε 

…είλαη κηθξνζεσξήκαηα, πνξίζκαηα(ιέμε πνπ έπιαζε ν  καζεηήο) 

...είλαη έλα νξζό ζπκπέξαζκα ην νπνίν καο δείρλεη ηη είλαη απηό πνπ κειεηάκε 

…κπνξεί λα απνδεηρζεί 
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Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ 

΢ηελ εξώηεζε πνπ αθνξά ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ, ηόζν πξηλ όζν θαη κεηά ηελ 

παξέκβαζε, ιηγόηεξνη από ηνπο κηζνύο πξνζεγγίδνπλ ηελ απάληεζε. ΢εκεηώζεθαλ 

ειάρηζηεο κεηαβνιέο ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ηη είλαη ν νξηζκόο. ΢πγθεθξηκέλα, 

απμήζεθαλ θαηά 2 νη απαληήζεηο ζηελ θαηεγνξία «απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη». Σόζν 

πξηλ, όζν θαη κεηά, 1 καζεηήο (όρη ν ίδηνο) απνδίδεη απάληεζε κε ρξήζε κόλν 

παξαδείγκαηνο. Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη όηη αζπκπιήξσηεο παξακέλνπλ ειάρηζηεο 

απαληήζεηο. Ο επόκελνο πίλαθαο 4 παξνπζηάδεη ηηο απαληήζεηο ζην ηη είλαη νξηζκόο: 

ΣΗ ΔΗΝΑΗ ΟΡΗ΢ΜΟ΢ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Απαληήζεηο όηη πεξηγξάθεη… 18 20 

Απαληήζεηο κόλν κε παξάδεηγκα 1 1 

Με θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 21 20 

Γελ μέξσ/θελό 3 2 

Πίλαθαο 4: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ νξηζκνύ 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Ζ δηαινγή θαη θαηαλνκή ησλ απαληήζεσλ ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ξόιν ηνπ 

νξηζκνύ έγηλε ζε 5 θαηεγνξίεο. Γύν από ηηο θαηεγνξίεο, «ηαμηλνκεί- δηαθξίλεη- 

ζεκέιηα» θαη «πεξηγξάθεη-εηζάγεη» αληηζηνηρνύλ ζηηο δηαζηάζεηο ηνπ ζεσξεηηθό 

ξόινπ. Ζ ηξίηε θαηεγνξία «εξγαιείν», όπσο δειώλεη θαη ε νλνκαζία ηεο, ζρεηίδεηαη 

κε ην ιεηηνπξγηθό ξόιν απηνύ κέζα ζε νπνηαδήπνηε πξόηαζε.  

΢ηελ θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ» εληάζζνληαη νη εζθαικέλεο 

αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ. ΢ε απηήλ θπξηαξρνύλ θαη 

μερσξίδνπλ δύν αληηιήςεηο. Ζ κία αλαγλσξίδεη σο ξόιν ηνπ νξηζκνύ ηελ θαηαλόεζε 

θαη εκβάζπλζε («εκβάζπλζε -βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο»). Ζ άιιε παξνπζηάδεη θαη 

αλαδεηθλύεη ηε δπζθνιία ησλ καζεηώλ λα μερσξίζνπλ ηνπο ξόινπο ηεο απόδεημεο, 

ησλ νξηζκώλ, ζεσξεκάησλ θαη αμησκάησλ («δπζθνιία δηάθξηζεο ησλ πξνηάζεσλ θαη 

ησλ ξόισλ ηνπο»). 

Οη πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπνζεηνύληαη αλά θαηεγνξία σο εμήο: 

4 ζηελ «ηαμηλνκεί- δηαθξίλεη- ζεκέιηα», 9 ζηελ «πεξηγξάθεη-εηζάγεη», 9 ζηελ 

«εξγαιείν», 16 ζηελ «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ» θαη νη ππόινηπεο 5 ζηελ θαηεγνξία 
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«δελ μέξσ /δελ απαληώ». Αθνινπζεί  ελδεηθηηθή παξνπζίαζε απαληήζεσλ αλά 

θαηεγνξία:  

Απαληήζεηο γηα ην ζεσξεηηθό ξόιν ηαμηλνκεί-δηαθξίλεη-ζεκέιηα: 

…κε ηνπο νξηζκνύο επηθξαηεί ηάμε θαη ινγηθή, ε Γεσκεηξία κεηαηξέπεηαη ζε επηζηήκε, 

…βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε απηνύο ηνπο όξνπο επθνιόηεξα, λα ηνπο μερσξίζνπκε κεηαμύ 

ηνπο θαη λα θαηαιάβνπκε ηηο δηαθνξέο νξηζκέλσλ απ’ απηνύο 

…καο βνεζάεη ζηελ θαηαλόεζε θάπνησλ πξαγκάησλ θαη ηελ νξηνζέηεζε ησλ 

ραξαθηεξηζηηθώλ θαη ηεο ύπαξμεο ηνπο 

…βνεζάεη λα βαζηδόκαζηε ζε ζηνηρεία πνπ είλαη ήδε απνδεθηά ώζηε λα ζπλερίζνπκε κε 

βάζε απηά λα πξνρσξήζνπκε ζηε ιύζε κηαο άζθεζεο 

Απαληήζεηο γηα ην ζεσξεηηθό ξόιν πεξηγξάθεη-εηζάγεη: 

…καο βνεζάεη λα καζαίλνπκε θαηλνύξηα πξάγκαηα (ηη είλαη κεζνθάζεηνο, ύςνο θηι )  

…κέζα από ηνλ νξηζκό καζαίλνπκε γηα όηη αθνξά ηα ζρήκαηα ή νηηδήπνηε άιιν 

…καο βνεζάεη λα αληηιεθζνύκε ηη είλαη απηό κε ην νπνίν ζα αζρνιεζνύκε, καο εμεγεί ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αληηθεηκέλνπ. 

…βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε ηηο πιεξνθνξίεο πνπ καο δίλνληαη γηα θάπνηα ζπγθεθξηκέλα 

πξάγκαηα 

…ε θαιύηεξε αληίιεςε ελόο όξνπ 

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν: 

…είλαη πνιύ ζεκαληηθό λα ηνλ μέξνπκε γηαηί ζα καο βνεζήζεη ζηηο αζθήζεηο 

…καο βνεζάεη λα απνδείμνπκε θαη λα ιύζνπκε αζθήζεηο 

…βνεζάεη λα ιύζνπκε πξνβιήκαηα 

...βνεζάεη ζην λα ιύζνπκε αζθήζεηο 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ: 

΢ηηο απαληήζεηο πνπ εληάρζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα δύν θπξίσο ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εκβάζπλζε -βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο: 
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…λα βνεζήζεη ηνλ καζεηή λα θαηαιάβεη κε ιίγα ιόγηα θαη ζπλήζσο ρξεζηκνπνηώληαο 

ιέμεηο θιεηδηά, ώζηε λα κπνξεί λα ην ζπγθξαηήζεη(ε ππνγξάκκηζε έγηλε από ηνλ 

καζεηή) 

…λα καο βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε θαιύηεξα ηηο αζθήζεηο εθαξκόδνληαο ηνπο νξηζκνύο  

…ε δηεπθόιπλζε ζηελ θαηαλόεζε ηεο Γεσκεηξίαο  

Απαληήζεηο πνπ θαλεξώλνπλ δπζθνιία ζηε δηάθξηζε ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ 

ηνπο: 

…ν ξόινο ηνπ νξηζκνύ είλαη λα δείρλνπκε κε βήκαηα όηη ηζρύεη γηα πάληα  

…λα εμεγήζεη κε ιεπηνκέξεηα ην ζεώξεκα 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ κεηά ηελ παξέκβαζε 

Οη απαληήζεηο ζρεηηθά κε ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ κεηά ηελ παξέκβαζε 

ηξνπνπνηνύληαη θαη αλαθαηαλέκνληαη ζηηο πέληε θαηεγνξίεο ΢πγθεθξηκέλα, 7 ζηελ 

«ηαμηλνκεί- δηαθξίλεη- ζεκέιηα», 9 ζηελ «πεξηγξάθεη-εηζάγεη», 21 ζηελ «εξγαιείν», 9 

ζηελ «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ» θαη 3 ζηελ θαηεγνξία «δελ μέξσ /δελ απαληώ». 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη πνιπδηάζηαηεο απαληήζεηο 4 καζεηώλ. ΋ινη 

αλαθέξνληαη ηόζν ζην ιεηηνπξγηθό ξόιν όζν θαη ζην ζεσξεηηθό ξόιν. Γύν 

αλαγλσξίδνπλ ηα ζεκέιηα σο δηάζηαζε, έλαο ηε δηάζηαζε ηεο πεξηγξαθήο. Σέινο, 

έλαο καζεηήο δηαθξίλεη ηελ πεξηγξαθή θαη ηελ ηαμηλόκεζε. ΢ηε ζπλέρεηα 

δηαηάζζνληαη ζηηο θαηεγνξίεο ελδεηθηηθέο απαληήζεηο: 

Απαληήζεηο γηα ην ζεσξεηηθό ξόιν ηαμηλνκεί-δηαθξίλεη-ζεκέιηα: 

…θαζνξίδεη ηα βήκαηα καο, καο δηεπθξηλίδεη πνηα ζηνηρεία έρνπκε ζηελ δηάζεζε καο θαη 

πνηα κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε, καο θαηαηνπίδεη 

…έρνληαο ππόςε ηνλ νξηζκό ησλ πξαγκάησλ, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε αλάκεζα ζε 

όκνηα πξάγκαηα πην είλαη απηό πνπ ςάρλνπκε. 

…δηαζαθελίδεη θάπνηα πξάγκαηα γηα ηε ζσζηή ρξήζε ηνπο 

…καο βνεζάεη λα μερσξίζνπκε παξόκνηα πξάγκαηα 

…κε ηνπο νξηζκνύο θαηαιήγνπκε ζε δηάθνξα ζεσξήκαηα ή θαη αμηώκαηα, ηα νπνία 

ρξεηαδόκαζηε γηα ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο 

…καο δίλεη ηηο βάζεηο, καο δηεπθνιύλεη ζην λα θαηαλνήζνπκε θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

απνδείμνπκε 
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…έρεη ην ζεκαληηθόηεξν ξόιν, ζε απηόλ βαζίδνληαη όια  

Απαληήζεηο γηα ην ζεσξεηηθό ξόιν πεξηγξάθεη-εηζάγεη: 

…πξνηάζεηο πνπ καο βνεζνύλ λα θαηαιάβνπκε ηηο ηδηόηεηεο ησλ ζρεκάησλ 

…καο δίλεη πιεξνθνξίεο αιιά θαη ζηάληαξ βαζηθά ζηνηρεία πνπ πξέπεη λα μέξνπκε γηα λα 

θάλνπκε ζπγθεθξηκέλα βήκαηα γηα ηελ επίιπζε κηαο άζθεζεο 

…ζην λα θαηαιάβνπκε θαη λα γλσξίζνπκε θαιύηεξα ηη αθξηβώο είλαη απηά ηα ζηνηρεία 

…καζαίλνπκε ηη αθξηβώο είλαη έλα ζρήκα ή νηηδήπνηε άιιν  

…λα δίλεη ζηνπο καζεηέο ή απηνύο πνπ αζρνινύληαη κε ηε Γεσκεηξία λα θαηαιάβνπλ ηη 

είλαη ην πξάγκα κε ην νπνίν αζρνινύληαη, αιιά θαη πνηα είλαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ  

…είλαη ε ζεσξία ελόο πξάγκαηνο πνπ κέζα από  απηόλ καο θαζνδεγεί 

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν: 

…λα καο δηεπθνιύλεη ηελ ώξα πνπ θάλνπκε όηη έρεη ζρέζε κε ηε Γεσκεηξία 

…ρσξίο λα γλσξίδνπκε ηνλ νξηζκό δελ κπνξνύκε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο 

…είλαη βνήζεκα ζηε ιύζε κηαο άζθεζεο αθνύ καο παξέρεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ελόο 

ζηνηρείνπ πνπ κπνξνύλ λα ζπκβάιινπλ ζηε ζπλέρεηα ηεο άζθεζεο θαη ζηελ αλάπηπμε 

απηώλ ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ 

…καο θαηεπζύλεη ζην λα βξνύκε ηε ιύζε  

…λα ιύλνπκε αζθήζεηο 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 

΢ηελ θαηεγνξία απηή εκθαλίζηεθαλ κε κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα θάπνηεο 

απαληήζεηο πνπ θαηαηάζζνληαη αθνινύζσο ζε θαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εκβάζπλζε -βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο: 

…βνεζάεη ζην λα θαηαλνήζνπκε έλα θνκκάηη ηεο ζεσξίαο 

…είλαη λα βνεζήζεη ηνλ καζεηή λα θαηαλνήζεη κηα νξνινγία 

…λα καο βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε ηνπο όξνπο ηεο Γεσκεηξίαο 

…λα θαηαιάβνπκε κηα έλλνηα 

Απαληήζεηο πνπ θαλεξώλνπλ δπζθνιία ζηε δηάθξηζε ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ 

ηνπο: 
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…γηα λα κε μαλαθάλνπκε ηηο απνδείμεηο ρξεζηκνπνηνύκε ηνπο νξηζκνύο 

…ζην λα ρξεζηκνπνηνύκε κηα επηβεβαησκέλε έλλνηα 

…βνεζάεη ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ζεσξήκαηνο 

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ 

΢εκαληηθέο κεηαβνιέο ζεκεηώζεθαλ ζηελ θαηαλόεζε γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ. 

Έηζη, απμάλνληαη θαηά 9 (από 22 καζεηέο ζε 31) νη καζεηέο πνπ είλαη ζε ζέζε λα 

πεξηγξάςνπλ θάπνην ξόιν. Δπηπιένλ, 4 καζεηέο αξρίδνπλ λα αληηιακβάλνληαη ηνλ 

πνιπδηάζηαην ξόιν ηνπ νξηζκνύ, ελώ πξηλ ηελ παξέκβαζε δελ έγηλε θακία αλαθνξά 

ζηελ πνιιαπιή δηάζηαζή ηνπ. Παξάιιεια, κεηώλνληαη θαηά 7 νη απαληήζεηο ζηελ 

θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ». ΢ηνλ πίλαθα 5 παξνπζηάδνληαη 

ζπγθεληξσηηθά νη αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ: 

ΡΟΛΟ΢ ΣΟΤ ΟΡΗ΢ΜΟΤ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Απαληήζεηο γηα ζεσξεηηθό ξόιν. 

(ηαμηλνκεί- δηαθξίλεη- ζεκέιηα) 
4 7* 

Απαληήζεηο γηα ζεσξεηηθό ξόιν. 

(πεξηγξάθεη-εηζάγεη) 

9 9* 

Απαληήζεηο γηα ιεηηνπξγηθό ξόιν (εξγαιείν) 9 21 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ  16 9 

Γελ μέξσ/θελό 5 3 

*ζηηο θαηεγνξίεο κε ηελ εηδηθή ζήκαλζε εκθαλίδνληαη νη πνιιαπιέο απαληήζεηο 4 καζεηώλ 

Πίλαθαο 5: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ νξηζκνύ 

4.2.3  Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ζεώξεκα 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Ζ επεμεξγαζία ησλ δεδνκέλσλ ζρεηηθά κε ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο νδήγεζε ζηε 

δεκηνπξγία 5 θαηεγνξηώλ. Τπήξραλ πεξηγξαθέο ζηηο νπνίεο ε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία 

δεισλόηαλ κε ζαθήλεηα (θαηεγνξία «ζσζηέο απαληήζεηο»). ΢ε άιιεο, ήηαλ 

ιαλζάλνπζα. Δθθξάζεηο, όπσο «ην ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη», «κηα ζεηξά 

απνηειεζκάησλ πνπ ηζρύνπλ», «ινγηθή δηαδηθαζία» θαη άιιεο παξόκνηνπ 

πεξηερνκέλνπ, ζεσξήζεθαλ όηη ππνλννύλ θάπνηα κνξθή απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο 
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θαη εληάρζεθαλ ζηελ θαηεγνξία «κεξηθώο ζσζηέο». Μεξηθέο απαληήζεηο θάλνπλ 

ρξήζε ζπγθεθξηκέλνπ παξαδείγκαηνο (θαηεγνξία «απαληήζεηο κε παξάδεηγκα»). 

Κάπνηεο πεξηγξαθέο θέξλνπλ ζηελ επηθάλεηα ηηο ιαλζαζκέλεο αληηιήςεηο ησλ 

καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ζεώξεκα. Απηέο εληάζζνληαη ζηελ θαηεγνξία («κε 

θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο»). Πνιιέο από απηέο αλαθέξνληαη ζε κηα ζεσξία πνπ 

θαινύληαη λα γλσξίδνπλ νη καζεηέο (ππνθαηεγνξία «ζεσξία-θαλόλαο γηα 

εθκάζεζε»). Άιιεο αλαδεηθλύνπλ ηε δπζθνιία ησλ καζεηώλ λα μερσξίζνπλ ηνπο 

ξόινπο ησλ ζεσξεκάησλ, ησλ νξηζκώλ ησλ αμησκάησλ θαη ηεο απόδεημεο, 

(ππνθαηεγνξία «δπζθνιία δηάθξηζεο ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ ηνπο». 

Οη πεξηγξαθέο ζρεηηθά κε ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπνζεηήζεθαλ αλά 

θαηεγνξία σο εμήο: 9 ζηελ «ζσζηέο απαληήζεηο», 6 ζηελ «κεξηθώο ζσζηέο»,4 ζηελ 

«απαληήζεηο κε παξάδεηγκα»), 21 ζηελ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη 3 ζηελ 

«δελ μέξσ/θελό». Παξαηίζεληαη ελδεηθηηθέο απαληήζεηο: 

Απαληήζεηο πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ ζσζηέο: 

…είλαη έλα δεδνκέλν (πρ. ηύπνο) πνπ απνδεηθλύεηαη κηα θνξά θαη κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ ιύζε αζθήζεσλ θαη πξνβιεκάησλ σο πξνϋπάξρνπζα αιήζεηα  

…είλαη κηα ζέζε ε νπνία έρεη απνδεηρηεί όηη ηζρύεη 

…είλαη ε ζεσξία πνπ έρεη απνδεηρζεί από ηνπο επηζηήκνλεο 

…είλαη ην απνηέιεζκα, ην ζπκπέξαζκα κηαο ππόζεζεο ην νπνίν απνδεηθλύεηαη 

…είλαη κηα ζεσξία ε νπνία βαζίδεηαη ζε ξεαιηζηηθά ζηνηρεία θαη κπνξεί λα απνδεηρζεί 

Απαληήζεηο πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ κεξηθώο ζσζηέο: 

…ζεκαίλεη ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν πξνθύπηνπκε κεηά από κηα ζεηξά πξάμεσλ 

(ελλνείηε λα έρνπκε βγάιεη ζσζηό πόξηζκα) 

…είλαη θάπνηα ζίγνπξα απνηειέζκαηα πνπ έρνπλ βγεη θαη είκαζηε ζίγνπξνη όηη ηζρύνπλ 

…είλαη νη απνδεδεηγκέλνη λόκνη γηα νξηζκνύο ηεο Γεσκεηξίαο  

…είλαη έλαο θαλόλαο πνπ είλαη βαζηζκέλνο ζηε ινγηθή 

…είλαη έλα ζύλνιν πνπ πεξηέρεη νξηζκνύο θαη ζπλερίδεηαη κε ζεσξίεο πνπ ζπλερίδνληαη κε 

βάζε ηνπο νξηζκνύο αιιά ζηε ζπλέρεηα ην ζεώξεκα ρξεηάδεηαη απόδεημε 

…είλαη ην ζπκπέξαζκα κηαο απόδεημε 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 
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…ιέγεηαη θάηη πνπ ηζρύεη ζε όια ηα πξνβιήκαηα ηέηνηνπ είδνπο 

΢ηηο απαληήζεηο πνπ εληάρζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα νη  ππνθαηεγνξίεο:  

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ ην ζεώξεκα σο κηα «ζεσξία- θαλόλα γηα εθκάζεζε»: 

…είλαη έλα κηθξό ή κεγάιν θνπηάθη κε ηελ ζεσξία  

…ε ζεσξία ηνπ καζήκαηνο πνπ καο δίλεη θάπνηεο βάζεηο πνπ ζύκθσλα κε απηέο 

κπνξνύκε λα ιύζνπκε αζθήζεηο 

…είλαη ην ζεσξεηηθό θνκκάηη πνπ ιέεη ην ίδην πξάγκα κε ηηο αζθήζεηο αιιά κε ιόγηα 

…είλαη λα πξνζπαζεί λα θάλεη ηελ απνκλεκόλεπζε ιίγν πην εύθνιε 

…είλαη ην θνκκάηη ηεο ζεσξίαο. 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ «δπζθνιία ζηε δηάθξηζε πξνηάζεσλ»: 

…είλαη κηθξνί θαλόλεο πνπ πξέπεη λα ηνπο κάζεηο θαη άκα ηνπο μέξεηο κπνξείο λα 

αλαγλσξίζεηο ζεκεία. Γσλίεο ελόο ηξηγώλνπ 

…είλαη κε ιίγα ιόγηα ν νξηζκόο όπνπ καο ηνλ αλαθέξεη ζε πνην απιά ιόγηα γηα λα ηνλ 

κάζνπκε  

…είλαη παξόκνην κε ηνλ  νξηζκό θαη κε ηελ άζθεζε. Σαπηίδνληαη καδί απηά ηα δύν 

...είλαη ν δξόκνο νπζηαζηηθά πνπ καο νδεγεί ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα θαη επίζεο καο 

δίλεη πιεξνθνξίεο γηα θάπνην ζρήκα πνπ πξέπεη λα μέξεη θάπνηνο ώζηε λα ιύζεη κηα 

άζθεζε 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο κεηά ηελ παξέκβαζε 

΢ηελ εξώηεζε πνπ αθνξά ζην ηη είλαη ην ζεώξεκα δόζεθαλ 22 ζσζηέο 

απαληήζεηο θαη 2 ραξαθηεξίζηεθαλ σο «κεξηθώο ζσζηέο». Κακία απάληεζε δελ 

δόζεθε κόλν κέζσ παξαδείγκαηνο. 14 απαληήζεηο θαηαγξάθεθαλ ζηελ θαηεγνξία « 

κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» ελώ 5 ζηελ «δελ μέξσ/θελό». Παξνπζηάδνληαη θάπνηεο 

από ηηο απαληήζεηο αλά θαηεγνξία: 

Απαληήζεηο πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ ζσζηέο: 

…νλνκάδεηαη κηα επηπιένλ ηδηόηεηα ελόο κέξνπο ή ελόο θιάδνπ ζηελ Γεσκεηξία πνπ αθνύ 

έρεη απνδεηρζεί κηα θνξά κπνξεί λα ρξεζηκνπνηείηαη πιένλ σο δεδνκέλν, ρσξίο λα 

ρξεηαζηεί λα απνδεηθλύεηαη θάζε θνξά 

…είλαη κηα πξόηαζε απνδεδεηγκέλε κε άιια ζεσξήκαηα θαη αμηώκαηα 
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…είλαη ε παξαδνρή πνπ έρεη απνδεηρζεί 

…είλαη ε «αμία» ε νπνία καο βνεζάεη ζηε ιύζε ηεο άζθεζεο θαη κπνξνύκε λα ην 

απνδείμνπκε 

…είλαη θάπνηνο θαλόλαο πνπ ηζρύεη πάληα θαη ππνζηεξίδεηαη κε απόδεημε 

…είλαη κηθξέο, ζύληνκεο ζπλήζσο πξνηάζεηο νη νπνίεο δείρλνπλ νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

πνπ έρνπλ ηα ζρήκαηα θαη αιεζεύνπλ κε απνδείμεηο 

Απαληήζεηο πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ κεξηθώο ζσζηέο: 

…είλαη έλα απνηέιεζκα βαζηζκέλν ζπλήζσο ζε αμηώκαηα 

…είλαη ε ζεσξία κηαο απόδεημεο 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο: 

…κηα πξόηαζε πνπ καο βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε θάηη  

…είλαη κηα έλλνηα πνπ καο θαζνδεγεί κέζα ζηελ άζθεζε  

΢ηηο απαληήζεηο πνπ εληάρζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα νη ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ ην ζεώξεκα σο κηα «ζεσξία- θαλόλα γηα εθκάζεζε»: 

…είλαη έλαο θαλόλαο κπνξνύκε αθνινπζώληαο ηνλ λα βξεζνύκε ζηε ιύζε. Δίλαη αιιηώο 

κηα ζεηξά ζπιινγηζκώλ  

…είλαη ζαλ κηα κεζνδνινγία ζηελ νπνία ιύλεηο θαη απνδεηθλύεηο αζθήζεηο 

…είλαη ε ζεσξία 

Απαληήζεηο πνπ δειώλνπλ «δπζθνιία ζηε δηάθξηζε πξνηάζεσλ»: 

… είλαη θάηη ην νπνίν βξίζθνπκε αιιά δελ είλαη ζίγνπξν όηη ηζρύεη 

…ην ζεώξεκα είλαη παξαδνρή 

…είλαη νπζηαζηηθά ε ζεσξία κε ηελ νπνία κπνξνύκε ζηελ πνξεία λα θαηαιήμνπκε ζε 

έλαλ νξηζκό 

…είλαη όηαλ εξκελεύσ κε ιόγηα δηάθνξα ζρήκαηα  

…ε απινύζηεξε θαη πην εύθνιε δηαηύπσζε ελόο νξηζκνύ γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε. 

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο 

΢ε πξώηε αλάγλσζε ησλ απνηειεζκάησλ θάπνηνο ζα ραξαθηήξηδε πνιύ κηθξέο 

ηηο κεηαβνιέο, αθνύ πξνζεγγίδνπλ ζσζηά ή ζρεδόλ ζσζηά ηε θύζε θαη ζεκαζία ηνπ 
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ζεσξήκαηνο 20 καζεηέο ζηνπο 43 πξηλ ηελ παξέκβαζε ελώ κεηά νη 24. 

Πξνζεθηηθόηεξε κειέηε όκσο ησλ απνηειεζκάησλ δείρλεη όηη νη κεηαβνιέο δελ είλαη 

αζήκαληεο. Γηαηί κεηά ηελ παξέκβαζε, θαλείο καζεηήο δελ έδσζε απάληεζε ζην ηη 

είλαη ζεώξεκα κε ρξήζε κόλν παξαδείγκαηνο. Δπηπιένλ, νη 5 καζεηέο από ηνπο 6, 

πνπ πξηλ ηε παξέκβαζε έδηλαλ «κεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο» βειηηώλνπλ 

νινθιεξώλνπλ ηηο πεξηγξαθέο ηνπο θαη εληάζζνληαη κεηά ηελ παξέκβαζε ζηελ 

θαηεγνξία «ζσζηέο απαληήζεηο». ΢ηνλ πίλαθα 6 ζπγθεληξώλνληαη νη απαληήζεηο ζην 

ηη είλαη ζεώξεκα: 

ΣΗ ΔΗΝΑΗ ΘΔΩΡΖΜΑ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

΢σζηέο απαληήζεηο 9 22 

Μεξηθώο ζσζηέο απαληήζεηο 6 2 

Απαληήζεηο κε παξάδεηγκα 4 0 

Με θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 21 14 

Γελ μέξσ/θελό 3 5 

Πίλαθαο 6: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Οη πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο νξγαλώζεθαλ 

ζε θαηεγνξίεο κε άμνλεο ηηο δύν δηαζηάζεηο ηνπ ξόινπ ηνπ. Έηζη, ε θαηεγνξία 

«νξγάλσζε- ζύλδεζε- δηάηαμε» ζπλδέεηαη κε ην ζεσξεηηθό ξόιν, ελώ ε θαηεγνξία 

«εξγαιείν» αθνξά ζηνλ ιεηηνπξγηθό. Δπίζεο, ειιηπείο ή ιαλζαζκέλεο αληηιήςεηο γηα 

ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπνζεηνύληαη ζηελ θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ». 

Καλείο καζεηήο δελ θάλεη αλαθνξά ζην ζεσξεηηθό ξόιν. Αληηζέησο, 18 καζεηέο 

πξνζεγγίδνπλ ηνλ ιεηηνπξγηθό. Από απηνύο 14 επηζεκαίλνπλ όηη ην ζεώξεκα είλαη 

ζεκαληηθό εξγαιείν γηα ηελ επίιπζε ησλ αζθήζεσλ (ππνθαηεγνξία «ζύλδεζε κε 

αζθήζεηο»). Μόλν 2 αλαθέξνπλ όηη ην ζεώξεκα απνηειεί εξγαιείν ζε νπνηαδήπνηε 

απνδεηθηηθή δηαδηθαζία (ππνθαηεγνξία «εξγαιείν ζε νπνηαδήπνηε πξόηαζε»).Σέινο, 

3 ππνγξακκίζνπλ όηη ζηελ πξνζπάζεηα απόδεημεο κηαο λέαο πξόηαζεο ή ζηε ιύζε 

κηαο άζθεζεο, ηα ήδε απνδεδεηγκέλα ζεσξήκαηα ζπλεηζθέξνπλ ζηε γξήγνξε 

επίιπζε, αθνύ δελ απαηηείηαη ε εθ λένπ ε απόδεημε θάπνησλ ηδηνηήησλ 

(ππνθαηεγνξία «νηθνλνκία ρξόλνπ»). 
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΢ηελ θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ» νη 18 απαληήζεηο πνηθίινπλ κε 

θάπνηεο πεξηγξαθέο λα παξνπζηάδνπλ παξόκνην πεξηερόκελν. Γηα παξάδεηγκα, ε 

αληίιεςε όηη ε θαηαλόεζε είλαη ν θεληξηθόο ξόινο ηνπ ζεσξήκαηνο δηαρέεηαη ζε 

αξθεηέο απαληήζεηο (ππνθαηεγνξία «εκβάζπλζε-βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο»). Αιιά 

θαη ε αδπλακία δηάθξηζεο ησλ ξόισλ ησλ ζεσξεκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ αμησκάησλ 

θαη ηεο απόδεημεο είλαη εκθαλήο ζε αξθεηέο από ηηο πεξηγξαθέο (ππνθαηεγνξία 

«δπζθνιία δηάθξηζεο ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ ηνπο». Παξνπζηάδνληαη 

ελδεηθηηθέο πεξηγξαθέο: 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν: 

…βνεζάεη λα απνδείμνπκε θάηη πνπ δεηείηαη 

…βνεζνύλ λα ηεθκεξηώζνπκε απηό πνπ καο δίλεη λα απνδείμνπκε 

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν κε έκθαζε ζηελ νηθνλνκία ρξόλνπ: 

…δηεπθνιύλεη πνιύ ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο θαζώο αιιηώο ζα ρξεηαδόηαλ λα 

αηηηνινγνύκε ηελ παξακηθξή καο ζθέςε, πξάγκα πνιύ ρξνλνβόξν 

…καο βνεζάλε καζαίλνληαο θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηα λα βξνύκε ιύζεηο θαη απνηειέζκαηα 

ζρεηηθά κε άιιεο αζθήζεηο θαη έξεπλεο «ζύληνκα» 

…βνεζάλε ζηε πην εύθνιε θαη γξήγνξε ιύζε ησλ αζθήζεσλ  

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν ζύλδεζε κε αζθήζεηο: 

…αλ κάζεηο έλα ζεώξεκα κπνξείο λα ην ρξεζηκνπνηήζεηο ζε πνιιέο αζθήζεηο θαη λα 

βξεζεί ιύζε 

…είλαη ζεκαληηθόο γηαηί ρσξίο ην ζεώξεκα δελ ζα κπνξνύκε λα ιύζνπκε αζθήζεηο 

…βνεζάεη ζηελ επίιπζε αζθήζεσλ 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ: 

….καο πεξηγξάθεη ηξόπνπο γηα λα ιύλνπκε κηα άζθεζε 

…καο βνεζάεη λα θαηαζθεπάζνπκε ην ζρήκα κηαο άζθεζεο θαη λα ηε ιύζνπκε 

…είλαη λα βάιεη ζηελ ζθέςε ηνπ καζεηή θαη λα βξεη ηελ απόδεημε. Αιιά ζπλήζσο ην ιέεη 

ν θαζεγεηήο αιιά καδί κε ηελ ηάμε. 

΢ηηο απαληήζεηο πνπ εληάρζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα νη  ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εκβάζπλζε -βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο: 
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…λα βνεζάεη ηνπο καζεηέο λα θαηαιάβνπλ ην λόεκα 

…λα κπνξέζνπκε ζύκθσλα κε απηό λα θαηαλνήζνπκε ηελ ζεσξία όινπ ηνπ θεθαιαίνπ 

…λα ζνπ εκπεδώζεη ηηο ιίγεο γλώζεηο πνπ έρεηο γηα λα κάζεηο γεσκεηξία θαη κε απηήλ ζα 

θηηάμεηο ηνλ ηξόπν ζθέςεο ζνπ ζηα καζεκαηηθά 

Απαληήζεηο πνπ θαλεξώλνπλ δπζθνιία ζηε δηάθξηζε ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ 

ηνπο: 

…είλαη ζαλ ηελ απόδεημε αιιά κε ιίγα ιόγηα 

…λα θαηαιάβνπκε θαιύηεξα ηνλ νξηζκό 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο κεηά ηελ παξέκβαζε 

΢ην ιεηηνπξγηθό ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο αλαθέξνληαη27 ζηνπο 43 κε 13 λα 

ηνλίδνπλ απηόλ ηνλ ξόιν ζηηο αζθήζεηο, «ζύλδεζε κε αζθήζεηο», 12 λα δηαβιέπνπλ ην 

ξόιν απηό ζε νπνηαδήπνηε πξόηαζε, «εξγαιείν ζε νπνηαδήπνηε πξόηαζε» θαη 2 λα 

θάλνπλ αλαθνξά ζηελ «νηθνλνκία ηνπ ρξόλνπ» πνπ πξνζθέξεη ε ρξήζε ησλ 

ζεσξεκάησλ. ΢ην ζεσξεηηθό ξόιν δελ αλαθέξεηαη θαλείο, ελώ 11 καζεηέο θαίλεηαη 

λα κελ θαηαλννύλ ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο. ΋ια απηά δηαθαίλνληαη θαιύηεξα κέζα 

από θάπνηεο απαληήζεηο πνπ αθνινπζνύλ: 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν σο εξγαιείν ζε νπνηαδήπνηε πξόηαζε: 

…λα ην ρξεζηκνπνηνύκε θαη ζε ζπλδπαζκό κε άιιεο γλώζεηο καο λα εκβαζύλνπκε ζε λέεο 

απνδείμεηο θαη έλλνηεο ηεο Γεσκεηξίαο  

…ιεηηνπξγνύλ σο ηα ζεκέιηα πάλσ ζηα νπνία ζηεξηδόκαζηε, ώζηε λα απνδείμνπκε αλ έλα 

γεσκεηξηθό πξόβιεκα ηζρύεη ή όρη 

…ρξεζηκνπνηείηαη γηα απόδεημε λέσλ ζηνηρείσλ ζηε γεσκεηξία 

…ην ζεώξεκα είλαη κηα βάζε πνπ αλ ηε ζπλδέζνπκε κε έλα αμίσκα ή κε έλαλ νξηζκό 

θηάλνπκε ζηελ απόδεημε 

…απνηειεί ζπλδεηηθό θξίθν γηα ηελ επίιπζε θάπνησλ πξνβιεκάησλ ή γηα ηελ επίηεπμε 

θάπνηαο απόδεημεο 

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν κε έκθαζε ζηελ νηθνλνκία ρξόλν: 

…ράξε ζηα ζεσξήκαηα κηα άζθεζε ή έλα πξόβιεκα ιύλεηαη ζε πνιύ ιηγόηεξν ρξόλν θαη 

κε ιηγόηεξν θόπν, θαζώο είλαη κηα επηπιένλ, ήδε απνδεδεηγκέλε θαη γεσκεηξηθά –ινγηθά 

νξζή πιεξνθνξία 
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…καο βνεζάεη ώζηε λα πξνρσξήζνπκε ζηελ ιύζε ηεο άζθεζεο αθνύ καο παξέρεη 

πιεξνθνξίεο πνπ έρνπλ ήδε απνδεηρηεί θαη δελ ρξεηάδεηαη λα μνδέςνπκε ρξόλν λα ηηο 

απνδείμνπκε ζε κία άζθεζε 

Απαληήζεηο γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν εξγαιείν ζύλδεζε κε αζθήζεηο: 

…κπνξνύκε λα ζηεξηρηνύκε ζε απηό όηαλ ζέινπκε λα ιύζνπκε κηα άζθεζε 

…είλαη ν δξόκνο πνπ καο θαζνδεγεί γηα λα ιύζνπκε ζσζηά ηηο αζθήζεηο 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ»: 

…είλαη λα έρνπκε θάπνηα βάζε ζε θάηη δειαδή λα πξνρσξάκε κε θάπνηα βήκαηα 

΢ηηο απαληήζεηο πνπ εληάρζεθαλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία εκθαλίζηεθαλ ζε 

κεγαιύηεξε ζπρλόηεηα νη  ππνθαηεγνξίεο: 

Απαληήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηελ εκβάζπλζε -βειηίσζε ηεο θαηαλόεζεο: 

…λα καο βνεζήζεη λα θαηαλνήζνπκε θαιύηεξα θάπνηνπο όξνπο ζηε Γεσκεηξία 

…βνεζάεη ηνλ καζεηή λα θαηαλνήζεη θαιύηεξα έλα απνηέιεζκα ην νπνίν πξνθύπηεη από 

κηα δηαδηθαζία αμησκάησλ 

…θαηαλννύκε επθνιόηεξα ηηο απνδείμεηο 

Απαληήζεηο πνπ θαλεξώλνπλ δπζθνιία ζηε δηάθξηζε ησλ πξνηάζεσλ θαη ησλ ξόισλ 

ηνπο: 

…είλαη λα βνεζάεη λα ιύζνπκε ηνλ νξηζκό 

…είλαη λα ελεκεξώζεη γηα ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζρήκαηνο έηζη ώζηε λα αλαγλσξίδεηαη 

ην ζρήκα πην εύθνια 

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο 

Παξαπάλσ από ηνπο κηζνύο αληηιακβάλνληαη ην ιεηηνπξγηθό ξόιν ηνπ 

ζεσξήκαηνο κεηά ηελ παξέκβαζε. Παξαηεξείηαη αύμεζε θαηά 9 ηνπ αξηζκνύ ησλ 

καζεηώλ πνπ αλαγλσξίδνπλ απηό ην ξόιν. ΢εκαληηθό εύξεκα απνηειεί ε αύμεζε 

θαηά 10 ηνπ αξηζκνύ ησλ απαληήζεσλ πνπ αλαγλσξίδνπλ ηε ιεηηνπξγία ηνπ 

ζεσξήκαηνο σο εξγαιείνπ ζε θάζε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Καλείο καζεηήο, νύηε 

πξηλ, νύηε κεηά, δελ αλαθέξεηαη ζηε ζεσξεηηθή δηάζηαζε. ΢πγθεληξσηηθά, όιεο νη 

απαληήζεηο ζρεηηθά κε ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 7 πνπ 

αθνινπζεί: 
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ΡΟΛΟ΢ ΣΟΤ ΘΔΩΡΖΜΑΣΟ΢ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζην ζεσξεηηθό ξόιν 

(νξγάλσζε- ζύλδεζε- δηάηαμε) 
0 0 

Απαληήζεηο κε αλαθνξά ζην ιεηηνπξγηθό ξόιν 

(εξγαιείν) 
18 27 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 18 11 

 Γελ μέξσ/Κελό   7     5 

Πίλαθαο 7: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηνπ ζεσξήκαηνο 

4.2.4  Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Οη απαληήζεηο ησλ καζεηώλ ζηελ εξώηεζε πνπ αθνξά ηη ζεσξνύλ νη καζεηέο όηη 

είλαη απόδεημε, νξγαλώζεθαλ ζε 3 θαηεγνξίεο. Ζ πξώηε «ζσζηέο θαη ζρεδόλ 

ζσζηέο» πεξηιακβάλεη: ηηο πεξηγξαθέο πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ ζσζηέο (πρ. «κηα ζεηξά 

από ινγηθά βήκαηα», «κηα δηαδηθαζία βαζηζκέλε ζηε ινγηθή» ή ζρεδόλ ζσζηέο (πρ. 

«κηα ζεηξά πξάμεσλ γηα λα δείμνπκε όηη θάηη ηζρύεη», «ν ηξόπνο/δηαδηθαζία γηα λα 

δείμνπκε όηη θάηη ηζρύεη»). 

΢ηελ δεύηεξε θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο» εληάζζνληαη νη απαληήζεηο 

ησλ καζεηώλ πνπ δειώλνπλ κηα όρη θαη ηόζν μεθάζαξε αληίιεςε γηα ην ηη είλαη 

απόδεημε ή κηα κε νινθιεξσκέλε εηθόλα γηα ηελ έλλνηα. Δηδηθά, γηα κεξηθνύο 

καζεηέο ε απόδεημε θαίλεηαη λα είλαη έλα παξάδεηγκα πνπ ηνπο βνεζάεη ζηε ιύζε 

ησλ αζθήζεσλ, γηα άιινπο ν ηξόπνο ιύζεο κηαο άζθεζεο (ππνθαηεγνξία «ζύλδεζε 

κε ιύζε αζθήζεσλ»). Άιινη αλαγλσξίδνπλ ηε ιεηηνπξγία ηεο απόδεημεο σο κέζν 

επηβεβαίσζεο θαη εζηηάδνπλ ζην απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο κε θακία αλαθνξά ζην 

πώο, ζηε δηαδηθαζία (ππνθαηεγνξία «ζύλδεζε κόλν κε ην απνηέιεζκα»). 

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, νη απαληήζεηο ησλ 43 καζεηώλ πξηλ ηελ παξέκβαζε 

αλά θαηεγνξία είλαη: 18 ζηελ θαηεγνξία «ζσζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο», 24 ζηελ «κε 

θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο» θαη 1 καζεηήο ζηελ «δελ μέξσ/θελό». ΢ηε ζπλέρεηα 

παξνπζηάδνληαη ελδεηθηηθέο πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ αλά θαηεγνξία: 

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο: 
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…είλαη κηα ζεηξά ινγηθώλ βεκάησλ πξνϋπάξρνπζαο γλώζεο κε ζθνπό ινγηθή θαη 

νπζηαζηηθή απνδνρή θαη αηηηνιόγεζε ελόο θαηλνκέλνπ 

…είλαη κηα ζεηξά ινγηθώλ βεκάησλ πνπ αθνινπζνύκε γηα λα δείμνπκε αλ θάηη ηζρύεη ή όρη 

…είλαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν απνδεηθλύνπκε, θαηαιήγνπκε όηη θάηη ππάξρεη, γίλεηαη ή 

όρη 

…είλαη κηα ζεηξά ζθέςεσλ ή πξάμεσλ ή θαη ησλ δύν, ε νπνία απνδεηθλύεη όηη θάηη ηζρύεη 

ρσξίο ακθηζβήηεζε 

…είλαη όηαλ έρνπκε ιύζεη κηα ππόζεζε θαη είλαη δεθηή, δειαδή είλαη ηα βήκαηα κε ηα 

νπνία ηελ ιύζακε 

…είλαη ε ζεηξά πξάμεσλ πνπ θάλνπκε γηα λα δείμνπκε όηη θάηη ηζρύεη 

… όηαλ ηεθκεξηώλσ κε ζεσξήκαηα όηη απηό πνπ κνπ δίλεη είλαη ζσζηό 

...είλαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν θαηαιαβαίλνπκε γηαηί ηα ζεσξήκαηα είλαη ζσζηά 

…είλαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν δείρλνπκε όηη ην ζεώξεκα είλαη ζσζηό  

…είλαη ε αηηηνιόγεζε ελόο ζεσξήκαηνο κε βάζε ηα «ακεηάβιεηα» καζεκαηηθά 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο»: 

…είλαη έλα ιεπηνκεξέο ζεώξεκα 

…είλαη ε ζίγνπξε εθαξκνγή ηεο ζεσξίαο ζηελ πξάμε 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «ζύλδεζε κε ιύζε 

αζθήζεσλ»: 

…είλαη έλα παξάδεηγκα γηα ην πώο ζα ιύζνπκε κηα παξόκνηα άζθεζε ζύκθσλα κε ην 

ζρεηηθό ζεώξεκα πνπ έρνπκε δηδαρζεί  

…είλαη κηα βνήζεηα γηα λα γλσξίδνπκε αλ ε άζθεζε κπνξεί λα ιπζεί 

…είλαη ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν δηαπηζηώλεηαη ν ηξόπνο επίιπζεο ελόο πξνβιήκαηνο  

…είλαη ε ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο  

…ν ηξόπνο ιύζεο κηαο άζθεζεο  

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «ζύλδεζε κόλν κε ην 

απνηέιεζκα»: 

…όηαλ καο δίλνπλ κηα πξάμε κε ην απνηέιεζκα θαη απνδεηθλύνπκε όηη ηζρύεη  

…είλαη όηαλ κηα άζθεζε ηελ ιύλνπκε δείρλνπκε απηό πνπ βξήθακε όηη είλαη ζσζηό  
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…είλαη ην ζρήκα πνπ καο δείρλεη όηη ην ζεώξεκα όλησο ππάξρεη, ηζρύεη δειαδή  

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε κεηά ηελ παξέκβαζε 

Μεηά ηελ παξέκβαζε 21 καζεηέο πξνζεγγίδνπλ ηελ έλλνηα ηεο απόδεημεο θαη 

δίλνπλ πεξηγξαθέο «ζσζηέο» ή «ζρεδόλ» ζσζηέο. Με νινθιεξσκέλε εηθόλα ή ζνιή 

εηθόλα γηα ην ηη είλαη απόδεημε παξνπζηάδνπλ 20 καζεηέο («κε θαηαλόεζε ηεο 

ζεκαζίαο»). Παξαηίζεληαη θάπνηεο από ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ:  

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο: 

…είλαη κηα ζεηξά ινγηθώλ βεκάησλ πνπ βαζίδνληαη ζε πξνϋπάξρνπζεο γλώζεηο θαη καο 

επηηξέπεη λα επηθπξώζνπκε αλ κηα ηδέα ζηελ Γεσκεηξία είλαη ζσζηή ή όρη, αλ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηείηαη 

…θάζε λέν απνηέιεζκα πξνθύπηεη κε ηε ρξήζε πξνεγνύκελσλ γλώζεσλ κέζα από κηα 

δηαδηθαζία πνπ ιέγεηαη απόδεημε θαη είλαη βαζηζκέλε ζηε ινγηθή  

…είλαη έλαο ηύπνο πνπ πξνθύπηεη από ηα πξνεγνύκελα θαη ζηεξίδεηαη ζε θαλόλεο ηεο 

ινγηθήο 

…είλαη ν ζπλδπαζκόο νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ πνπ καο βνεζάεη λα απνδείμνπκε όηη θάηη 

ηζρύεη 

..είλαη ε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία θάηη πνπ έρνπκε σο ππόζεζε, κέζσ θάπνησλ 

δηαδηθαζηώλ ρξεζηκνπνηώληαο αμηώκαηα, νξηζκνύο θαη ζεσξήκαηα ην κεηαηξέπνπκε ζε 

δεδνκέλν (πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί) 

…είλαη ην ζπκπέξαζκα ζην νπνίν θαηαιήγνπκε, ρξεζηκνπνηώληαο νξηζκνύο, ζεσξήκαηα 

θαη αμηώκαηα  

…είλαη κηα ζεηξά δηαδηθαζηώλ πνπ απνδεηθλύεη έλα πόξηζκα ζπλήζσο κε ηε βνήζεηα 

αμησκάησλ θαη νξηζκώλ 

…είλαη κηα ζεηξά από νξηζκνύο, αμηώκαηα , ζεσξήκαηα ή θαη ηα ηξία  

…είλαη ν ηξόπνο πνπ ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα δείμνπκε αλ έλα ζεώξεκα ηζρύεη ή όρη 

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο»: 

…ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν δείρλνπκε πσο ιύζακε έλα ζεώξεκα ή έλαλ νξηζκό 

…είλαη ε ιύζε κηαο ζεσξίαο πνπ κέζα από απηό βγαίλεη έλα αλαιπηηθό ζπκπέξαζκα  

…κπνξεί λα είλαη έλα ζρήκα ην νπνίν αθνξά ην ζεώξεκα  
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Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «ζύλδεζε κε ιύζε 

αζθήζεσλ»: 

…είλαη ε ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο  

…ε απόδεημε ζηελ Γεσκεηξία είλαη έλα παξάδεηγκα κε κηα ζεηξά βαζηθώλ βεκάησλ θαη 

νξγάλσζεο γηα ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο 

…είλαη ζηνηρεία πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα ιύζνπκε κηα άζθεζε  

Απαληήζεηο πνπ ππνδεηθλύνπλ «κε θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο» θαη «ζύλδεζε κόλν κε ην 

απνηέιεζκα»): 

…είλαη όηαλ κπνξνύκε θαη ζηγνπξεύνπκε θάηη 100% κε ηα θαηάιιεια κέζα 

…είλαη όηαλ κπνξνύκε θαη ζηγνπξεπόκαζηε 100% γηα έλα πξάγκα, κε ζίγνπξεο πξάμεηο 

θαη αξηζκνύο  

…είλαη ην ζρήκα πνπ καο δείρλεη όηη ην ζεώξεκα αιεζεύεη  

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε 

Οη πνζνηηθέο κεηαβνιέο πνπ ζεκεηώλνληαη είλαη κηθξέο, αθνύ κεηά ηελ 

παξέκβαζε απμάλεη θαηά 3 ν αξηζκόο ησλ απαληήζεσλ ζηελ θαηεγνξία «ζσζηέο θαη 

ζρεδόλ ζσζηέο». Ωζηόζν, παξαηεξνύληαη αμηνζεκείσηεο πνζνηηθέο θαη πνηνηηθέο 

κεηαβνιέο εληόο απηήο θαηεγνξίαο. Πνζνηηθέο, αθνύ νη «ζσζηέο» απαληήζεηο 

απμάλνληαη θαηά 4 (από 2 πξηλ ζε 6 κεηά). Πνηνηηθέο, αθνύ πνιινί καζεηέο 

αλαθέξνληαη ζηελ απόδεημε σο κηα ζύλζεζε, κηα ζεηξά βεκάησλ από αμηώκαηα, 

νξηζκνύο θαη ζεσξήκαηα. ΢ηνλ πίλαθα 8 ζπγθεληξώλνληαη νη απαληήζεηο ζην ηη είλαη 

απόδεημε 

ΣΗ ΔΗΝΑΗ ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

΢σζηέο θαη ζρεδόλ ζσζηέο απαληήζεηο 18 21 

Με θαηαλόεζε ηεο ζεκαζίαο 24 20 

Γελ μέξσ/θελό 1 2 

Πίλαθαο 8: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ απόδεημε. 

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηεο απόδεημεο πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Ζ έξεπλα εζηηάδεη ζην ξόιν ηεο απόδεημεο ζην αμησκαηηθό ζύζηεκα όπνπ ε 

«επηβεβαίσζε» θαη ε «ζπζηεκαηνπνίεζε» ζπληζηνύλ ηηο θύξηεο ιεηηνπξγίεο ηεο 
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απόδεημεο (δηαζηάζεηο ηεο απόδεημεο πνπ έρνπλ ήδε αλαιπζεί). Δληνύηνηο, ν 

πνιιαπιόο ξόινο ηεο απνηππώζεθε ζηηο πεξηγξαθέο ησλ καζεηώλ θαη νδήγεζε ζηε 

δεκηνπξγία αθόκα δύν θαηεγνξηώλ, «ηεο επεμήγεζεο» θαη ηεο «αλαθάιπςεο-

δεκηνπξγίαο λέσλ ζεσξεκάησλ» κε ζηόρν ηελ έληαμε όισλ ησλ παξαηεξήζεσλ ζε 

θάπνηα θαηεγνξία. 

΢εκεηώλεηαη όηη ζηελ θαηεγνξία «επηβεβαίσζε» εληάζζνληαη απαληήζεηο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύλ εθθξάζεηο: «ηζρύεη», «νξζό», «αιεζήο» «ζσζηή», «έγθπξε». Οη 

απαληήζεηο πνπ αλαθέξνπλ όηη ε απόδεημε εμεγεί «ην γηαηί ηζρύεη κηα πξόηαζε» ή όηη 

βνεζάεη «ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ζεσξήκαηνο» ηνπνζεηνύληαη ζηελ θαηεγνξία 

«επεμήγεζε». Σέινο, θάπνηνη καζεηέο θαίλεηαη λα έρνπλ ιαλζαζκέλε αληίιεςε ή 

απνδίδνπλ παξαδεηγκαηηθό ή βνεζεηηθό ξόιν ζηελ απόδεημε, κε ζηόρν ηε ιύζε 

αζθήζεσλ-πξνβιεκάησλ (θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ»). Τπάξρνπλ 

καζεηέο πνπ δπζθνιεύνληαη ζην λα πξνζδηνξίζνπλ ή λα νλνκάζνπλ θάπνηα 

ιεηηνπξγία ηεο απόδεημεο (θαηεγνξία «δελ μέξσ/θελό»). 

Ζ θαηαλνκή ησλ απαληήζεσλ αλά θαηεγνξία είλαη: 22 «ζηελ επηβεβαίσζε», 7 

ζηελ «επεμήγεζε», 1 ζηελ «αλαθάιπςε- δεκηνπξγία λέσλ ζεσξεκάησλ, 11 ζηε «κε 

θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ θαη 4 ζηελ «δελ μέξσ/θελό. Καλείο δελ αλαθέξζεθε ζηε 

ιεηηνπξγία ηεο ζπζηεκαηνπνίεζεο. Δπίζεο, 2 καζεηέο δηαθξίλνπλ σο ιεηηνπξγία 

εθηόο από ηελ «επηβεβαίσζε» θαη ην «λα πείζεη γηα ηελ νξζόηεηα κηαο πξόηαζεο». 

Σέινο, 2 καζεηέο δηαθξίλνπλ πάλσ από έλαλ ξόιν. Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθέο 

απαληήζεηο ησλ καζεηώλ. 

Μέζν αλαθάιπςεο-δεκηνπξγίαο: 

…βνεζάεη έηζη ώζηε λα απνδεηρζεί θάηη παξαπάλσ κε ηελ ύπαξμε ήδε ησλ ππαξρόλησλ 

απνδείμεσλ θαη ίζσο λα βγεη λέν ζεώξεκα  

Μέζν επηβεβαίσζεο: 

…δείρλνπκε όηη θάηη είλαη έγθπξν θαη κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε κία άζθεζε 

…καο βνεζάλε ζηνλ ηζρπξηζκό κηαο ππόζεζεο θαη ηε ζηήξημε απηήο ηεο ζέζεο 

…λα απνδεηθλύνπκε έλα ζεώξεκα πνπ έρνπκε ππνζέζεη θαη λα δείμνπκε πσο ηζρύεη  

…λα δείρλεη όηη ην πόξηζκα-ζεώξεκα πνπ απνδείρηεθε είλαη ζσζηό, ηζρύεη  

…λα δώζνπκε ζηνλ άιιν λα θαηαιάβεη κε ζπγθεθξηκέλα βήκαηα όηη θάηη ηζρύεη 

…επηβεβαηώλεη πνιιά ζεσξήκαηα πνπ καο δηεπθνιύλνπλ 
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…λα επαιεζεύζνπκε όηη θάηη είλαη ζσζηό  

…είλαη λα πείζνπκε θάπνηνλ όηη ε ιύζε ηζρύεη  

… επαιεζεύεη όηη θάηη είλαη ζσζηό πξαθηηθά 

Μέζν επεμήγεζεο: 

…καο βνεζάεη λα θαηαλνήζνπκε ην γηαηί « ηζρύεη θάηη» θαη ην πώο θαηαιήμακε ζε απηό 

ην ζεώξεκα ην Θεώξεκα (πόξηζκα) 

…καο βνεζάεη λα θαηαιάβνπκε γηαηί θάπνηα ζεσξήκαηα όλησο ηζρύνπλ θαη πσο ηζρύνπλ  

…είλαη λα θαηαλνήζεη ν καζεηήο ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν απνδεηθλύεηαη ε άζθεζε αιιά 

θαη ην γηαηί ιύλεηαη έηζη, ζπλήζσο κε ηε βνήζεηα θάπνησλ ρξήζηκσλ νξηζκώλ   

…είλαη λα καο βνεζήζεη λα θαηαιάβνπκε έλα ζεώξεκα  

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ: 

…αλ πάκε λα ιύζνπκε κηα άζθεζε θαη θνιιήζνπκε θάπνπ λα δνύκε ηελ απόδεημε γηα λα 

δηεπθνιπλζνύκε 

…καο βνεζάεη λα θαηαιάβνπκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κπνξνύκε λα ιύζνπκε έλα 

πξόβιεκα  

…είλαη λα καο δείρλεη ηνλ ηξόπν ιύζεο ελόο παξαδείγκαηνο κε βάζε ην ζεώξεκα  

…είλαη γηα λα ιύλνπκε παξόκνηεο αζθήζεηο επθνιόηεξα  

…λα ιύλνπκε αζθήζεηο θαη πξνβιήκαηα δίλνληαο κηα νινθιεξσκέλε απάληεζε  

Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηεο απόδεημεο κεηά ηελ παξέκβαζε 

Ζ ιεηηνπξγία ηεο απόδεημεο σο κέζν «επηβεβαίσζεο» αλαγλσξίδεηαη από 23 

καζεηέο. Σαπηόρξνλα, 1 από ηνπο 23 επηζεκαίλεη ηελ θνηλσληθή ιεηηνπξγία ηεο κε 

ηνλ όξν «γλσζηνπνίεζε ησλ νξζώλ πξνηάζεσλ». Δλώ 8 εληνπίδνπλ ην ξόιν ηεο σο 

κέζν «επεμήγεζεο». Σε «δεκηνπξγία λέσλ ζεσξεκάησλ» εληνπίδνπλ σο ξόιν 2 

καζεηέο. Παξαπάλσ από έλα ξόιν δηαπηζηώλνπλ 4, ελώ θαλείο δελ αλαθέξεηαη ζηε 

«ζπζηεκαηνπνίεζε». Σέινο, 11 θαίλεηαη λα κε θαηαλννύλ θάπνην ξόιν θαη 3 δίλνπλ 

ιάζνο απάληεζε. Έπνληαη κεξηθέο από ηηο απαληήζεηο: 

Μέζν αλαθάιπςεο-δεκηνπξγίαο: 

…ρσξίο ηηο απνδείμεηο δελ κπνξεί λα ππάξμεη Γεσκεηξία, θαζώο ε ηειεπηαία είλαη 

επηζηήκε θαη νη επηζηήκεο βαζίδνληαη ζε κηα ζεηξά ινγηθώλ βεκάησλ θαη ηδεώλ πνπ έρνπλ 

επηθπξσζεί θαη είλαη θαηάιιειεο γηα αμηνπνίεζε  
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…καο βνεζνύλ λα δνύκε πόηε θάηη ηζρύεη θαη πόηε όρη βγάδνληαο θαηλνύξηα πξάγκαηα  

Μέζν επηβεβαίσζεο: 

…βνεζάεη ζηε ρξεζηκνπνίεζε πεξηζζόηεξσλ γλσζηώλ αληηθεηκέλσλ. Γειαδή είλαη ε 

γλσζηνπνίεζε θάπνησλ πξαγκάησλ πνπ είλαη νξζά  

…καο δίλεη λα θαηαιάβνπκε αλ έλα ζεώξεκα όλησο αιεζεύεη ή όρη γηα λα είκαζηε 

ζίγνπξνη 

…είλαη πνιύ ζεκαληηθόο αθνύ έρεη ήδε ρξεζηκνπνηεζεί (πρ ζε έλα ζεώξεκα) θαη πιένλ 

απηό ηζρύεη αθνύ έρεη απνδεηρηεί 

…βνεζάεη λα δνύκε πόηε θάηη είλαη ζσζηό ώζηε λα νδεγεζνύκε ζηελ ιύζε  

…λα ηεθκεξηώζνπκε θαη λα επηβεβαηώζνπκε ηηο απαληήζεηο καο 

…ζπκπεξαίλνπκε εάλ έλα γεσκεηξηθό πξόβιεκα ηζρύεη ή όρη 

…δείρλνπκε πσ θάηη είλαη αιεζέο δειαδή θάηη ηζρύεη 

…καο βνεζνύλ λα δείρλνπκε όηη θάηη ηζρύεη ή όρη  

…γηα λα επηβεβαηώλεη ηελ ιύζε ελόο  πξνβιήκαηνο 

Μέζν επεμήγεζεο 

…είλαη λα καο βνεζήζεη λα θαηαλνήζνπκε θαιύηεξα ην γηαηί ηζρύεη θάηη θαη πσο θηάζακε 

ζην ζεκείν λα δείμνπκε όηη ηζρύεη  

…λα θαηαλννύκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν απνδεηθλύεηαη θάηη θαη γηα πνηόλ ιόγν ηζρύεη  

…είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ αηηηνιόγεζε ησλ ζεσξεκάησλ 

…καο βνεζάεη λα θαηαιάβνπκε ηνλ ηξόπν επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο  

…είλαη λα καο βνεζάεη ζηελ θαηαλόεζε ηνπ ζεσξήκαηνο  

…είλαη λα καο βνεζήζεη λα θαηαλνήζνπκε ην ζεώξεκα θαιύηεξα  

…ζην λα θαηαλνήζνπκε θάπσο θαιύηεξα ην ζεώξεκα  

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 

…1νλ λα βνεζάεη ην άηνκα ην νπνίν δελ ζπκνύληαη ην ζεώξεκα λα ζπκνύληαη ην ζρήκα 

πνπ αιεζεύεη ην ζεώξεκα. 2νλ εθηόο από ην ζεώξεκα πνπ είλαη ιόγηα έρνπκε θαη έλα 

ζρήκα ζην κπαιό καο  

… καο βνεζάεη λα αλαιύζνπκε ηειεησηηθά έλαλ ζπιινγηζκό  
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…είλαη λα θάλεη ηνλ καζεηή λα θαηαιάβεη πσο ρξεζηκνπνηεί έλα ζεώξεκα θάλνληαο κηα 

άζθεζε κε ιεπηνκεξέο ηξόπν 

…λα καο βνεζήζεη λα ιύζνπκε κε βάζε απηόλ ζπγθεθξηκέλεο αζθήζεηο  

…καο βνεζάεη γηαηί καο δίλεη λα θαηαιάβνπκε πσο ιύλνπκε κηα άζθεζε κε κηα ζεηξά 

βεκάησλ θαη ιύζεσλ  

…είλαη ηα βήκαηα πνπ αθνινπζνύκε γηα λα ιύζνπκε κηα άζθεζε  

Μεηαβνιέο ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηεο απόδεημεο 

Φαίλεηαη πσο ε «επηβεβαίσζε» απνηειεί ηελ πην αλαγλσξίζηκε ιεηηνπξγία ηεο 

απόδεημεο, αθνύ νη κηζνί ζρεδόλ καζεηέο από ηνπο 43, ηόζν πξηλ, όζν θαη κεηά, ηελ 

πεξηγξάθνπλ ζηηο απαληήζεηο ηνπο. Αλεπαίζζεηεο απμήζεηο ηεο ηάμεσο ηεο κίαο 

κνλάδαο, παξαηεξνύληαη ζηηο 4 από ηηο 6 θαηεγνξίεο. Απμάλνληαη θαηά 2 (από 2 ζε 4) 

νη καζεηέο πνπ δηαπηζηώλνπλ παξαπάλσ από έλαλ ξόιν. Ο πίλαθαο 9 πνπ αθνινπζεί 

ζπγθεληξώλεη ηηο απαληήζεηο ζρεηηθά κε ην ξόιν ηεο απόδεημεο:  

ΡΟΛΟ΢ ΣΖ΢ ΑΠΟΓΔΗΞΖ΢ ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Δπηβεβαίσζε 

(νξζό- ζσζηό-ηζρύεη-αιεζεύεη) 

22 23 

Δπεμήγεζε 

(θαηαλόεζε ηνπ ζεσξήκαηνο- γηαηί ηζρύεη) 

7 8 

Αλαθάιπςε-δεκηνπξγία λέσλ ζεσξεκάησλ     1 2 

΢πζηεκαηνπνίεζε     0 0 

Με θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 11 11 

Γελ μέξσ/θελό 4 3 

Πίλαθαο 9: Αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ην ξόιν ηεο απόδεημεο ζηε Γεσκεηξία. 

4.2.5. Αλαγλώξηζε ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηεο Γεσκεηξίαο από ηνπο καζεηέο  

΢ηo 2
o
 κέξνο θαη ζηα δύν δνθίκηα δεηήζεθε από ηνπο καζεηέο λα 

ραξαθηεξηζηνύλ 16 πξνηάζεηο: 5 αμηώκαηα, 4 νξηζκνί, 3 ζεσξήκαηα θαη 4 «ηξίηεο 

πξνηάζεηο». Ο αξηζκόο ησλ πξνηάζεσλ γηα θάζε είδνο δελ ήηαλ ίδηνο, όπσο ζπρλά 

ππνζέηνπλ κεξηθνί καζεηέο. Πξάγκαηη, ππήξμαλ καζεηέο πνπ ξώηεζαλ αλ ζε θάζε 

είδνο αληηζηνηρνύλ 4 πξνηάζεηο Γηα θάζε ζσζηό ραξαθηεξηζκό, ν καζεηήο ιακβάλεη 
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1 κνλάδα. Δπνκέλσο ε δπλαηή βαζκνινγία θάζε καζεηή ζε απηό ην 2
ν
 κέξνο ηνπ 

εξσηεκαηνινγίνπ είλαη από 0 -16 κνλάδεο. 

Μειεηώληαο ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηώλ δηαπηζηώλεη θαλείο ζρεηηθά κηθξέο 

κεηαβνιέο ζηνλ αξηζκό ησλ ζσζηώλ απαληήζεσλ πξηλ θαη κεηά ηε παξέκβαζε. Οη 

κηζνί ζρεδόλ καζεηέο 20 πξηλ, 22 κεηά, ραξαθηεξίδνπλ ζσζηά κέρξη 6 πξνηάζεηο ζε 

ζύλνιν 16. Από 7 έσο 12 ζσζηνύο ραξαθηεξηζκνύο δίλνπλ 23 καζεηέο πξηλ θαη 21 

κεηά. Ο κέγηζηνο αξηζκόο ζσζηώλ απαληήζεσλ ήηαλ 12 θαη ζεκεηώζεθε κόλν από 1 

καζεηή κεηά ηε παξέκβαζε. Ο πίλαθαο 10 πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδεη 

ζπγθεληξσηηθά ηνλ αξηζκό ησλ ζσζηώλ απαληήζεσλ:  

Αξηζκόο ζσζηώλ απαληήζεσλ αλά καζεηή 
Πξηλ (αξηζκόο 

καζεηώλ) 

Μεηά 

(αξηζκόο 

καζεηώλ) 

1-3 ζσζηέο 4 2 

3-6 ζσζηέο 16 20 

7-9 ζσζηέο 19 15 

10-12 ζσζηέο 4 6 

13-16 ζσζηέο 0 0 

Πίλαθαο 10: Αξηζκόο ζσζηώλ ραξαθηεξηζκώλ αλά καζεηή 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε θαηαλνκή ησλ ζσζηώλ απαληήζεσλ ζε ζρέζε κε ην 

είδνο ηεο πξόηαζεο. Σα ζεσξήκαηα καδί κε ηηο «ηξίηεο πξνηάζεηο» είλαη ηα πην 

αλαγλσξίζηκα. Δλδεηθηηθά, νη πεξηζζόηεξνη καζεηέο, 31 ζηνπο 43, ηόζν πξηλ όζν θαη 

κεηά αλαγλσξίδνπλ σο ζεώξεκα ηελ ηδηόηεηα ηεο κεζνθαζέηνπ. Σηο «ηξίηεο» 

πξνηάζεηο όπσο «νη επζείεο ε1, ε2 είλαη θάζεηεο», «ε επζεία ε δηέξρεηαη από ην κέζν ηνπ 

επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΚΛ», δηαθξίλνπλ ζσζηά πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε 

παξαπάλσ από ηνπο κηζνύο. 

Σα αμηώκαηα ζε ζρέζε κε ηα πξνεγνύκελα είλαη ιηγόηεξν δηαθξηηά. Ζ 

κνλαδηθόηεηα ηεο δηρνηόκνπ κηαο γσλίαο είλαη ην πην αλαγλσξίζηκν αμίσκα από ηα 5 

πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην εξσηεκαηνιόγην. Ωζηόζν, ν αξηζκόο ησλ καζεηώλ πνπ ην 
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ραξαθηεξίδνπλ ζσζηά, δελ είλαη ηδηαίηεξα κεγάινο (ελδεηθηηθά: 18 πξηλ, 22 κεηά). Οη 

νξηζκνί θαίλεηαη λα είλαη ην πην δπζδηάθξηην είδνο από όιεο ηηο πξνηάζεηο. Γηα 

παξάδεηγκα ε πξόηαζε «αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ 

ηόηε ΑΒ=ΑΓ» ζεκεηώλεηαη σο νξηζκόο από ειάρηζηνπο (5 πξηλ, 15 κεηά). 

Οη πξνηάζεηο νκαδνπνηήζεθαλ κε βάζε ην είδνο ηνπο. Κάζε νκάδα απνηειείηαη 

από δηαθνξεηηθό πιήζνο πξνηάζεσλ. Αλ θάζε πξόηαζε κηαο νκάδαο κπνξεί λα 

ραξαθηεξηζηεί ζσζηά θαη από ηνπο 43καζεηέο ηόηε ε κέγηζηε δπλαηή βαζκνινγία γηα 

κηα νκάδα, γηα παξάδεηγκα ηελ νκάδα ησλ ζεσξεκάησλ, είλαη 129 αθνύ ε νκάδα 

απνηειείηαη από 3 πξνηάζεηο, (3x43). Φαίλεηαη όηη ν αξηζκόο ζσζηώλ ραξαθηεξηζκώλ 

γηα ηελ νκάδα ησλ αμησκάησλ, όπσο θαη ησλ ηξίησλ πξνηάζεσλ, απμάλεη κεηά ηελ 

παξέκβαζε. Γηα ηελ νκάδα ησλ νξηζκώλ δελ κεηαβάιιεηαη, ελώ γηα ησλ ζεσξεκάησλ 

κεηώλεηαη. Ζ κείσζε απηή νθείιεηαη ζηε δπζθνιία λα αλαγλσξίζνπλ ην ζεώξεκα 

«έζησ ε είλαη κία επζεία ηνπ επηπέδνπ θαη Ε ζεκείν ηεο ε. Αλ ε επζεία ΑΕ είλαη θάζεηε 

ζηελ επζεία ε ζηε ζεκείν, ηόηε ε ΑΕ είλαη κνλαδηθή». Απηό αλαγλσξίδεηαη ζσζηά σο 

ζεώξεκα από 21 καζεηέο πξηλ ηελ παξέκβαζε θαη από 10 κεηά. ΢ηνλ πίλαθα 11 

παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά νη δηαβαζκίζεηο ησλ ζσζηώλ επηινγώλ ησλ 43 καζεηώλ. 

Οκάδα 

πξνηάζεσλ 

Πιήζνο 

πξνηάζεσλ πξνο 

ραξαθηεξηζκό 

αλά νκάδα 

Μέγηζηε δπλαηή 

βαζκνινγία γηα 

θάζε νκάδα 

πξνηάζεσλ από 

ην ζύλνιν ησλ 43 

καζεηώλ 

Αξηζκόο ζσζηώλ 

ραξαθηεξηζκώλ γηα ηε θάζε 

νκάδα πξνηάζεσλ από ην 

ζύλνιν ησλ 43 καζεηώλ 

 

           Πξηλ               Μεηά 

     

Αμησκάησλ 5 215 79 89 

Οξηζκώλ 4 172 42 42 

Θεσξεκάησλ 

 

3 129 78 62 

Σξίησλ 

πξνηάζεσλ 

4 172 84 87 

Πίλαθαο 11: Αξηζκόο ζσζηώλ ραξαθηεξηζκώλ γηα θάζε νκάδα πξνηάζεσλ από ην ζύλνιν ησλ 

καζεηώλ πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε 
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4.2.6  Απνθάλζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ πιεξόηεηα κηαο απόδεημεο 

΋πσο έρεη ήδε αλαθεξζεί θαηά ηελ πεξηγξαθή ησλ εξεπλεηηθώλ εξγαιείσλ, ζε 

θάζε εξσηεκαηνιόγην, παξνπζηάδνληαλ ζε δύν ζέκαηα νη απνδείμεηο δύν πξνηάζεσλ 

κε ηε βνήζεηα αξηζκεκέλσλ βεκάησλ. Εεηήζεθε από ηνπο καζεηέο λα κειεηήζνπλ ηα 

δύν ζέκαηα θαη λα απνθαζίδνπλ γηα ηελ πιεξόηεηα ησλ απνδείμεσλ.  

Απνθάλζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ πιήξε απόδεημε πξηλ ηελ παξέκβαζε 

΢ην 1
ν
 ζέκα παξνπζηάδνληαλ ζε επηά βήκαηα ε πιήξε απόδεημε ηεο πξόηαζεο: 

«Αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1, ε2. ηνπ επηπέδνπ ηέκλνληαη, λα απνδείμεηε όηη νη 

επζείεο έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν» Πεξηζζόηεξνη από ηνπο κηζνύο καζεηέο, 24 

ζηνπο 43, έδσζαλ ζσζηή απάληεζε, αλαγλσξίδνληαο ηελ παξαπάλσ απόδεημε σο 

«πιήξε». «Διιηπή» ραξαθηήξηζαλ ηελ απόδεημε νη 18 από ηνπο 43. Κάπνηνη από 

απηνύο, δήισζαλ κόλν όηη ε απόδεημε είλαη «ειιηπήο». Άιινη, εληόπηζαλ ηε ζέζε από 

ηελ νπνία ζεσξνύζαλ όηη έιεηπε θάηη. Από απηνύο, 6 εληόπηζαλ θελό αλάκεζα ζηελ 

4
ε
 πξόηαζε «αιιά ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α, Β είλαη κνλαδηθή» κε ηελ 

5
ε
 πξόηαζε «άξα νη ε1, ε2 ηαπηίδνληαη». Κελό αλάκεζα ζηελ 5

ε
πξόηαζε «άξα νη ε1, ε2 

ηαπηίδνληαη» κε ηελ 6
ε
 πξόηαζε «άηνπν γηαηί νη ε1, ε2 είλαη δηαθνξεηηθέο» δηέθξηλαλ 3 

καζεηέο. Δπηπιένλ, θάπνηνη από ηνπο καζεηέο εληόπηζαλ θελά ζε πεξηζζόηεξεο από 

κία ζέζεηο, κε 2 λα ζεκεηώλνπλ ηελ ύπαξμε δύν θελώλ θαη 2 ηελ ύπαξμε 3 θελώλ. 

Απνθάλζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ πιήξε απόδεημε κεηά ηελ παξέκβαζε 

΢ην εξσηεκαηνιόγην κεηά ηελ παξέκβαζε, ζην 1
ν
 ζέκα δίλνληαλ ε πιήξε 

απόδεημε ζε επηά βήκαηα ηεο πξόηαζεο «ην κέζν ελόο ηόμνπ είλαη κνλαδηθό». 

Υαξαθηήξηζαλ ζσζηά ηελ πξόηαζε σο «πιήξε» νη 28 από ηνπο 43 καζεηέο. «Διιηπή» 

ζεώξεζαλ ηελ πξόηαζε 13 καζεηέο. Με 9 από ηνπο 13 λα εληνπίδνπλ ηε ζέζε από ηελ 

νπνία ζεσξνύλ όηη θάηη ιείπεη. Αξθεηνί από απηνύο, 4, ζεώξεζαλ όηη ππάξρεη θελό 

αλάκεζα ζηελ 6
ε
 πξόηαζε «αλ ππνζέζνπκε όηη ην ηόμν ΑΒ έρεη θαη δεύηεξν κέζν Μ΄ 

ηόηε νκνίσο ε ΟΜ΄ είλαη δηρνηόκνο ηεο 𝛢𝛰 𝛣» θαη ζηελ 7
ε
 «άηνπν αθνύ ε δηρνηόκνο 

κηαο γσλίαο είλαη κνλαδηθή. Σέινο, 4 καζεηέο επηζήκαλαλ θελό αλάκεζα ζηελ 5
ε
 

πξόηαζε «επνκέλσο ε ΟΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 𝛢𝛰 𝛣» θαη ζηελ 6
ε
 πξόηαζε 

πνπ δηαηππώζεθε παξαπάλσ. 

Τπήξραλ 4 καζεηέο πνπ απάληεζαλ όηη ε απόδεημε δελ είλαη πιήξεο, αιιά νη 

απαληήζεηο ηνπο παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ· γηαηί νη πξνηάζεηο πνπ 

ζεσξνύζαλ όηη έιεηπαλ νξηζκνί, αμηώκαηα θαη ζεσξήκαηα δελ ήηαλ παξά ιεπηνκεξείο 
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αλαιύζεηο θαη δηεπθξηλήζεηο ησλ πξνηάζεσλ πνπ είραλ ήδε δνζεί. Αθνινπζνύλ απηέο 

νη απαληήζεηο ησλ 4 καζεηώλ: 

Τπνδείμεηο καζεηώλ ζρεηηθά κε νξηζκνύο πνπ ζεσξνύλ όηη ιείπνπλ 

…αλάκεζα ζηελ 1 θαη ηε 2 δελ αλαθέξεη όηη ην ΟΑ είλαη ίζν κε ην ΟΒ σο αθηίλεο. 

…αλάκεζα ζην 5 θαη ζην 6 γηαηί αθνύ ιέεη όηη ε ΟΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 𝛢𝛰 𝛣 

πξέπεη λα δηεπθξηλίζεη όηη 𝛰1
 =𝛰2

  

(΢ην ζρήκα ζεκεηώλεη ζσζηά ηηο γσλίεο 𝛰1
 =𝛢𝛰 𝛭 θαη 𝛰2

 =𝛭𝛰 𝛣) 

…δελ είλαη πιήξεο. Ννκίδσ όηη ιείπεη από ην 6 θαη 7 θαη πηζηεύσ πσο είλαη αμίσκα .ε 

πξόηαζε πνπ ιείπεη είλαη: αθνύ Μ΄ ην δεύηεξν κέζν ηνπ ΑΒ ηόηε ΑΜ΄ θαη Μ΄Β είλαη ίζα. 

Δπνκέλσο Α𝛰 Μ΄=Μ΄𝛰 Β 

(Δδώ θαίλεηαη λα αλαιύεη ηελ έθθξαζε «έρεη θαη δεύηεξν κέζν Μ΄ ηόηε νκνίσο ε 

ΟΜ΄ είλαη δηρνηόκνο ηεο 𝛢𝛰 𝛣» θαη ηελ ραξαθηεξίδεη ιαλζαζκέλα σο αμίσκα) 

Τπνδείμεηο καζεηή πνπ ζεσξεί όηη ιείπνπλ 1 ζεώξεκα θαη 2 νξηζκνί 

…ιείπεη ζην 2) όηη ε ΟΜ θνηλή (ζεώξεκα)  

        ζην 5) 𝛢𝛰 𝛭 =  𝛭𝛰 𝛣 (νξηζκόο) 

       ζην 6) 𝛢𝛰 𝛭΄ =  𝛭΄𝛰 𝛣 (νξηζκόο) 

 

΢ηηο πξνηάζεηο 5 θαη 6 ν καζεηήο αλαιύεη θαη ραξαθηεξίδεη ζσζηά ηηο αξρηθέο 

πξνηάζεηο. ΢ηελ πξόηαζε 2 αλαθέξεηαη ζηε θνηλή πιεπξά ησλ επίθεληξσλ γσληώλ 

θάηη πνπ δελ ζρεηίδεηαη κε ην δεηνύκελν. 

΢ύγθξηζε ησλ απνθάλζεσλ ησλ καζεηώλ γηα ηηο πιήξεηο απνδείμεηο κεηά ηελ 

παξέκβαζε 

Λίγνη παξαπάλσ από ηνπο κηζνύο καζεηέο, ηόζν πξηλ, όζν θαη κεηά ηελ 

παξέκβαζε, αλαγλώξηζαλ ηελ απόδεημε σο πιήξε. Παξάιιεια, αξθεηνί καζεηέο 

ζεώξεζαλ όηη ππήξραλ θελά ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Οη ραξαθηεξηζκνί ησλ 43 

καζεηώλ ζρεηηθά κε ηελ πιεξόηεηα ησλ δύν απνδείμεσλ πνπ ήηαλ πιήξεηο 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 12 πνπ έπεηαη: 
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Υαξαθηεξηζκόο ηεο πιήξεο απόδεημεο   ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Πιήξεο 

 

24 28 

Διιηπήο 

 
18 13 

Γελ μέξσ/θελό 1 2 

Πίλαθαο 12: Απνθάλζεηο ησλ 43 καζεηώλ γηα ηηο πιήξεηο απνδείμεηο, πξηλ θαη 

κεηά ηελ παξέκβαζε.  

Απνθάλζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ ειιηπή απόδεημε πξηλ ηελ παξέκβαζε 

΢ην 2
ν 

ζέκα, ζην εξσηεκαηνιόγην πξηλ ηελ παξέκβαζε, δίλνληαλ ε πξόηαζε «αλ 

δύν εθεμήο γσλίεο ρΟ δ, δ𝛰 ς ε πξώηε νμεία θαη ε δεύηεξε ακβιεία κε άζξνηζκα 

κηθξόηεξν ησλ 180
ν 
θαη Α, Β είλαη ζεκεία ησλ εκηεπζεηώλ Ορ, Ος αληίζηνηρα, ηόηε ε 

Οδ ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ». Ζ απόδεημε παξνπζηάζηεθε ζε 7 βήκαηα θαη 

απνπζίαδε κηα πξόηαζε (νξηζκόο) αλάκεζα ζην 6
ν
 θαη 7

ν
 βήκα. 

Σελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία αλαγλώξηζαλ ζσζηά σο ειιηπή 14 καζεηέο από ηνπο 

43 αιιά κόλν 2 καζεηέο από απηνύο πξνζδηόξηζαλ ηε ζέζε από ηελ νπνία έιεηπε ε 

πξόηαζε. Καλείο δελ βξήθε θαη δελ ραξαθηήξηζε ηελ πξόηαζε πνπ έιεηπε. Μόλν ζηε 

πηινηηθή εθαξκνγή ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ, 1 καζεηήο από ηνπο 15 πνπ ζπκκεηείραλ 

αλέθεξε όηη ζην 6
ν
 βήκα ρξεηάδεηαη λα δνζεί αηηηνιόγεζε, γηαηί ηα ζεκεία Α θαη Β 

είλαη εθαηέξσζελ ηεο επζείαο Οδ. ΋κσο, δελ δηαηύπσζε νύηε ραξαθηήξηζε ηελ 

πξόηαζε πνπ έιεηπε (ηνλ νξηζκό ησλ εθεμήο γσληώλ πνπ εμαζθαιίδεη όηη ηα ζεκεία 

είλαη εθαηέξσζελ ηεο Οδ). 

Απνθάλζεηο ησλ καζεηώλ γηα ηελ ειιηπή απόδεημε κεηά ηελ παξέκβαζε 

΢ην 2
ν
 ζέκα ζην εξσηεκαηνιόγην κεηά ηελ παξέκβαζε, ζε αληηζηνηρία κε ην απηό 

πξηλ ηελ παξέκβαζε, δίλνληαλ επίζεο ζε 7 βήκαηα ε απόδεημε ηεο πξόηαζεο «ηα 

ζεκεία Ε, Ζ πνπ νξίδνληαη από ηηο πξνεθηάζεηο ησλ δηακέζσλ ΒΓ θαη ΓΔ ηξηγώλνπ 

ΑΒΓ θαηά ηκήκαηα ΓΖ, ΔΕ αληίζηνηρα ηέηνηα, ώζηε ΓΖ=ΒΓ θαη ΕΔ=ΓΔ θαη ην 

ζεκείν Α είλαη ζπλεπζεηαθά».  ΋κνηα θαη ζε απηή ηελ απόδεημε απνπζίαδε κία 

πξόηαζε (ζεώξεκα). Σελ παξαπάλσ έιιεηςε θάλεθε λα αληηιακβάλνληαη 16 καζεηέο 

από ηνπο 43. Οη κηζνί από απηνύο εληόπηζαλ ηε ζέζε από ηελ νπνία απνπζίαδε ην 



87 

  

ζεώξεκα. Παξ’όια απηά, κόλν 5 καζεηέο ζηνπο 43 δηαηύπσζαλ ηελ πξόηαζε πνπ 

έιεηπε (εθ ησλ νπνίσλ νη 4 εληόπηζαλ ηε ζέζε) θαη 4 ηελ ραξαθηήξηζαλ ζσζηά. 

΢ύγθξηζε ησλ απνθάλζεσλ ησλ καζεηώλ γηα ηηο ειιηπείο απνδείμεηο 

Ο αξηζκόο ησλ αηόκσλ πνπ αληηιακβάλνληαη όηη ε απνδεηθηηθή δηαδηθαζία 

παξνπζηάδεη θελό δελ κεηαβάιιεηαη πνιύ κεηά ηελ παξέκβαζε· από 14 πξηλ, ζηνπο 

16 κεηά. Ωζηόζν, παξαηεξνύληαη κεηαβνιέο πνπ αθνξνύλ ηνλ εληνπηζκό, ηε 

δηαηύπσζε θαη ην ραξαθηεξηζκό ηεο πξόηαζεο ζηηο απαληήζεηο 6 καζεηώλ, πνπ πξηλ 

ηελ παξέκβαζε δελ έδσζαλ ζσζηή απάληεζε ζην αληίζηνηρν ζέκα κε ηελ ειιηπή 

απόδεημε. ΢πγθεθξηκέλα, κεηά ηελ παξέκβαζε, 3 από απηνύο βξήθαλ ηελ πξόηαζε 

πνπ ιείπεη θαη ηε ραξαθηήξηζαλ ζσζηά. Δπίζεο, άιινη 2, εληόπηδαλ ηε ζέζε θαη 1 

εληόπηζε ηε ζέζε θαη δηαηύπσζε ηελ πξόηαζε. Δπηπιένλ,1 άηνκν πνπ είρε απαληήζεη 

ζσζηά πξηλ ηελ παξέκβαζε (ειιηπήο) απαληά θαη κεηά ζσζηά ραξαθηεξίδνληαο θαη 

δηαηππώλνληαο ηελ πξόηαζε. Ο πίλαθαο 13 ζπγθεληξώλεη ηνπο ραξαθηεξηζκνύο ησλ 

καζεηώλ ζρεηηθά κε ηελ πιεξόηεηα ησλ δύν απνδείμεσλ πνπ ήηαλ ειιηπείο: 

Υαξαθηεξηζκόο ηεο απόδεημεο πνπ ήηαλ ειιηπήο  ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

Διιηπήο 

(ζσζηή απάληεζε) 

 

14 16 

Υαξαθηεξηζκόο ηεο πξόηαζεο πνπ ιείπεη 

(αμίσκα-ζεώξεκα-νξηζκόο) 

 (ζσζηή απάληεζε) 

0 4 

Δύξεζε ηεο ζέζεο από ηελ νπνία ιείπεη ε πξόηαζε  

(ζσζηή απάληεζε) 

2 8 

Αλαθνξά ηεο πξόηαζεο πνπ ιείπεη 

(ζσζηή απάληεζε) 

0 5 

Πιήξεο 

(κε ζσζηή απάληεζε) 

26 26 

Γελ μέξσ/θελό 3 1 

Πίλαθαο 13: Απνθάλζεηο ησλ 43 καζεηώλ γηα ηηο ειιηπείο απνδείμεηο πξηλ θαη 

κεηά ηελ παξέκβαζε. 
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4.2.7  Οξγάλσζε απόδεημεο από ηνπο καζεηέο 

΢ε θάζε εξσηεκαηνιόγην δόζεθαλ όιεο νη αλαγθαίεο πξνηάζεηο πνπ ζπληζηνύλ 

ηελ απόδεημε κηαο πξόηαζεο θαη νη καζεηέο έπξεπε λα ηηο ηνπνζεηήζνπλ ζηε ζσζηή 

ζεηξά, λα νξγαλώζνπλ ηελ απόδεημε. 

Οξγάλσζε απόδεημεο από ηνπο καζεηέο πξηλ ηελ παξέκβαζε 

Οη πξνηάζεηο πνπ δόζεθαλ αθνξνύζαλ ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «από θάζε 

ζεκείν επζείαο άγεηαη κία κόλν θάζεηνο ζε απηή». Ζ απόδεημε απνηειείηαη από δύν 

κέξε. Σν έλα κέξνο αθνξά ηελ ύπαξμε ηεο θαζέηνπ θαη ην άιιν κέξνο ηελ 

κνλαδηθόηεηα. Από ηνπο 43 καζεηέο 3 ηνπνζέηεζαλ ζηε ζσζηή ζεηξά όιεο ηηο 

πξνηάζεηο, ελώ άιινη 3 νξγάλσζαλ κόλν ην έλα κέξνο ηεο απόδεημεο απηό, ηεο 

ύπαξμεο ηεο θαζέηνπ. 

Οξγάλσζε απόδεημεο από ηνπο καζεηέο κεηά ηελ παξέκβαζε 

Ζ απόδεημε πνπ δεηήζεθε λα νξγαλσζεί κεηά ηελ παξέκβαζε αθνξνύζε ηελ 

πξόηαζε «αλε είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ θαη Γ έλα ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ηέηνην, 

ώζηε ηα Β,Γ λα βξίζθνληαη πξνο ην ίδην κέξνο ηεο ε ηόηε ΒΓ<ΑΓ». ΢ε αληηζηνηρία κε 

ην εξσηεκαηνιόγην πξηλ ηελ παξέκβαζε θαη απηή ε απόδεημε απνηειείηαη από δύν 

κέξε. ΢ην πξώην κέξνο απνδεηθλύεηαη όηη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΓ ηέκλεη ηελ 

επζεία ε ζε έλα ζεκείν Κ θαη ζην δεύηεξν όηη ΒΓ < ΑΓ. ΋ιε ηελ απόδεημε 

νξγάλσζαλ 2 καζεηέο από ηνπο 43, ελώ 3 κόλν ην πξώην κέξνο. 

΢ύγθξηζε ηεο νξγάλσζεο απόδεημεο από ηνπο καζεηέο πξηλ θαη κεηά ηελ 

παξέκβαζε 

Ζ νξγάλσζε ηεο απόδεημεο θάλεθε λα δπζθνιεύεη ηνπο πεξηζζόηεξνπο καζεηέο. 

Αμηνζεκείσην όηη απηνί πνπ νξγάλσζαλ κηα απόδεημε ή έλα κέξνο ηεο παξέκβαζε 

δελ είλαη νη ίδηνη πξηλ θαη κεηά ηελ παξέκβαζε. Δηδηθόηεξα, 2 από ηνπο 3καζεηέο πνπ 

νξγάλσζαλ ηελ απόδεημε πξηλ ηελ παξέκβαζε, δελ θαηάθεξαλ λα νξγαλώζνπλ ηελ 

απόδεημε κεηά. Δλώ ν 1 από απηνύο, ηνπνζέηεζε ζσζηά κόλν ην πξώην κέξνο ηεο 

απόδεημεο.  

΢ηνλ πίλαθα 14 πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδνληαη ζπλνιηθά ηα απνηειέζκαηα ησλ 

43 καζεηώλ πνπ αθνξνύλ ηελ νξγάλσζε ηεο απόδεημεο: 
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Σνπνζέηεζε Πξνηάζεσλ ζηε ζσζηή ζεηξά ΠΡΗΝ ΜΔΣΑ 

΢σζηή ηνπνζέηεζε 3 2 

΢σζηή ηνπνζέηεζε κόλν ηνπ 1
νπ

 κέξνπο 3 3 

Με ζσζηή ηνπνζέηεζε 36 38 

Γελ μέξσ/θελό 1 0 

Πίλαθαο 14: Οξγάλσζε απόδεημεο από ηνπο 43 καζεηέο πξηλ θαη κεηά ηελ 

παξέκβαζε. 

4.3. Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ ζηε ζπκπιήξσζε κηαο απόδεημεο  

΢ηελ ελόηεηα πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδνληαη θαη πεξηγξάθνληαη νη δπζθνιίεο 

πνπ ζπλάληεζαλ νη καζεηέο ζηε πξνζπάζεηά ηνπο λα ζπλερίζνπλ θαη λα 

νινθιεξώζνπλ ηηο απνδείμεηο ηεζζάξσλ πξνηάζεσλ ηεο ελόηεηαο «παξαιιήισλ 

επζεηώλ». Ζ κειέηε θαη ε επεμεξγαζία ησλ θύιισλ εξγαζίαο κε ηίηιν 

«ζπκπιεξώλνληαο ην ζπιινγηζκό», όπσο θαη ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ ζεκεηώζεθαλ 

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο, νδήγεζαλ ζηελ θαηαγξαθή ησλ 

δπζθνιηώλ. Αθνινπζεί ε παξνπζίαζε απηώλ αλά πξόηαζε. 

Πξνζπάζεηεο- Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ λα απνδείμνπλ ην ζεώξεκα «αλ δύν 

παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο 

ίζεο». 

΢ην αληίζηνηρν θύιιν εξγαζίαο ππήξρε όκνην ζρήκα κε απηό ηνπ ζρνιηθνύ 

βηβιίνπ πνπ αθνξά ην παξαπάλσ ζεώξεκα, δειαδή, δύν επζείεο παξάιιειεοε1, ε2 πνπ 

ηέκλνληαη από κία ηξίηε ηελ ε, ζηα Α, Β αληίζηνηρα. Γίλνληαλ όια ηα βήκαηα- 

πξνηάζεηο κέρξη ηελ θαηαζθεπή ηεο βνεζεηηθήο εκηεπζείαο Αρ ώζηε νη γσλίεο ρ𝛢 𝛽, 𝜑  

λα βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ε θαη ρ𝛢 𝛣 =𝜑 . 

Εεηήζεθε από ηνπο καζεηέο λα ζπλερίζνπλ ηελ απόδεημε. Οη καζεηέο ζε όιεο ηηο 

δξαζηεξηόηεηεο, θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο, εξγάδνληαλ ζε 12 

νκάδεο ησλ ηξηώλ ή ηεζζάξσλ αηόκσλ, 6 νκάδεο ζε θάζε ηκήκα. Δπηπιένλ, είραλ ζηε 

δηάζεζε ηνπο ηα ζεσξήκαηα, ηνπο νξηζκνύο θαη ηα αμηώκαηα πνπ κπνξνύλ λα 
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ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε απηέο ηηο απνδείμεηο (ζην ηέινο ηνπ θύιινπ εξγαζίαο γξακκέλα 

θαη ηνπνζεηεκέλα κέζα ζε πιαίζηα). 

Σελ απόδεημε ζηελ παξαπάλσ πξόηαζε θαηάθεξαλ λα νινθιεξώζνπλ κε 

επηηπρία νη 6 νκάδεο από ηηο 12 ζην ρξνληθό δηάζηεκα κηαο δηδαθηηθήο ώξαο. ΋κσο, 

όιεο νη νκάδεο πέξαζαλ ζρεδόλ από ηα ίδηα ζηάδηα θαη αληηκεηώπηζαλ, ιίγν πνιύ, 

παξόκνηα εκπόδηα κε 6 από απηέο λα θαηαθέξλνπλ λα ηα πξνζπεξλνύλ. 

Αξρηθά νη πεξηζζόηεξεο νκάδεο είπαλ όηη εθόζνλ ε1//ε2 άξα 𝜔 = 𝜑  σο εληόο 

ελαιιάμ θαη ρξεζηκνπνίεζαλ ην δεηνύκελν σο δεδνκέλν. ΢ρεηηθά γξήγνξα, αξθεηέο 

νκάδεο έθηαζαλ ζην ζπκπέξαζκα όηη Αρ//ε2 κε ρξήζε ηνπ αληίζηνηρνπ ζεσξήκαηνο. 

΋κσο δελ κπνξνύζαλ λα ζπλερίζνπλ. Υαξαθηεξηζηηθή ε θξάζε ησλ πεξηζζνηέξσλ 

«απηό δελ γίλεηαη, δελ κπνξεί λα είλαη Αρ// ε2». Κάπνηεο από απηέο ηηο νκάδεο 

αδπλαηνύλ λα εμεγήζνπλ, γηαηί δελ γίλεηαη λα είλαη Αρ// ε2, θαη δελ θαηαθέξλνπλ λα 

πξνρσξήζνπλ. Σειηθά, 6 από ηηο νκάδεο, ύζηεξα από αξθεηό ρξόλν παξακνλήο ζε 

απηό ην ζεκείν θαη πνιιέο απόπεηξεο, θάλνπλ ην άικα θαη πεξλνύλ ζην επόκελν βήκα 

θαη ηειηθά νινθιεξώλνπλ ηελ απόδεημε.  

Παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ ε θάπσο δηαθνξεηηθή δηαδηθαζία πνπ αθνινύζεζε 1 από ηηο 6 

νκάδεο πνπ νινθιήξσζε ηελ απόδεημε: 

..από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη κόλν κία παξάιιειε πξνο απηή. Άξα ε Αρ ηέκλεη ηελ ε2 

ζην ζεκείν Γ. ΢ρεκαηίδεηαη ηξίγσλν ΑΒΓ. Με ρ𝛢 Β≠ 𝜑  γηαηί θάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο 

ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από θαζεκία από ηηο απέλαληη  γσλίεο ελόο ηξηγώλνπ… 

Μία αθόκε νκάδα ζπλέρηζε θαη απηή κε ηελ ππόζεζε όηη ε Αρ ηέκλεη ηελ επζεία 

ε2 ζε ζεκείν Γ θαη ζρεδίαζε ηξίγσλν ΑΒΓ αιιά δελ κπόξεζε λα θαηαιήμεη θάπνπ, 

νπόηε άιιαμε πνξεία θαη ηειηθά απέδεημε ην ζεώξεκα κε ρξήζε ηνπ Δπθιείδεηνπ 

αηηήκαηνο. 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ν ηξόπνο έθθξαζεο κηαο νκάδαο πνπ επίζεο θαηάθεξαλ λα 

πξνρσξήζνπλ ζηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαπάλσ αηηήκαηνο: 

...αλ νη δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο ρ𝛢 Β θαη 𝜑  είλαη ίζεο, ηόηε νη επζείεο Αρ θαη ε2 ζα είλαη 

θαη θαιά παξάιιειεο. Αιιά από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη κνλαδηθή παξάιιειε. ΢ηε 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε είλαη ε ε1. 
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Πξνζπάζεηεο-Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε «αλ δύν 

δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία ηξίηε επζεία ε, ηόηε 

είλαη θαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε ηόηε ε1//ε2». 

΢ην θύιιν εξγαζίαο ππήξρε ρώξνο ώζηε νη καζεηέο λα ζρεδηάζνπλ θάπνην ζρήκα 

αλ ζεσξνύζαλ όηη είλαη αλαγθαίν. Γηα λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ απόδεημε απηήο ηεο 

πξόηαζεο, νη καζεηέο είραλ ζηε δηάζεζή ηνπο ιηγόηεξε βνήζεηα ζε ζρέζε κε ηελ 

πξνεγνύκελε απόδεημε (θζίλνπζα θαζνδήγεζε), αθνύ δίλνληαλ κόλν 2 βήκαηα-

πξνηάζεηο. ΢ε απηέο αλαθέξνληαλ ε ζρεηηθή ζέζε ησλ δηαθνξεηηθώλ επζεηώλ ε1, ε2 

θαη δηαηππσλόηαλ ε ππόζεζε όηη νη ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζε έλα ζεκείν ζην Α, ώζηε λα 

νδεγεζνύλ ζηε ρξήζε ηεο απαγσγήο ζε άηνπν. 

Αξρηθά, πνιιέο νκάδεο ζηε πξνζπάζεηά ηνπο λα ζρεδηάζνπλ θάπνην ζρήκα, 

εμέθξαζαλ αληίξξεζε ζρεηηθά κε ηε δεύηεξε πξόηαζε πνπ δίλνληαλ, ιέγνληαο όηη νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 δελ κπνξεί λα ηέκλνληαη, «θαίλεηαη» όηη είλαη παξάιιειεο. Οη 

εμεγήζεηο θαη νη δηεπθξηλίζεηο γηα ηε κέζνδν ηεο «εηο άηνπνλ απαγσγήο» θαη ην ξόιν 

ηεο ππνζεηηθήο πξόηαζεο «νη επζείεο ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζην ζεκείν Α» νδεγεί 

θάπνηεο νκάδεο ζηε ρξήζε δηαθεθνκκέλσλ γξακκώλ, ζηξέβισζε ησλ επζεηώλ θαη 

ζρεδηαζκό ηνπ ζεκείνπ ηνκήο Α. 

Δλδεηθηηθά ζηε θσηνγξαθία 1 παξνπζηάδεηαη ην ζρήκα κηαο νκάδαο. Ζ 

ζπγθεθξηκέλε νκάδα παξόιν πνπ είρε απνδείμεη ηελ πξόηαζε ηεο πξνεγνύκελεο 

δξαζηεξηόηεηαο ζε απηήλ ζπλαληά εκπόδηα, δελ θαηαθέξλεη λα πξνρσξήζεη 

πεξηζζόηεξν ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία θαη ηνπνζεηεί έλα εξσηεκαηηθό ζην ζρήκα 

αθξηβώο δίπια ζηε ζρέζε ε1//ε2 ( θσηνγξαθία 1). 

 

Φσηνγξαθία 1: ε πξνζπάζεηα κηαο νκάδαο λα απνδείμεη ηελ πξόηαζε «αλ δύν δηαθνξεηηθέο 

επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο 

παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε ηόηε ε1//ε2». 
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Γύν αθόκα νκάδεο έθαλαλ παξόκνην ζρήκα κε απηό πνπ παξνπζηάδεηαη ζηε 

θσηνγξαθία 1, δηαηζζάλζεθαλ όηη ε πξόηαζε-αίηεκα παξαιιειίαο ζα κπνξνύζε λα 

ηνπο νδεγήζεη ίζσο ζε ιύζε θαη γη’ απηό ηε ζπκπιεξώλνπλ ζην θύιιν εξγαζίαο ηνπο, 

αιιά αδπλαηνύλ λα εμεγήζνπλ ην πώο. Γπζθνιία αληηκεηώπηζαλ θαη κεξηθέο από ηηο 

νκάδεο πνπ ζρεδίαζαλ ηελ επζεία ε ζην θνηλό ρώξν πνπ νξίδνπλ νη επζείεο ε1 θαη ε2 

θαη ηελ επζεία ε λα δηέξρεηαη από ην θνηλό ζεκείν Α. 

Άιιεο νκάδεο ζρεδίαζαλ ηηο ε1, ε2 κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε λα ηέκλνληαη ζε έλα 

ζεκείν Α θαη έθαλαλ ρξήζε βνεζεηηθήο επζείαο, ηελ νπνία ζρεδίαζαλ έηζη ώζηε λα 

ηέκλεη θαη ηηο ηξεηο επζείεο ε1, ε2 θαη ε. ΢εκείσζαλ ηηο γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνληαλ θαη 

πξνζπαζνύζαλ λα θηάζνπλ ζε θάπνην ζπκπέξαζκα κε ρξήζε ησλ ζεσξεκάησλ γηα ηηο 

εληόο ελαιιάμ γσλίεο ή εληόο εθηόο θαη επί ηα απηά γσλίεο. ΢ηελ εξώηεζε, πώο 

γλσξίδνπλ όηη απηή ε βνεζεηηθή επζεία ηέκλεη ηηο επζείεο ε1, ε2 θαη ε ε απάληεζε 

ήηαλ «αθνύ ηέκλεη ηηο κία από απηέο ζα ηέκλεη θαη ηηο παξάιιειεο πξνο απηήλ». 

΢πκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη σο ζπλέπεηα ηνπ επόκελνπ ζεσξήκαηνο (ηνπ νπνίνπ ηελ 

απόδεημε ζα δηαπξαγκαηεπόηαλ ζηελ επόκελε δξαζηεξηόηεηα), αιιά θαη ηνπ 

ζεσξήκαηνο πνπ πξνζπαζνύζαλ λα απνδείμνπλ (θαύινο θύθινο- θπθιηθόο 

ζπιινγηζκόο κεηαμύ ησλ ζεσξεκάησλ).  

΢ηε θσηνγξαθία 2 πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδεηαη ε 1
ε
 πξνζπάζεηα κηαο νκάδαο 

καζεηώλ πνπ κπνξεί λα κελ έθαλαλ ρξήζε βνεζεηηθήο ηξίηεο επζείαο αιιά δελ 

απέθπγαλ ηνλ θπθιηθό ζπιινγηζκό (θαύιν θύθιν). 

Φσηνγξαθία 2: ε 1
ε
 πξνζπάζεηα κίαο νκάδαο λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε «αλ δύν δηαθνξεηηθέο 

επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο 

παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε ηόηε ε1//ε2». 
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Οη καζεηέο ηεο νκάδαο απηήο κεηά από ζπδήηεζε «θάλεθε» λα αληηιακβάλνληαη 

όηη ρξεζηκνπνίεζαλ ην επόκελν ζεώξεκα θαη έηζη κόλνη ηνπο δηέγξαςαλ ηε ιύζε θαη 

ζπλέρηζαλ κε πνιύ επηκνλή ηελ πξνζπάζεηά ηνπο (ήηαλ κία από ηηο νκάδεο πνπ είραλ 

θαηαθέξεη λα νινθιεξώζνπλ ηελ πξνεγνύκελε δξαζηεξηόηεηα). 

Αιιά θαη ε επόκελε πξνζπάζεηα ηεο νκάδαο ήηαλ άθαξπε. ΢ε ζπλέρεηα ησλ δύν 

πξνηάζεσλ πνπ δηλόηαλ, ζθέθηεθαλ όηη εθόζνλ νη επζείεο ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζε έλα 

ζεκείν Α, λα δηεξεπλήζνπλ ην είδνο ησλ γσληώλ πνπ ζρεκαηίδνληαη. Γηαθξίλνληαο 

ηξεηο πεξηπηώζεηο θαη μεθηλώληαο από απηή ηεο νξζήο γσλίαο έθζαζαλ ζην 

ζπκπέξαζκα πνπ ήζειαλ, αιιά θαη πάιη ρξεζηκνπνηώληαο ηα δύν επόκελα 

ζεσξήκαηα ησλ νπνίσλ ηελ απόδεημε ζα αλαδεηνύζαλ ζηηο επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο 

ηνπ ίδηνπ  θύιινπ εξγαζίαο. Έηζη, ε ίδηα νκάδα γηα δεύηεξε θνξά ρξεζηκνπνίεζε 

θπθιηθό ζπιινγηζκό (θαύινο θύθινο κεηαμύ ησλ ζεσξεκάησλ).  

Ζ θσηνγξαθία 3 παξνπζηάδεη ηελ 2ε ιαλζαζκέλε πξνζπάζεηα ηεο ίδηαο νκάδαο 

 

Φσηνγξαθία 3: ε 2
ε
πξνζπάζεηα ηεο ίδηαο νκάδαο λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε « αλ δύν 

δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ 

ηνπο παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε ηόηε ε1//ε2». 

Όζηεξα από ηηο δύν απηέο πξνζπάζεηεο νη καζεηέο ηεο νκάδαο ήζειαλ λα 

ζπλερίζνπλ, αιιά ην θνπδνύλη ηνπο πξόιαβε. Σα παηδηά πξόηεηλαλ λα ζπλερίζνπλ ηε 
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πξνζπάζεηα ζην επόκελν κάζεκα, θάηη πνπ δελ έγηλε εμαηηίαο πεξηνξηζκώλ ηεο 

έξεπλαο πνπ ζα αλαιπζνύλ ζηελ αληίζηνηρε παξάγξαθν ζην θεθάιαην 6.  

Σειηθά, κόλν 4 από ηηο 12 νκάδεο θαηάθεξαλ λα νινθιεξώζνπλ κε επηηπρία απηή 

ηελ απόδεημε. Δίλαη ζεκαληηθό λα αλαθεξζεί όηη 1 από απηέο ηηο 4 νκάδεο δελ είρε 

θέξεη εηο πέξαο ηελ απόδεημε ηεο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηαο. Από ηηο 4 νκάδεο, 

νη 3 ζρεδηάδνπλ ην ζρήκα πεξίπνπ όπσο παξνπζηάδεηαη ζην ζρνιηθό βηβιίν. 

Υξεζηκνπνηνύλ δηαθεθνκκέλεο γξακκέο, ζηξεβιώλνπλ ηηο επζείεο θαη ζρεδηάδνπλ ην 

θνηλό ζεκείν Α, κε δύν από ηηο νκάδεο λα ηνπνζεηνύλ ηελ ε ζηε δώλε ησλ επζεηώλ ε1, 

ε2 ρσξίο απηό λα ηνπο δεκηνπξγεί  πξόβιεκα ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Ζ ηέηαξηε 

νκάδα δηαθνξνπνηείηαη από ηηο ππόινηπεο. Οπζηαζηηθά θάλεη δύν ζρήκαηα. ΢ην 

πξώην ζρεδηάδεη ηηο επζείεο παξάιιειεο (απηό πνπ ζέινπλ λα απνδείμνπλ) θαη ζην 

δεύηεξν ζρεδηάδεη ηηο επζείεο ε1, ε2 ηεκλόκελεο. Γελ θάλεη ρξήζε δηαθεθνκκέλσλ 

γξακκώλ θαη νινθιεξώλεη ηελ απόδεημε όπσο παξνπζηάδεηαη ζηελ θσηνγξαθία 4 πνπ 

αθνινπζεί.  

 

Φσηνγξαθία 4: ηα ζρήκαηα θαη ε δηαδηθαζία πνπ αθνινύζεζε κε επηηπρία κηα νκάδα 

γηα ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο 

πξνο κία ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη 

ε2//ε ηόηε ε1//ε2». 
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Πξνζπάζεηεο-Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε«αλ δύν 

επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο θαη κία ηξίηε επζεία ε, ηέκλεη ηε κία από 

απηέο, ηόηε ε ε ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε». 

Κάζε νκάδα είρε ζηε δηάζεζή ηεο κόλν ηελ πξόηαζε- ππόζεζε «αλ ε ε ηέκλεη ηελ 

ε1. ζην Α» γηα λα μεθηλήζεη ηε θαηαζθεπή ηεο απόδεημεο. Μόλν 3 νκάδεο από ηηο 12 

θαηαθέξλνπλ λα νινθιεξώζνπλ ζσζηά ηελ απόδεημε. Οη ππόινηπεο νκάδεο 

ηζρπξίζηεθαλ όηη δελ κπνξεί λα κελ ηέκλεη ηελ άιιε, αλ πξνεθηαζεί θαη δελ 

κπνξνύζαλ λα πξνρσξήζνπλ. Αθνινπζνύλ ελδεηθηηθά δύν θσηνγξαθίεο, νη 5 θαη 6, 

πνπ παξνπζηάδνπλ ηηο απνδείμεηο κόλν ησλ νκάδσλ πνπ εκθαλίδνπλ κηθξή 

δηαθνξνπνίεζε σο πξνο ηνλ ηξόπν έθθξαζεο: 

 

Φσηνγξαθία 5: Απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ δύν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο θαη 

κία ηξίηε επζεία ε, ηέκλεη ηε κία από απηέο, ηόηε ε ε ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε» από θάπνηα 

νκάδα καζεηώλ. 
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Φσηνγξαθία 6: Απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ δύν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο θαη 

κία ηξίηε επζεία ε, ηέκλεη ηε κία από απηέο, ηόηε ε ε ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε» από κία 

αθόκα νκάδα καζεηώλ. 

Πξνζπάζεηεο-Γπζθνιίεο ησλ καζεηώλ λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε «αλ κία 

επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από δύν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε είλαη θάζεηε θαη 

ζηελ άιιε» 

Γηα ηελ ηειεπηαία απόδεημε θάζε νκάδα είρε ζηε δηάζεζή  ηεο δύν βήκαηα. ΢ε 

απηά δε δίλνληαλ θάπνηα ζεκαληηθή βνήζεηα, αιιά ηα ζύκβνια γηα ηελ νλνκαζία ησλ 

επζεηώλ «έζησ ε1//ε2 θαη ε θάζεηε ζηελ ε1ζην ζεκείν Α».   

Από ην ζεκείν απηό νη καζεηέο έπξεπε λα ζπλερίζνπλ ηελ απόδεημε. ΢ην έλα 

ηκήκα νη καζεηέο αζρνιήζεθαλ ζην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο ώξαο κε ηελ πξνεγνύκελε 

δξαζηεξηόηεηα θαη ν ρξόλνο πνπ έκελε δελ ήηαλ ηθαλόο γηα λα νδεγεζνύλ ζηελ 

απόδεημε· νπόηε κε απηή ηε δξαζηεξηόηεηα αζρνιήζεθαλ ηειηθά κόλν νη καζεηέο ηνπ 

ελόο ηκήκαηνο, δειαδή 6 νκάδεο από ηηο 12. ΢ην ζρεηηθά ιίγν ρξόλν πνπ είραλ ζηε 

δηάζεζή ηνπο θαη απηέο νη νκάδεο, 2 από απηέο πξνρσξνύλ ζηελ απόδεημε, 

εκθαλίδνπλ θάπνηα θελά, ηα νπνία θαιύπηνπλ θαη απαληνύλ πξνθνξηθά κεηά από 
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ζρεηηθέο εξσηήζεηο-λύμεηο, νινθιεξώλνληαο ηειηθά ηελ απόδεημε. ΢ηε θσηνγξαθία 7 

θαίλνληαη ε πξνζπάζεηα ηεο κίαο νκάδαο κε ηα θελά πνπ αλαθέξζεθαλ. 

 

Φσηνγξαθία 7: ε πξνζπάζεηα κηαο νκάδαο γηα ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ κία 

επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από δύν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε είλαη θάζεηε θαη ζηελ 

άιιε» 

΢ηελ εξώηεζε, πώο πξνθύπηεη όηη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδνπλ νη ε, ε2 είλαη νξζή, νη 

καζεηέο ηεο νκάδαο αηηηνιόγεζαλ ζσζηά ην όηη ε γσλία είλαη νξζή κε ην ζεώξεκα 

γηα ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο. ΢ηελ θσηνγξαθία 8 παξνπζηάδεηαη ε δνπιεηά ηεο άιιεο 

νκάδαο κε εκθαλή θελά θαη αζάθεηεο. 

 

Φσηνγξαθία 8: ε πξνζπάζεηα κηαο δεύηεξεο νκάδαο γηα ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ 

κία επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από δύν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε είλαη θάζεηε θαη ζηελ 

άιιε» 
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Σα κέιε ηεο παξαπάλσ νκάδαο ξσηήζεθαλ γηαηί αλαθέξνληαη ζην Δπθιείδεην 

Αίηεκα θαη απάληεζαλ όηη αθνύ από ην ζεκείν Α δηέξρεηαη κνλαδηθή παξάιιειε 

πξνο ηελ ε2 απηή είλαη ε ε1 άξα ε ε δελ κπνξεί λα είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ε2 άξα 

ηελ ηέκλεη ζε έλα ζεκείν. ΢ηε ζπλέρεηα, δεηήζεθε λα απνζαθελίζνπλ ηελ πξόηαζε 

πνπ έγξαςαλ «θάζεηεο γηαηί εληόο ελαιιάμ ίζεο» θαη ζπκπιήξσζαλ όηη αθνύ νη 

γσλίεο είλαη ίζεο σο εληόο ελαιιάμ είλαη θαη νη δύν νξζέο άξα νη πιεπξέο ηνπο 

θάζεηεο επζείεο. 

Σέζζεξηο από ηηο νκάδεο δελ θαηάθεξαλ λα νινθιεξώζνπλ ηελ απόδεημε. Οη δύν 

από απηέο είραλ ζηε δηάζεζή ηνπο ζρεηηθά ιίγν ρξόλν, γηαηί αθηέξσζαλ πεξηζζόηεξν 

ρξόλν ζηηο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηεο. Ζ ηξίηε από απηέο αλαθέξεη όηη νη επζείεο 

είλαη παξάιιειεο σο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ελώ ε ηέηαξηε νκάδα πξνζπαζεί λα 

θηάζεη ζηελ απόδεημε ζρεδηάδνληαο ηηο επζείεο όπσο θαίλεηαη ζηελ θσηνγξαθία 9 

πνπ αθνινπζεί. 

 

Φσηνγξαθία 9: ην ζρήκα κηαο ηξίηεο νκάδαο πνπ δελ νινθιήξσζε ηελ απόδεημε ηεο 

πξόηαζεο «αλ κία επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από δύν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε είλαη 

θάζεηε θαη ζηελ άιιε» 

Ο πίλαθαο 15 πνπ αθνινπζεί ζπγθεληξώλεη θαη παξνπζηάδεη ηνλ αξηζκό ησλ 

νκάδσλ πνπ νινθιήξσζαλ κε επηηπρία ηηο απνδείμεηο ησλ ηεζζάξσλ πξνηάζεσλ ηεο 

4
εο

 ελόηεηαο κε ηίηιν «ζπκπιεξώλνληαο ην ζπιινγηζκό» ήηαλ ε αθόινπζε: 
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Πξνηάζεηο πξνο απόδεημε  

Αξηζκόο ησλ νκάδσλ πνπ 

νινθιήξσζαλ ηελ απόδεημε 

ηεο πξόηαζεο κε επηηπρία 

ζην ζύλνιν ησλ νκάδσλ 

 «αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη 

από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο 

ελαιιάμ γσλίεο ίζεο». 

 

6/12 

 « αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 θαη ε2 

είλαη παξάιιειεο πξνο κία ηξίηε επζεία 

ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο 

παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε 

ηόηε ε1//ε2». 

 

4/12 

«αλ δύν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη 

παξάιιειεο θαη κία ηξίηε επζεία ε, 

ηέκλεη ηε κία από απηέο, ηόηε ε ε ζα 

ηέκλεη θαη ηελ άιιε». 

3/12 

«αλ κία επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από 

δύν παξάιιειεο επζείεο, ηόηε είλαη 

θάζεηε θαη ζηελ άιιε» 

 

2/6 

Πίλαθαο 14: Πιήζνο ησλ νκάδσλ ησλ καζεηώλ πνπ νινθιήξσζαλ ηηο απνδείμεηο 

ησλ πξνηάζεσλ ζε ζρέζε κε ηνλ αξηζκό ησλ νκάδσλ πνπ πξνζπάζεζε. 

Οινθιεξώλνληαο ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ ζεκεηώλεηαη όηη ππήξρε 

κία νκάδα πνπ απέδεημε θαη ηηο 4 πξνηάζεηο θαη δύν νκάδεο πνπ απέδεημαλ 3 από ηηο 4 

πξνηάζεηο. ΢ην επόκελν θεθάιαην γίλεηαη κηα πξνζπάζεηα εξκελείαο ησλ παξαπάλσ 

απνηειεζκάησλ. 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5
 

΢ΤΕΖΣΖ΢Ζ 

Γηα ηελ εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ ηεο έξεπλαο, όπσο απηά παξνπζηάζηεθαλ ζην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην θαη ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ, θξίλεηαη ζθόπηκν ε 
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νξγάλσζε απηώλ ζε ηξεηο ελόηεηεο. ΢ηελ πξώηε ελόηεηα, ηα επξήκαηα αθνξνύλ ην 

πώο νη καζεηέο εξκελεύνπλ ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ 

θαη ησλ απνδείμεσλ ζηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο (εξκελεία, κία από ηηο 

δηάζηαζε ηεο θαηαλόεζεο πνπ εμεηάζηεθε). Οη εξκελείεο απηώλ ησλ επξεκάησλ, 

απαληνύλ νπζηαζηηθά ζην πξώην εξώηεκα ηεο έξεπλαο· δειαδή, ην πώο 

αληηιακβάλνληαη νη καζεηέο ηνλ ξόιν ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ. ΢ηελ δεύηεξε 

ελόηεηα ηα επξήκαηα αθνξνύλ ην πώο νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ απηά ηα ζηνηρεία, 

γηα λα δίλνπλ αηηηνινγεκέλεο εμεγήζεηο ή λα νξγαλώλνπλ κηα απόδεημε (εμήγεζε- 

εθαξκνγή, δύν από ηηο δηαζηάζεηο θαηαλόεζεο πνπ εμεηάζηεθαλ). Οπόηε, νη 

εξκελείεο απηώλ ησλ επξεκάησλ, απαληνύλ ζην δεύηεξν εξεπλεηηθό εξώηεκα 

δειαδή, ζην πώο αμηνπνηνύλ ηα παξαπάλσ ζηνηρεία ζηελ απόδεημε. 

΢πλζέηνληαο θαλείο ηηο εξκελείεο ησλ επξεκάησλ, όπσο παξνπζηάδνληαη ζηηο 

δύν πξώηεο ελόηεηεο, κπνξεί λα ζρεκαηίζεη κηα εηθόλα γηα ην εύξνο θαη ην βάζνο ηεο 

θαηαλόεζεο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην ξόιν ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ ζην 

Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα αθνύ, απηή εμεηάδεηαη σο πξνο ηξεηο δηαζηάζεηο- εθθάλζεηο 

ηεο. 

Σα επξήκαηα ηαμηλνκνύληαη ζε θαηεγνξίεο. ΢ηελ πξώηε ελόηεηα ηεο 

ζπδήηεζεο, ζε ζρέζε κε ην ζεσξεηηθό θαη ην ιεηηνπξγηθό ξόιν ησλ ζηνηρείσλ απηώλ. 

΢ηε δεύηεξε ελόηεηα, σο πξνο ηε δηάζηαζε ηεο εμήγεζεο θαη ηεο εθαξκνγήο ηνπ 

ιεηηνπξγηθνύ ξόινπ απηώλ ησλ ζηνηρείσλ ζηηο απνδείμεηο. ΢ηελ ηειεπηαία ελόηεηα, 

εξκελεύνληαη ηα επξήκαηα αλαθνξηθά κε ηηο δπζθνιίεο πνπ αληηκεηώπηζαλ νη 

καζεηέο ζηελ πξνζπάζεηα ηνπο λα απνδείμνπλ θάπνηεο ηδηόηεηεο ησλ παξαιιήισλ 

επζεηώλ. Γπζθνιίεο πνπ ζπλδένληαη κε ηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο, ηελ 

κέζνδν ηεο «εηο άηνπνλ απαγσγήο» θαη ην ρεηξηζκό ησλ γεσκεηξηθώλ ζρεκάησλ θαη 

απαληνύλ ζην ηξίην εξώηεκα ηεο έξεπλαο πνπ αθνξά ηελ αλίρλεπζε απηώλ ησλ 

δπζθνιηώλ. 

΢πδήηεζε γηα ηηο αληηιήςεηο γηα ην ξόιν ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ θαη ηεο 

απόδεημεο ζην Αμησκαηηθό ΢ύζηεκα 

Ωο πξνο ηε δηάζηαζε ηεο εξκελείαο, παξαηεξήζεθαλ αξθεηέο βειηηώζεηο, 

ηδηαίηεξα ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ γηα ηε θύζε ηνπ αμηώκαηνο θαη ηνπ 

ζεσξήκαηνο. Πνιινί καζεηέο είλαη ζε ζέζε λα πξνζεγγίζνπλ κηα ζσζηή ή ζρεδόλ 

ζσζηή ιεθηηθή πεξηγξαθή γηα ην ηη είλαη ην αμίσκα, ιηγόηεξνη γηα ην ηη είλαη ην 
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ζεώξεκα. (πηλ. 2 θαη πηλ.9).Σα επξήκαηα γηα ηε θύζε ησλ αμησκάησλ ζπκθσλνύλ κε 

απηά από ην πείξακα ηνπ USEME (DeVilliers, 1996). ΢ρεηηθά κε ηε θύζε ηόζν ηνπ 

νξηζκνύ όζν θαη ηεο απόδεημεο, νη βειηηώζεηο είλαη κηθξέο (πηλ. 4 θαη πηλ. 8), ελώ 

ζρεδόλ νη κηζνί καζεηέο δηαηεξνύλ ιαλζαζκέλεο αληηιήςεηο. Οη δπζθνιίεο ησλ 

καζεηώλ ζηελ θαηαλόεζε ηεο θύζεο ηεο απόδεημεο, όπσο έρεη αλαθεξζεί ζην 

ππνθεθάιαην 1.4, έρνπλ δηαπηζησζεί από αξθεηνύο εξεπλεηέο (Schoenfeld, 1986; 

Chazan, 1993; Moore, 1994; Simon, 1996;Knuth, 2002, όπσο αλαθ. ζηαRaman, 2003; 

Ηγγιέδνπ 2014). 

Μηα αμηόινγε δηαπίζησζε θαηαγξάθεηαη ζρεηηθά κε ηελ νπηηθή πνπ αξρίδνπλ λα 

δηακνξθώλνπλ νη καζεηέο γηα ηελ έλλνηα ηεο απόδεημεο. Κάπνηνη, θαίλεηαη λα 

δηεπξύλνπλ απηή ηελ εηθόλα θαη, δηαβιέπνπλ ηε ζύλζεζε αμησκάησλ, νξηζκώλ θαη 

ζεσξεκάησλ ζηε δνκή ηεο. Δπηπιένλ, από ηε κειέηε ησλ ιαλζαζκέλσλ πεξηγξαθώλ 

γηα ηε θύζε ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηεο Γεσκεηξίαο ζπλάγεηαη όηη αλάκεζα ζε 

αξθεηνύο καζεηέο επηθξαηνύλ νη εμήο αληηιήςεηο: ηα ζεσξήκαηα θαη νη νξηζκνί είλαη 

«ζεσξίεο-θαλόλεο γηα εθκάζεζε», «ν νξηζκόο είλαη θάηη πνπ ηζρύεη πάληα» θαη «ε 

απόδεημε είλαη έλα παξάδεηγκα γηα ηε ιύζε ησλ αζθήζεσλ». Παξάιιεια, αξθεηνί 

καζεηέο αδπλαηνύλ λα εληνπίζνπλ ηε δηαθνξεηηθή θύζε αμησκάησλ, νξηζκώλ, 

ζεσξεκάησλ θαη απόδεημεο ελώ ζπγρένπλ ηε κεηαμύ ηνπο ζεκαζία.  

Μεηαβνιέο ζεκαληηθέο παξαηεξνύληαη ηδηαίηεξα ζηηο αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ 

γηα ην ιεηηνπξγηθό ξόιν ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ ζηε Γεσκεηξία. Απηέο 

βειηηώλνληαη, κε πνιινύο καζεηέο λα είλαη πιένλ ζε ζέζε λα πεξηγξάςνπλ απηήλ ηε 

ιεηηνπξγία γηα ηα αμηώκαηα (πηλ. 3). Αλ θαη νη πεξηζζόηεξνη εληνπίδνπλ θαη 

πεξηνξίδνπλ απηόλ ην ξόιν ζηηο αζθήζεηο. Δλώ, κεξηθνί αξρίδνπλ λα ηνλ 

πξνζεγγίδνπλ ζε νπνηεζδήπνηε απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο. Δπίζεο, βειηηώλνληαη (πηλ. 

5 θαη πηλ. 7) νη αληηιήςεηο ησλ καζεηώλ ζε ζρέζε κε ην ιεηηνπξγηθό ξόιν, ηόζν ησλ 

νξηζκώλ όζν θαη ησλ ζεσξεκάησλ, αιιά όρη ζηνλ ίδην βαζκό κε ην ξόιν ησλ 

αμησκάησλ. Σέινο, γηα ην ξόιν ηεο απόδεημεο (πηλ. 9). δελ ζεκεηώλνληαη αιιαγέο. 

Βέβαηα, παξαηεξείηαη όηη κεγάιν πνζνζηό ησλ καζεηώλ (πεξίπνπ 67%) πεξηγξάθεη 

ηθαλνπνηεηηθά θάπνην ξόιν. ΢ρεδόλ όινη αλαθέξνληαη ζηνπο ξόινπο ηεο απόδεημεο, 

σο κέζν επηβεβαίσζεο θαη επεμήγεζεο, κε αξθεηνύο λα ηελ ζεσξνύλ κέζν 

επαιήζεπζεο ησλ ζεσξεκάησλ ή κέζν εμήγεζεο απηώλ. Παξόκνηα επξήκαηα, όπσο 

αλαθέξεη ε Ηγγιέδνπ (2014), εκθαλίζηεθαλ θαη ζηελ έξεπλα ησλ Harel θαη Sowder 

(1998). 
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Από ηα παξαπάλσ θαίλεηαη όηη ε δεκηνπξγία θαη ε παξνπζίαζε ησλ απνδείμεσλ, 

σο ζπλζέζεηο-θνιάδ από θαξηέιεο ηεζζάξσλ ρξσκάησλ (παξ. 3.3), αλέδεημε ηε 

ιεηηνπξγία ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ, κε ζπλέπεηα πνιινί καζεηέο λα αλαγλσξίδνπλ 

ην ξόιν ηνπο σο εξγαιεία. Δπίζεο, ζεηηθή θαηαγξαθή απνηειεί ην γεγνλόο όηη 

αξθεηνί καζεηέο αξρίδνπλ λα δηαβιέπνπλ ηελ επξύηεξε ιεηηνπξγία ησλ ζεσξεκάησλ 

ζε δηάθνξεο δηαδηθαζίεο, όπσο ζηηο απνδείμεηο άιισλ ζεσξεκάησλ θαη όρη κόλν ζην 

πιαίζην ηεο επίιπζεο θάπνηαο άζθεζεο. Θεσξείηαη όηη ε επηινγή ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ βνήζεζε πξνο απηήλ ηελ θαηεύζπλζε. Γηαηί ζηηο δξαζηεξηόηεηεο, 

εθηόο από ηε ιύζε θάπνησλ αζθήζεσλ-πξνβιεκάησλ, δόζεθε ε δπλαηόηεηα ζηνπο 

καζεηέο λα αζρνιεζνύλ θαη λα ρεηξηζηνύλ νη ίδηνη ηηο απνδείμεηο αξθεηώλ 

ζεσξεκάησλ. Δπράξηζηε έθπιεμε ήηαλ ε αλαθνξά θάπνησλ καζεηώλ ζηε ιεηηνπξγία 

ηεο απόδεημεο σο κέζν αλαθάιπςεο θαη δεκηνπξγίαο λέσλ ζεσξεκάησλ. Δπηπξόζζεην 

ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε κειέηε ησλ εζθαικέλσλ αληηιήςεσλ ησλ καζεηώλ γηα ην 

ξόιν ησλ νξηζκώλ θαη ζεσξεκάησλ. Αξθεηνί απνδίδνπλ σο ιεηηνπξγία απηώλ ηελ 

«εκβάζπλζε-βόιηαοε ηεο θαηαλόεζεο», ελώ θάπνηνη εκπιέθνπλ απηνύο ηνπο ξόινπο. 

Σέινο, θάπνηνη καζεηέο απνδίδνπλ παξαδεηγκαηηθό ή βνεζεηηθό ξόιν ζηελ απόδεημε, 

κε ζηόρν ηε ιύζε αζθήζεσλ-πξνβιεκάησλ (θαηεγνξία «κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ»).  

΋κσο, κε ηε δηάζηαζε ηεο εξκελείαο ζπλδέεηαη θαη ε ηθαλόηεηα δηάθξηζεο ελόο 

αμηώκαηνο, ζεσξήκαηνο ή νξηζκνύ κέζα ζε κία πξόηαζε. Από ηα επξήκαηα ηεο 

έξεπλαο δηαθαίλεηαη όηη νη καζεηέο δπζθνιεύνληαη λα δηαθξίλνπλ ηα παξαπάλσ 

δνκηθά ζηνηρεία ηνπ ζπζηήκαηνο. Παξόκνηεο δπζθνιίεο, εηδηθόηεξα γηα ηε δηάθξηζε 

ησλ αμησκάησλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ, αλαδεηθλύνπλ θαη ηα επξήκαηα ηεο έξεπλαο 

ησλ Human θαη ζπλ. (1984, όπσο αλαθ. ζην DeVilliers,1986). ΢ηελ παξνύζα έξεπλα 

ζεκεηώζεθαλ ζρεηηθά κηθξέο κεηαβνιέο, κε ηα ζεσξήκαηα θαη ηηο «ηξίηεο πξνηάζεηο» 

λα είλαη πην επδηάθξηηα από ηνπο νξηζκνύο θαη ηα αμηώκαηα (πηλ. 10 θαη πηλ.11).  

Δίλαη αμηνζεκείσην όηη νη νξηζκνί πνπ αθνξνύλ έλλνηεο πνιύ νηθείεο ζηνπο 

καζεηέο, όπσο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ, δελ ραξαθηεξίδνληαη ζσζηά. Βέβαηα, γηα ην 

ζπγθεθξηκέλν νξηζκό, κεηά ηελ παξέκβαζε, απμήζεθε θαηά 10 ν αξηζκόο ησλ 

ζσζηώλ απαληήζεσλ, αιιά θαη πάιη, ηα 2/3 ησλ καζεηώλ, ηνλ ραξαθηήξηζαλ ιάζνο. 

Γεληθά, παξαηεξήζεθε όηη νη καζεηέο δηέθξηλαλ ηηο πξνηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

αξθεηέο θνξέο ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ηεο παξέκβαζεο, όπσο ε πξνεγνύκελε. Αληίζεηα, 

θάπνηεο πξνηάζεηο πνπ αξρηθά ραξαθηεξίζηεθαλ ζσζηά θαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 
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παξέκβαζεο ρξεζηκνπνηήζεθαλ ειάρηζηα ή θαζόινπ, κεηά ηελ παξέκβαζε δελ 

αλαγλσξίζηεθαλ ζσζηά.  

Δπηζεκαίλεηαη όηη ε δπζθνιία δηάθξηζεο ησλ πξνηάζεσλ εθκαηεύεηαη όρη κόλν 

από ηα δνθίκηα ηεο έξεπλαο, αιιά εκθαλίδεηαη θαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηδαθηηθήο 

παξέκβαζεο. Ήηαλ έληνλεο νη δηαθσλίεο αλάκεζα ζηα κέιε ησλ νκάδσλ γηα πνιύ 

γλσζηέο πξνηάζεηο όπσο: «ην κέζν Μ ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΓ είλαη 

κνλαδηθό», «αλ Θ, Η είλαη δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηόηε ε επζεία ΘΗ είλαη κνλαδηθή» 

«ε δηρνηόκνο Βδ ηεο γσλίαοΑΒ Γείλαη κνλαδηθή» θαη «αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 

ηζνζθειέο κε βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ ηόηε ΑΒ=ΑΓ». Σέινο, ε έθθξαζε «αλ… ηόηε» 

θάλεθε λα παξαπέκπεη αξθεηνύο καζεηέο ιαλζαζκέλα ζην λα ραξαθηεξίδνπλ ηηο 

πξνηάζεηο σο ζεσξήκαηα θαη ήηαλ έλα ζεκείν αληηπαξάζεζεο ζε αξθεηέο νκάδεο 

εξγαζίαο. 

Διάρηζηεο ήηαλ νη βειηηώζεηο πνπ παξαηεξήζεθαλ ζρεηηθά κε ην ζεσξεηηθό ξόιν 

ησλ αμησκάησλ θαη ησλ νξηζκώλ. ΢ηελ παξνύζα έξεπλα θάλεθε όηη νη καζεηέο 

πξνζέγγηζαλ πην εύθνια ηε ζεσξεηηθή δηάζηαζε ηεο ιεηηνπξγίαο ησλ νξηζκώλ, από 

απηήλ ησλ αμησκάησλ. (πηλ. 3 θαη πηλ. 5). Σέινο, ε ζεσξεηηθή δηάζηαζε ησλ 

ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο δελ πξνζεγγίδεηαη από θαλέλα καζεηή. Δηδηθόηεξα, ζε 

ζρέζε κε ην ξόιν ησλ αμησκάησλ σο ζεκεία εθθίλεζεο, ηα επξήκαηα πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ από ην πείξακα USEME (DeVilliers, 1996) θαη ηελ έξεπλα ηεο 

Grigoriadou (2012) είλαη θαιύηεξα. Ωζηόζν ζην πείξακα USEME, ε δηδαθηηθή 

παξέκβαζε ήηαλ πνιύ κεγαιύηεξεο δηάξθεηαο, κε κεγάιν αξηζκό δξαζηεξηνηήησλ 

πξνζαλαηνιηζκέλεο ζην ξόιν ησλ αμησκάησλ, όπσο θαη ην ηξίην ζηάδην ηεο 

παξέκβαζεο ηεο Grigoriadou (2012) Απηό πξαγκαηνπνηήζεθε ζε καζεηέο κε 

απμεκέλν ελδηαθέξνλ γηα ηα Μαζεκαηηθά θαη εθηόο ζρνιηθνύ σξαξίνπ. 

΢πδήηεζε γηα ηελ αμηνπνίεζε ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηνπ ζπζηήκαηνο ζηελ 

απόδεημε 

Ωο πξνο ηε δηάζηαζε ηεο εμήγεζεο, ηε δεύηεξε δηάζηαζε ηεο θαηαλόεζεο, 

παξαηεξήζεθαλ κηθξέο αιιαγέο. Πνιινί καζεηέο θαίλεηαη, όπσο αλαθέξζεθε 

παξαπάλσ, λα αλαγλσξίδνπλ όηη ηα αμηώκαηα, ηα ζεσξήκαηα θαη νη νξηζκνί 

απνηεινύλ εξγαιεία αλάπηπμεο ζε έλα ζπιινγηζκό. Δληνύηνηο, αδπλαηνύλ λα δνπλ 

πώο αθξηβώο ιεηηνπξγνύλ απηά ηα εξγαιεία κέζα ζην ζπιινγηζκό. Οη κηζνί ζρεδόλ 

δελ κπνξνύλ λα αληηιεθζνύλ ην θελό ζε έλα ζπιινγηζκό θαη ραξαθηεξίδνπλ σο 
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πιήξε, ηόζν ηηο πιήξεηο όζν ηηο ειιηπείο απνδείμεηο (πηλ. 12 θαη πηλ. 13). Μπνξεί νη 

βειηηώζεηο λα αθνξνύλ κηθξό αξηζκό καζεηώλ(1/3 πεξίπνπ), σζηόζν απηέο είλαη 

πνηνηηθέο. Οη καζεηέο απηνί κπνξνύλ θαη δίλνπλ σο έλα βαζκό αηηηνινγεκέλεο 

εμεγήζεηο, ζπλεπώο αξρίδνπλ λα απνθηνύλ βαζύηεξε θαηαλόεζε. Πξάγκαηη, αξθεηνί 

από απηνύο κπνξνύλ λα εληνπίδνπλ ηελ αθξηβή ζέζε ηεο πξόηαζεο πνπ ιείπεη, 

κεξηθνί ηελ δηαηππώλνπλ, ειάρηζηνη όκσο ηελ ραξαθηεξίδνπλ ζσζηά (πηλ 13). 

Δμάιινπ, όπσο ππνζηεξίδεη ν Duval (όπσο αλαθ. ζην Boero, 2007), ε θαηαλόεζε ηεο 

ύπαξμεο θελώλ(“gap”) ζε έλα ζπιινγηζκό, πξνϋπνζέηεη βαζηά θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ 

ησλ πξνηάζεσλ ζε θάζε βήκα ελόο ζπιινγηζκνύ, όπσο θαη ηελ αιιαγή απηνύ ηνπ 

ξόινπ από έλα επίπεδν ζην άιιν (παξ. 1.2.2, δηάγ. 1 θαη δηαγ. 4). 

Ωο πξνο ηε δηάζηαζε ηεο εθαξκνγήο, ηελ ηξίηε δηάζηαζε ηεο θαηαλόεζεο πνπ 

δηεξεπλήζεθε, δελ παξνπζηάζηεθαλ βειηηώζεηο. Γηαπηζηώζεθε δπζθνιία ησλ 

καζεηώλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο γλώζεηο ηνπο γηα λα ηνπνζεηήζνπλ ζηε ζσζηή 

ζεηξά ηηο πξνηάζεηο, ώζηε λα ζπληάμνπλ ηελ δεηνύκελε απόδεημε. ΋κσο, όπσο ε 

εύξεζε θαη ε εμήγεζε ησλ θελώλ ζε έλα ζπιινγηζκό, έηζη θαη ε ζσζηή ρξήζε ησλ 

αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ θαη ησλ ζεσξεκάησλ κέζα ζε κηα απόδεημε θαη ηειηθά ε 

νξγάλσζή ηεο, πξνϋπνζέηνπλ βαζηά θαηαλόεζε ηνπ ηξόπνπ ιεηηνπξγίαο ησλ 

πξνηάζεσλ κέζα ζε έλα ζπιινγηζκό. 

΢πδήηεζε γηα ηηο δπζθνιίεο ζηε ζπκπιήξσζε ηεο απόδεημεο  

΢ηε ηξίηε απηή ελόηεηα, νη παξαηεξήζεηο νξγαλώλνληαη κε βάζε ηηο δπζθνιίεο 

πνπ ζπλάληεζαλ νη καζεηέο ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα ζπκπιεξώζνπλ ηηο απνδείμεηο 

ηεζζάξσλ πξνηάζεσλ-ζεσξεκάησλ πνπ αθνξνύλ ζηηο ηδηόηεηεο ησλ παξαιιήισλ 

επζεηώλ. Δίλαη ζεκαληηθό όηη πάληα ππήξραλ νκάδεο πνπ νινθιήξσλαλ ηηο 

απνδείμεηο, κε ηα πνζνζηά επηηπρίαο λα θπκαίλνληαη πεξίπνπ από 25% έσο 33% γηα 

ηηο ηξεηο πξνηάζεηο. Με εμαίξεζε ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο «αλ δύν παξάιιειεο 

επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο», πνπ 

ζπγθέληξσζε πνζνζηό επηηπρίαο 50% (πηλ. 14). Ζ έξεπλα εζηηάδεη, όπσο αλαιπηηθά 

πεξηγξάθεηαη ζην δεύηεξν θεθάιαην ηεο παξνύζαο εξγαζίαο, ζηηο δπζθνιίεο πνπ 

ζρεηίδνληαη, θπξίσο, κε ηε δνκή ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο, κε ηελ κέζνδν ηεο 

«εηο άηνπνλ απαγσγήο» θαη κε ην ρεηξηζκό ηνπ ζρήκαηνο. Βέβαηα, νη ηξεηο απηέο 

«θαηεγνξίεο» δπζθνιηώλ πνιιέο θνξέο αιιειεπηδξνύλ θαη γηα θάπνηνπο καζεηέο, 

όπσο πξνέθπςε, δεκηνύξγεζαλ εκπόδηα αλππέξβιεηα.  
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Ωο πξνο ηηο δπζθνιίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο 

θαη ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, ησλ νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο από 

ηα επξήκαηα, είλαη εκθαλέο όηη νη καζεηέο ζπρλά ρξεζηκνπνηνύλ θπθιηθνύο 

ζπιινγηζκνύο. Γειαδή, ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα απνδείμνπλ κία πξόηαζε (έλα 

ζεώξεκα) θάλνπλ ρξήζε κίαο πξόηαζεο (ελόο ζεσξήκαηνο) πνπ απνδεηθλύεηαη ζηε 

ζπλέρεηα κε ηε βνήζεηα ηεο πξνεγνύκελεο πξόηαζεο (ζεσξήκαηνο)· θαηλόκελν πνπ 

παξνπζηάζηεθε ζηηο πξνζπάζεηεο πνιιώλ νκάδσλ (πεξηγξαθέο ζει.92-93 θαη θση. 2, 

θση. 3, παξ.4.2). Πξνθαλώο, ζρεηίδεηαη κε ηελ θαηαλόεζε ηνπ ζεσξεηηθνύ ξόινπ ηεο 

απόδεημεο, αιιά άπηεηαη θαη ηνπ ζεσξεηηθνύ ξόινπ ησλ δνκηθώλ ζηνηρείσλ ηνπ 

Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο, θαη γεληθόηεξα ηεο ιεηηνπξγίαο ηεο ζπζηεκαηνπνίεζεο. 

Δίλαη έλα θαηλόκελν, πνπ θαηαγξάθεη ζε έξεπλά ηνπ θαη ν Θσκαΐδεο ην 2000, ελώ 

ζην πείξακα ηνπ USEME ην αληηκεηώπηζαλ κε επηηπρία, κέζσ κηαο ζεηξάο 

θαηάιιεισλ δηακνξθσκέλσλ δξαζηεξηνηήησλ (DeVilliers, 1996).  

Σν θαηλόκελν ηνπ θπθιηθνύ ζπιινγηζκνύ ή θαύινπ θύθινπ δελ εκθαλίδεηαη 

κόλν κεηαμύ ζεσξεκάησλ, αιιά θαη εληόο ηεο απόδεημεο κηαο πξόηαζεο-ζεσξήκαηνο. 

΢πρλά, θαηά ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, νη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην δεηνύκελν σο 

δεδνκέλν θαη έηζη «απνδεηθλύνπλ» (θαηά ηε γλώκε ηνπο) ηνλ δεηνύκελν ηζρπξηζκό. 

Ζ αλάκημε ηεο ππόζεζεο κε ην ζπκπέξαζκα ή ε ζύγρπζε κηαο πξόηαζεο κε ηελ 

αληίζηξνθή ηεο είλαη ζπρλέο παξαλνήζεηο ησλ καζεηώλ. ΢ύκθσλα κε ηνλ Duval ζην 

Boero (2007), νθείινληαη ζηε κε θαηαλόεζε ηνπ ξόινπ ησλ πξνηάζεσλ (αμησκάησλ- 

νξηζκώλ-ζεσξεκάησλ) ζε έλα ζπιινγηζκό (παξ. 1.2.2.).  

Παξόκνηα παξαλόεζε παξνπζηάζηεθε ζρεδόλ ζε όιεο ηηο νκάδεο ζηελ 

πξνζπάζεηά ηνπο λα απνδείμνπλ ηελ πξόηαζε: «αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη 

από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο». Οη πεξηζζόηεξεο νκάδεο 

ρξεζηκνπνίεζαλ ην δεηνύκελν σο δεδνκέλν (ην ζπκπέξαζκα σο ππόζεζε) θαη 

λόκηδαλ όηη νινθιήξσζαλ κε επηηπρία ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο. Ζ ζπδήηεζε ζε 

θάζε νκάδα γηα ηελ ππόζεζε θαη ην ζπκπέξαζκα θαη ην θαηλόκελν ησλ θπθιηθώλ 

ζπιινγηζκώλ εληόο κηαο απόδεημεο, νδήγεζε θάπνηνπο καζεηέο λα μεπεξάζνπλ 

πξνζσξηλά ην εκπόδην θαη λα πξνρσξήζνπλ ζηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία. Παξ’όιν 

πνπ, όπσο ζεκεηώλνπλ ζηελ έξεπλά ηνπο νη Miyazaki θαη ζπλ. (2016), ν 

εθπαηδεπηηθόο παξέρεη δηεπθξηλίζεηο ζηνπο καζεηέο γηα ην ηη είλαη ππόζεζε θαη ηη 

ζπκπέξαζκα ζε κία απόδεημε, εληνύηνηο, παξακέλεη αβέβαην ηη ζεσξνύλ νη καζεηέο 

όηη είλαη θπθιηθόο ζπιινγηζκόο θαη κπνξεί λα ζπλερίζνπλ λα απνδέρνληαη απνδείμεηο 
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κε θπθιηθό ζπιινγηζκό. Πξάγκαηη, ππήξραλ νκάδεο, πνπ κεηά ηελ πξώηε απόπεηξα 

απόδεημεο θαη ηε ζρεηηθή ζπδήηεζε, δελ απέθπγαλ ζηε δεύηεξε πξνζπάζεηά ηνπο ηνλ 

θπθιηθό ζπιινγηζκό.  

Παξ’όια απηά, νη Miyazaki θαη ζπλ. (2016) ζεσξνύλ όηη κηα απόδεημε πνπ 

πεξηέρεη θπθιηθνύο ζπιινγηζκνύο παξέρεη κηα θαιή επθαηξία ζηνπο καζεηέο γηα λα 

θαηαλνήζνπλ, ηειηθά, ηη είλαη απόδεημε θαη ην ξόιν ησλ ππνζέζεσλ ζε απηή. 

Δπηπιένλ, ππνγξακκίδνπλ ηελ αλαγθαηόηεηα, νη θαζεγεηέο λα ελζαξξύλνπλ ηνπο 

καζεηέο λα εζηηάδνπλ ζηελ ιεηηνπξγία ηεο ππόζεζεο θαη ηνπ ζπκπεξάζκαηνο, θαζώο 

θαη ζηηο δνκηθέs ζρέζεηο απηώλ, ζε έλαλ «ππνζεηηθό ζπιινγηζκό» (“hypothetical 

syllogism”). ΢πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ, ηόζν ν Duval (όπσο αλαθ. ζην Boero, 

2007) όζν θαη νη Miyazaki θαη ζπλ. (2016) θαίλεηαη λα αλαγλσξίδνπλ ηελ 

αλαγθαηόηεηα εζηίαζεο ηεο πξνζνρήο, ζηηο εηδηθέο ιεηηνπξγίεο ησλ πξνηάζεσλ σο 

ππόζεζε ή ζπκπέξαζκα κέζα ζε έλα ζπιινγηζκό· αλαγθαηόηεηα πνπ πξνθύπηεη θαη 

από ηελ παξνύζα έξεπλα. 

Δπηπιένλ, δηαθξίλνληαη αξθεηέο δπζθνιίεο ησλ νπνίσλ νη αηηίεο ζρεηίδνληαη κε 

ηελ ηδηαίηεξε κνξθή-δνκή, πνπ παξνπζηάδεη ζπγθεθξηκέλα ε κέζνδνο ηεο «εηο άηνπνλ 

απαγσγήο». Αξρηθά, νη εθθξάζεηο, «απηό δε γίλεηαη, δελ κπνξεί λα είλαη Αρ// ε2».ή «νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 δελ κπνξεί λα ηέκλνληαη, θαίλεηαη όηη είλαη παξάιιειεο», «δελ κπνξεί 

λα κε ηέκλεη ηελ άιιε αλ πξνεθηαζεί», πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη καζεηέο ζηελ 

πξνζπάζεηά ηνπο λα απνδείμνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ, (παξ. 4.2), 

δείρλνπλ όηη νη καζεηέο δελ κπνξνύλ λα δερηνύλ ηελ άξλεζε ηεο δήισζεο, πνπ 

ζέινπλ λα απνδείμνπλ. Σε ζπγθεθξηκέλε δπζθνιία επηζεκαίλνπλ πνιινί εξεπλεηέο 

(Antonini, 2001; Epp, 1998; Leron, 1985; Reid and Dobbin, 1998; Tall, 1979; Tall et 

al, 2011).  

Παξάιιεια, θάπνηεο εθθξάζεηο θαη ζύκβνια ησλ καζεηώλ πνπ ζεκεηώλνληαη 

ζηα θύιια εξγαζίαο είλαη ελδείμεηο γηα ηε ζύγρπζε θαη ηα παξάμελα ζπλαηζζήκαηα 

εμαπάηεζεο ή δπζαξέζθεηαο πνπ κπνξεί λα ληώζνπλ νη καζεηέο, όηαλ εξγάδνληαη κε 

ηε κέζνδν ηεο «εηο άηνπνλ απαγσγήο»· ζπλαηζζήκαηα πνπ εκθαλίδνληαη ζηνπο 

καζεηέο θαη δηθαηνινγνύληαη αθνύ, θαηά ηνπο Leron, Antonini θαη Mariotti, 

(Antonini, &Mariotti,2016), εξγάδνληαη ζε έλαλ «θόζκν αδύλαην», (“false, 

impossible world”). Δλδεηθηηθά, ε έθθξαζε «ηόηε νη επζείεο Αρ θαη ε2 ζα είλαη θαη 

θαιά παξάιιειεο» πνπ ρξεζηκνπνηνύλ ηα κέιε κηαο νκάδαο αλαδεηθλύεη αηζζήκαηα 

δπζπηζηίαο θαη εμαπάηεζεο, παξ’όιν πνπ θαηάθεξαλ λα νινθιεξώζνπλ κε επηηπρία 
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ηελ απόδεημε (πεξηγξαθή ζει 90). Δπίζεο, ην ζύκβνιν ηνπ εξσηεκαηηθνύ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη από ηα κέιε ηεο ίδηαο νκάδαο, (θση. 1, παξ. 4.2. ζει 91. ), εθθξάδεη 

ηελ ζύγρπζε πνπ ληώζνπλ νη καζεηέο ηεο νκάδαο, νη νπνίνη πιένλ δπζθνιεύνληαη λα 

αλαπηύζζνπλ ζπιινγηζκνύο ζε απηόλ «ηνλ αδύλαην θόζκν»· ελ ηέιεη, δελ 

θαηαθέξλνπλ λα νινθιεξώζνπλ ηελ απόδεημε ηεο αληίζηνηρεο πξόηαζεο.  

΋κσο, νη ίδηεο εθθξάζεηο ησλ καζεηώλ «απηό δε γίλεηαη, δελ κπνξεί λα είλαη Αρ// 

ε2».ή «νη επζείεο ε1 θαη ε2 δελ κπνξεί λα ηέκλνληαη, θαίλεηαη όηη είλαη παξάιιειεο», 

«δελ κπνξεί λα κε ηέκλεη ηελ άιιε αλ πξνεθηαζεί», επηδέρνληαη θαη άιιε εξκελεία. 

Μπνξεί λα κελ είλαη απόξξνηα κόλν ηεο άξλεζεο ηεο δήισζεο πνπ απαηηείηαη ζην 

πξώην βήκα ηεο κεζόδνπ ηεο ««εηο άηνπνλ απαγσγήο», αιιά κπνξεί, όρη κόλν λα 

πεγάδνπλ από ην ζρήκα, αιιά λα εληζρύνληαη θαη από απηό. Παξόκνηα δηαπίζησζε 

έγηλε από ηνλ Schoenfeld, ν νπνίνο κε ηελ έθθξαζε“seeing is believing”, επηζεκαίλεη 

όηη νη καζεηέο πνιιέο θνξέο εζηηάδνπλ ζηελ νπηηθνπνίεζε(Yang θαη Lin, 2008)· θάηη 

πνπ επηζεκαίλνπλ θαη άιινη εξεπλεηέο (Mesquita, 1998; Yang θαη Lin, 2008;Gal & 

Linchevski, 2010;Sinclair et al, 2016), (παξ. 1.2.2.). 

Τπήξραλ νκάδεο πνπ θαηάθεξαλ λα μεπεξάζνπλ ηα εκπόδηα πνπ δεκηνπξγνύληαη 

από ηα ζρήκαηα, κε ρξήζε δηαθεθνκκέλσλ γξακκώλ ή ζηξέβισζε ησλ επζεηώλ. (θση. 

2, θση. 9, παξ. 4.2). Από απηέο ηηο θσηνγξαθίεο δηαθαίλεηαη όηη, παξά ηηο δπζθνιίεο, 

ε Δπθιείδεηα Γεσκεηξία είλαη ην θαηάιιειν πιαίζην, γηα λα θαηαλνήζεη θάπνηνο όηη 

ηα ζρήκαηα είλαη αλαπαξαζηάζεηο ηεο πξαγκαηηθόηεηαο, όρη ε ίδηα ε πξαγκαηηθόηεηα, 

όπσο ραξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη ν Harel (1999). Απηή ε θαηαλόεζε θαίλεηαη λα 

επηηεύρζεθε, σο έλα βαζκό, από ηνπο καζεηέο ησλ πξνεγνύκελσλ νκάδσλ. 

Αμηνζεκείσηε είλαη ε παξνπζίαζε κηαο νκάδαο (θση. 4, παξ. 4.2) πνπ ρξεζηκνπνηεί 

δύν ζρήκαηα ζε παξάζεζε. Έλα γηα ηελ ππόζεζε ηεο αξρηθήο δήισζεο θαη έλα γηα 

ηελ ππόζεζε ηεο άξλεζεο ηεο δήισζεο. Φαίλεηαη όηη ηα κέιε ηεο νκάδαο δελ 

εκκέλνπλ ζηελ εηθόλα ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ, δελ ρξεηάδεηαη λα ηελ 

ηξνπνπνηήζνπλ, όπσο νη πξνεγνύκελεο νκάδεο. Πεξλνύλ ζε έλα επίπεδν αθόκα πην 

αθεξεκέλεο ζθέςεο. Πηζαλώο, αξρίδνπλ λα ζπλεηδεηνπνηνύλ όηη ην ζρήκα δελ είλαη 

αλαπαξάζηαζε ηεο πξαγκαηηθόηεηαο, αιιά κηα ππνζεηηθή ρσξηθή θαηάζηαζε, όπσο 

δηαηππώλεη θαη ν Harel (1999), ηελ νπνία επεμεξγάδνληαη ζε έλα δεύηεξν ζρήκα. 

Οη παξαπάλσ εξκελείεο πξνέθπςαλ από ηε κειέηε ησλ θύιισλ εξγαζίαο ηεο 

θάζε νκάδαο θαη ζρεηηθήο βηβιηνγξαθίαο κε ηα ππό δηαπξαγκάηεπζε ζέκαηα. Ίζσο ζα 

κπνξνύζαλ λα ππνζηεξηρηνύλ θαιύηεξα, αλ ζπλνδεπόηαλ από ζπλεληεύμεηο ησλ 
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καζεηώλ. ΋κσο ηόηε, ε εξγαζία ζα μεπεξλνύζε ζε έθηαζε ηηο πξνδηαγξαθέο κηαο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο γηα ηελ απνλνκή κεηαπηπρηαθνύ δηπιώκαηνο. ΢ηελ 

παξάγξαθν πνπ αθνινπζεί, παξνπζηάδνληαη ηα εκπόδηα πνπ πξνέθπςαλ θαηά ηελ 

δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο. 

ΠΔΡΗΟΡΗ΢ΜΟΗ ΣΖ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ 

Ζ παξνύζα κειέηε επηρείξεζε πξνζέγγηζε ηεο δνκήο ηνπ Αμησκαηηθνύ 

΢πζηήκαηνο από καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ, ζε δηάζηεκα 8-9 δηδαθηηθώλ σξώλ θαη 

εληόο ηνπ ζρνιηθνύ σξαξίνπ. ΢ηελ ελόηεηα απηή εθηίζεληαη νη αδπλακίεο ηεο έξεπλαο 

πνπ έγηλαλ αληηιεπηέο. 

Μηθξό κέξνο δηδαζθαιίαο 

Ζ πξνζέγγηζε ηεο δνκήο ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο είλαη έλα ζέκα κε 

εγγελείο δπζθνιίεο. Ζ έθηαζε ηνπ ππό δηαπξαγκάηεπζεο ζέκαηνο, είλαη κεγάιε θαη νη 

παξάγνληεο πνπ ππεηζέξρνληαη πνιινί. ΢αθώο δελ κπνξεί έλα ζέκα ηέηνηαο θύζεο, 

έθηαζεο θαη πνιππινθόηεηαο, λα θαιπθζεί ζε ηόζν κηθξό κέξνο δηδαζθαιίαο, ζε 

δηάζηεκα 8-9 σξώλ. 

Πεξηνξηζκόο ησλ θάζεσλ ηεο ζπδήηεζεο 

Ζ εθαξκνγή όισλ ησλ δξαζηεξηνηήησλ είλαη θαιύηεξα λα γίλεηαη ζε δίσξα. 

Ζ κεηαηξνπή ηνπ καζήκαηνο από κνλόσξν ζε δίσξν γηα ηηο κέξεο δηεμαγσγήο ηεο 

παξέκβαζεο δελ ήηαλ εθηθηή. Δκπόδηα ζηελ αιιαγή ηνπ ζρνιηθό πξνγξάκκαηνο ήηαλ 

ε δνκή ηνπ Λπθείνπ κε ηα ηκήκαηα θαηεπζύλζεσλ θαη επηινγήο αιιά θαη νη 

κεηαθηλήζεηο πνιιώλ εθπαηδεπηηθώλ εηδηθνηήησλ θαη παξάιιειεο ζηήξημεο ζε δύν 

ζρνιεία ηελ ίδηα κέξα. Ωο απνηέιεζκα, νη θάζεηο ηεο ζπδήηεζεο, ε αλάδεημε ησλ 

ζπγθξνύζεσλ, ε έθθξαζε ησλ δηαθσληώλ πεξηνξηδόηαλ αξθεηά. Δλώ ε εμαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ θαη επηθύξσζε ηνπο από όιε ηελ ηάμε, γηα θάπνηεο δξαζηεξηόηεηεο 

κεηαθεξόηαλ ζην επόκελν κάζεκα απνδπλακώλνληαο ηελ. 

Έιιεηςε ρξόλνπ πνπ αθνξά ζηελ δηαπξαγκάηεπζε ησλ δξαζηεξηνηήησλ 

΢ηηο δξαζηεξηόηεηεο ησλ δύν πξώησλ ελνηήησλ ηεο παξέκβαζεο δηαηέζεθε 

πεξηζζόηεξνο ρξόλνο από ηνλ πξνβιεπόκελν. ΋κσο ε πίεζε νινθιήξσζεο ηεο ύιεο 

δελ επέηξεπε ηε δηάζεζε πάλσ από 9 σξώλ ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ. 

Απνηέιεζκα, ζηηο ηειεπηαίεο δύν ελόηεηεο δξαζηεξηνηήησλ λα δηαηεζεί ιηγόηεξνο 

ρξόλνο. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ζηελ ελόηεηα κε ηίηιν, «ραξηνγξαθώληαο ηηο ζπλδέζεηο 
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ησλ πξνηάζεσλ»,(παξ. 3.3. θαη 4.1.), πνπ ζηόρεπε ζηελ αλίρλεπζε ηνπ ζεσξεηηθνύ 

ξόινπ ησλ αμησκάησλ-νξηζκώλ-ζεσξεκάησλ θαη ηεο απόδεημεο ηειηθά, ζε αληίζεζε 

κε ηνλ αξρηθό πξνγξακκαηηζκό, αθηεξώζεθε κόλν κία ώξα. Πξνηείλεηαη, ζε πηζαλή 

κειινληηθή εθαξκνγή, ε κείσζε ησλ θαξηώλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη ε αιιαγή 

ηνπ ζρνιηθνύ πξνγξάκκαηνο, ώζηε ε δξαζηεξηόηεηα λα δηεμαρζεί, αλ είλαη εθηθηό, ζε 

ζπλερέο δίσξν. 

Πεξηνξηζκνί πνπ ζρεηίδνληαη κε ην δείγκα θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

΢ηελ έξεπλα ζπκκεηείραλ 43 καζεηέο δύν ηκεκάησλ, ζηα νπνία ππεύζπλε γηα ηελ 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθώλ ήηαλ ε εξεπλήηξηα- θαζεγήηξηα. Οπόηε, ην δείγκα ηεο 

έξεπλαο ήηαλ όρη κόλν κηθξό αιιά θαη βνιηθό. 

΢ην δείγκα μερώξηζαλ θπξίσο ηξεηο θαηεγνξίεο καζεηώλ. ΢ηελ πξώηε θαηεγνξία, 

«νη έλζεξκνη ππνζηεξηθηέο ηεο παξέκβαζεο» ζπγθαηαιέγνληαη πνιινί καζεηέο, πνπ 

αγθάιηαζαλ θαη ζηήξημαλ ζεξκά απηήλ ηελ πξνζπάζεηα. Πήγαηλαλ ζην ζπίηη 

ρξεζηκνπνηνύζαλ ην δηαδίθηπν θαη ηελ e-class, κειεηνύζαλ ηηο θσηνγξαθίεο ησλ 

έξγσλ ηνπο θαη ζπλέθξηλαλ ηηο απαληήζεηο κε ηηο ζσζηέο, πνπ ήηαλ επίζεο 

αλαξηεκέλεο ζηελ e-class. ΢ηελ δεύηεξε θαηεγνξία, «νη ραιαξνί ππνζηεξηθηέο» 

πεξηιακβάλνληαη αξθεηνί καζεηέο πνπ κειέηεζαλ ειάρηζηα ή θαζόινπ. Σέινο ζηελ 

ηξίηε θαηεγνξία, «νη αδηάθνξνη πξνο ηελ παξέκβαζε», ηέζζεξηο καζεηέο πνπ δελ 

αζρνιήζεθαλ θαζόινπ, δελ κπήθαλ θαλ ζηε δηαδηθαζία λα εγγξαθνύλ ζηελ e-class 

(ζεκεηώλεηαη πσο όινη νη καζεηέο είραλ ππνινγηζηή θαη πξόζβαζε ζην δηαδίθηπν). Οη 

καζεηέο ηεο δεύηεξεο θαη ηξίηεο θαηεγνξίαο, απνδπλάκσλαλ θαη δπζρέξαηλαλ ην έξγν 

όιεο ηεο νκάδαο ζηελ νπνία εξγάδνληαλ. Ηδηαίηεξε ήηαλ ε πεξίπησζε ελόο καζεηή, 

«αληίζεηνο πξνο ηελ παξέκβαζε», πνπ, ελώ ζπκπιήξσζε ην πξώην δνθίκην, θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο παξέκβαζεο εμέθξαδε ηε δπζαξέζθεηά ηνπ γηα ην όιν εγρείξεκα, θαη 

όζνλ αθνξά ζηε ζπκπιήξσζε ηνπ δεύηεξνπ δνθηκίνπ άθεζε αλαπάληεηεο όιεο ηηο 

εξσηήζεηο. Θεσξήζεθε όηη νη απαληήζεηο ηνπ ζηα δνθίκηα δελ έπξεπε λα 

ζπκπεξηιεθζνύλ ζηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ. Έηζη ην δείγκα ηεο έξεπλαο, 

πνπ νινθιεξώλεηαη κε ηελ παξνπζίαζε ησλ ζπκπεξαζκάησλ ζην επόκελν θεθάιαην, 

από 44 καζεηέο κεηώζεθε ζε 43. 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 6
Ο

 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 
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΢ηελ παξνύζα έξεπλα επηρεηξήζεθε ε πξνζέγγηζε ηεο Αμησκαηηθήο Θεκειίσζεο 

από Μαζεηέο Α΄ Λπθείνπ. Ζ αλίρλεπζε ηνπ ξόινπ ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ, 

ζεσξεκάησλ θαη απόδεημεο από ηνπο καζεηέο ήηαλ ζην επίθεληξν ηεο έξεπλαο. 

Γηεξεπλήζεθαλ νη κεηαβνιέο πνπ κπνξεί λα πξνθύςνπλ ζηελ θαηαλόεζε ησλ 

καζεηώλ ζρεηηθά κε ηε ιεηηνπξγία ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ. Ζ δηεξεύλεζε απηή 

έγηλε ππό ην πξίζκα δύν ζεσξηώλ: ηεο αλάιπζεο ηεο γλσζηηθήο πνιππινθόηεηαο ηεο 

ιεηηνπξγίαο ελόο ζπιινγηζκνύ ηνπ Duval (όπσο αλαθ. ζην Boero, 2007) θαη ηεο 

ζεσξίαο γηα ηελ θαηαλόεζε ησλ Wiggins θαη Tighe (2005, όπσο αλαθ. ζην Κνιέδα, 

2013). Ζ ζύλζεζε ησλ δύν ζεσξηώλ, θαηλνηνκία ίζσο ηεο έξεπλαο, νδήγεζε ζηελ 

εμέηαζε ηεο θαηαλόεζεο πνπ παξνπζηάδνπλ νη καζεηέο, ηόζν γηα ην ιεηηνπξγηθό 

ξόιν, όζν θαη γηα ην ζεσξεηηθό ξόιν απηώλ ησλ ζηνηρείσλ, ζην πιαίζην ηνπ 

Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο. Παξάιιεια, έγηλε θαηαγξαθή ησλ δπζθνιηώλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζηνπο καζεηέο, όηαλ απνδεηθλύνπλ πξνηάζεηο ζε απηό ην ζύζηεκα.  

Από ηα απνηειέζκαηα θαη ηελ αληίζηνηρε ζπδήηεζε δηαπηζηώζεθαλ αξθεηέο 

βειηηώζεηο κεηά ηελ παξέκβαζε, θπξίσο, σο πξνο ηελ θαηαλόεζε ηνπ ιεηηνπξγηθνύ 

ξόινπ ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ. Ληγόηεξεο ήηαλ νη βειηηώζεηο ζε ζρέζε κε ην 

ζεσξεηηθό ηνπο ξόιν. Οη παξαπάλσ κεηαβνιέο αθνξνύλ ηε δηάζηαζε ηεο πεξηγξαθήο 

θαη ιηγόηεξν ηηο άιιεο δηαζηάζεηο ηεο θαηαλόεζεο. Φαίλεηαη όηη ε δνκή, αιιά θαη ε 

παηγληώδεο κνξθή ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο δηδαθηηθήο παξέκβαζεο, ελίζρπζαλ θαη 

αλέδεημαλ ηδηαίηεξα ηνλ ιεηηνπξγηθό ξόιν. Οη δξαζηεξηόηεηεο, ην πιαίζην εξγαζίαο 

ησλ καζεηώλ ζε νκάδεο, ε ζπδήηεζε, νη δηαθσλίεο θαη νη ζπγθξνύζεηο πνπ 

αλαπηύρζεθαλ, ζεσξνύληαη παξάγνληεο πνπ ζπλεηέιεζαλ ζηηο παξαπάλσ βειηηώζεηο. 

Δπηπιένλ, έγηλε θαλεξό όηη θάπνηνη καζεηέο, δνπιεύνληαο νκαδηθά, θαη 

ζπκκεηέρνληαο ελεξγά, νδεγνύληαη ζηελ θαηαζθεπή ησλ απνδείμεσλ πξνηάζεσλ, 

παξ’όιν πνπ απηέο απαηηνύλ εθαξκνγή ηεο «εηο άηνπνλ απαγσγήο»· κέζνδνο, αξθεηά 

δύζθνιε, όπσο πξνθύπηεη από ηα εξεπλεηηθά δεδνκέλα (παξ. 1.2.2). 

Οη παξαπάλσ δξαζηεξηόηεηεο ζα κπνξνύζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ από 

εθπαηδεπηηθνύο, λα ηξνπνπνηεζνύλ, λα εκπινπηηζηνύλ θαη λα επεθηαζνύλ, ώζηε λα 

δνζεί ε δπλαηόηεηα ζηνπο καζεηέο λα πξνζεγγίζνπλ ηηο παξαπάλσ ιεηηνπξγίεο θαη λα 

βειηηώζνπλ ηελ θαηαλόεζε πνπ έρνπλ ζρεηηθά κε απηέο. Δπηπιένλ, ε έξεπλα θέξλεη 

ζην θσο ηηο εζθαικέλεο αληηιήςεηο θαη παξαλνήζεηο ησλ καζεηώλ ζρεηηθά κε ην 

ξόιν θαη ηε θύζε ησλ παξαπάλσ ζηνηρείσλ, όπσο γηα παξάδεηγκα «ν νξηζκόο είλαη 

θάηη πνπ ηζρύεη πάληα», «ηα ζεσξήκαηα θαη νη νξηζκνί είλαη ζεσξίεο-θαλόλεο γηα 
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εθκάζεζε», θαη «ε απόδεημε είλαη έλα παξάδεηγκα γηα ηε ιύζε ησλ αζθήζεσλ». Ζ 

γλσζηνπνίεζε απηώλ ησλ αληηιήςεσλ θαη ησλ παξαλνήζεσλ πνπ έρνπλ νη καζεηέο 

είλαη δπλαηό λα ζπλεηζθέξεη ζην έξγν ηνπ εθπαηδεπηηθνύ ν νπνίνο κπνξεί λα 

δηεξεπλήζεη, αλ νη καζεηέο ζηελ ηάμε ηνπ παξνπζηάδνπλ παξόκνηεο αληηιήςεηο ή 

παξαλνήζεηο, ώζηε λα εζηηάζεη ηε δηδαζθαιία ηνπ ζηα αληίζηνηρα ζέκαηα.  

Παξάιιεια, ηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο ζπλεγνξνύλ θαη αλαδεηθλύνπλ 

ζηνηρεία πνπ ζα κπνξνύζαλ λα νδεγήζνπλ ζε πεξαηηέξσ επέθηαζή ηεο, αιιά θαη 

ζηελ δηεμαγσγή άιισλ εξεπλώλ, όπσο είλαη ν ζρεδηαζκόο θαηάιιεισλ παξεκβάζεσλ, 

νη νπνίεο ζα εζηηάδνπλ ζηε βειηίσζε πεξηζζόηεξσλ πηπρώλ ηεο θαηαλόεζεο, πνπ 

έρνπλ νη καζεηέο γηα ην ξόιν ησλ αμησκάησλ, νξηζκώλ, ησλ ζεσξεκάησλ θαη 

απόδεημεο ηδηαίηεξα ζηηο πηπρέο ηεο εμήγεζεο θαη ηεο εθαξκνγήο. Απηέο νη 

παξεκβάζεηο ζα εζηηάδνπλ ζηνλ ηξόπν πνπ ιεηηνπξγνύλ απηά ηα ζηνηρεία κέζα ζε έλα 

ζπιινγηζκό ή ζην θαηλόκελν ηνπ θπθιηθνύ ζπιινγηζκνύ.  

Από ηελ παξνύζα έξεπλα, ειπηδνθόξν θαη ζεκαληηθόηεξν ίζσο ζπκπέξαζκα, 

όπσο πξνθύπηεη από ηα παξαπάλσ, είλαη όηη νη καζεηέο κέζα από θαηάιιειεο 

δηακνξθσκέλεο δξαζηεξηόηεηεο κπνξνύλ λα πξνζεγγίζνπλ, σο έλα βαζκό, ζέκαηα 

πνπ εκπεξηέρνπλ εγγελείο δπζθνιίεο, όπσο ε δνκή ηνπ Αμησκαηηθνύ ΢πζηήκαηνο, ε 

ιεηηνπξγία ησλ πξνηάζεσλ ζε έλα ζπιινγηζκό, αιιά θαη ζην επξύηεξν ζύζηεκα. 

Δπνκέλσο, απνηειεί πξόθιεζε γηα ηνπο εξεπλεηέο, ν ζρεδηαζκόο θαηάιιεισλ 

δξαζηεξηνηήησλ, καζεκαηηθώλ έξγσλ γηα ηελ ηάμε πνπ ζα επηηξέπνπλ ζηνπο καζεηέο, 

όπσο αλαθέξεη ε Σδεθάθε (2011), λα πξνζεγγίδνπλ ην καζεκαηηθό λόεκα, λα 

αζθνύληαη ζηηο καζεκαηηθέο ιεηηνπξγίεο, αιιά θαη ζα ελζαξξύλνπλ ηελ αλάπηπμε ηεο 

καζεκαηηθήο ζθέςεο. 
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Παξάξηεκα 

Δξσηεκαηνιόγην πνπ εθαξκόζηεθε πξηλ ηελ παξέκβαζε (pretest) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΧΓΗΚΟ΢ΜΑΘΖΣΖ 

Π    

 

 

 

 

Δξσηεκαηνιόγην 

Οδεγίεο 

Σν εξσηεκαηνιόγην απηό απνηειείηαη από ηέζζεξα κέξε. Παξαθαινύκε 

πξνζπαζήζηε λα απαληήζεηε ζε όιεο ηηο εξσηήζεηο θάζε κέξνπο. Οη 

απαληήζεηο ζαο δελ ζα επεξεάζνπλ ηε βαζκνινγία ζαο. 

1) ΢πκπιεξώζηε ηνλ θσδηθό ζαο ζηνλ εηδηθό ρώξν πάλσ δεμηά ζε απηή 

ηε ζειίδα. 

2) Γηαβάζηε θάζε εξώηεζε πξνζεθηηθά πξηλ λα απαληήζεηε 

3) Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηείζηε ηα θελά θύιια ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ 

σο πξόρεηξν. 

4) Με ζεκεηώζεηε ην όλνκα ζαο πνπζελά ζην εξσηεκαηνιόγην. 

5) Υξεζηκνπνηήζηε ζηπιό γηα λα γξάςεηε ηηο απαληήζεηο ζαο. 

6) Αλ ζειήζεηε λα αιιάμεηε κηα απάληεζε ζβήζηε ηειείσο ηελ 

πξνεγνύκελε απάληεζε. 
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Α΄ κέξνο: Πξνζπαζήζηε λα πεξηγξάςεηε κε δηθά ζαο ιόγηα. 

1) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ην αμίσκα (παξαδνρή)ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηνπ αμηώκαηνο (πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία 

 

 

 

 

2) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ην ζεώξεκα (πόξηζκα)ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηνπ ζεσξήκαηνο (πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

3) α) Ση λνκίδεηε είλαη όηη είλαη ν νξηζκόο ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηνπ νξηζκνύ ( πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία 

 

 

 

 

4) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ε απόδεημε ζηελ Γεσκεηξία; 

  

 

 

 

β)πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηεο απόδεημεο ( πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 
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 Β΄ κέξνο: Υαξαθηεξίζηε ηηο πξνηάζεηο πνπ δίλνληαη ζηνλ πίλαθα ηνπνζεηώληαο ζηα θελά 

νξζνγώληα θάζε γξακκήο, έλα κόλν από ηα θεθαιαία γξάκκαηα Α,Θ,Ο,Σ. ΢πκπιεξώλεηε 

κε: 

Α: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη αμίσκα 

Θ: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη ζεώξεκα 

Ο: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη νξηζκόο 

Σ: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη δελ είλαη ηίπνηα από ηα παξαπάλσ 

ΠΡΟΣΑ΢ΔΗ΢  

Αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο κε βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ ηόηε ΑΒ=ΑΓ   

Αλ ε είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΚΛ θαη Α ζεκείν ηεο ε 

ηόηε ΑΚ=ΑΛ 

 

Αλ ΑΒΓ είλαη ηζνζθειέο ηξίγσλν κε βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ ηόηε 𝛣 = 𝛤   

Οη επζείεο ε1, ε2 είλαη θάζεηεο  

Αλ ηα ζεκεία Α,Β είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία ε ηόηε ε επζεία ε είλαη 

κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ 

 

Αλ ε γσλία ρ𝛢 ρ΄ είλαη νξζή ηόηε νη θνξείο ησλ πιεπξώλ Αρ θαη Αρ΄ είλαη 

επζείεο θάζεηεο 

 

Tν ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη νξζνγώλην κε 𝛤 =90
Ο

  

Σν κέζν Μ ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΓ είλαη κνλαδηθό.  

Αλ ηα ζεκεία Β,Γ ηνπ επηπέδνπ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο επζείαο ε ηόηε ε ε 

ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΒΓ 

 

Έζησ έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. Σόηε γηα θάζε εκηεπζεία Γρ ππάξρεη 

κνλαδηθό ζεκείν ηεο Γ, ώζηε ΑΒ=ΓΓ 

 

Έζησ ε επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν (Κ, R) ζηα ζεκεία Α,Β.  

Αλ ε επζεία ε είλαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ (Ο, ξ) ζην ζεκείν Α, ηόηε ε 

αθηίλα ΟΑ είλαη θάζεηνο ζηελ επζεία ε ζην ζεκείν Α. 

 

Αλ Θ, Η είλαη δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηόηε ε επζεία ΘΗ είλαη κνλαδηθή  

Ζ δηρνηόκνο Βδ ηεο γσλίαοΑΒ Γείλαη κνλαδηθή  

Έζησ ε είλαη κία επζεία ηνπ επηπέδνπ θαη Ε ζεκείν ηεο ε. Αλ ε επζεία ΑΕ 

είλαη θάζεηε ζηελ επζεία ε ζηε ζεκείν Ε, ηόηε ε ΑΕ είλαη κνλαδηθή. 

 

Ζ επζεία ε δηέξρεηαη από ην κέζν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΚΛ  
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Γ΄ κέξνο: ΢ε απηό ην κέξνο παξνπζηάδνληαη δύν Θέκαηα Γεσκεηξίαο πνπ έζεζε έλαο 

θαζεγεηήο ζε έλα επαλαιεπηηθό δηαγώληζκα ηεηξάκελνπ θαη νη απαληήζεηο κηαο καζήηξηαο 

ζε απηό. Γηαβάζηε πξνζεθηηθά θάζε ζέκα θαη ηηο απαληήζεηο πνπ πξνηείλεη ε καζήηξηα. 

Δμεηάζηε αλ ε απάληεζε ζε θάζε ζέκα είλαη πιήξεο Αλ λνκίδεηε όηη είλαη πιήξεο γξάθεηε 

όηη ε απάληεζε είλαη πιήξεο. Αλ λνκίδεηε όηη δελ είλαη πιήξεο (δειαδή όηη θάηη ιείπεη) 

γξάθεηε όηη ε απάληεζε δελ είλαη πιήξεο θαη ζεκεηώλεηε ηελ πξόηαζε πνπ λνκίδεηε όηη 

ιείπεη (ζεκεηώλνληαο ζε πνηα ζέζε λνκίδεηε όηη ιείπεη πρ αλάκεζα ζηελ 10
ε
 θαη ζηελ 11

ε
 

πξόηαζε θαη ραξαθηεξίδνληαο ηελ σο ζεώξεκα- αμίσκα- νξηζκό). 

 

ΘΔΜΑ 1
Ο
 

Έζησ ε1, ε2 δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ηνπ επηπέδνπ. Αλ νη επζείεο ηέκλνληαη, λα απνδείμεηε 

όηη έρνπλ κόλν έλα θνηλό ζεκείν. 

Ζ απάληεζε ηεο καζήηξηαο είλαη ε εμήο: 

 

1) Έζησ Α θνηλό ζεκείν ησλ ηεκλόκελσλ επζεηώλ ε1, ε2 

2) Τπνζέηνπκε όηη νη ε1, ε2 έρνπλ θαη άιιν θνηλό ζεκείν ην Β, δηαθνξεηηθό από ην Α. 

3) Σόηε θαη  νη δύν επζείεο ε1, ε2 δηέξρνληαη από ηα ζεκεία Α,Β. 

4) Αιιά ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α,Β είλαη κνλαδηθή. 

5) Άξα νη ε1, ε2 ηαπηίδνληαη. 

6) Άηνπν γηαηί  νη ε1, ε2 είλαη δηαθνξεηηθέο 

7) Άξα όηη νη ε1, ε2 δελ κπνξεί λα έρνπλ άιιν θνηλό ζεκείν. 

Ννκίδσ όηη ε απάληεζε ηεο καζήηξηαο: 

…………………………………………………………………………………………………

……………………………………….…………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………… 

Β

ε2

ε1

Α
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 ΘΔΜΑ 2
Ο 

 

Έζησ ρΟ δ, δ𝛰 ς δύν εθεμήο γσλίεο. Έζησ όηη ε ρΟ δ είλαη νμεία, ε δΟ ς είλαη ακβιεία 

θαη ηζρύεη ρΟ δ+δΟ ς< 180° . Έζησ Α ζεκείν ηεο Ορ θαη Β ζεκείν ηεο Ος. Να 

απνδείμεηε όηη ε επζεία Οδ ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ. 

Ζ απάληεζε ηεο καζήηξηαο είλαη ε εμήο: 

 
1. Έζησ ρΟ δ νμεία θαη δΟ 𝜓 ακβιεία κε ρΟ δ+δΟ ς< 180°. 

2. Οπόηε νη Ορ, Ος δελ είλαη αληηθείκελεο, γηαηί αλ ήηαλ αληηθείκελεο, 

επεηδή νη ρΟ δ, δ𝛰 ς είλαη εθεμήο ηόηε ζα ήηαλ θαη ρΟ δ+δΟ ς= 180°. 

3. Άηνπν αθνύ ρΟ δ+δΟ ς< 180°. 

4. Έζησ Α ζεκείν ηεο εκηεπζείαο Ορ θαη Β ζεκείν ηεο εκηεπζείαο Ος 

5. Φέξλσ ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ, πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Α,Β  

6. Σα Α,Β είλαη εθαηέξσζελ ηεο επζείαο Οδ 

7. Άξα ε επζεία Οδ ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία 

Α, Β δειαδή ην ΑΒ. 

Ννκίδσ όηη ε απάληεζε ηεο καζήηξηαο: 

…………………………………………………………………………………………

……………………………………………….…………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

 

Β Α

Ο

ψ

ζ

χ
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 Γ΄ μέρος ΢ην κέξνο απηό δίλεηαη ε απόδεημε κηαο γεσκεηξηθήο πξόηαζεο. Μόλν πνπ 

νη πξνηάζεηο πνπ απνηεινύλ ηελ απόδεημε δελ είλαη ζηε ζσζηή ζεηξά. Μπνξείηε 

λα ηηο ηνπνζεηήζεηε ζηε ζσζηή ζεηξά; Σνπνζεηήζηε ζην νξζνγώλην πνπ βξίζθεηαη 

δίπια ζε θάζε πξόηαζε, ην λνύκεξν πνπ λνκίδεηε όηη δείρλεη ηε ζσζηή ζεηξά ηεο 

πξόηαζεο ζηελ απόδεημε. 

 

ΠΡΟΣΑ΢Ζ: Από θάζε ζεκείν επζείαο άγεηαη κία κόλν θάζεηνο ζε απηή. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδεημε: 

xΑ δ= δΑ x΄=1L  

 

Αδ δηρνηόκνο ηεο επζείαο γσλίαο x΄Α x  

 

Αο ππνζέζνπκε όηη  θαη κηα άιιε επζεία Αδ, δηαθνξεηηθή ηεο Αδ,  

είλαη θάζεηε ζηελ x΄x 

 

 

xΑ δ νξζή γσλία 
 

 

 

Α ζεκείν ηεο επζείαο x΄x  

 

 

Άηνπν  

 

Ζ δηρνηόκνο γσλίαο είλαη κνλαδηθή  

 

Αδ δηρνηόκνο ηεο x΄Α x 

 

 

 

Αδꓕx΄x  

xx΄

ζ
δ

Π2

Π1

Α
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Δξσηεκαηνιόγην πνπ εθαξκόζηεθε κεηά ηελ παξέκβαζε (postest) 

 

ΚΧΓΗΚΟ΢ΜΑΘΖΣΖ: 

 

 

 

 

 

Δξσηεκαηνιόγην 

 

 

Οδεγίεο 

Σν εξσηεκαηνιόγην απηό απνηειείηαη από ηέζζεξα κέξε. Παξαθαινύκε 

πξνζπαζήζηε λα απαληήζεηε ζε όιεο ηηο εξσηήζεηο θάζε κέξνπο. Οη απαληήζεηο ζαο 

δελ ζα επεξεάζνπλ ηε βαζκνινγία ζαο. 

1) ΢πκπιεξώζηε ηνλ θσδηθό ζαο ζηνλ εηδηθό ρώξν πάλσ δεμηά ζε απηή ηε 

ζειίδα. 

2) Γηαβάζηε θάζε εξώηεζε πξνζεθηηθά πξηλ λα απαληήζεηε. 

3) Μπνξείηε λα ρξεζηκνπνηείζηε ηα θελά θύιια ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ σο 

πξόρεηξν. 

4) Με ζεκεηώζεηε ην όλνκα ζαο πνπζελά ζην εξσηεκαηνιόγην. 

5) Υξεζηκνπνηήζηε ζηπιό γηα λα γξάςεηε ηηο απαληήζεηο ζαο. 

6) Αλ ζειήζεηε λα αιιάμεηε κηα απάληεζε ζβήζηε ηειείσο ηελ πξνεγνύκελε 

απάληεζε. 

 

 

 

Μ    



122 

  

 

 
Α΄ κέξνο: Πξνζπαζήζηε λα πεξηγξάςεηε κε δηθά ζαο ιόγηα 

1) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ην αμίσκα (παξαδνρή)ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηνπ αμηώκαηνο (πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

2) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ην ζεώξεκα (πόξηζκα)ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηνπ ζεσξήκαηνο (πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

3) α) Ση λνκίδεηε  είλαη όηη είλαη ν νξηζκόο ζηελ Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

β) πνηνο λνκίδεηε  όηη είλαη ν ξόινο ηνπ νξηζκνύ ( πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 

 

 

 

 

4) α) Ση λνκίδεηε όηη είλαη ε απόδεημε ζηελ Γεσκεηξία; 

  

 

 

 

β)πνηνο λνκίδεηε όηη είλαη ν ξόινο ηεο απόδεημεο ( πσο ιεηηνπξγεί) ζηε Γεσκεηξία; 
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 Β΄ κέξνο: Υαξαθηεξίζηε ηηο πξνηάζεηο πνπ δίλνληαη ζηνλ πίλαθα ηνπνζεηώληαο ζηα θελά 

νξζνγώληα θάζε γξακκήο, έλα κόλν από ηα θεθαιαία γξάκκαηα Α,Θ,Ο,Σ. ΢πκπιεξώλεηε 

κε: 

Α: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη αμίσκα 

Θ: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη ζεώξεκα 

Ο: αλ λνκίδεηε όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη είλαη νξηζκόο 

Σ: αλ λνκίδεηε  όηη ε πξόηαζε πνπ δίλεηαη δελ είλαη ηίπνηα από ηα παξαπάλσ 

ΠΡΟΣΑ΢ΔΗ΢  

Tν ηξίγσλν ΠΡ΢ είλαη νξζνγώλην κε 𝛴 =90
Ο
  

Αλ ηα ζεκεία Μ,Ν είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία δ ηόηε ε επζεία δ είλαη 

κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΜΝ 

 

Έζησ έλα επζύγξακκν ηκήκα ΚΛ. Σόηε γηα θάζε εκηεπζεία Μς ππάξρεη 

κνλαδηθό ζεκείν ηεο Ν, ώζηε ΚΛ=ΜΝ 

 

Ζ δηρνηόκνο Λδ ηεο γσλίαο 𝛫𝛬 𝛭είλαη κνλαδηθή  

Αλ δ είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΠΡ θαη ΢ ζεκείν ηεο δ 

ηόηε ΢Π=΢Ρ 

 

Έζησ δ είλαη κία επζεία ηνπ επηπέδνπ θαη Κ ζεκείν ηεο ε. Αλ ε επζεία ΒΚ 

είλαη θάζεηε ζηελ επζεία δ ζηε ζεκείν Κ, ηόηε ε ΒΚ είλαη κνλαδηθή. 

 

Αλ ην ηξίγσλν ΕΖΘ είλαη ηζνζθειέο κε βάζε ηελ πιεπξά ΖΘ ηόηε ΕΖ=ΕΘ  

Ζ επζεία δ δηέξρεηαη από ην κέζν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΘΗ  

Έζησ δ επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ θύθιν (Ο, ξ) ζηα ζεκεία Μ, Ν.  

Αλ ΚΛΜ είλαη ηζνζθειέο ηξίγσλν κε βάζε ηελ πιεπξά ΚΜ ηόηε 𝛫 = 𝛭   

Αλ ε επζεία δ είλαη εθαπηνκέλε ηνπ θύθινπ (Κ, R) ζην ζεκείν Γ, ηόηε ε αθηίλα 

ΚΓ είλαη θάζεηνο ζηελ επζεία δ ζην ζεκείν Γ. 

 

Σν κέζν Ν ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΗΘ είλαη κνλαδηθό.  

Αλ ηα ζεκεία Κ, Ε ηνπ επηπέδνπ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο επζείαο δ ηόηε ε δ 

ηέκλεη ην επζύγξακκν ηκήκα ΚΕ 

 

Οη επζείεο δ1, δ2 είλαη θάζεηεο  

Αλ ε γσλία δ𝛰 δ΄ είλαη νξζή ηόηε νη θνξείο ησλ πιεπξώλ Οδ θαη Οδ΄ είλαη 

επζείεο θάζεηεο 

 

Αλ Ε,Ζ είλαη δύν ζεκεία ηνπ επηπέδνπ ηόηε ε επζεία ΕΖ είλαη κνλαδηθή  
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 Γ΄ κέξνο: ΢ε απηό ην κέξνο παξνπζηάδνληαη δύν Θέκαηα Γεσκεηξίαο πνπ έζεζε έλαο 

θαζεγεηήο ζε έλα επαλαιεπηηθό δηαγώληζκα ηεηξάκελνπ θαη νη απαληήζεηο κηαο καζήηξηαο 

ζε απηό. Γηαβάζηε πξνζεθηηθά θάζε ζέκα θαη ηηο απαληήζεηο πνπ πξνηείλεη ε καζήηξηα. 

Δμεηάζηε αλ ε απάληεζε ζε θάζε ζέκα είλαη πιήξεο Αλ λνκίδεηε όηη είλαη πιήξεο γξάθεηε 

όηη ε απάληεζε είλαη πιήξεο. Αλ λνκίδεηε όηη δελ είλαη πιήξεο (δειαδή όηη θάηη ιείπεη) 

γξάθεηε όηη ε απάληεζε δελ είλαη πιήξεο θαη ζεκεηώλεηε ηελ πξόηαζε πνπ λνκίδεηε όηη 

ιείπεη (ζεκεηώλνληαο ζε πνηα ζέζε λνκίδεηε όηη ιείπεη πρ αλάκεζα ζηελ 10
ε
 θαη ζηελ 11

ε
 

πξόηαζε θαη ραξαθηεξίδνληαο ηελ σο ζεώξεκα- αμίσκα- νξηζκό). 

 

ΘΔΜΑ 1
Ο

 
Να απνδείμεηε όηη ην κέζν ελόο ηόμνπ είλαη κνλαδηθό 

Ζ απάληεζε ηεο καζήηξηαο είλαη ε εμήο: 

 

1)Έζησ ΑΒ ηόμν θύθινπ κε θέληξν Ο θαη Μ κέζν ηνπ. 

2) Άξα ΜΑ=ΜΒ 

3) Οη 𝛢𝛰 𝛭 , 𝛭𝛰 𝛣είλαη νη αληίζηνηρεο επίθεληξεο γσλίεο ησλ ίζσλ ηόμσλ ΜΑ,ΜΒ 

4) Άξα 𝛢𝛰 𝛭 =  𝛭𝛰 𝛣 

5) Δπνκέλσο ε ΟΜ είλαη δηρνηόκνο ηεο γσλίαο 𝛢𝛰 𝛣 

6) Αλ ππνζέζνπκε όηη ην ηόμν ΑΒ έρεη θαη δεύηεξν κέζν Μ΄ ηόηε νκνίσο ε ΟΜ΄ είλαη 

δηρνηόκνο ηεο 𝛢𝛰 𝛣 

7) Άηνπν αθνύ ε δηρνηόκνο κηαο γσλίαο είλαη κνλαδηθή. 

 

Ννκίδσ όηη ε απάληεζε ηεο καζήηξηαο: 

…………………………………………………………………………………………

……………………………………………….…………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 
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 ΘΔΜΑ 2
Ο 

 

Έζησ ηξίγσλν ΑΒΓ. ΢ηηο πξνεθηάζεηο ησλ δηακέζσλ ΒΓ θαη ΓΔ παίξλνπκε ζεκεία Ζ 

θαη Ε αληίζηνηρα ηέηνηα, ώζηε ΓΖ=ΒΓ θαη ΕΔ=ΓΔ. Να απνδείμεηε όηη ηα ζεκεία Ε, Α 

θαη Ζ είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Ζ απάληεζε ηεο καζήηξηαο είλαη ε εμήο: 

 
1. ΒΓ=ΓΖ (από θαηαζθεπή) άξα Γ κέζν ηεο ΒΖ. ΋κνηα 

ΕΔ=ΔΓ (από θαηαζθεπή) άξα Δ κέζν ηεο ΕΓ. 

2. Σν Γ είλαη κέζν ηεο ΑΓ θαη ην Δ είλαη κέζν ηεο ΑΒ αθνύ ΒΓ θαη ΓΔ 

είλαη δηάκεζνη. 

3. Άξα ηα ηκήκαηα ΑΓ, ΒΖ θαζώο θαη ηα ηκήκαηα ΕΓ, ΑΒ 

δηρνηνκνύληαη. 

4. Άξα ηα ηεηξάπιεπξα ΑΖΓΒ θαη ΕΑΓΒ είλαη παξαιιειόγξακκα. 

5. Δπνκέλσο ΑΖ//ΒΓ θαη ΑΕ//ΒΓ σο απέλαληη πιεπξέο ησλ 

παξαιιεινγξάκκσλ ΑΖΓΒ θαη ΕΑΓΒ αληίζηνηρα. 

6. Αιιά ζύκθσλα κε ην αίηεκα ηεο παξαιιειίαο από ην ζεκείν Α εθηόο 

ηεο ΒΓ δηέξρεηαη κόλν κία επζεία παξάιιειε πξνο ηελ επζεία ΒΓ. 

7. Άξα ηα Ε, Α, Ζ βξίζθνληαη ζε απηήλ ηελ κνλαδηθή  παξάιιειε 

δειαδή είλαη ζπλεπζεηαθά. 

Ννκίδσ όηη ε απάληεζε ηεο καζήηξηαο: 

…………………………………………………………………………………………

……………………………………………….…………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 
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 Γ΄ μέρος ΢ην κέξνο απηό δίλεηαη ε απόδεημε κηαο γεσκεηξηθήο πξόηαζεο. Μόλν πνπ 

νη πξνηάζεηο πνπ απνηεινύλ ηελ απόδεημε δελ είλαη ζηε ζσζηή ζεηξά. Μπνξείηε 

λα ηηο ηνπνζεηήζεηε ζηε ζσζηή ζεηξά; Σνπνζεηήζηε ζην νξζνγώλην πνπ βξίζθεηαη 

δίπια ζε θάζε πξόηαζε, ην λνύκεξν πνπ λνκίδεηε όηη δείρλεη ηε ζσζηή ζεηξά ηεο 

πξόηαζεο ζηελ απόδεημε. 

 

ΠΡΟΣΑ΢Ζ: Έζησ επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ, ε ε κεζνθάζεηνο ηνπ ΑΒ θαη Γ έλα 

ζεκείν ηνπ επηπέδνπ ηέηνην ώζηε ηα Β,Γ λα βξίζθνληαη πξνο ην ίδην κέξνο ηεο ε. Να 

απνδείμεηε όηη ΒΓ<ΑΓ. 

Απόδεημε:  

 

𝛣𝛤 < 𝛢𝛤  

 

Α, Γ εθαηέξσζελ ηεο ε  

 

𝜍𝜏𝜊 𝛫𝛤𝛣𝛼𝜋ό 𝜏𝜂𝜈 𝜏𝜌𝜄𝛾𝜔𝜈𝜄𝜅ή 𝛼𝜈𝜄𝜍ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝛣𝛤 < 𝛫𝛤 + 𝛫𝛣  

 

Κ ζεκείν ηεο κεζνθαζέηνπ ε 

 

 

 

 

𝜏𝛼 𝛢, 𝛣 𝜀𝜅𝛼𝜏έ𝜌𝜔𝜃𝜀𝜈 𝜏𝜂𝜎 𝜀 𝛼𝜑𝜊ύ 𝜀 𝜇𝜀𝜍𝜊𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜊𝜎  

 

 

𝛣𝛤 < 𝛫𝛤 + 𝛫𝛢  

 

𝜏𝛼 𝛣, 𝛤 𝛽𝜌ί𝜍𝜅𝜊𝜈𝜏𝛼𝜄 𝜋𝜌𝜊𝜎 𝜏𝜊 ί𝛿𝜄𝜊 𝜇έ𝜌𝜊𝜎 𝜏𝜂𝜎 𝜀  

 

𝜏𝜊 𝜀𝜐𝜃ύ𝛾𝜌𝛼𝜇𝜇𝜊 𝜏𝜇ή𝜇𝛼 𝛢𝛤 𝜏έ𝜇𝜈𝜀𝜄 𝜏𝜂𝜈 𝜀 𝜍𝜀 έ𝜈𝛼 𝜍𝜂𝜇𝜀ί𝜊 𝛫  

 

𝛢𝛤 = 𝛢𝛫 + 𝛫𝛤  

 

 

𝛫𝛢 = 𝛫𝛣 
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Φύιιν εξγαζίαο: «ραξαθηεξίδνληαο  πξνηάζεηο» 

ΟΓΖΓΗΔ΢ 

΢ηηο δξαζηεξηόηεηεο απηέο παξνπζηάδνληαη νη απνδείμεηο θάπνησλ πξνηάζεσλ. 

΋ιεο νη πξνηάζεηο πνπ ζπληζηνύλ ηελ απόδεημε είλαη ηνπνζεηεκέλεο ζε πιαίζην 

θαη ζηε ζσζηή ζεηξά. Γηαβάζηε πξνζεθηηθά ηελ πξώηε απόδεημε θαη 

πξνζπαζήζηε λα ραξαθηεξίζεηε απηέο ηηο πξνηάζεηο. Γειαδή λα βξείηε πνηεο από 

απηέο είλαη νξηζκνί, αμηώκαηα, ζεσξήκαηα ή άιιεο πξνηάζεηο.  

΢εκεηώζηε αξρηθά ζην πιαίζην ηη λνκίδεηε όηη είλαη θάζε πξόηαζε.  

΢ηε ζπλέρεηα ζπδεηήζηε κε ηα ππόινηπα κέιε ηεο νκάδαο ηηο απόςεηο ζαο θαη όηαλ 

ζπκθσλήζεηε ρξεζηκνπνηήζηε ηηο θαξηέιεο κε ηα ηέζζεξα  ρξώκαηα πνπ 

βξίζθνληαη κέζα ζηα ζαθνπιάθηα σο εμήο:  

γξάςηε όζεο πξνηάζεηο λνκίδεηε όηη είλαη αμηώκαηα ζηηο θίηξηλεο θαξηέιεο. 

γξάςηε όζεο πξνηάζεηο λνκίδεηε όηη είλαη νξηζκνί ζηηο κσβ θαξηέιεο. 

γξάςηε όζεο πξνηάζεηο λνκίδεηε όηη είλαη ζεσξήκαηα ζηηο ζαιαζζί θαξηέιεο 

γξάςηε όζεο πξνηάζεηο λνκίδεηε όηη «άιιεο πξνηάζεηο» ζηηο πξάζηλεο θαξηέιεο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ηνπνζεηήζηε ζην καύξν ραξηόλη ηηο θαξηέιεο κε ηε ζεηξά πνπ 

παξνπζηάδνληαη νη πξνηάζεηο ζηελ απόδεημε ζην αληίζηνηρν θύιιν εξγαζίαο. 

Σέινο ζθεθηείηε γηα ην ξόιν πνπ έρνπλ απηέο νη πξνηάζεηο ζηνλ απνδεηθηηθό 

ζπιινγηζκό πνπ παξνπζηάζηεθε ζηελ 1
ε
 δξαζηεξηόηεηα θαη ζπδεηήζηε γη απηό ηνλ 

ξόιν κε ηα ππόινηπα κέιε ηεο νκάδαο ζαο. 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 1
ε
 

Έζησ ΑΒΓ ηζνζθειέο ηξίγσλν κε βάζε ηελ πιεπξά ΒΓ. Έζησ Γ, Δ ηα κέζα ησλ 

πιεπξώλ ΑΒ, ΑΓ αληίζηνηρα. Αλ Μ είλαη ην κέζν ηεο βάζεο ΒΓ λα απνδείμεηε όηη 

ε ΑΜ είλαη κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΔ. 

Απόδεημε: 

 

Γ κέζν ΑΒ άξα ΑΓ = ΓΒ =
1

2
ΑΒθαη ΑΔ = ΔΓ =

1

2
ΑΓ. 

 

 

ΜΒ

Α

Γ

Γ Δ
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ΑΒΓ ηζνζθειέο κε βάζε ΒΓ άξα ΑΒ=ΑΓ 
 

 

ΓΒ=ΔΓ=ΑΓ=ΑΔ=
1

2
ΑΒ=

1

2
ΑΓ 

 

 

𝛣 = 𝛤 πξνζθείκελεο γσλίεο ζηε βάζε ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ 
 

 

Σα ηξίγσλα ΓΒΜ, ΜΔΓ είλαη ίζα από ην θξηηήξην ΠΓΠ 
 

 

ΓΜ=ΜΔ αληίζηνηρα ζηνηρεία ίζσλ ηξηγώλσλ 
 

 

Άξα ην ζεκείν Μ ηζαπέρεη από ηα άθξα ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΔ 
 

 

 

 

 

Άξα ην Α αλήθεη ζηε κεζνθάζεην ηνπ ΓΔ 
 

 

Από ηα ζεκεία Α, Μ δηέξρεηαη κνλαδηθή επζεία 
 

 

Άξα ε ΑΜ είλαη ε κεζνθάζεηνο ηνπ ΓΔ 
 

 

Μ κέζν ΒΓ άξα ΜΒ=ΜΓ 
 

Άξα ην Μ αλήθεη ζηε κεζνθάζεην ηνπ ΓΔ 
 

ΑΓ=ΑΔ 
 

Άξα ην ζεκείν Α ηζαπέρεη από ηα άθξα ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΓΔ 
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ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 2
ε
 

Γνπιεύεηε όπσο θαη ζηελ 1
ε
 δξαζηεξηόηεηα. Γειαδή αξρηθά ραξαθηεξίδεηαη ηηο 

πξνηάζεηο πνπ παξνπζηάδνληαη θαη θαηόπηλ ηηο κεηαθέξεηε ζε θαηάιιειεο θαξηέιεο. 

Άζθεζε 2 

΢ε έλα δηαγώληζκα γεσκεηξίαο ν θαζεγεηήο δήηεζε από ηνπο καζεηέο λα ζρεδηάζνπλ κία 

νμεία γσλία ρΟ ς θαη από έλα ηπραίν ζεκείν Α ηεο πιεπξάο Ορ λα θαηαζθεπάζνπλ επζεία 

θάζεηε ζηελ πιεπξά Ος. Ο Γηώξγνο μέραζε ηα γεσκεηξηθά όξγαλα ζην ζπίηη!!!  Έρεη κόλν 

ράξαθα θαη ην κπινθ δσγξαθηθήο ηνπ. Οπόηε θάλεη ην εμήο: αξρηθά ζρεδηάδεη  ζηελ θόιια 

ηνπ κε ηνλ ράξαθα, κηα νμεία γσλία ρΟ ς θαη έλα ζεκείν Α ζηελ Ορ.  ΢ηε ζπλέρεηα, 

ζρεδηάδεη ζην δηαθαλέο ραξηί ηελ γσλία ρΟ ς. Σνπνζεηεί ην δηαθαλέο ραξηί έηζη ώζηε ε 

θνξπθή Ο ηεο γσλίαο θαη ε πιεπξά Ος ζην δηαθαλέο ραξηί λα ηαπηηζηνύλ κε ηελ θνξπθή   

Ο ηεο γσλίαο θαη ηελ πιεπξά Ος ηεο γσλίαο ζηελ θόιια θαη ε άιιε πιεπξά Ορ λα 

βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ε ρΟ ς. ΢εκεηώλεη κε Α΄ ηε λέα ζέζε ηνπ Α, 

ελώλεη ην Α κε ην Α΄. Ζ ΑΑ΄ είλαη ε δεηνύκελε θάζεηε.  

Ο θαζεγεηήο βιέπνληαο ηνλ Γηώξγν λα εξγάδεηαη κε ην δηαθαλέο ραξηί, πιεζηάδεη, 

παξαθνινπζεί ηελ θαηαζθεπή ηνπ, δίλεη ζπγραξεηήξηα ζηνλ Γηώξγν θαη ηνπ ιέεη: 

-«κπξάβν Γηώξγν, είζαη πνιύ δεκηνπξγηθόο! Αιιά πσο είζαη ζίγνπξνο όηη ε όηη ε ΑΑ΄ 

είλαη θάζεηνο ζηελ ΑΥ; Μπνξείο λα ην απνδείμεηο;». 

-«απηό είλαη παλεύθνιν θύξηε» θαη παξνπζηάδεη ηελ απόδεημε πνπ αθνινπζεί 

Απόδεημε:
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κεηαηνπίδσ ηε γσλία ρΟ ς ζηε ζέζε ςΟ δ κε ηε βνήζεηα δηαθαλνύο ραξηηνύ άξα 

ρΟ ς=ςΟ δ 

 

 

Ος δηρνηόκνο ηεο ρΟ δ θαη Ος εζσηεξηθή εκηεπζεία ηεο γσλίαο ρΟ δ 

 

 

κεηαηνπίδσ ην ΟΑ ζηε ζέζε ΟΑ΄ κε ηε βνήζεηα δηαθαλνύο ραξηηνύ άξα 

ΟΑ΄=ΟΑ 

 

 

Άξα ΟΑΑ΄ ηζνζθειέο. 

 

 

Α, Α΄ ζεκεία ησλ Ορ, Οδ αληίζηνηρα, εθαηέξσζελ ηεο δηρνηόκνπ Ος ηεο ρΟ δ  

άξα ΑΑ΄ ηέκλεη Ος.  

 

 

Κ ζεκείν ηνκήο ησλ ΑΑ΄, Ος  

Οθ δηρνηόκνο ηνπ ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ ΟΑΑ άξα 

ΟΚ ύςνο ηνπ ΟΑΑ΄ 

 

 

ΑΑ΄ꓕ ΟΚ 
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 Φύιιν εξγαζίαο: «αλαδεηώληαο ηε ζσζηή ζεηξά» 

 

Κάζε νκάδα παίξλεη ην ζαθνπιάθη κε ηελ εηηθέηα δξαζηεξηόηεηα 3
ε
 πνπ πεξηέρεη 

θαξηέιεο ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζηηο νπνίεο αλαγξάθνληαη νη πξνηάζεηο πνπ είλαη 

απαξαίηεηεο γηα ηελ απόδεημε ηεο πξόηαζεο πνπ αθνινπζεί. Πξνζπαζήζηε λα ηηο 

ηνπνζεηήζεηε ζηε ζσζηή ζεηξά ηηο θαξηέιεο ζην ραξηόλη ώζηε ε απόδεημε πνπ ζα 

ζρεκαηηζηεί λα ζσζηή. ΋ηαλ ηειεηώζεηε κε ηελ 3
ε
 δξαζηεξηόηεηα, ζπλερίζηε 

δνπιεύνληαο κε ηνλ ίδην ηξόπν ηηο επόκελεο δξαζηεξηόηεηεο  

Θπκάκαη όηη 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ηηο θίηξηλεο θαξηέιεο ηα αμηώκαηα. 

 ΢ηηο κσβ θαξηέιεο νη νξηζκνί. 

 ΢ηηο ζαιαζζί θαξηέιεο ηα ζεσξήκαηα. 

΢ηηο πξάζηλεο θαξηέιεο νη «άιιεο 

πξνηάζεηο». 
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ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 3

ε
 

Να απνδείμεηε ηελ πξόηαζε πνπ αθνινπζεί: 

«αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο 

ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο» 

Οη θαξηέιεο γηα ηελ ηξίηε δξαζηεξηόηεηα αλαγξάθνπλ ηα εμήο: 

 

 

 

 

 

 

 

Κάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από ηηο απέλαληη γσλίεο ηνπ 

ηξηγώλνπ. 

ε1//ε2 

ε1, ε2  δύν επζείεο ηνπ επηπέδνπ πνπ ηέκλνληαη από κία ηξίηε επζεία ε ζηα Α,Β 

αληίζηνηρα 

𝜑  εμσηεξηθή γσλία ηνπ ΑΒΓ 

𝜔 = 𝜑  

Γύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1, ε2  ηνπ επηπέδνπ ή ζα ηέκλνληαη ή ζα είλαη παξάιιειεο 

άηνπν 

𝜔 , 𝜑  εληόο ελαιιάμ ησλ επζεηώλ ε1, ε2  πνπ ηέκλνληαη από ηελ ε  

έζησ νη επζείεο ε1, ε2  ηέκλνληαη ζην Γ έζησ πξνο ην κέξνο ηεο 𝜔  
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ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 4
ε
 

«Έζησ επζεία ε θαη Α έλα ζεκείν εθηόο ηεο επζείαο. Να δείμεηε όηη ππάξρεη 

επζεία ε πνπ δηέξρεηαη από ην Α θαη είλαη παξάιιειε πξνο ηελ ε» 

Οη θαξηέιεο γηα ηελ ηέηαξηε δξαζηεξηόηεηα αλαγξάθνπλ ηα εμήο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜑   ε νμεία γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ην ΑΒ κε ηελ επζεία ε κεηαθέξνπκε ηε γσλία 𝜑 ώζηε λα έρεη θνξπθή ην Α, ε κία πιεπξά ηεο λα είλαη ε ΑΒ 

θαη ε άιιε πιεπξά ηεο ΑΓ λα βξίζθεηαη ζην εκηεπίπεδν πνπ δελ αλήθεη ε γσλία 𝜑  

νπόηε είλαη ΓΑ Β =𝜑  

από ην Α θέξλνπκε έλα πιάγην ηκήκα ΑΒ πξνο ηελ ε 

ΓΑ Β, 𝜑  εληόο ελαιιάμ ησλ επζεηώλ ΑΓ, ε πνπ ηέκλνληαη από ηελ ΑΒ 

ΑΓ, ε ηέκλνληαη από ηελ ΑΒ θαη ζρεκαηίδνπλ ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο ηνπο ίζεο 

άξα ΑΓ//ε 

ε επζεία ΑΒ ρσξίδεη ην επίπεδν ζε δύν εκηεπίπεδα 

𝜑  ε νμεία γσλία πνπ ζρεκαηίδεη  ην ΑΒ κε ηελ ε 
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ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 5
ε
 

«Να απνδείμεηε όηη δύν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία 

ηεο, είλαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οη εληόο ελαιιάμ γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνπλ νη επζείεο ρ΄ ρ, ς΄ς πνπ ηέκλνληαη από 

ηελ ε είλαη ίζεο άξα ρ΄ ρ // ς΄ς 

άξα 𝜔 =𝜑  

ρ΄ 𝛢  Β = ρ 𝛢  Β = 𝜔  =1L θάζεηεο επζείεο ιέγνληαη νη πιεπξέο ηεο νξζήο γσλίαο 

𝜔 , 𝜑  εληόο ελαιιάμ ησλ επζεηώλ ρ΄ ρ, ς΄ς πνπ ηέκλνληαη από ηελ ε 

ς΄ 𝛣  Α = ς 𝛣  Α= 𝜑 =1L θάζεηεο επζείεο ιέγνληαη νη πιεπξέο ηεο νξζήο γσλίαο 

ς΄ς ꓕ ε ζην ζεκείν Β ηεο επζείαο ε 

ρ΄ ρ ꓕ ε ζην ζεκείν Α ηεο επζείαο ε 



135 

  

 
Φύιιν εξγαζίαο: «ζπκπιεξώλνληαο ην ζπιινγηζκό…» 

΢ηηο δξαζηεξηόηεηεο πνπ αθνινπζνύλ παξνπζηάδνληαη ηα αξρηθά βήκαηα ελόο 

απνδεηθηηθνύ ζπιινγηζκνύ. ΢ε ζαθνπιάθη κε ηίηιν «ζπκπιεξώλνληαο ην 

ζπιινγηζκό…, δξαζηεξηόηεηα 6
ε
», βξίζθνληαη θαξηέιεο ζηα ηέζζεξα ρξώκαηα 

(όπσο θαη ζηηο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηεο). Πξνζπαζήζηε λα ζπλερίζεηε ηηο 

απνδείμεηο. ΋ηαλ νινθιεξώλεηε κηα απόδεημε λα κεηαθέξεηε όιεο ηηο πξνηάζεηο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζαηε, ζηα αληίζηνηρα ρξσκαηηζηά θαξηειάθηα θαη λα ηα ηνπνζεηείηε ζηε 

ζσζηή ζεηξά.  

Γξαζηεξηόηεηα 6
ε
 

Να απνδείμεηε όηη «αλ δύν παξάιιειεο επζείεο ηέκλνληαη από ηξίηε, ζρεκαηίδνπλ 

ηηο εληόο ελαιιάμ γσλίεο ίζεο». 

Απόδεημε: 

έζησ όηη ε1//ε2 

 

ε ηέκλεη ε1,ε2 ζηα Α ,Β αληίζηνηρα 

 

 

ε

ε1

ε2

χ

ω

φ

Β

Α

𝜔 , 𝜑  εληόο ελαιιάμ ησλ παξαιιήισλ ε1,ε2 πνπ ηέκλνληαη από ηελ ε 

Φέξνπκε ηελ Αρ ώζηε νη γσλίεο ρ𝛢 𝛽, 𝜑  λα βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο ε θαη ρ𝛢 𝛽=𝜑  

ππνζέηνπκε όηη𝜔 ≠ 𝜑  
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Γξαζηεξηόηεηα 7
ε
 

Να απνδείμεηε όηη: « αλ δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο πξνο κία 

ηξίηε επζεία ε, ηόηε είλαη θαη κεηαμύ ηνπο παξάιιειεο, δειαδή αλ ε1// ε θαη ε2//ε ηόηε 

ε1//ε2». 

Απόδεημε 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αλ νη ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη ζην Α 
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Γξαζηεξηόηεηα 8
ε
 (δνπιεύεηε όπσο ζηε δξαζηεξηόηεηα 7) 

Να απνδείμεηε όηη: « αλ δύν επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο θαη κία ηξίηε 

επζεία ε, ηέκλεη ηε κία από απηέο, ηόηε ε ε ζα ηέκλεη θαη ηελ άιιε. 

Απόδεημε 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γξαζηεξηόηεηα 9
ε
 (δνπιεύεηε όπσο ζηηο πξνεγνύκελεο δξαζηεξηόηεηεο) 

Να απνδείμεηε όηη: «αλ κία επζεία είλαη θάζεηε ζε κία από δύν παξάιιειεο 

επζείεο, ηόηε είλαη θάζεηε θαη ζηελ άιιε» 

Απόδεημε: 

 

 

 

 

 

 

Αλ ε ε ηέκλεη ηελ ε1 ζην Α 

έζησ ε1// ε2 

έζησ ε ꓕ ε1 ζην ζεκείν Α 
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Σα ζεσξήκαηα, νη νξηζκνί θαη ηα αμηώκαηα πνπ κπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζηε γηα ηηο 

δξαζηεξηόηεηεο 6-7-8 -9  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο ελαιιάμ γσλίεο 

ίζεο, ηόηε είλαη παξάιιειεο 

 

αλ δύν επζείεο ηεκλόκελεο από κία ηξίηε ζρεκαηίδνπλ δύν εληόο, εθηόο θαη επί 

ηα απηά κέξε γσλίεο ίζεο ή δύν εληόο θαη επί ηα απηά κέξε παξαπιεξσκαηηθέο, 

ηόηε είλαη παξάιιειεο 

δύν επζείεο θάζεηεο ζηελ ίδηα επζεία, ζε δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο, είλαη κεηαμύ 

ηνπο παξάιιειεο 

θάζε εμσηεξηθή γσλία ελόο ηξηγώλνπ είλαη κεγαιύηεξε από θαζεκία από ηηο 

απέλαληη γσλίεο ηνπ ηξηγώλνπ 

Από ζεκείν εθηόο επζείαο άγεηαη κία κόλν παξάιιειε πξνο απηή 

Γύν δηαθνξεηηθέο επζείεο ε1, ε2  ηνπ επηπέδνπ ή ζα ηέκλνληαη ή ζα είλαη 

παξάιιειεο 

Οη θνξείο ηεο νξζήο γσλίαο είλαη θάζεηεο επζείεο 
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 Φύιιν εξγαζίαο: «ραξηνγξαθώληαο ηηο ζπλδέζεηο ησλ πξνηάζεσλ » 

ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΑ 10
ε
 

Οδεγίεο  

 Κάζε νκάδα παίξλεη από έλα ζαθνπιάθη κε ηελ εηηθέηα δξαζηεξηόηεηα 10.  

 Καζέλα από απηά πεξηέρεη όια ηα ζεσξήκαηα, ηα αμηώκαηα θαη ηνπο 

νξηζκνύο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ ελόηεηα ησλ παξαιιήισλ επζεηώλ. 

 Απιώζηε όιεο ηηο θαξηέιεο ζην ραξηόλη(1x1). 

 Υξεζηκνπνηήζηε ην κνιύβη ζαο γηα λα ζπλδέζεηε κε ηε βνήζεηα γξακκώλ 

ηηο πξνηάζεηο, κε ηέηνην ηξόπν ώζηε λα θαίλεηαη πνηεο πξνηάζεηο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ, ζπκκεηείραλ ζηελ απόδεημε θάπνησλ πξνηάζεσλ. 

(κπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζηε ηα θύιια εξγαζίαο ησλ πξνεγνύκελσλ 

καζεκάησλ ή λα ρξεζηκνπνηήζεηε ηηο θσηνγξαθίεο από ηηο θαηαζθεπέο ζαο 

πνπ βξίζθνληαη ζηελ επηθάλεηα εξγαζίαο ή ηα βηβιία ζαο)  

 ΋ηαλ απνηππώζεηε όιεο ηηο ζπλδέζεηο ζην «ράξηε» πνπ δεκηνπξγήζαηε 

παξαηεξήζηε απηό ην ράξηε θαη πξνζπαζήζηε κέζα από ηε ζπδήηεζε κε ηα 

ππόινηπα κέιε ηεο νκάδαο ζαο λα απαληήζεηε ζηηο παξαθάησ εξσηήζεηο; 

Με βάζε ην ράξηε πνπ ζρεδηάζαηε 

 δηαθξίλεηε θάπνηνλ λέν ξόιν γηα ηα ζεσξήκαηα; 

 

 

 

 δηαθξίλεηε θάπνηνλ λέν ξόιν γηα ηα αμηώκαηα; 

 

 

 

 δηαθξίλεηε θάπνηνλ λέν ξόιν γηα ηνπο νξηζκνύο; 

 

 

 

 δηαθξίλεηε θάπνηνλ λέν ξόιν γηα ηελ απόδεημε; 
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΢ρνιηαζκόο ηεο παξέκβαζεο από καζεηή: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


